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Solugoes e algumas resolugoes abreviadas

1. a) Verdadeira; b) Falsa; c¢) Falsa; d) Falsa; e) Verdadeira; f)
Falsa; g) Verdadeira; h) Verdadeira; i) Falsa; j) Falsa; k) Ver-
dadeira; 1) Falsa; m) Verdadeira.

2. Sejaa > 0. Se a > 1: como, para a > 0, é > (), temos

1
a+—->14+0=1.
a

Se 0 < a < 1: temos a~! > 1, e da mesma forma

3. a)

1
a+—->0+1>1.
a

14344+ (2n—1)=n? VneN:

Paran =1, temos 2-1—1 =1, que é uma proposicao verdadeira.
Hipétese de indugao: para certon € Ny, temos 1+3+- - -+(2n—1) = n?.
Tese (a provar): 1+3+ -+ 2n—1)+ (2(n+1)—1) = (n+1)%
Usando a hipdtese de inducao, temos:

143+ -+ (2n—=1)+(2(n+1)=1) = n*+(2n+2—-1) = n*+2n+1 = (n+1)?

como queriamos mostrar.

1 1 1 _ n :

i3 tsst...+ WnET) = nyic Paran € Nj:

Para n = 1, temos & = == < 1 = 1 que é uma proposicao verda-
’ 12 = 141 2 — ¥

deira.
1

Hipotese de indugao: para certo n € Ny, temos % + % +ot D =

ntl

L1 1 1 1 il
Tese (a provar): 15+ 355 +...+ oD T e =
Usando a hipdtese de inducao, temos:

1 1 1 1 n 1
E+ﬁ+"'+n(n+l)+(n+1)(n+2) B n+1+(n—|—1)(n—|—2)

nn+2)+1 n?+2n+1

m+1)(n+2) (n+1)(n+2)
(n+1)> _n+1

n+L)(n+2) n+2

como queriamos mostrar.



4. b) Dadoa € R, (a—1)(1+a+---+a") = a™' — 1, para qualquer n € N:
Para n = 0, a condi¢ao acima fica a —1 = a — 1 que é uma proposicao
verdadeira.

Hipétese de indugao: para certon € N, (a — 1)(1 +a+---+a") =
a™tl — 1.

Tese: (a—1)(1+a+---+a"+a"t) =a""? -1

Simplificando o lado esquerdo da igualdade acima, temos que

(a—D(A+a+--+a™) = (a—1){1+a+---+a") +(a—1)a""
Usando a hipodtese de inducao, temos agora

(a—1D(1+a+--+a™) = o™ -1+ (a—1)a"™.

— an—H — 14+ an+2 . an—l—l

an+2 -1

)

como queriamos demonstrar.
1,2 1 .
c) §+§+~-+ﬁzl—m,paraqualquerneN.
Para n = 0, a condigao fica 0 =1 — % < 0 =0, que é uma proposicao
verdadeira.

Hipoétese de inducao: para certon € N, %+ % +---+ (n_ﬁl)! =1- ﬁ

(n+1)! (n+2)! (n+2)!

Usando a hipétese de inducao,
l—l—z—k---—l— n_ n+l (1_;)_'_(71—%1)
21 3! n+1)!  (n+2)! (n+1)! (n+2)!

- n+2—-—n-—1

 (n+2)!
B 1
T (n+2)!

como queriamos mostrar.

5. a) (n+2)! > 2%" para qualquer n € Ni:
Para n = 1, temos que 3! > 4 que é uma proposicao verdadeira.
Hipétese de inducao: para certo n € N com n € Ny, temos (n + 2)! >
22
Tese: (n+ 3)! > 227+2,



Temos que (n + 3)! > 222 & (n + 3)(n + 2)! > 4-2*". Como, por
hipétese de inducao, (n+2)! > 22" e, paran > 1, n+3 > 4 > 0, temos
entao que

(n+3)(n+2)!>4.2%

como queriamos mostrar.

b) 2n — 3 < 2"72 para todo o natural n > 5:
Para n = 5, temos que 10 — 3 < 23 & 7 < 8, que é uma proposicao
verdadeira.
Hipétese de inducao: para certon € N com n > 5, temos 2n—3 < 272,
Tese: 2(n + 1) — 3 < 2(n+H=2,
Desenvolvendo o lado esquerdo da desigualdade acima e usando a
hipotese, temos

2n+1)—-3=2n+2-3=(2n—-3) +2< 2" 2 42,

Como, para n > 5, temos 2 < 2”2, conclui-se que 2" 2 42 < 2772 +
22 =2.92"2 = 2771 Togo

2(n+1) -3 <2 1.

c) 7" —1 é divisivel por 6 para qualquer n € Nj:
Para n = 1, temos 7' — 1 = 6, que é divisivel por 6.
Hipétese de inducao: para certo n € Ny, 7" — 1 é divisivel por 6.
Tese: 7T — 1 é divisivel por 6.
Entao:

7T 1=7-T-1=6+1D)7T"—1=6-T"+7T"—1.

Uma vez que 6- 7" é divisivel por 6, e, por hipétese de inducgao, 7" — 1
também, a sua soma sera também divisivel por 6.
6. Sendoa > —-leneN, (1+a)" > 1+ na:

Para n = 0, a condi¢ao fica (1 +a)® > 1< 1> 1, que é uma proposigao
verdadeira.

Hipétese de indugao: para certon € N, (14 a)” > 1+ na.
Tese: (1+a)"™ >1+ (n+ 1)a.

Desenvolvendo o lado esquerdo e usando a hipétese de inducao, temos que

(1+a)"" =(1+a)"(1+a) > (1+na)(l+a).



Como

(14+na)(1+a)=1+a+na+na*=1+n+Da+na*>1+(n+1)a

uma vez que na’ > 0, temos agora (1 + a)"™ > 1+ (n + 1)a, como
queriamos mostrar.

. Seja P(n) a condigao“n® + 3n + 1 é par”.

a)

10.

11.

12.

Vamos ver que P(n) = P(n + 1), ou seja, que se n* + 3n + 1 é par,
também (n + 1)> + 3(n + 1) + 1 é par. Temos

(n+1)*+3(n+1)+1=n’+2n+14+3n+3+1 = (*+3n+1)+2n+4.

Assumindo que n? + 3n + 1 é par, como 2n + 4 = 2(n + 2) é também
par, conclui-se que (n+ 1)+ 3(n+1) 4+ 1 sendo uma soma de niimeros
pares sera par.

Nao.

Indugao... (Como acima: se n?+3n+1 é impar, (n+1)24+3(n+1)+1
sera uma soma de um numero impar com um nimero par, e Serd por-
tanto impar. Mas neste caso P(0) é verdadeira: 1 é impar.)

Para n =1, temos u; = V2! — 1 = 1.

Hipotese de inducgao: para certo n € N, u,, = /2" — 1.

Tese: uy,1 = V27 — 1.

Temos por hipétese, u?2 = 2" — 1. Assim, usando a férmula de re-
corréncia,

U1 = /2u2 +1=1/2(2" = 1) + 1= V20 —2 + 1 = /20Hl — 1,
como queriamos mostrar.

Seja n € N fmpar, com n = 2k + 1, para algum k£ € N. Entao,
n? = (2k + 1)? = 4k* + 4k + 1 é fmpar, uma vez que 4k* + 4k é par
para qualquer k.

Conclui-se que se n? é par, n também sera.

Sejam z,y € Q, ou seja x = §, y = %, com p,q,r,s € Z. Entao,

—_ =P -1 _4q _p r _ pstrq -1
—r=Fa =L oty=.+5L =" ,logo —z, 27 v +y € Q.




13. Seja x # 0 um racional e y um irracional. Se x4y fosse racional, uma
vez que a soma e a subtrac¢ao de dois racionais ¢ também racional,
teriamos que (x + y) — z seria racional. Mas (z +y) — x = vy, logo
y seria racional, o que contradiz a hipdétese. Conclui-se que x + y é
irracional.

Para mostrar * — y, xy e y/x s@o irracionais, a prova é semelhante
(usando o facto da soma, divisao e multiplica¢do de racionais ser ra-
cional).

Sendo x e y irracionais, a sua soma, diferenca, produto e quociente
podem ser ou no ser irracionais: por exemplo: com v/2 € R\Q,

V242 =22 e R\Q, V2+(—V2)=0€Q, V2V/2=2€Q, etc.



