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Solucoes e algumas resolugoes abreviadas

1. a) Como e” é crescente, com contradominio |0, +oo[, o contradominio
de f é e 2, +oo[. Paraz > 0 ey €le 2, +o0|, temos

fa)=ye e’ P=ysa®-2=logysr=/21+logy.

Logo, a inversa de f ¢é

fhile? +oo[= R, [T (y) = 2+ logy.

b) O contradominio de sen x restrito a | — 7, 7[ é sen] — 7, T[=] — 1, 1],
logo o contradominio de f é ] —2,2[. Paraz €] — 5, 5[, y €] —2,2],
temos

f(z) Zy(i)Qsenx:y@x:arcsen%

(note-se que ¥ €] — 1,1[, que é o dominio de arcsenz). Logo a

inversa de f é

] - 2,2[%]—%,%[, fy) = arcsen%.
O f L= 05, f ) =
d) f1 R-1- 2,142 fly) = 1+arctgy.
2. Por definicao, arcsen[-1,1] = [~7, 7], arcos[—~1,1] = [0,7]. Tem-
se arcos0) = 7, arcosl = 0, arcos (—%) = 23”, arcsen (—%) = —%
arcsen\/T5 = %, arcos (—\/75 = %’T, arcsen\/?i = 7, arctgl = 7,

arctg(v/3) = Z.

3. senx = a & x = arcsena + 2km, k € Z, tgx = a < x = arctga + kT,
ke Z.

4. a) Directamente da defini¢ao de arcos.

b) Directamente da definigao de arcsen.

T T

¢) Se a = arcsenz, entdo sena = e o € [—5, 5}. Queremos calcular

cosa. De cos?a +sen?a = 1, temos cosa = £v/1 — sen? a. Como
a € [—%, %], cosa > 0, vem

cos(arcsenz) = cosa = V1 —sen?a = V1 — 22,



d) Idéntico a c).

e) Se a =arcsenz, r # £1, entdo sena =z e a € } h g[ Queremos

calcular tga. De 1+tg?a = —5— = —1>— temos
) 1 sen? o sen? v | sen o
tla=— " 1=—" % atpa=+ - .
1 —sen?« 1 —sen?« 1 —sen?a +4/1—sen?a

Logo,
]

+1 — 22

Se a € | —Z,0], entdo sena > 0 < |z| = z. Como tga > 0, temos

tg(arcsenx) =

tg(arcsen ) = \/%
Se a € [O, —g[, sena <0< |z| = —x. Como tga < 0, temos
tg(arcsen x) = 7 S —
—V/1—22 1—2a2

f) Idéntico a e).

5. f: D — R fungao injectiva e g : f(D) — D a sua inversa.

a) Seja f crescente. Como f é injectiva, f é estritamente crescente.
Logo, para z,2’ € D, x > 2’ < f(x) > f(2'). Entdo, para y,y €

f(D), y = f(z), com y' = f(a') (ou seja, g(y) = z, g(y') = 2')
temos

y>y & flz)> fa) &2 >a" e gly) > g().
Logo g é (estritamente) crescente.
b) Paray € f(D), sejax € D, com y = f(x), ou seja, tal que g(y) =
Entao —y = —f(x) = f(—=x), porque f é impar, logo g(—y) = —x,
e assim g(—y) = —x = —g(y), e g é impar.
c¢) Directamente de a), b) e das propriedades de senz, cosz, tgz.

6.a)]—22} bR [\{

d) J1,+00[; ) [0,1
h) ] —o0,0]; i) [-

T keZy c) R\{kj : k€ Z};
f)[R\{ 1,1} g) ] —o0,—1] U [1,+o0f;
1

7. Como arctg é uma fungao limitada, arctg(u,) é uma sucessao limi-
tada.
Por outro lado, como arctg é uma fungao crescente, se (u,) é uma su-
cess@o monétona crescente (para decrescente € idintico), (arctgu,,)
serd também crescente:

1,sen

Un+1 Z Up = arCtg<un+1) Z arCtg(un)'

Sendo monétona e limitada, (arctgu,) é convergente.



8. f é continua em a € R sse dado § > 0, existe € > 0 tal que
|z —al <e=|f(x)— fla)] <.
Para f(r) = 2? + 1: dados a € R e § > 0, temos
[f()=f(a)] = |2"+1—a’~1| = |2*—a®| = |z+allz—a| < (|z[+]a])|z—al.

Se x € V.(a) temos |xr — a| < € e também |z| = |(x —a) +a| <
|z — a| + |a| < €+ |a|. Logo, para x € V.(a) tem-se

[f(x) = fa)] < (e+a[ +[al)z — a] < (2|a] + €)e.
Agora para que |f(x) — f(a)| < d é suficiente escolher € > 0 tal que

(2la] + €)e < § & € +2]ale — 5 < 0.

C0m062+2]a\e—5:0©6—2‘a|i— 4l +10 —|a|] £ /]al? +

temos entao que é suficiente tomar € tal que

0<e<—lal+|a|>+4,
para obter que |z —a| < e = |f(z) — f(a)| < 0.

9. Seja ¢ : [a,b] — R uma fungao continua (com a,b € R e a < b), e
(x,) de termos em |a, b] tal que lim ¢(z,,) = 0.
Como (x,) tem os termos em la,b], (z,) é limitada e, do
Teorema de Bolzano-Weierstrass, tem uma subsucessao convergente
que designamos por (z,,). Como lim¢(z,) = 0, e (¢(z,,)) é uma
subsucessao de (¢(z,)), temos lim ¢(z,, ) = 0.
Por outro lado, como ¢ é continua em [a, b], lim ¢(z,,) = ¢(limz,, ).
Logo, se | = lim,, , temos ¢(l) = 0.

10. Seja g : [0,1] — R uma fungao continua em [0, 1].

a) Se existisse uma sucessao (z,) de termos em [0,1] tal que
g(z,) = n para todo n, entao lim g(x,) = +o00. Tomando uma
subsucessao (z,,) convergente de (x,), que existe pelo Teorema
de Bolzano-Weierstrass, teriamos:

porque g é continua. Logo g(limx,, ) = 400, 0 que é absurdo.
(Alternativamente, ¢g nao seria limitada em [0,1], o que é

impossivel, do Teorema de Weierstrass, uma vez que g é continua
em [0, 1].)



12.

b)

Se (x,) de termos em [0, 1] é tal que g(x,) = + para todo n,
entao limg(z,) = 0. Além disso, sendo (z,) limitada, possui
uma subsucessao convergente em R como na alinea anterior.
Designemos essa subsucessao por (z,,) e limz,, = c¢. Como
(xp,) C [0, 1] e este intervalo é fechado ¢ € [0, 1]. Como (g(z,,))
¢ uma subsucessao de (g(x,)) temos também lim g(x,,) = 0.
Pelo critério de continuidade de Heine lim g(x,,,) = g(c) e por-
tanto g(c) = 0.

mﬁip ¢ dada pelo quociente de duas fungoes polinomiais, logo é
continua no seu dominio D ={z € R : z° + 2 # 0} =R\ {0};
Como a): ¢ continua em R\ {—2,—1,0};

Vx é continua em [0, +00[, == 1
(como em a)), ou seja em R\{—1,0}. Logo /7~ _5—— ¢ continua
em [0, +o0o[NR \ {—1,0} =]0, 4+00];

sen (cos V1-— x2) ¢ dada pela composigao de fungoes continuas
nos seus dominios, logo é continua no seu dominio D = {x €
R:1—2%>0}=[-1,1];

Como d): é continua no seu domfnio, D = {z € R : 1 — 22 >
0} :] -1, 1[a

Vtg 2z — cotg 2z é dada pela composicao de fungoes continuas
nos seus dominios logo é continua no seu dominio, ou seja em
D={reR 20 # 5 +krAN2x#kn: kel =R\{k]:
kelZ};

\/ﬁ é dada pelo quociente de duas fungoes continuas nos

s , ’ s 1 ,
seus dominios, logo é continua no seu dominio, R. 7= ¢

¢ continua no seu dominio

também dada pelo quociente de duas funcoes continuas nos seus

dominios, logo é continua no seu dominio que é R\ {1}. Logo,
1 1 3 /

T T 7 € continua em R \ {1}.

2

-1 . ~ ,

% ¢ dada pelo quociente de duas funcoes continuas nos seus

dominios, logo serd continua no seu dominio que é R{—1,1}.

(Nota: 221 I,sexz < —-1Vx>1,e |§§jl =—1,se —-1<

z2—1
x <1.)
Vv —sen? x é dada pela composicao de fungoes continuas nos seus
dominios, logo é continua no seu dominio, que é D = {z € R :
—sen’z >0} ={z€R :sen’z =0} ={kr €eR : k€ Z}.

Sendo f e h duas fungoes e a € R, tais que h é continua em a e
f ¢ continua em h(a), entdo necessariamente g = f o h é continua
em a. Se f: R — R é continua no ponto 1, e g(x) = f(senx),
entao, como senz é uma fungao continua em qualquer a € R, ¢
serd continua em a € R tal que sen(a) = 1 & a = § + 2km, com
ke Z.



13. Como tg e cotg sdo continuas, respectivamente em a # 7 + km,
e a# km, k € Z, temos que tgx — cotgx é uma funcao continua
em D =R\ {k§ : k € Z}. Sendo f uma fungao continua em 0,
temos entao que g(x) = f(tgx — cotgx) é continua em cada a € D
satisfazendo tga — cotga = 0. Como,

1 tgfa—1
tga_ tga

tga — cotga = tga — ,
e, portanto, tga—cotga = 0 equivale atga = £1, ousejaa = £+
km, com k € Z, concluimos que a funcao dada é necessariamente
continua nestes pontos.

14. Temos
B ] 0, sexeQ,
f(m)—xd(x)—{x, ser e R\ Q.
Para a # 0: se a € Q, podemos definir x,, :a—i-%, Un :a+§ e
temos

— T, — a, Y, — a,
~x, € Q= f(z,) = 0= f(a), yo € R\Q = [f(yn) = yn =
a+ \/Ti —a#0.

Logo f nao é continua em a (usando a definicio no sentido de
Heine). Para a ¢ Q, a demonstracao é semelhante.

(Alternativamente, usando a defini¢ao no sentido de Cauchy, existe
d > 0, por exemplo, & = |a|, tal que em qualquer vizinhanga de a
existem pontos z tais que |f(z) — f(a)| > d: se a € Q, toma-se
r€e€R\Q,seacR\Q, toma-se z € Q.)

Para a = 0: se (z,) é uma sucessao arbitraria tal que z, — 0,
entao f(x,) = x,d(z,). Como d é limitada, d(x,) é uma sucessao
limitada. Logo, como x, — 0, temos f(x,) = d(z,)z, — 0= f(0).
Logo f é continua em 0.

(Alternativamente, usando a defini¢do no sentido de Cauchy,
[f (@) = FO)] = [f(2)] < [z
Logo, dado ¢ > 0, existe € > 0, por exemplo, € = ¢ tal que
|z — 0| <e=|f(z)— f(0)| <.
Logo f é continua em 0. )

15. a) 1i:r1196_>()3%2 = 400 : temos de mostrar que dado § > 0 arbitrario,
existe € > 0 tal que

|z — 0] < :>1>1
T — — > .
‘TS



17.

~—

a

Entao, dado 6 > 0, temos

1 1
= >-er’<de ] <V
x o

Tomando, por exemplo, € = /3, mostramos que lim,_q %2 = +00.

lim, ;o /& = +00 : temos de mostrar que dado 0 > 0 arbitrdrio,

existe € > 0 tal que
1 1
> =T >~
€ 0

Dado 6 > 0, temos
1 1
\/E>S<i>x>§.

Tomando, por exemplo, € = 62, mostramos que lim,_ | o, v/Z = +00.

: 8 424,
lim,_,o &=%+te=1 — 1;

r2—1
. 232421 _ 1: 2?(z—1)+2z—1 _ 7. 2241
lim,_,; = lim, D) = lim,_,; == = 1;
. 127 . 127 . T __
lim,_o &= = lim, oz S+ = 0-1 = 0, dado que lim,_,o ==+ = 1.

lim,_o [2%(1 — cos 1)] =0 (como g)).

1 1

. 1 ~ . . . .
lim, . sen ¢ nao existe: se x, = ——, e Yy, = Tionm

temos que

1 1
z, — 0, y,—0, sen— =sen(nr)=0, e sen— = Sen(g—l—Zmr) = 1.

Tn Yn

Como lim sen -~ # lim sen yi e (zn), (yn) sdo sucessdes convergente
n n
1

para 0, temos que lim,_o sen - nao existe.

. 1 o _ .
lim, ;o sen - = sen(0) = 0;

limxﬁgxsen% = 0: dada uma sucessdo arbitraria (x,) tal que
z, — 0 (e z, #0), temos

limx, sen — =0
Tn

uma vez que (z,) ¢ um infinitésimo e (sen--) ¢ uma sucessdo
n
limitada.

. 22—z 1 z(z—1) 1. x

lim, ) 25 = e oy = lime—a 55y = — 1

: tgbr _ 1: sen bx 5 _ .5 _ 10

hmxﬂo rarcosr hmzﬂo 5r cosxarcosxT 1 5w uma vez que

: senx __
hng,o - — L



