Notas das Aulas Teéricas de CDI-I

Prof. Responsavel: Catarina Carvalho

LEAN, LEMat, MEQ, 1° Semestre de 2015/2016

Aula 1-15/9/2015

Informagdes sobre a cadeira: pagina Fénix.

1 Numeros Reais e Sucessoes

Nestas primeiras aulas vamos ver como se pode definir os nimeros reais a partir de algumas
regras bdsicas dadas como verdadeiras - os chamados Axiomas, das quais tudo o resto se
deduz.

Aproveitamos para rever/introduzir alguns conceitos que serdo muito tteis (e utilizados)
na cadeira: resolucdo de inequagdes, médulos e distancias, nimeros naturais e recorréncia,
método de inducdo matematica, supremos e infimos.

Ha 3 tipos de axiomas ('regras bésicas’) que definem os ntimeros reais:

I. Algébricos: propriedades da soma e multiplicagdo;
II. Ordem: comparagdo, medida;
III. Completude (do supremo): existéncia de limites.

Comegamos por tomar, como termo primitivo, um conjunto IR, cujos elementos se designam
por niimeros reais, onde estdo definidas duas operagdes: soma e multiplicagao.

I. Axiomas de Corpo Algébrico: 2,b,c € R

(5) Simétrico: A equacdo a + x = 0 tem solugdo em RR.

(1) Comutatividade: a+b =b+a, ab = ba.

(2) Associatividade: (a +b) +c=a+ (b + ), (ab)c = a(bc).

(3) Distributividade: a(b + c) = ab + ac.

(4) Elemento neutro: Existem elementos diferentes 0 e 1 taisquea+0=a-1=a.
)
)

(6) Inverso: Sea # 0, a equagdo a - y = 1 tem solugdo em RR.
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(Todas) as propriedades algébricas vossas conhecidas seguem destas, e chamam-se Teoremas
ou Proposi¢des. Por exemplo,
Teorema 1.1. Leis do Corte: Para u,v,a € R,

(i) u+a=v+a=>u="o,

(i) Se a#0: ua=va=u=no.

A titulo de exemplo, vejamos como se provaria (i) das propriedades (I.1) - (I.6): toma-se
x tal quea + x = 0, de (I.5) e, usando (1.2) e (1.4),

u+a=v+a = WU+a)+x=@W+a)+x
u+@+x)=v+@+x) = u+0=v+0

u=no.
Propriedades:

1. Unicidade dos elementos neutros: sea +x =a = a + 0 entdo da Lei do Corte, x = 0, e se
ay=a=a-1,entdoa = 1.

2. Unicidade de solugdes de a + x = 0 e ax = 1: vé-se da mesma forma, definimos o
simétrico —a e o inverso a™ !, respectivamente como sendo essas solugdes:

a+x=0x=-a, ax=1<:>x=a'1,a¢0.

Podem entdo definir-se duas 'novas’ operagoes:
e Subtracdo: b—a =b + (—a),
e Divisio: § =ab™".

(que nao sdo associativas nem comutativas - ver propriedades seguintes). E claro que b~! = %

Outras propriedades (Exercicio: provar usando apenas propriedades acima): paraa,b €
R, temos

1) a-0=0-a=0;

2) ab=0&a=0oub=0;

3) ~(-a) =a,~@+b) = —a-b, () =a, @) =a;
1) —(@b) = (~a)b = a(=b), (-a)(=b) = ab; (—b) = —b°;

5) Casos notaveis: (@ — b)(a + b) = a*> — V%, (a + b)*> = a® + 2ab + b?

emquea =aa,2a=a+a..
q

c ad +cb
d bd

a
6)Ei

~

Ul ol
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Reparem que estas propriedades ndo sdo exclusivas de R: Q e C verificam, N e Z nado
verificam. Talvez mais surpreendente é o préximo exemplo, que mostra que as propriedades
algébricas por si s6 ndo dédo a estrutura esperada ao nosso conjunto R.

Exemplo 1.2. Considere Z; = {0, 1} com as operagdes +, - definidas pelas tabelas seguintes:

+ (01 <101
001 0100
1/1]0 11011

E facil ver que Z, verifica (I.1) — (I.6). Por outro lado, verifique que —1 = 1 (ou seja, que o
simétrico de 1 é 1).

Aula 2 - 17/9/2015

Vimos as propriedades algébricas bésicas de IR. Veremos agora os axiomas de ordem, que
dardo a estrutura geométrica que temos como intuitiva da recta real.

Notem que também temos como assumido da estrutura intuitiva de recta que ao posici-
onarmos o ntimero 0 dividimos os reais em duas partes, disjuntas. E isso que os proximos
axiomas garantem.

II. Axiomas de Ordem: Existe um subconjunto designado por R* c RR, dito dos reais
positivos, tal que

(1) Fechoemrelacdoa +e-: sea,b e R* entdioa+b € R*,abe R"

(2) Tricotomia: qualquer a € R verifica uma, e uma s6, das condi¢des seguintes:

aeR", ou a=0 ou -acR".

E claro que o corpo algébrico Z, nao verifica (IL.2), ja que ter-se-ia simultaneamente
1 e R" e -1 € R*. Podemos definir os reais negativos como

R ={xeR : —x e R*}.
Neste caso, (II.2) poderia escrever-se
R=R*U{0JUR", emque R"NR =0, 0¢ R* UR"™

Daqui aparece a nogdo de ordem (o que é ‘maior’). Definimos, para a,b € R, a > 0 se
aeR"e
a>bea-beR".

Escreve-se b < a & a > b, e (IL.2) é equivalente a dizer que para 4,b € R verifica-se um, e um
s0, de trés casos possiveis:
a>b Va=bVa<b.



CDI-I-1° S2015/16 LEAN, LEMat, MEQ

Em particular todos os elementos sdo comparaveis, relagdo de ordem total (estrutura de recta
com sentido crescente).

Temos R ={xeR : x>0}eR™ ={xeR : x <0} e definem-se como ¢ usual intervalos
em R da forma seguinte

Ja,b[={x€eR : a<x<b}, Ja+o[={xeR :a<x}, ]-oo,b[={x€eR : x<b}.

(da mesma forma ] a, b], etc.)

Teorema 1.3 (Transitividade). Paraa,b,c € R,sea<beb < centdoa < c.
Porque: seb —a € R* ec — b € R" entdo

b-a)+(c-bhHeR"oc-aeR"sa<ec.

Algumas propriedades muito tteis na resolucdo de inequagdes (e que se assumem sabi-
das):

l.a>be -a<-b
(jdquea—-beR" & —-b—(-a) e R*)
2. Regras de sinais:

)ab>0© @>0Ab>0V(@<0Ab<0)
i) ab<0&© @>0Ab<0)V(@<0ADb>D0).

3. Leis do Corte:

i)a+c>b+cea>b.
ii)ac>bce@>bAc>0)V@a<bAc<0).

Sai de 2.i) com b = a # 0, que para qualquer a # 0, a*> > 0. Esta observagdo simples tem
varias consequéncias imediatas:

e C nao verifica os Axiomas de ordem, jd que i = —1 < 0.
©1=12>0,e2=1+1>1>0,3=2+1>0,etc.

Por outro lado, a e a~! tém sempre 0 mesmo sinal, ja que aal=1>0,¢e portanto as
propriedades anteriores também sdo vélidas para quocientes, por exemplo

%>O<:>(a>0/\b>0)v(a<0/\b<0).

Exercicio: Prove também que

—_

1 1 1
@a>b>0vO0>a>bh) = ;<—, a>0>b=>;>5)

[yl

Exemplos:
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1L 221-%) <0

1 .
4. Resolver,em R, — < 1. Qual o erro na 'resolucdo’ seguinte:
X

%<1@1<x@x>1?

(O conjunto solugédo é | — oo, 0[U]1, +00[.)

Moédulo ou valor absoluto:

Define-se, para x € R,

x, x20
x| =
-x, x<0.

Geometricamente, |x| representa a distancia de x a 0.
Algumas propriedades (Exercicio: provar)
1. x] >0elx]=0 x=0.
2. | —x| = |«
3. |xyl = Ixlyl e x> = x| = x*.

4. Desigualdade triangular: |x + y| < |x] + [y].

5. SeR >0,
x| <Rex>-RAx<Ro -R<x<R

x| > R x<—-RVx>R.

6. x* <a® o |x| <|al.

Para a € RR fixo, é facil ver que |x — a| representa a distancia de x ao ponto a.

Defini¢ao 1.4. Define-se vizinhanga de centro a e raio € > 0,

Ve@)={xeR : |x—al<e} =la-€,a+e€]

como os conjunto dos pontos cuja distdncia a a é inferior a €.

5
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Por exemplo, V1(0) =] = 1,1[, Vo1(=1) =] = 0.9, 1.1, V1 (1) =133l

Se estivermos a aproximar a por x entdo |x — a| representa o erro cometido na aproximacao
e ao fazermos |x — a| < €, estamos a admitir uma margem de erro de, no méximo, €. Por
exemplo, para aproximarmos 7t com erro no maximo de 1072 queremos x tal que [x—m| < 1072,
podemos fazer x = 3,14 (por defeito) ou x = 3, 15 (por excesso) ou x = 3,1425 (ou...)
Exemplos: resolver em R

L x-1 <41

2. 2x + 4| > 1.

3. x=2| < |x+1].

2 _

2 X2 20
lx + 1]
x—1]-1

5, ——— > 0.
x| -1 —

Aula 3 - 18/9/2015

Vamos ver em mais detalhe agora alguns subconjuntos de IR. Comegamos pelos chamados
nitmeros naturais. Intuitivamente,

N={1,1+1=2,1+1+1=3,...}

(e até sabemos que1>0,1+1=2>1, etc.)
Um conjunto A C R diz-se indutivo se

e 1A,

e xceA=>x+1€A.

E claro que R é indutivo, assim como R, [1, +oo[,] — 2, +o0[, e por ex. R, [1,10000] ndo
sdo indutivos. Queremos definir IN consistindo “precisamente” dos sucessores de 1 (e neste
caso, todos os outros conjuntos indutivos o contém), ou seja, IN é ‘'menor’ conjunto indutivo:

Defini¢do 1.5. Define-se o conjunto IN dos ntimeros naturais como

N := {n € R : n € a qualquer subconjunto indutivo de R}

= intersec¢do de todos os conjuntos indutivos.

Em particular, se A C IN e é indutivo, entdo A = IN. Seja A C IN o conjunto dado por
A={nelN : P(n)é verdadeira},

para uma dada proposicdo (‘afirmagdo’) P(n), dependente de n € IN. Este conjunto é indutivo
se P(1) é verdadeira e se P(n) verdadeira = P(n + 1) verdadeira . ! Neste caso, concluimos
que A = IN ou seja que P(n) é verdadeira, para qualquer n € IN.

Acabamos de ver um método muito til para provar afirmagdes dependentes de um
pardmetro (varidvel) natural:

!Esta afirmacdo é equivalente a P(n) = P(n + 1), ja que se P(n) for falsa, a implicagdo é sempre verdadeira.
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Teorema 1.6 (Método de Inducao Matemadtica). Seja P(n) uma proposicio, n € IN. Se

e P(1) é verdadeira

e P(n) = P(n+ 1), para qualquer n € IN,
entdo P(n) é verdadeira, para qualquer n € IN.
Exemplos:

1. Provar que N c R*: queremos ver que n > 0, para qualquer n € IN. Com P(n) a
afirmacgao 'n > 0"

e P(1) é verdadeira, ja que 1 > 0.
e P(n) = P(n+1):sen>0entdon+1>1>0,logon+1 >0 (por transitividade).

(Da mesma forma: n > 1, Vn € N.)
2. Provar que 4" — 1 é madltiplo de 3, para qualquer n € IN.

e P(1) é verdadeira, ja que 41 —1=3¢ mdultiplo de 3.

e P(n) = P(n+1): assumindo, para dado 7 (fixo, mas arbitrdrio) que 4" —1 é multiplo
de 3, temos
471 _1=(1+43)4"-1=3-4"+@4"-1)

é maltiplo de 3.
3. 27! > n para qualquer n € IN.

e P(1) é verdadeira, ja que 2° > 1.

e P(n) = P(n + 1): assumindo, por hipétese de indugdo, que para dado n (fixo) se
tem 2! > n queremos provar que 2" > 1 + 1. Entdo:

2l > =" > >+

jaquen >1 (logon+n>n+1). Por transitividade, 2" > n + 1, como queriamos
mostrar.

4. Em geral: para a > 0 fixo, temos a desigualdade de Bernouilli:

1+a)'>1+na

n
, para qualquer n € IN. Exercicio: (%) >1+3

NOTAS:

1. Provar que P(n) = P(n + 1) para todo n € IN ndo é suficiente! Por exemplo, seja P(n) a
afirmacgdo "sen(2nm) = 2, n € IN’, que é obviamente falsa, para qualquer n. Mas é facil
ver que P(n) = P(n + 1), ja que para qualquer n € IN,

sen(2(n + 1)) = sen(nmn).
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2. E claro que se quisermos provar uma determinada proposi¢do apenas para n > ny,

comecamos por verificar P(ng) e provamos P(n) = P(n + 1) como antes (é suficiente ver
para n > np).

Exemplo: Mostrar que n! > 2", para n > 4 — Exercicio.

Reaprem que o método de indugdo é particularmente 1til quando os termos envolvidos
estdo definidos por recorréncia: por ex. 1", n!:

=1, rl=r,
m+D'=m+Dn!, neN, |rml=r-+" nelN.

Um outro exemplo é dado por somas com ntiimero de parcelas dependente de n:
Exemplo: Mostrar que, para qualquer n € IN,
1+43+...+Q2n—-1)=n
Se P(n) representa a igualdade acima temos:
e P(1) é verdadeira: 1 = 12.
e P(n) = P(n + 1): assumindo, por hip6tese de indugédo, que para dado 7 (fixo) se tem
1+3+..+@2n—-1)=n?
queremos provar que
1+34+..+Q2u-1+Qn+1)-1)=mn+1)>
Mas por HI, temos
1+3+.+n-1D+QRn+1)-D)=r*+QCn+1)-1)=n*+2n+1=1n+1)>

como queriamos mostrar.

Aula 4 - 22/9/2015

Vimos o conjunto IN, método de Indugdo Matemdtica. Somatdrios.

Somatorios: Dada uma sucessdo de nimeros reais a1, 4ay, ..., 4y, ...

1 n+1 n
Zak=a1, Zak= Zak + a1

k=1 k=1 k=1

Propriedades:
1. Yo @ +bp) = Yo ax + Xp_q bk (propriedade aditiva);

8
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2. Y (ca) = c Xp_; 2 para qualquer constante ¢ € R (homogeneidade);
3. Yi_qi(ax — ags1) = a1 — an41 (propriedade telescopica).

4. Y 0= ZZ:ZH ax_p para qualquer p € IN.

Para mostrar por exemplo a propriedade telescépica: por inducao

e 1 =1: temos Z,%zl(ak — Qgy1) = a1 — ap.

e P(n)= P(n+1):

n+1
Z(ﬂk — k1) = Z(ﬂk = Ajey1) + Appl — Apg2 = A1 = Ayl + Apil — Apa2 = A1 — Apy2.
k=1 k=1

Exemplos:

1. Para qualquern € N, Y} ;1 =n.

(Em particular, qualquer nimero natural é sucessor de 1.)

2. Para qualquer n € IN:

- nn+1)
1+2+...+n:2k: T
k=1
e n=1:temos1 = 1(12+ 1)_
e P(n)= P(n+1):
n+1
Zk Zk"'(”"'l n(n+1) n+1:n(n+1);2(n+1):(n+2)2(n+1).
k=1

3. Para qualquerr € R, r # 1, n € INp:

n
1—7’”+1
T+r+rP+..+r"=Y rF= ‘
k=0
1-—
e n=0:temos1 = :
e P(n) = P(n+1):
n+1 n
Zrk:Zrk+rn+1: 1 — 1+l L 1_7’"+1+1’”+1(1—}’) _ 1_rn+2‘
1-r 1—¢ 1=,

k=0 k=0
(Também se vé facilmente sem usar indugdo: exercicio.)
NOTA: também temos
1— 7" p+1

P =Py —4p
Zrk—r(1+ APy =7 -
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Propriedades de IN (podem provar-se por indugado): paran,m € IN
1. n+m, nmeIN

2.n>1=>n=k+1,kelN

3n>m=>n-melN =>n>m+1

4 nrm=>n-m=>1.

Podemos agora definir

Definicao 1.7. O conjunto dos niimeros inteiros Z. e o conjunto dos niimeros racionais Q:

Z=NU{DJU[-N], Q:= {g : p,qu,in}.

(onde {—IN} = {-n : n e IN}).

E claro que N ¢ Z c Q. Voltando aos Axiomas / propriedades que caracterizam IR,
vemos que

o C e Z, satisfazem axiomas de corpo, mas ndo de ordem,
e Z satisfaz axiomas de ordem, mas ndo tem inversos,
¢ Q satisfaz axiomas de ordem e de corpo.

Portanto os elementos de R \ Q terdo que ser definidos a partir de outras propriedades.

Proposicao 1.8. Se x> = 2 entio x ¢ Q.

Vamos mostrar por 'redugdo ao absurdo’ ou seja, supomos que ndo é verdade e chegamos

a uma contradicdo (impossibilidade). Logo, a afirmacao serd verdadeira. Suponhamos entdo

quex*=2ex= 5, comp,q € Zeque %’ é fracdo irredutivel (p e g ndo tém divisores comuns).
Entéo:

P’ 2 2

S =20p =2,

q

ou seja p? serd par. Tem-se que neste caso p também serd par. Escrevendo p = 2k, k € Z,

temos agora
4% = 29> & ¢* = 2K%.

Usando o mesmo raciocinio, concluimos que g é também par, o que contraria o facto de g ser

irredutivel. Conclui-se que a equagdo x*> = 2 ndo tem solugéo em Q.

Exercicio 1.9. 1) Mostrar que se p? é par entdo p é par (Sug.: comece por mostrar que se p é
impar, p? é impar).

2) Mostre que para m € IN primo, a equagio x> = m ndo tem solucdo em Q. (Pode assumir
que se p* é multiplo de m entdo p é multiplo de m.)

3) A equagdo 2* = 3 ndo tem solugdo em Q.

10
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O préximo Axioma / propriedade de R garante, em particular, que a equagdo x2 =2 tem
de facto solugdo em RR - portanto distingue R de Q e da-nos uma forma de "definir” ntimeros
irracionais.

Supremo e infimo de um conjunto

Defini¢ao 1.10. Seja A C R.

i) A diz-se majorado se existe b € R tal que x < b, para qualquer x € A. Neste caso, b diz-se
um majorante e A C] — oo, b].

ii) A diz-se minorado se existe a € R tal que x > g, para qualquer x € A. Neste caso, b diz-se
um majorantee A C [a,+ — oo .

iii) A diz-se limitado se é majorado e minorado. Neste caso, existema,b € Rtalquea < x <b,
para qualquer x€e Ae A C[a,b].

Exemplo: [1,3], {1,3}, {1,2,3}, [1,2[U{3} sdo conjuntos limitados, e tém todos o mesmo
conjunto de majorantes e minorantes:

Majorantes = [3,+oo[, Minorantes =] — oo, 1].
R ndo majorado nem minorado, R* minorado, ndo majorado

Definimos mdximo e minimo de um conjunto como o maior e o menor dos seus elementos
(se existirem), ou seja:

e maxA = M se M é majorantee M € A e

e min A = m se m é minorante e m € A.

Temos max[1, 3] = 3, min[1, 3] = 1 e que max e min de ]1,3[ ndo existem.
Defini¢do 1.11. Seja A C R. Define-se o supremo e o infimo de A como:

e sup A é o menor dos majorantes de A, se existir.

e inf A é o maior dos minorantes de A, se exitir.

E claro que sup A pode ou ndo pertencer a A. Alids, A tem maximo se, e s6 se, sup A € A
e neste caso max A = sup A.

Exemplos: sup]l,3[= 3, inf]1,3[= 1, sup{1,2,3} = 3 = max{1,2,3}, inf{1,2,3} = 1 =
min({1,2, 3}.

E facil ver que existem conjuntos majorados sem méaximo. Serd que existem conjuntos
majorados sem supremo? Esta é a tiltima propriedade que precisamos para caracterizar IR, e
que ndo é verificada por Q.

III. Axioma do Supremo (ou da Completude) Qualquer subconjunto A C R majorado e

ndo vazio tem supremo em RR.

Segue que também qualquer conjunto minorado e ndo vazio tem infimo (por ex., notando
que inf A = —sup(-A)).

11



CDI-I-1° S2015/16 LEAN, LEMat, MEQ

Aula 5 - 24/9/2015
Exemplos:

1. A ={-100} U [0, 100[: sup A =100 ¢ A logo A ndo tem méaximo, inf A = —100 € A logo
min A = —100.

2. A =1{-100,0,100}: supA = maxA = 100, inf A = min A = -100.

3. Qualquer conjunto finito (i.e., com ndmero finito de elementos) tem méaximo e minimo.

NOTA: Se A C B entdo os majorantes de B sdo majorantes de A, logo sup A < sup B, ja
que sup B é majorante de A (e sup A é o menor majorante de A).

E dtil pensar em sup A e inf A como as melhores aproximagdes por excesso e por defeito
de A, como é expresso na seguinte definigdo equivalente (para o infimo é analogo):

Proposicao 1.12. Seja A C R. Entdo s = sup A se e s6 se s é majorante de A e para qualquer € > 0,
Veis)NA #0.

Demonstragio. — Se s = sup A entdo s é majorante por definicdo logo x < s, para qualquer
x € A. Para ver que V. N A # 0, para qualquer € > 0 dado, ou seja, que existe x € AN]s — ¢, s],
notamos que se ndo fosse esse o caso, teriamos x < s — ¢, para qualquer x € A, e s —€ < s seria
majorante, o que é impossivel, dado que s é o menor dos majorantes.?

— Se s é majorante e para qualquer ¢ > 0, V.(s) N A # 0, vamos ver que s é 0 menor
majorante: se t < s entdo existe x € A tal que t < x < s (tomando uma vizinhanga de s de raio
menor que a distancia de tas, ousejae <s—t). Logot < x € A e t ndo é majorante. m|

A condigdo acima expressa que qualquer vizinhanga de s contém elementos de A (claro
que neste caso x € AN]s — €,s], uma vez que x < s, para x € A) ou seja, existem elementos de
A tdo perto quanto se queira de s. Temos

s =supA & sémajorantee [s —€,5] N A # 0, para qualquer € > 0,
a =infA & a é minorante e [2,a + €[NA # () para qualquer € > 0.

Exemplos:
1. A=1[0,1]U {2}, entdo V(2) N A = {2} parae < 1.
2. A=]0,1[,entdo Ve(1) N A =]1 —¢,1[, Ve(0) N A =]0,€e[, 0 < € < 1 (se € > 1, a intersec¢do

coincide com A).
3. Qualquer conjunto A € IN majorado, ie, tal que @ = sup A € R existe, tem maximo.

Como a — 1 ndo é majorante, existe k € A talque a -1 < k < a < k+ 1. Como
Ik, k +1[NA = 0 (ja que A C IN e a distancia entre dois naturais é pelo menos 1), temos
k=aceA.

(OU: neste caso A é finito.)

2Se A tem maximo, i.e., s € A, entdo é evidente ques € V. N A # 0.

12
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Aplicacdes:
1. A equacédo x? = 2 tem solugdo em R: consideremos o conjunto
A={xeR : x*<2}.

Este conjunto é ndo vazio, por exemplo 1 € A, e majorado, por exemplo por 2 (se x > 2
entdo x> > 4 e x ¢ A, ou seja, qualquer x € A = x < 2). Conclui-se que tem supremo
a€R,eéclaroquel <a <2.

Pode ver-se que neste caso @’ = 2: temos a> < 2V a? = 2V a?

eliminacgdo.

> 2, procede-se por

Note-se primeiro que se x € Vs(a) com0 <06 <1, tem-se0 <x <3e

2

X2 —a? = |x—allx+al <556 © =56 + a® < x? < a® + 50.

2_
Se fosse a? # 2, poderiamos tomar 0 < 6 < la = 2', e neste caso:

e se a’ < 2, entdo 56 < 2 — a* e vem que x* < 2, ou seja x € A, para qualquer
x € Vs(a), o que é impossivel dado que o = sup A (ndo seria majorante).

e se a> > 2, entdo 56 < a® — 2 e vem que x> > 2, para qualquer x € Vy(a), em

particular Vs(a) N A = 0, o que é de novo impossivel por ser @ = sup A.

Logo a? = 2.

Em particular, vemos que A ndo tem supremo em Q, ou seja Q nao verifica o0 Axioma
do Supremo.

2. m = supldreas de poligonos inscritos circuferéncia raio 1}
(e também e = sup {ZZ:O % ‘ne ]N} - veremos mais tarde).
3. Dizimas periddicas: por exemplo

n

0,3(3) = sup{0,3, 0,33, 0,333, ...} = sup {Z 1%,{ tne IN}.
k=1

Exercicio: Definindo 0,9(9) como acima, mostre que 0,9(9) = 1. (Sugestdo: veja
primeiro que 1 -}, % = 107" - use exemplo 3. do fim da aula 3.)

Mais exemplos:

1. IN ndo é majorado, Z, Q ndo sdo majorados nem minorados.

Se N fosse majorado teria maximo a € IN, o que é absurdoja que @ <a +1 € IN.

2. Propriedade Arquimediana: dados € > 0 e R > 0, existe n € N com ne > R. 3

R

Como IN nédo é majorado, existe n € N com n > .

30u seja: dada uma unidade de medida € - ‘pequena’ - podemos cobrir distancia R - ‘grande’, repetindo-a um
numero 7 - suficentemente grande - de vezes.

13
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3. A= { ine IN} é limitado, sup A = maxA = 1. Vemos que infA = 0: é claro que 0 é

minorante (e ¢ A). Por outro lado, dado € > 0 temos V.(0) N A # 0 j& que para n > %

temos 1 <e.

4. A ={2":neN}: infA = minA = 2, ndo é majorado, j4 que para qualquer n € N,
2">n+1.

(Em geral: se r > 0, entdo 7" > 1 + n(r — 1) - desigualdade de Bernoulli, logo se r > 1,
{r" : n € N} ndo é majorado.)

5. Q" = R" N Q néo é majorado, tem inf = 0, ndo tem minimo.

Reparem que segue do Exemplo 3 acima que V¢(0) N Q # 0, para todo o € > 0, logo
qualquer vizinhanga de zero tem infinitos racionais (ja que IN é infinito).

Por outro lado também V.(0) "R \ Q # 0, para todo o € > 0 (toma-se por ex. %), logo
qualquer vizinhanga de zero tem infinitos irracionais.

Mais geralmente:

Proposic¢ao 1.13. Dados a,b € R com a < b:
i) existem Z € Qtal quea < Z < b ou seja, Z €la,bl,

ii) existet € R\ Qtal quea <t <bouseja, t €]a,bl.

1 2
Demonstragio. Sejamn,m € IN tais que 2 < b—ae % < b—a. Dapropriedade Arquimediana,
podemos tomar k € IN tal que

kl>a>(k—1)1 = a<k<a+l<b
n n n n

(aquel <b-n)e S € Q. Da mesma forma, pode tomar-se j € IN tal que

V2 V2 iv2 V2

]—>a>(]—1)W <—< +7<b

JV_GR\Q O

Variando o intervalo, pode concluir-se que:
Qualquer intervalo em R contem infinitos niimeros racionais e infinitos niimeros irracionais.

Em particular, qualquer niamero real pode ser aproximado com erro arbitrariamente pequeno
por racionais (e por irracionais também...)

14



CDI-I-1° S2015/16 LEAN, LEMat, MEQ

Aula 6 - 25/9/2015

Sucessoes

Como sabem, uma sucessio é uma funcdo u : N — R, que veremos como uma sequéncia
de niimeros reais
Uy, Uy, ..., Uy, ..., n€MN.

Escreve-se habitualmente u,, = u(n), o chamado termo geral da sucessdo. Ao conjunto {u, :
n € IN} chama-se o conjunto dos termos da sucessdo (ou seja, ao contradominio de u).

Recorde-se que:
— u, é mondtona crescente se uy41 > Uy, para qualquer n € IN (estritamente se 1,41 > 1),
— u, é mondtona decrescente se u,4+1 < u,, para qualquer n € IN (estritamente se 1,41 < uy).

A sucessdo u, diz-se limitada se o conjunto {u, : n € IN} for limitado, i.e., majorado e
minorado. Neste caso, existem s = sup u,, e r = inf u,, e temos

r <u, <s, paraqualquer n € N.

Claro que uma sucessao decrescente é sempre majorada (por u1) e uma sucessao crescente é
sempre minorada.

Exemplos
1 . .
1. u, = et p € IN: decrescente, limitada, maxu, =1, infu, = 0.

1, se n é par

2 uy=(-1)"= L.
-1, senéimpar.
E ndo monétona, limitada, maxu,, = 1, minu, = —1.
1 .
3 (=1 Py sen e par
LUy = =
n 1 s 2
—<, senéimpar.
E ndo monétona, limitada, minu,, = —1, maxu,, = %

4. Progressdo aritmética: por recorréncia, em N,
Uy =a, Ups1 =2+ u,, n € N.
Por indugdo vé-se que
u, =a+2n, YnelN

é crescente, ndo majorada, minu, = 3.

u, verifica u,41 — u, = 2 é constante. A sucessdes com esta propriedade chamamos
progressoes aritméticas, de razdo 2 neste caso.

O termo geral de uma progressado aritmética de razdo r é u, = a + rn.

15
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5. Progressdes geométricas: por recorréncia, em INo,
ug =3, Uy = 2Uy, 1 € IN.

Por indugédo vé-se que

u, =3-2"¥nelN

é crescente, ndo majorada, minu, = 3.

Un+

uy verifica 2t = 2, é constante. A sucessdes com esta propriedade chamamos pro-
n

gressoes geométricas, de razdo 2 neste caso. O termo geral de uma progressdo geométrica,
derazdoreuy=a, éu, = ar".

(Ver Fichas para mais propriedades das progressdes geométricas e aritméticas.)
Notem que (-1)" também é progressdo geométrica, de razdo —1.
6. u, = (=2)" = (-=1)"2": ndo mondtona, ndo majorada, ndo minorada.

(E uma progressdao geométrica de razdo —2.)

Limite de sucessoes

Temos uma nogéao intuitiva do que é uma sucessao convergir para um dado ntimero, ou
"aproximar-se arbitrariamente’ de um dado ntimero, quando n — oo:

’ A '_)O/

1 1
1,2, , =,
2 n

W=

0,0.3,0.33,0.333,--- — %,

Mas se vos for dada uma sucessdo definida por recorréncia, por exemplo da forma

up = 1 P
= 1

Upt1 = 2 U’
ndo é de todo imediato qual serd o seu limite, ou sequer se esta sucessdo aproxima algum
valor. Por esta e outras razdes precisamos de uma defini¢do rigorosa de limite, que nos
permita estabelecer de forma inequivoca se uma sucessdo converge para um dado ntimero,
e também para construir uma teoria que leve ao célculo simples de limites.

Como formalizar:

u, aproxima-se arbitrariamente de a quando n — oo?

O erro dessa aproximagao é dado por |u, — al. Por exemplo, para u, = 1: ja vimos que
0 = inf{u, : n € N} e que dai vem que qualquer vizinhanga V,(0) tem termos u,, ou seja
tais que |u, — 0| < ¢. Esta condicdo por si s6 ndo chega,* mas vemos que mais do que isso é
verdade: se 1/N € V.(0) também teremos 1/n € V.(0), paran > N.

4Por ex. u, = 1/n para n par, e u, = 2 — 1/n para n impar também verifica e neste caso u, ndo converge para
0...
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Exemplo: u, =1 - e

E “intuitivo” que u, se aproxima de 1 para n ‘grande’. Vamos calcular o erro cometido ao
aproximar 1 por u, ou seja, a distdncia entre 1 e u,:

1
[y, =1 = —.
n

Se quisermos garantir uma margem de erro de ¢ > 0 entdo resolvemos |u, — 1| < ¢, por ex.
1
e=0,1: |””_1|<0'1@E<0'1®”>10
1
€=0,001: [|u,-1]<0.001 & 2 < 0.001 & n > 1000

1
e=10"1%": |u,-1<107'P & ~ < 107'% & 1 > 101,

Diz-se que u, — a, u, converge para a4, ou aproxima a, se o erro |u, — a| puder ser feito
tdo pequeno quanto se queira (i.e., < ¢), desde que se tome 7 suficientemente grande, n > N,
para algum N € IN (dependente de ¢).

Definigao 1.14. Seja u, uma sucessdo real e a € R. Diz-se que u, converge para a, limu, = a
(ou u, — a) se dado um ¢ > 0 arbitrario, existe N € IN tal que

n>N = |u, —a| <e.
O valor ¢ > 0 é visto como a margem de erro "permitida’ na aproximacao de a por u,.

No exemplo acima, tinhamos ¢ = 0,1 = N =10, ¢ = 1073 = N = 1000, e para cada valor
de ¢ dado conseguimos replicar com um N: basta tomar N > 1/¢. (A ordem N que garante
erro < ¢ em geral depende de ¢ e tipicamente aumenta quando ¢ diminui - maior exigéncia.”)

Exemplos:

1. u,=— -0
n

1
Para ver que de facto lim -~ = 0:

1 1
<eo -—<eoen>-.
n €

1
n
Logo, podemos tomar N € N com N > 1.

1)
2. an%—)()

Temos
1

1y
ey —01 =2
n

e procedemos como acima.

5Claro que por ex. se u, = c¢ for constante, podemos tomar sempre N = 1 independentemente de ¢.
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NOTA: Uma sucessdo converge para a sse 0 erro na aproximagio convergir para 0, ou seja

U, >a < |u, —al — 0.

Aula 7 - 29/9/2015
Vimos nogdo de limite e de sucessdo convergente:
U, —a < |lu,—al—0
se erro na aproximagio convergir para 0, ou seja, se dado € > 0, temos erro = |u, —a| < €, desde
que n > N, para algum N € IN.

Exemplos:

1 ..
1. un:%HO,pGIN,]aque

1
|un—0|<e@ﬁ<e<:>n>€/§

e para dado ¢ > 0 basta tomar N > {/e.
2. Uy = (%)n g 0.
1
3 uy=2-— -2

n!

Notem que estes exemplos sdo de sucessoes mondtonas e limitadas. Neste caso temos
sempre:

Teorema 1.15. Qualquer sucessio mondtona e limitada é convergente:

1. uy crescente e majorada = u, convergente e limu, = sup uy,
2. uy decrescente e minorada = u, convergente e limu, = infu,,.

Demonstragdo. : Seja u, uma sucessdo monoétona e limitada, com s = supf{u, : n € N} e
r = inf{u, : n € IN} (que existem, pelo Axioma do Supremo). Vemos que se u, é crescente,
entdo u, — s (neste caso, é sempre minorada e r = minu, = u;). A demostragdo para
decrescente é completamente anéloga.

Dada uma vizinhanga V,(s) qualquer, sabemos que, por s ser supremo, existe N € IN tal
que un € V(s) ou seja, |uy —s| < e. Como u, é crescente, para n > N tem-se s > u, > uy.
Logo, paran > N, |u, — 5| < ¢ e portanto, da arbitrariedade de ¢ > 0, u,, — s. ]

Vimos entdo um primeiro exemplo de uma (sub)classe de sucessdes convergentes: monétonas
e limitadas (com sup se forem crescentes, com inf se forem decrescentes). Se uma sucessao
nao for monétona pode ou ndo ser convergente:

D"

npP

1. u, = — 0,p €N, ja que

D" _
7 = — —)0.

[u, — 0 = P

18
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171 _1n
2. I/ln:(—i) :(27’1) — 0.

3. u, = (=1)" é divergente: vamos ver que u, - 1 (de forma andloga se pode ver que
u, - a, Ya € R). Calculando

| 1l 0, senépar
u, — 1| =
2, senéimpar.

Se ¢ < 2, a condigdo |u, — 1| < ¢ é verificada apenas, e por todos, os naturais pares.
Para qualquer n impar o erro é sempre 2. Como o conjunto dos ntimeros impares € ndo
majorado, ndo podemos garantir que o erro é < 2 tomando n > N. (Notem que temos

m>N=lu,-1<e) & (m>N=népar)
que é sempre falsa, VN.) Veremos a divergéncia desta sucessdo de forma mais simples

usando subsucessoes.

1
4. uy, = ()" + - é divergente.

E importante distinguir entre sucessdo limitada (ie majorada e minorada) e sucessdo
convergente (aproxima-se de um valor). O exemplo u, = (-=1)" mostra que podemos ter
sucessOes limitadas que ndo sdo convergentes. Temos no entanto sempre que:

Teorema 1.16. Qualquer sucessio convergente é limitada.

Demonstragio. Seja u, — a € R. Entdo, da defini¢do de limite (com ¢ = 1, por ex.), temos que
existe N € IN tal que
n>N=a-1<u,<a+1.

Podemos escrever
{u, : ne N} =1{uq, - ,un} U {u, : n>N}L

Como {uy,--- , un} é um conjunto finito, logo limitado,® e {1, : n > N} c]la—1,a+1[ é também
limitado, conclui-se que {u, : n € N} é limitado, ou seja, u; é sucessdo limitada. m]

Exemplo: As sucessdes
n,peN, a",la| > 1, n!, (-n)"

sdo divergentes, porque nao sdo limitadas.

IMPORTANTE: O reciproco do Teorema anterior ndo é verdade: ha (muitas...) sucessdes
limitadas que ndo sdo convergentes, por ex.:

(-1)", 1+ cos(nn), sen(%),

Estas sucessdes (necessariamente) nao sio monoétonas.

Q+(-D"n+1
" , etc

Limite e operagdes algébricas:

Veremos agora alguns resultados que sdo tteis no célculo de limites. (Voltaremos a todos
eles no caso mais geral das fungdes em IR.)

%tem até maximo e minimo
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Proposicao 1.17. Se u, e v, sdo convergentes, u, — a e v, — b, entdo também u, + v,, U, vy, Z—”
n
(se b # 0) convergem e

(i) u, v, >azxbh,
(ii) u,v, — ab,
(iii) Z—:—>%,seb¢0.

Demonstragdo. Vemos (i) a titulo de exemplo: como antes, toma-se N = max{Ny, N} tal que
sen > N entdo |u, —a| < /2 e [v, —a| < ¢/2. Da desigualdade triangular:

|(un £ vy) = (a £ b)| = |(un —a) £ (v, — b)| < |uy —al + v, — b < e.

Para (ii), escreve-se |u,v, — ab| = |u,v, — uyb + u,b — ab| = |u, (v, — b) + (4, — a)b| e procede-se
como acima. Para (iii), basta ver que se v, — b # 0 entdo vi - % (Exercicio.) m|
n

Exemplos:

1. (2 + l)((‘l)n + 1) Ny

n2 n

n+3 1+3/n
"2n+1 2+1/n

n+1)¥3+1 L1
(2n +1)3 8

PROPRIEDADES:

1
- -
2

1. O limite, se existir, é iinico: se u, tivesse limites a e b, entdo dado qualquer ¢ > 0, pode
ver-se que
la—bl <&, paraqualquere >0 = a=b0.

(Existiriam Ny, N tais que |u, —a| < €/2,sen > Ny e |u, —b| < ¢/2,se n > N,. Tomando
um 1 > max{N1, Ny}, temos [a — b| < |a —u,| + |u, —b| < €/2+ /2 = ¢€.)
2. Uma sucessdo converge para a sse o erro ha aproximagdo convergir para 0, ou seja
Uy, > a < |u, —al — 0.

3. A convergéncia de uma sucessao ndo depende de um niimero finito de valores, ou seja, s6
depende de 'n grande’. Por exemplo, é facil ver que a sucessdo

n", 1 <10000
1-1, n>10000

é convergente para 1. Neste caso, a ordem N a partir da qual se garante um determinado
erro pode ser diferente/maior do que no Exemplo 1. acima porex. |u, —1/ < 0.1 & n >
10000.

sucessdo é ndo monétona, limitada: maxu, = ,minu, =1 — .
A tona, limitad 1000010000 1 — 15001

4. Se u, — a > 0entdou, >0, paran > N ealgum N € IN. Mais, geralmente se r < a entdo
u, > r, a partir de determinada ordem N e se r > a entdo u, <r,n > N.
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Aula 8 - 1/10/2015
Revisdo aula passada:

e convergente = limitada.

Mas: convergente (tem um limite, aproxima-se de um valor) # limitada (majorada e
minorada, estd entre dois valores, i.e., 0 seu gréfico encontra-se numa faixa horizontal
do plano).

e limitada + monétona = convergente (crescente: lim u,, = sup u,, decrescente: lim u,, =
infu,).

Limite de sucessdes por recorréncia:

Tomemos por exemplo a sucessdo seguinte:

u =2,
u
Up+1 = 2+ ?n,
Como calcular o limite, ou decidir se u,, é divergente? Se assumirmos, ou se ja soubermos,

que u, é convergente, com u, — L € R, entdo podemos determinar os ‘candidatos” a limite
da seguinte forma:

® u,.1 — L, porque u,1 é subsucessdo de uy,

L
° 2+ % -2+ 3 pelas propriedades algébricas do limite.

Tomando o limite na expressdo por recorréncia, temos entdo

L:2+£®%:2@L:3.
3 3
Ou seja: se u, é convergente em R entdo lim u, = 3. Mas reparem que os célculos acima ndo
garantem de todo a convergéncia de u, (alids, se u, — *oo - veremos a seguir - sdo ainda
validos).Vérias formas para mostrar que u, tem limite em R, quase sempre envolvendo
inducdo matematica.
Neste caso, veremos que u, € mondétona e limitada, e portanto convergente:

(i) 2 <uy < 3: por indugdo

e 11 =2, logo verdadeiro paran = 1;

e se2 <u, <3entdo

2+§§2+%<2+§ = §5un+1<3.
Logo, 2 < uy41 < 3.
(ii) u, é mondtona crescente:
Uy 2(3 — uy)

Upel — Uy = 2+ 3 Uy = > 0, para qualquer n € IN.

3
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Exemplo: Aproximar V2
Considere-se a sucessdo definida para n € Ny por

u():l,

_u 1
ui’l+1_%+u_l

n

Procedendo como acima, vemos que se 1, — L € R entdo

L:%+% o [’=2 e L=xV2
E facil ver (por indugio) que u, > 0, para qualquer 1 € Ny, logo, teriamos L = V2.
Para ver que é convergente, pode ver-se que

— V2)2
un+1—‘/—=—(un2 V2) >0, n € Np.

Un

Temos entdo u, > \/E, paran € N (i.e n > 1). (Exercicio: mostre que u, é decrescente, n € IN,
e portanto tem limite em R.) Veremos de uma forma alternativa, que nos permite ainda
estimar o erro cometido na aproximacao: do célculo acima temos, porque u, > 1, n € Ny,

Upy1 — \/_ < \/_)2

Exercicio: mostre por indugdo que, para qualquer n € N,
1\
- V2| <2 (Z) .

Segue-se (da definicio de limite ou do principio das sucessdes enquadradas) que lim u,, = V2.
Por outro lado, se quisermos aproximar V2 com margem de erro ¢ > 0, é suficiente achar
N € NN tal que
12 2
2(—) <e & 455
4 €

(Determine N para ¢ = 107* - a convergéncia é muito rdpida.) Notem que u, € Q, para todo
n € INp - provar por indugéo.

Subsucessoes

Vimos que a sucessdo u, = (—1)" ndo é convergente, mas fazendon = 2ken = 2k -1,
k € IN, obtemos duas novas sucessdes, agora convergentes (constantes)

Ukzuzkzl,kEN, wkzuzk_lz—l,kEN.

Em geral: dizemos que vy = u,,, é subsucessio de u, se n, € N é uma sucessdo estritamente
crescente de indices.

As sucessdes vy = Uy, € Wy = Up,—1 sS40 exemplos de subsucessdes de u,: dos termos de
ordem par, e dos termos de ordem impar. H4 muito mais: usy, Ur10, U etc.

22



CDI-I-1° S2015/16 LEAN, LEMat, MEQ

Uy Uz Uz Ug Us Ue

Uk - Uy — Uy — Ug
Ugg—1 W1 — U3 — U5 —
Uz — — U3 — — Ug
U1 — U2 U3 Ug U5 Ug

Um sublimite é um limite de uma subsucessao.

Exemplo:

1. (-1)" tem 2 sublimites: -1, 1.
2. cos (ng) tem 3 sublimites: —1,0, 1.

Pode ver-se que:

Teorema 1.18. Se u,, é convergente, entdo todas as suas subsucessoes também sio e para o mesmo
limite.

Em particular, u, tem um tnico sublimite em R. O resultado anterior d4-nos um critério
de divergéncia:

Se (u,,) tem (pelo menos) dois sublimites diferentes, entdo é divergente.

Conclui-se que as sucessdes vistas acima sdo divergentes.

Aula 9- 2/10/2015

Informalmente, vimos que hé essencialmente dois tipos de fendmenos que levam a que uma
sucessao seja divergente:

(i) u, é ndo majorada / minorada,

(if) uy "oscila’, no sentido em que ha subsucessdes com comportamentos diferentes a nivel
de convergeéncia.

Claro que podemos ter (i) + (ii) (por ex. u, = n=D"h)

Vimos que uma se uma sucessao é convergente para a € IR, todas as suas subsucessdes
também serdo convergentes paraa € R. O reciproco também é verdade, usaremos na seguinte
forma:

Proposicao 1.19. Se lim uy, = lim uyy_1 = a entdo u, é convergente e lim u, = a.
Demonstragio. Dado € > 0, sejam N1, N tais que
[y —al < e, se2k >N
|upp_1 —al <e, se2k—1>Ny.

Tomando N = max{N7, N}, temosn >N = |u, —a| < ¢. m]

23



CDI-I-1° S2015/16 LEAN, LEMat, MEQ

Exemplos:

1. 1"

converge para (

2. sen (n%) . # converge para 0
3. 1+ (-1)": diverge, sublimites 0, 2.

4. (1+ (=1)")n: diverge porque é ndo majorada, ou lim ;1 = lim 0 = 0 e lim up; = lim 4k
nao existe em IR.

(Reparem que s6 tem um sublimite 0 em IR.)

Nos dois primeiros exemplos acima podiamos ver a convergéncia usando um outro
critério muito ttil:

Teorema 1.20 (Sucessdes enquadradas). Se v, < u, < wy, paran > N e limv, = limw, entdo
uy é convergente e limu, = a.
Demonstragio. Dado € > 0, tomamos N = max{N1, N2} em que

n>Ny=|v,—al<e, n>N;=|w,—al <e.

Para n > N, temos entéo
a—e<v, fu, fwy,<a+e¢

logo também u, € V.(a), ou seja, |u, —a| < e. O

Por ex. pode ver-se a convergéncia de

-1)" -1 D" 1
1. un:( )—>0jéque—§( )S—.
n n n n
’ _1 sen(n) 134
LUy =1+ o — 1ja que
1_1_1 sen(n)_1 l
n! n! n

eliml—l :liml+l =1.
n! n!

Uma consequéncia muito util na prética: se u, — 0 e b, é uma sucessdo limitada,
m < b, <M, entdo
mu, < u,b, < Mu,

e por enquadramento, lim u,,b, = 0. Ou seja:

O produto de um infinitésimo por uma sucessio limitada é um infinitésimo.

NOTA: Em geral, se u, e v, sdo convergentes, com u, — a e v, — b entdo
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1. a<b=u, <v, paran > N.

(Porque: tomando ¢ < (b —a)/2 temos que existe N tal que se n > N, entdo u, € V.(a) e
vy € Ve(b), em particular u, <a+e <b-¢<vy.)

2. uy <vy,n>N=a<b. (Exercicio.)

(Notem que no teorema anterior a convergéncia de u, ndo era dada, foi provada a partir
do enquadramento.)

Para terminar o nosso estudo de sucessdes, vamos estender a nossa noc¢do de limite a
algumas sucessoes nao limitadas.

A recta acabada define-se como R = R U {+00} em que, por definicao,

x <400, ¥xe€R ex > —o0,¥x € R.

Podemos entdo escrever R = [—co, +o0]. E claro que qualquer subconjunto de R é majo-
rado/minorado em R (se A C R é ndo majorado em IR, sup A = +oo em RR).

Definigao 1.21 (Limites infinitos). Seja u,, uma sucessdo. Diz-se que
(i) limu, = +oc0, ou u, — +c0 em R se dado R > 0 qualquer, existe N € IN tal que

n>N = u, >R.

(i) limu, = —o0, ou U, — —oc0 em RsedadoR >0 qualquer, existe N € N tal que
n>N = u, <-R.
(Considerando R = [~0, +0], é natural definir Vr(+00) =]R, +00[ e Vg(—0) =] — 00, —=R[
como as vizinhancas a esquerda e a direita de +oo e —oo, respectivamente.” Nesse sen-

tido, a defini¢do de limite dada acima coincide com a dada anteriormente em R - usando
vizinhangas.)

Exemplo:
1. u, = \Yn — +oo0: dado R > 0 resolvemos
u, >R e Vn>R e n>R%

Tomando N > R? temos o pretendido.

PROPRIEDADES:

1. Qualquer sucessio mondtona tem limite em R.

2. Uma sucessdo é convergente em R < tem um tnico sublimite (em RR).

"Por vezes define-se V. (+00) =]1/¢, +oo[, por forma a que ¢’ < ¢ = V. (+00) C V (+00).
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3. Pode ver-se (exercicio):
Uy =2 0Vp €0y — +00 = Uy — +09,
U, <V €0y = —00 = U, — —00.
Exemplos:

1. As sucessdes n”,p € IN, a",a > 1, n!, n" sdo todas convergentes para +co em R - sdo
crescentes, ndo majoradas.

2. uy = (14 (=1)")n é divergente em R

3. Progressao geométrica a":

o édivergente em Rsea < -1,
e divergente em IR (e em R)sea = -1,
e convergente paraOse|a| <1leparalsea =1,

e convergente para +coem Rsea > 1.

Os resultados vistos para operagdes algébricas mantém-se vélidos em IR, respeitando as
seguintes convengoes:

® 4+ (+o0) =+00,VaeR; ® (+00) +(+00) = +00, (—00) +(—00) = —0c0
o (+£00)(+00) = +00, (£00)(—00) = Foo,
+oo, sea>0,
® a4-+00=4q_ ’ e L —0aeR l—+oo l——008
Foo, sea<0, oo a T 0+ T o0- |
Exemplos:

1. lim(% - 2) (2 +1) = =2 - (+00) = —co.

—n
2 lim = = > =,
n +00

Aula 10 - 6/10/2015

. . . o co ( .
Simbolos de indeterminacdo (ou indeterminagdes): co — o0, 0 00, —, 0 (veremos mais tarde:
O
0 .0
07, 00", 1%).
Notem que as convengdes algébricas em IR, ie envolvendo oo, sdo na realidade sobre

limites: por ex. a-(+00) = +oo quer dizer que para quaisquer sucessdes (fungdes) 1, com
limite a e v,, com limite +oo0, temos lim u,v,, = +c0. No caso das indeterminagdes, o limite

1 —
$Mas i pode nédo convergir em IR.
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dependera das sucessdes consideradas: por ex., é claro que nas indeterminagdes <> podemos

ter
710

lim m = 0, lim

1000 K10
i n
=400, lim—— =KeR.
1+ nt0

n
1710

e pe e e el . Up o, . ~
Se uy,, v, sdo infinitamente grandes, ou infinitésimos, o lim — da-nos informacado sobre como
On
comparar as ordens de crescimento, respectivamente decrescimento, de u, e de v,.

Notacdo: se u,, v, >0, elimu, = limv, = +c0, ou limu, = limv, = 0, escreve-se

.Uy
Uy << vy selim— =0.
Un

A . . - . .0

e lé-se u, é desprezivel em relagdo a v, ou ‘muito menor’ que v,. Neste caso lim L = 4oe
Uy
vy >> Uy, (‘muito maior”’).
10 1000 o _1 1

Porex. n'" << n™™" e —55 << .

Em geral, temos n” << nf, se p < g. (Mas reparem que ndo é verdade para p = 4: ndo
temos n? << 2n?...)

Nao é tao claro neste momento como comparar outros infinitamente grandes, ou seja,
quais serdo, por ex., os limites

. nP . ar
Iim—, lim—, lim —.
n |
a n! nt

Nestes casos, o seguinte critério é muito ttil:
Proposigdo 1.22. Seja ay > 0. Se lim 1 = L entdo

(i) se L > 1 entdo lima, = +oo;

0.

(ii) se L < 1 entio lima,

an+1

Note-se que se L = 1 nada se pode concluir: para qualquer a, — a # 0 temos -1

(porqué?)

= L > 1 entdo “= > 1 para n suficientemente grande, logo a, é
crescente a partlr de determmada ordem n > N. Se a, fosse limitada, seria convergente
a, > a# 0elL =1-impossivel. Assim a, é ndo limitada e como é crescente para n > N,
tem-se a,, — +oo.

Se lim ”Z—:l =L <1, toma-seb, = aln e aplica-se (i). O

Escala de sucessdes: sep > 0ea > 1, entdo

nf << a" << n! << n".

n? n? a
. . _ _ . 1 _ 1
(1) lim pri 0 porque fazendo a,, = Pl temos lim =3 <lparaa>1.

oy A4t a" .
(ii) lim — = 0 porque fazendo a, = —, temos lim % =0 < 1.
n! n! n
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1

e<1.

T n! n! )
(iii) lim — = 0 porque fazendo a, = —, temos lim % =
n” ni’l ay

NOTA: O primeiro limite serd também consequéncia do levantamento de indeterminac¢ées
no contexto das fung¢des de varidvel real, que veremos a seguir (os outros limites ndo, porqué?)
Também se pode ver que Inn << n”, parap > 0.

Devem saber esta relacdo de ordem e podem usé-la no célculo de outros limites:

Exemplos:
o248
1. lim & > = 0
2" 4 pd
2. lim =0
n'+1
n
3. lim =+
n! + 100"
no2n
4. lim o = 0 (Na&o sai da escala de sucessdes directamente.)
n
5. lim Tl = 0: também ndo sai da escala de sucessdes directamente.
n!

n?’l
atn!

n?’l
atn!

Em geral: lim =0,sea>celim = +00,8€a <e.

Indeterminagdes de tipo poténcia: 0Y, 000, 1.

Lidaremos com estas indeterminacdes mais geralmente no contexto das fungdes. Dois
casos importantes:

1. lim (1 + %)n = e: é indeterminacdo 1.

Un

Mais geralmente, se 1, — +o00,v, > a€Re -+ — 0, entdo
n

Un
lim(l + ﬁ) =

Up

NOTA: O ntimero e pode definir-se como o limite da sucessdo acima: prova-se que a
sucessdo é crescente e que o0s seus termos estdo em [2, 3], logo sera convergente, e o seu
limite denomina-se por e. Também veremos que

= 1
e= limz a0
k=0

. 1. . 1
2. Raiz indice n: se a, > 0, define-se u, = {/a,, = (a,)», n € N.
e sea, =a # 0, constante, entdo

. .1
lim /a = liman =a° = 1.
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e sea, — a # 0, por enquadramento,

lim {/a, =a° = 1.

e sea, — 0 oua, — oo, temos indeterminacoes 0% ou 0.

Veremos como levantar esta forma de indeterminagdo em geral quando virmos
fungdes em R.

Exemplos:

27[
1 lim(1- 5) =2 (ind 1%)

W [2n+5 . .
2. lim 4/ nn+ 3= 20 = 1. (Nao é indeterminacao.)

3. lim V31 + 12 = 1im3 /3 + & = 3 (ind oo?).

4. Him A2+ n7" = 1im 271 {1 + & = 1/2 (ind 0°).
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2 Funcgoes Reais: Limite e Continuidade

Vamos passar agora ao estudo de fun¢gdes com dominio qualquer D C R, f : D — R.
Comegamos por rever alguns conceitos conhecidos que usaremos na cadeira.

e O conjunto D diz-se o dominio de f e R é o conjunto de chegada. O contradominio ou
imagem de f é dado por
CDs = f(D) = {f(x) : x € D}.

Por vezes escrevemos CDf = f(D). Em geral, dado um subconjunto A C D, escrevemos
f(A) = {f(x) : x € A} - corresponde a imagem dos pontos de A.

o f diz-se limitada (majorada /minorada) se CDy é limitado (majorado / minorado) em RR,
ou seja, se existem M, m € RR tais que

m < f(x) <M, paraqualquer x € D.

Define-se, quando existam, sup f = supCDy, inff = infCDf, maxf = maxCDy,
min f = min CDy. ?

e O grifico de f é um subconjunto do plano R?
G(f) = {(x, f(x)) e R* : x € D}.
(f é limitada < o seu grafico estd entre duas rectas horizontais y = me y = M.)

e f diz-se par se f(—x) = f(x), e impar se f(—x) = —f(x) para todo x € Dy (assumindo que
o0 dominio é simétrico).

e f é mondtona crescente (em D) se
X2 > x1 = f(x2) > f(x1), paratodos x1,x2 € D
(estritamente se f(x2) > f(x1)).
f é mondtona decrescente se
X2 > x1 = f(x2) < f(x1), paratodos x1,x2 € D
(estritamente se f(x2) < f(x1)).

Notem que se D = N, i.e, se f é uma sucessao, a defini¢do acima é equivalente a que
demos f(n +1) > f(n), paran € IN. Em R ndo é verdade! Alids, qualquer func¢do
periddica de periodo 1 verifica f(x + 1) > f(x) e ndo é monétona (a menos que seja
constante).

Exercicio: dé um exemplo de f tal que f(x + 1) > f(x), para todo x € R* e f ndo é
crescente.

Exemplos:

Estes maximo e minimo serdo mais tarde qualificados como absolutos.

30



CDI-I-1° S2015/16 LEAN, LEMat, MEQ

1. f(x) = x*>+1par, minoradamin f = 1 (minimizanteem x = 0), ndo majorada, decrescente
em | — o0, 0], crescente em [0, +oo[, CDy = f(R) = [1, +ool.

2. f(x) = (x— 1) nao é par nem impar (simétrica em relagio a x = —1), ndo minorada nem
majorada, crescente em R, CD = f(R) =R.

3. f(x) = %, D¢ = R\ {0}, impar, ndo majorada, ndo minorada, crescente em ] — oo, 0[ e em
10, +co[, ndo mondtona em R\ {0}, CDf = f(R\{0}) =R\ {0}.

Veremos:

4. Funcdo de Heavisde

1, >0
Hx) = se x
0, sex<O.

Limitada, monétona crescente (ndo estritamente), CDy = H(IR) = {0, 1}.

5. Funcéo de Dirichlet

d(x) = 1, sexe@
Y= 0, sex¢Q.

Limitada, ndo monétona, par, periédica com qualquer periodo racional (d(x + 1) = d(x),
para qualquer x € R, r € Q), CD; = {0, 1}.

Aula 11 - 8/10/2015

Grande parte das fungdes que consideramos neste curso sdao dadas por somas, produtos e
composigdo das chamadas fun¢des elementares:

e polinomiais e racionais,
e exponenciais e logaritmicas,
e trigonométricas

e suas fungdes inversas. Reparem que, sem ser no caso das polinomiais e racionais (que s6

envolvem somas, produtos e quocientes) ndo sabemos calculé-las, nem defini-las rigorosa-
mente, ainda.

NOTA: Assumiremos conhecidas as principais propriedades destas classes de fungdes,
algumas delas veremos/justificaremos ao longo do semestre. Convém (re)verem estas classes
e conhecerem os seus gréficos - ver por exemplo, Folhas de CDI-I, Seccdo 2.2, ou livro J. P.
Santos - sec¢do 3. Faremos aqui apenas uma revisdo breve.

Classes de fungdes elementares:
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1. Fungdes polinomiais f(x) = ap + a1x + ... + apx", Dy = R, no maximo n zeros (rever
factorizagao).

Gréficos: f(x) = x?, p par, e p impar
f(x) = (@ - 9(x +1),
f) = (* =41 -5
N o _ px) o B '
2. Fungdes racionais: f(x) = m, com p(x), q(x) polinomiais, Dy = {x € R : q(x) # 0}
Gréficos: f(x) = xl—p, p par, e p impar

1

f(X):].'i'm.

3. Fungido exponencial: f(x) = e*, com D = R, contradominio R*.
n
Pode definir-se como ¢* = lim,_,« (1 + %) (ou definindo primeiro el com Z €Qe
p
fazendo e* = supie? : p/q < x}). Ou definindo logaritmo e tomando a inversa. Temos:

¢ crescenteem R, Y =¢%e¥, ()Y = €Y.

Outras exponenciais: a* = e*I"?. Notem que se 0 < a < 1 entéo a* é decrescente em R.

Gréficos

4. Fungio logaritmo: f(x) = Inx com Dy = R", contradominio R.

Pode definir-se como inversa de e*, ou geometricamente: se a > 1, Ina é drea da regido
de ordenadas positivas abaixo do gréfico de 1/x, com x entre 1 e g, se a < 1, é negativo
da area.l® Temos

Inx crescente em R, In(xy) = In(x) + In(y), In(x¥) = ylnx.

. 1
Outros logaritmos: log, x = oo Inx.

5. Fungdes trigonométricas: podem definir-se geometricamente a partir do circulo trigo-
nométrico:

senx, cosx com D = R, periédicas com periodo 27, sen impar, cos par, e também

1
tanx:senx, secx = ——, D=R\{F +kmn,keZ}
COS X

cotgx:ﬂ, cosecx = ——, D =R\ {kn, ke Z)},
senx sen x

todas periddicas de periodo .

19Neste caso, o nimero e poderia definir-se como a abcissa tal que drea = 1, ie, tal que Ine = 1.
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Férmula fundamental: sen? x + cos? x = 1, dividindo por cos? x, temos também

= SeC2 X.

2. _
1+tg x = o x

(Relembrar outras férmulas trigonométricas: sen(2x) = 2senxcosx, cos2x = cos x —

sen? x - usaremos).

Operagdes algébricas: f: Dy = R, ¢ : Dg — R entdo

f+8f8:DfNDg =R, Jé:Dfﬂ{XEDg:g(x)iO}—)]R.

Composicao: f: Df = R, g: Dy — Rentéo
fog:ixeDy:8(x)€Dft = R, (f o)) = f(g())
E claro que esta operacéo ndo é comutativa: f o ¢ # g o f em geral!
Exemplos:

1. f(x) = ch' g(x) = Vx, h(x) =2x + 1:

fof(x)=x, gog(x)=+x, hoh=4x+3,
hog(x):2\/§+1 # goh(x)= V2x +1
2. Dominio de f(x) = In(4 — x?): Df=]-2,2[.

3. Dominio de f(X) = m + tg(2x) Df =R\ {I% ke Z}

Funcéo inversa

Dada f : D — IR, queremos inverter a aplicagdo f, ou seja, se x — f(x) = y, queremos
‘recuperar’ o valor x a partir do valor y = f(x), para definir uma fungdo

y—x=f(y) ssey = f(x).
E claro que:

i) A equagdo y = f(x) tem solugdo se, e s6 se, y € CDy = f(D), ou seja 0 dominio de f*
serda CD [z

ii) x s fica univocamente determinado a partir de y € f(D) se f for injectiva, ou seja, se
x1 # X2 = f(x1) # f(x2), para todo x € D.

Neste caso, a equagdo f(x) = y tem no mdximo uma solugdo em D (se existir, é tnica).

Exercicio: Se f é estritamente mondétona, entdo é injectiva. O reciproco ndo é verdade:
por ex. f(x) = 1/x é injectiva, mas é ndo monétona em D = R \ 0 (porqué?)
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Dada f : D — Rinjectiva, CD¢ = f(D), define-se a fungio inversa de f como
1 f(D)>DCcR, y+ fl(y) =xtalque f(x)=y.

E claro que temos sempre, quando definidas,

(fof W=y yeDm=CDy, (flof)ix)=x,xeDf, (fog) =g of "

(Relembrem que o gréfico de uma funcdo e da sua inversa sdo simétricos em relagdo a
recta y = x.) Pode ver-se também (Exercicio) que

f crescente / decrescente em D = f~! crescente / decrescente em f(D).

NOTA:

- f diz-se sobrejectiva se CDy = R, assumindo f : D — R, ' ou seja a equagdo f(x) = y
tem sempre, pelo menos, uma solucdo em D, para qualquer y € R.

- f : D — R diz-se bijectiva se for injectiva e sobrejectiva. Neste caso, a equacdo f(x) = y
tem sempre solucdo tinica em D, para todo y € R e a respectiva funcdo inversa estad
definida em RR.
Exemplos:
1. f(x) = 7, p impar, é sobrejectiva, a sua inversa é f~! : R — Rtal que f~}(y) = {/y

y=x" o x=y.

2. f(x) = ¥, p par, ndo é injectiva. Para definirmos uma fungdo inversa, restringimos o
dominio a IRj onde f € injectiva, ou seja resolvemos a equacdo y = x¥,x > 0. A sua
inversa é f~': R? —» R* c Rtal que f~!(y) = /Yy

y=x"Ax>20ex= Ay
1
3. f(x) = Y Dy =R\ {0} é injectiva, a sua inversa é f1=f

1 1
Mais geralmente, f(x) = 7 entdo f~l(y) = %, definida em R \ {0}, se p é impar, e em
R*, se p é par.

4. f(x) = €* é injectiva, com contradominio R*. A sua inversa é f~}(y) = Iny.

Funcgdes trigonométricas inversas:

As fungdes sen, cos e tg ndo sdo injectivas em R, sdo até periddicas, e portanto ndo tém
inversa definida: para cada y € [-1, 1], a equagdo sen x = y tem infinitas solugdes.

11f: A — B diz-se sobrejectiva se f(A) = B, ou seja, se a imagem é todo o conjunto de chegada B - dado.
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2

Mas se restringirmos o dominio a um intervalo onde a fungdo sen é injectiva, por

convengdo, D = [—g, %]12 temos apenas uma solugdo, a que chamamos arcsen y:

xe[—— Z

senx =y
© x =arcsen}y.
2'2]

Por exemplo, arcsen1 = 2,]a que arcsen] = x & senx = 1/\x€[ 2,2] S x = ,eda

mesma forma, arcsen0 = 0, arcsen 3 = Z. Define-se assim uma fungao, crescente (j& que sen é

crescente em [ 2 2]) tal que

T T
arcsen : [-1,1] — [_E' E] cRR.

Para o cos procede-se de forma semelhante, mas temos de escolher um outro intervalo

para os angulos (ou os arcos) pretendidos (cos ndo é injectivo em [ % 2] .) Vamos tomar o
intervalo [0, 7], onde cos é injectivo e toma todos os valores de [-1, 1]:

cosx =y
& X = arccosy.
x €[0, 7]

Define-se assim uma fungao decrescente (ja que cos é decrescente em [0, 7]) tal que
arccos : [-1,1] — [0, 7] Cc R.
Para a tg escolhe-se o intervalo ] 2.5 [

{;gex]: ]2/’ 2[ < Xx=arctgy.

Nestes caso, a fungdo inversa estd definida em IR, ja que o contradominio da tg é IR, e temos
uma funcdo crescente em R e limitada,

arctg: R — ]—g, z[.

Aula 12 - 9/10/2015

Fungdes trigonométricas inversas:

arcsen : [-1,1] — [—g, g], arccos : [-1,1] — [0, ], arctg:R — ]—g, E[.
Exemplos:
arcos(—1) = 7, arcos(1/2) = 1t/3, arcos(cos(—7t/3)) = /3,

arctg(l) = /4, arctg(—1) = —m/4, arctg( V3) = /3,

12H4 muitos outros intervalos que podiamos escolher, mas esta escolha é convengéo usual.
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arcsen( V2/2) = n/4, arcsen(— V3/2)) = —1/3.

Antes de passarmos a defini¢do de limite, vemos ainda uma outra classe de fungdes,
definidas a partir de exponenciais.

Fungoes hiperbdlicas: definem.se as fungdes serno hiperbélico e coseno hiperbélico, de dominio
IR, como

X +e* . eX—e*
coshx = ————, sinhx= ——
2 2

sinh x sinh x
coshx”’ coshx*

E facil ver que estas fungdes verificam

etanhx = cothx = Temos sh é impar, ch é par, e shx + chx = e*.

cosh? x — sinh?x = 1

e que portanto o ponto (cosht, sinhf) estd na linha de equacdo x> — y*> = 1, que é uma
hiperbole. (Ver fichas para mais propriedades destas fungdes.)
A funcgdo sh é injectiva em R, com contradominio RR, e ch é injectiva em ]Rar , com contra-

dominio [1, +oo[. As suas inversas sdo
argsh: R - R, argch:[1,+c0[— R} CR.
Exercicio: encontrar expressdes para inversas (dependendo de In)

Limite de fun¢des em R

Queremos agora definir uma das nogdes centrais do cédlculo: a nogdo de limite para
fun¢des em R, que serd essencial na defini¢do de derivada, no estudo de fungdes, de integral,
j& que nos permite definir nogdes novas’ (como dividir por 0 por ex.), aproximando por
quantidades conhecidas, e ‘tomando o limite’.

Limites quando x — +o0:

Vamos primeiro considerar lim,_, . f(x), que sdo analogos a no¢do que ja definimos de
limite para sucessoes (ou seja, fun¢des em IN, com 1 — +o0, n € IN).

Reparem que nem sempre faz sentido considerar estes limites, s6 se o dominio D de f
contiver pontos arbitrariamente ‘grandes’, ou seja tal que D N [R, +oo[# 0, VR > 0.3 Entao
a(s) seguinte(s) defini¢des sdo naturais:

Defini¢do 2.1 (Limites no infinito). Seja f : D — R, D como acima.
(i) limy—+e f(x) = b se dado € > 0 (margem de erro em y) existe R > 0 tal que

xeDAx>R = |f(x)-b|<e.

E também:

13Por exemplo, se o dominio for [-1, 1] naé faz sentido considerar o comportamento no infinito, ja que a funcéo
ndo esta definida.
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(ii) limy—4e0 f(x) = +00 se dado M > 0 existe R > 0 tal que

xeDAx>R = f(x)>M.

(iii) limy—+4o0 f(x) = —c0 se dado M > 0 existe R > 0 tal que

x€DAx>R = f(x) <-M.

Também podemos considerar x — —oo, fazendo
Jim £ = Jim f-0)

(assumindo agora que DN] — oo, —=R[# 0, VR > 0), por exemplo, lim,,_ f(x) = b se dado
€ > 0 existe R > 0 tal que
xeDAx<-R =|f(x)-bl <e.

Exemplos:

. 1 . 1 1
1. imyieo 7 =0,p>0,ja que, parax >0, 'E —O‘ = ot e, dadoe >0,

1
logo podemos tomar R = (/g .

1

Também temos lim,—,_w 7 0

. X
2. limy 0o ——
x

1 =1,ja que, parax > 0,

1
<eoox>--1.
&

-1 ‘_

s1l=
x+1 T lx+1 x+1

1
Por exemplo, temos 0.99 < —~_ <1 se tomarmos qualquer x > — —1 =99.
x+1 102

X

Também temos limy—,_co —— =
x+1
3. limysye™ =1limy,_ e =0

4. limyy00e® = limy_oe™ = +o0

Limite num ponto a € R:

Definimos lim,_,, f(x) para pontos a 'suficientemente préximos’ do dominio D de f, mas
ndo necessariamente a € D.

Genericamente, a ideia é: existird limite = b quando x — a se se puder fazer o erro
|f(x) — bl, nas ordenadas, tdo ‘pequeno’ quanto se queira, desde que x € D se aproxime o
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suficiente de a, nas abcissas, com x # a (ou seja que |x — 4| seja suficientemente "pequeno’,
mas |[x —al| # 0).

Para isso, temos de assumir que a é tal que qualquer vizinhanga de a contém pontos de D,
excluindo a:

(Ve@) \ {a}) "D # 0, para qualquer ¢ > 0.14

Neste caso, a diz-se ponto de acumulagio de D. Admitindo que as vizinhangas de infinito sdo
dadas por Vr(+o0) =]R, +oo[ e Vr(—00) =] — o0, —R[, a nogdo acima pode estender-se a R.

Por exemplo, se D = R\ {2} podemos tomar o limite quando x — 2 assim como em
qualquer outro ponto de R. Se D =]a, b[ podemos tomar o limite em qualquer ponto de [a, b].
(Em geral, é intuitivo...) Se D = N, tomamos limite s6 quando n — oo (porqué?)

Defini¢do 2.2 (Limite em R - definigao de Cauchy). Seja f : D — R e a2 € R um ponto de
acumulacéo de D.

Diz-se que lim,—,, f(x) = b € R se para qualquer ¢ > 0 (margem de erro nas ordenadas)
existe um 6 > 0 (nivel de exigencia nas abcissas) tal que

xeD AO<lx—al<0 = |f(x)-b|<e.
ou equivalente: dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
X€ED A x#a, a-0<x<a+d = b-e<f(x) <b+e.
Notem que 0 < |x —a| & x # a. Claro que
}Ciir;f(x) =b o }Cil)r;f(x)—b =0 & }E}r;lf(x)—bl =0.
Exemplo:
1. Considere f(x) a velocidade média entre x e 1 para um deslocamento dado por 2x?:

oy = 22

Vamos determinar lim,_,; f(x) - velocidade instantdnea em x = 1.

=2x+1), x#1

Um candidato razoével é b = 4. Para verificarmos, calculamos:
If(x) =4l =2(x+1)— 4| = [2x = 2[ = 2|x - 1].
Logo, quando x — 1, ou seja se |x — 1| é "‘pequeno’, temos f(x) — 4, ou seja, |f(x) — 4| é
‘pequeno’. Mais precisamente: dado ¢ > 0, fazendo 6 = €/2 temos
x€D A x=1<06 = |f(x)-4|=2x-1<26=c¢.
Por exemplo, se quisermos garantir que 3.9 < f(x) < 4.1, ou seja erro = ¢ = 0.1, é
suficente tomar x tal que 0.95 < x < 1.05, ou seja 6 = €/2 = 0.05.
(Também temos, paraa € D, limy_,; f(x) =2(a + 1) = f(a), e limy 100 f(x) = £00.)
2. f(x)=x+1,x<-1e f(x) =x+2,sex > —1: ndo existe lim,_,_1 f(x).

Para ver, por exemplo, que lim,_,_; f(x) # 1: se x < =1, temos |f(x) — 1| = |x| > 1. Logo,
se ¢ < 1, existe sempre x € Vs(=1) =] =1 —06,-1 + 9[ tal que |f(x) — 1| > €, basta tomar
-1-6<x<-1.

Da mesma forma se pode ver que lim,_,_1 f(x) # b, para qualquer b € R.

“4Claro quesea ¢ D, V.(a)\ {a}n D = V.(@) N D.
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Aula 13 - 13/10/2015

Limites num ponto a € R: lim,_,, f(x) = b € R se para qualquer margem de erro ¢ > 0 em y

existe um nivel de exigéncia 6 > 0 em x tal que

x€D AO<x—al<d = |f(x)-b|l<e
oxeD A xeVs@\{al = f(x)eVe(b).

(se a é ponto de acumulagdo de D, ie, estd "suficientemente préximo” de D)

APLICACOES (que veremos):

e estudo de fungdes;

~ ~ 2 . X . . .
e comparacgdo de fungdes através de lim,_,, % ; em particular, compreender limites
notdveis - o que querem dizer, que informacado ddo sobre as fungdes;

e definir continuidade e estabelecer propriedades de func¢des continuas (e.g f(0) > O e
limy— 10 f(x) = 0 entdo f tem méximo);

e definir diferenciabilidade, recta tangente.
Exemplos:

1. f(x) = c (constante) entdo lim,_,, f(x) = ¢, para qualquer a € R, j& que neste caso
|f(x) —cl =0, Vx.

2. f(x) = mx fungao linear, m # 0, entdo lim,_,, f(x) = ma, para qualquer a € R, ja que

|f(x) —ma| = |m||x —a| < ¢, se|x—a|l <0 =¢/lm|

3. f(x) = 2x,se x # 1 e f(1) = 3. Entao lim,_,1 f(x) = 2 - NAO depende do valor de f(1)
(s6 tomamos x € D com x # 1)

4. f(x) = vx, D = [0, +oo[. Neste caso consideramos a € D e lim,_,, = Va = f(a), ja que

| x-—a |x — al
e

logo, dado erro € > 0, temos | Vx — Va| < €, desde que se tome |x — a| < e

| Vx = Val

5. Funcao de Heaviside:

1, >0
H(x) _ se X
0, sex<O.

Sea # 0, temos H é constante numa vizinhanga de g, logo, se a > 0 temos lim,_,, H(x) =
limy,—,;1 =1e,sea <0 temos lim,_,, H(x) = lim,—,,0 = 0.

Se a = 0, ndo existe limy_,o H(x). Por exemplo, [H(x) —1| =0,sea <0e|H(x) -1 =1,
se a < 0, logo o erro |[H(x) — 1| ndo pode ser 'tdo pequeno quanto se queira’ numa
vizinhanga de 0 (para valores negativos é sempre 1), e 0 mesmo se passa com |H(x) —b|
para qualquer b € R.
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6. Fungao de Dirichlet

d(x) = 1, sexeQ
B 0, sex¢OQ.

ndo existe lim,_,, d(x) em qualquer a € R.

PROPRIEDADES DO LIMITE:

1. O limite se existir, é Ginico.

2. O limite quando x — a s6 depende dos valores de f numa vizinhanga de 2 (chama-se
definicdo local), mas, se f(a) estiver definido, NAO depende de f(a).

3. Selim,_,; f(x) = b € Rentdo f é limitada numa vizinhanga de a.

Limites infinitos em 4 € IR: podemos tomar b € R: limy—,, f(x) = +o0 se dado R > 0 existe
0 > 0 tal que

xe€D ANO<|x—a|l<d = f(x)>R

e de forma andloga para b = —co. Nestes casos, f ndo é limitada em qualquer vizinhanga de
a.

Exemplos:
1. limy_g — = +o0.
2
. 1 . = ) 1 . 1
2. lim,_,0 — ndo existe em IR, ja que lim,_,o+ — = +o0, limy_,o- — = —oc0.
x X x2
3. limy_o+ Inx = —co0.

Limites laterais: definimos

f@a*)= lim f(x), f(@)= lim f(x),

X—a,x>a x—a,x<a

ouseja, f(a*), f(a~) existem em R se dado ¢ > 0, existe sempre 0 > 0 tal que
xeD Aa<x<a+d = |f(x)- fa)l<e,

xeD ANa-0<x<a = |f(x)-f@)l <e.

Se f(a*) = oo ou f(a”) = +oo, diz-se que f tem uma assimptota vertical em a (explode em
tempo finito).

E facil ver que temos a seguinte definicio equivalente de limite:

Proposicao 2.3. lim,_,, f(x) = b existe em R se e s0 se existem f(a*)e f(a~)e
f@*)=f@)=>b

(sempre que a seja um ponto de acumulagido de DN] — oo, a[ e de DN]a, +o0]).
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Exemplos

1. No caso da func¢do de Heaviside acima, vemos que
H@)=1#H@)=0
e conclui-se imediatamente que limy_,g H(x) ndo existe.

2. f(x) = |x|: limy_o f(x) = 0; em geral lim,_,, f(x) = |a| = f(a).

Notem que nem sempre é ttil separar os casos a* e a~. Tipicamente, s6 quando a func¢ao
em causa é dada por expressdes diferentes quando x > a ou x < a. Por exemplo, para a
fungédo de Dirichlet vista acima, seria conveniente tomar lim,_,; xeq € limy_,; xeR\Q-

Mais geralmente, podemos definir limites segundo subconjuntos A do dominio, se a ainda
for ponto de acumulacao de A (a ideia é s6 tomarmos pontos de A em consideracdo quando
calculamos o limite):

lim,—,4, xea f(x) = b se para qualquer ¢ > 0 existe um 6 > 0 tal que

x€ACD ANO<x—al<d =|f(x)-b| <e.

Os limites laterais correspondem a considerar A = DN]a,+oo[ e A = DN] — o0, a]. E claro
que que se existe lim,_,; f(x) = b, entdo para qualquer A C D, temos lim,,; yea f(x) =
lim,_,,; f(x) = b. O reverso também é verdadeiro (basta tomar f(a*)e f(a~). Temos assim:

Proposicdo 2.4. Seja f : D — R, e a um ponto de acumulagio de D. Existe limy_,, f(x) = b,
a,b e R, seesose
lim f(x)=0

x—a, xEA
para qualquer A C D tal que a é um ponto de acumulagio de A.

Este resultado diz essencialmente que lim,_,, f(x) ndo depende da forma como x se
aproxima de a.

Exemplo: Fungdo de Dirichlet: para qualquer a € R, temos

Iim d(x)=1, lim d(x)=0.

x—a,xeQ x—a,xeR\Q

Como sao diferentes, o limite quando x — a ndo existe.

Aula 14 - 15/10/2015

Limites sequndo subconjuntos A do dominio lim,_,, xea f(x) = b: x € A é visto como forma de
aproximacao de a (pela direita ou esquerda, por ntimeros racionais ou irracionais, etc.)

Como vimos no capitulo anterior, as sucessdes sdo uma forma bastante ttil de aproximar
numeros reais. Mais precisamente, se tomarmos uma sucessao a, — a, a, # 4 € o conjunto
A ={a, : n € N}, temos

lim f(x) = lim f(a,) = lim f(a,).
x—>u,xeAf( ) an—m'f( n) n—>oof( ")
E claro que se existir lim,_,, f(x) = b entdo como ndo depende da forma de aproximagdo a 4,
teremos lim,,_,« f(a,) = b, para qualquer sucessao a, — a. O reciproco também é verdadeiro
(mais dificil de ver):
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Teorema 2.5 (Defini¢do equivalente no sentido de Heine). Seja f : D — R e a um ponto de
acumulagdo de D. Entdo limy_,, f(x) = b se, e s0 e, para qualquer sucessdo a, — a, a, # a, tem-se
f(an) = b,n— oo,

Demonstragdo. (Ideia): Se lim,—,, f(x) # b, pode construir-se uma sucessao (a,) tal que a, — a
e f(a,) - b (existe € tal que para qualquer 0 > 0 encontramos x com |x —a| < de|f(x) —b| > ¢
-tomamos 0 = 1/ne x = ay). O

Esta definicdo equivalente de limite segundo sucessdes chama-se por vezes limite no
sentido de Heine, enquanto que a definicdo usando vizinhancas se diz no sentido de Cauchy.
Esta definigdo é util para mostrar que certos limites ndo existem:

Exemplos:

1. lim,_, 4 senx ndo existe: com f(x) = sen x tomando sucessdes x, = nme y, = 5 + 2nmn,
temos limx, =limy, =+ e

lim f(x,) =0 # lim f(y,) = 1.

(Da mesma forma: ndo existe limite em +oo de qualquer funcao periédica - Exercicio.)

1
id 7
5 + 2nm

. 1 . 1 1
2. lim,_,o cos — ndo existe: com f(x) = cos —, tomando sucessdes x,, = o € Yn =
X X n

temos limx, =limy, =0e

Tt
lim f(x,) = lim(cos2nm) =1 # lim f(y,) = lim cos(z +2nm) = 0.
Para estudarmos limites (e vermos a continuidade das fung¢gdes elementares), é ttil o
seguinte resultado (vimos andlogo para sucessoes):

Teorema 2.6 (Limite por enquadramento). Seja limy_,, h(x) = lim,—,, g(x) = b e f uma fungio
tal que, numa vizinhanga de a, h(x) < f(x) < g(x). Entdo existe lim,_,, f(x) = b.

A prova é igual ao caso das sucessdes (ou pode usar-se a defini¢do de limite segundo
sucessoes).

Exemplos:

. 1 . 1
1. lim,oxsen— =0,jd que —x < xsen — < x.
x x

senx

0

2. limy—io0
Em particular temos a seguinte consequéncia: o produto de um infinitésimo por uma
funcdo limitada é um infinitésimo.

Proposicao 2.7. Se f(x) = g(x)h(x) em que g é limitada numa vizinhanga de a e lim,_,, h(x) = 0
entdo limy_,, f(x) =0

Demonstragido. Se m < g(x) < M entdo mh(x) < f(x) < Mh(x) e o resultado sai dos limites
enquadrados. m]
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Exercicio: mostre a seguinte versdo de limites enquadrados para limites infinitos: se
f(x) > g(x) numa vizinhanca de 4 entdo

(i) selimy, g(x) = +o0, entdo lim,,, f(x) = +oo;
(ii) se lim,—, f(x) = —oo, entdo lim,—,, g(x) = —co.
Exemplo: lim,_, o X + senx = +oco.

Antes de vermos resultados que nos permitem calcular limites mais facilmente, damos a
primeira aplicacdo da defini¢do de limite:

Continuidade

Ja vimos que podemos definir limite em pontos 2 que ndo estdo no dominio de uma dada
funcdo f, e que, mesmo que a € D £, 0 valor de lim,_,, f(x), se existir em IR, é independente
de f(a). Claro que nesse caso, podemos comparar f(a) com o limite obtido. Temos:

Definigdo 2.8. Seja f : D —» Rea € D.!° Entdo f diz-se continua em a se existe em R,
lim £(x) = f(a),
ou seja, se dado € > 0 existe 6 > 0 tal que
x€D A |x—al<d = |f(x)— f(a)l <e.

Exemplos:

1. Funcdo linear f(x) = mx + b continua em R.
f(x) = v/x continua em [0, +oo[
f(x) = |x| continua em R
Funcao de Heaviside: continua em R \ {0}.

Funcao de Dirichlet: ndo é continua em qualquer ponto.

A

f(x) = xd(x), em que d(x) é a fungdo de Dirichlet entdo f é continua em 0:
0<xd(x)<x, x>0, x<xd(x) <0, x<0,

logo lim,—,0 xd(x) = 0 = f(0). Nao é continua em qualquer outro ponto.

Dos resultados ja vistos para limites, temos as seguintes definicdes equivalentes:

e Limites laterais: f é continua em a & existem f(a*) e f(a") e f(a*) = f(a”) = f(a).

e Continuidade & Heine: f é continua em a < para qualquer sucessdo a, — 4, , tem-se
f(an) = f(a),n — oo, ou seja

lim f(a,) = f(limay,).

assume-se ainda que 4 é um ponto de acumulacdo de D. Por exemplo, se D = {0}U]1, +oco[ ndo faz sentido
falar de continuidade em 0, porque 0 ndo é ponto de acumulacao.

15
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Vemos agora resultados que nos permitem calcular limites e estabelecer continuidade de
funcgoes:

Proposicao 2.9 (Limite e operagdes algébricas). Se lim,_,,; f(x) = belimy_,,g(x) =c,a € R,
b,c € R, entio

(i) limyog f(x) + g(x) =b+c,

(ii) limy_, f(x)g(x) = bc,

(ii) lim,_,, £ = b

2@ = o sec# 0.

Demonstragio. Podemos provar directamente - como para sucessoes - ou usar os resultados
analogos para sucessdes e a defini¢do de limite segundo Heine: por exemplo, para (i), dada
a, — a,a, # a, é suficiente ver que (f + g)(a,) = f(a,) £ g(a,) — f(a) = g(a). O

NOTA:

1. Os resultados acima podem ser dados também em IR, com as convengdes ja vistas para

0 «
0/ oo

as operagoes algébricas em IR, eliminando as indeterminagdes co — o0, 0 - o,

2. Se c = 0 e g(x) > 0 numa vizinhanca de a entdo lim,_,, fo +00, dependendo de b > 0

8)
oub<0.

Se b =c =0, o limite lim,_,, % dd-nos uma comparagdo da ordem dos infinitésimos
f(x) e g(x) quando x — a: por exemplo,

lim (x—-a)

x—a (X — a)™

=0,sen>m

e escrevemos (x —a)" << (x —a)"™ quando x — a, se n > m.

Se b = ¢ = o0, 0 limite lim,_,, % dd-nos uma comparagdo da ordem dos infinitamente
grandes f(x) e g(x) quando x — a: por exemplo,

n
Iim — =400, sen>m

x—400 X
e escrevemos x" << x" quando x — +oo, se nn > m.
Exemplos:

1
1. limy—ox (arctgx + sen(;)) =0;

. X +x . X+ x
2. limyi00 - = 0, lim,_o -3 = .
x4+ 3 x4+ x3

Proposicdo 2.10 (Continuidade e operagdes algébricas). Se f, g sdo continuas em a entdo f + g,

s 2 (se g(a) # 0) sdo continuas em a.
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Exemplos:

1. Fungdes polinomiais sdo continuas em IR: somas e produtos de continuas (lineares - ja
vimos)

2. Fungdes racionais sdo continuas no seus dominio: quocientes de continuas.

z

O seguinte resultado é
variavel ao calcular limites.

muito 1dtil, e permite-nos essencialmente fazer mudancas de

Proposicdo 2.11 (Limite da fungdo composta). Se existem limy—,, g(x) = belim, ., f(y) = ¢, e
f é continua em b ou g(x) # b numa vizinhanga de a, entdo

lim f(3(0)) = lim f(3).

Demonstragido. Vamos usar a definicdo de Cauchy: dado € > 0:
—como limy_,;, f(y) = ¢, existey > Otalque O < |y —b| <y = [f(y) —cl <€, ese f(b) =,
entdo podemos tomar

ly—bl<y = |f(y)—cl<e.

—como lim,_,,; g(x) = b, existe 6 > 0 tal que, para y > 0 dado acima
O<|x—al<d = |gx)-bl<y.
Logo, fazendo y = g(x), temos
O<|x—al<é = |gx)-bl<y = |f(gkx))—cl<e.
(Se g(x) # b temos sempre 0 < |g(x) — b| e o resultado também sai.) |

Exercicio: prove o resultado acima usando a defini¢do de limite a Heine.

Um caso bastante util é
dim o=t p(G) gm0 = pim (5] = tm s
Quanto a continuidade:

Teorema 2.12 (Continuidade da fungdo composta). Se g é continua em a e f é continua em g(a)
entdo f o g é continua em a,

lim(f o g)(x) = hrr(lu) fy) = f(g(@)).

Em particular, se f e g forem continuas nos seus dominios, também f o g serd continua no seu dominio.
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Aula 15 - 16/10/2015

Continuidade de fung¢des elementares:

1. Continuidade das fung¢des trigonométricas: vem de lim,_,osenx = 0:

Z

Temos, para x €]0,7[, 0 < senx < x, jd que x é o comprimento de arco. Logo
lim, o+ senx = 0 e lim,_,o- senx = lim,_,¢+ sen(—x) = —lim,_,o+ senx = 0 (sen é impar).

Usando o limite da composta e

xX—a x+a
senx—senazZsen( > )COS( > )

xX—a x+a
cosx—cosa:—Zsen( )sen( )
2 2
temos

limsenx = sena, limcosx = cosa
X—a X—a

ou seja, sen e cos sdo continuas em R. Temos também que tg, cotg, sec e cosec sdo
continuas nos seus dominios (quocientes de fun¢des continuas)

2. Para ver a continuidade de ¢* e In x nos seus dominios,'® é suficiente ver que
lime* =1, limlnx =0
x—0 x—1
ja que neste caso
: X . a ,x—a a : : X
lime* =lime’e ™ =6, a e R IimInx =limIn{=])+1Ina=1Ina, a>0.
X—a X—a X—a X—a a

Os limites acima podem justificar-se por enquadramento, usando as desigualdades
(equivalentes)

-1
al <lnx<x-1.

1
l+x<e* < ,x<1,
1-—x X

(A segunda desigualdade segue da definicdo de In x como a drea debaixo do grafico de
1/x entre 1 e x: comparar Inx com a drea dos rectangulos de base [1,x] e altura 1 e %.)

Outros exemplos:
1. Fungoes hiperbolicas: shx e chx continuas em RR.
2. Fungdes tipo poténcia-exponencial: para a(x) > 0,

F(x) = ()t = eln@)™) = b Infa)

é continua sempre que a(x) e b(x) forem (composicdo de fungdes).

16yeremos que inversas de fung¢des continuas sdo continuas, logo bastaria ver para uma destas fungdes
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Limites notdveis: Também podemos usar enquadramento para justificar que

X _
Hm S _ 1 fm Sl o1 fim A gy ROED

1
x—0 X x—0 X —1x—1 x—0 X

(sdo todos indeterminagdes 8, veremos melhor o seu significado em breve quando estudar-
mos derivadas).

Para o primeiro limite, pode ver-se geometricamente que
senx T
senx <x < tgx = ——, parax €]0, =[.
cosx 2

Logo, temos

sen x senx
<1, cosx<
X

e por enquadramento,

. senx
lim =1.
-0 X
Para os outros limites usam-se as desiqualdades
X x—1
xSe"—lsl ,x<1, <lnx<x-1, x>0,
que se podem escrever como
et -1 1 1  Inx
1< <——,0<x<1, - < <1x>0
x 1-x x x-1

Exemplos:

1
1. limy— 400 X SEN i 1 (mudancga de varidvel)

. 3 1
2. limy400 X2 sS€N — = +00

X
2x2
3. lim L — o,
x—0 x2
tg?x 1
4 lim 2— = =
xli% 2X2 2
5. lim J0OSY _ g

x—01—cosx

. -1 _1
6. lim (cos x)sen2x = ¢~ 2
x—0

. 1 _
7. lim xT= = ¢!
x—1-
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1 im A+ . e .. .
8. lim(1+x)* =e™~% =¢ Em particular, usando a defini¢do de limite segundo Heine

x—0

1
(sucessdes) temos que se x, = — — 0 entdo
n

n
lim(l + 1) =e.
n

Prolongamento por continuidade:

Ja vimos que s6 faz sentido definir continuidade num ponto se esse ponto estiver no
dominio. Em geral, tomando pontos que ndo estdao no dominio, pode considerar-se a questao
seguinte: serd que haverd forma de incluir esse ponto - ou seja, estender o dominio - no
dominio, por forma a que a fungédo resultante fique continua?

1

, sen —
X

senx
Exemplos: Inx,

Definicdo 2.13. Seja f : D — R e a um ponto de acumulacdo de D, coma ¢ D. Entdo f diz-se
prolongdvel por continuidade a a se existe em IR,

}}g;f(x):belR.

Neste caso, a funcdo F : D U {a} — R dada por

é continua em a e diz-se o prolongamento continuo de f.
Exemplos:
1. f(x) = ™% ndo é prolongével por continuidade a x = 0

2. f(x) = e 6 prolongavel por continuidade a x = 0

1
3. f(x) =sen o ndo é prolongavel por continuidade a x = 0, mas x f(x) sim.

Propriedades das fung¢des continuas

Se f é continua em a € D (ponto de acumulagao do dominio):

e f élimitada numa vizinhanga de a (é suficiente que exista lim,_,, f(x) € R);

e Se f(a) > 0 entdo f positiva numa vizinhanga de a. Em particular, se f, g sdo continuas
em a entdo f(a) > g(a) = f(x) > g(x) numa vizinhanca de 4.
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Se f continua em a entdo continua numa vizinhanca de a? NAO, por ex. f(x) = xd(x) em
que d é funcado de Dirichlet é continua apenas em 0. (Exercicio: em que pontos sdo continuas
as funcoes (1 — x2)d(x), (sen x)d(x)?)

A intuicdo que temos de continuidade vem de considerarmos em geral fungdes continuas
em intervalos.

Continuidade em intervalos: vamos assumir que f é continua num intervalo I qualquer.

17

Teorema 2.14 (T. Valor Intermédio ou de Bolzano). Seja f continua num intervalo I e a,b € I,
a<b, f(a) # f(b). Se f(a) < a < f(b)ou f(b) < a < f(a), entdo existe c €]a, b[ tal que f(c) = a.

Demonstragdo. Vamos assumir f(a) < f(b) (se f(a) > f(b) é analogo). Tomamos
A={xeab]: f(x)<al
Entdo A é ndo vazio, j4 que a € A e majorado, ja que A C [a,b] (b é majorante). Logo existe
c=supA.

Vamos ver f(c) = a. Para isso, usamos continuidade para ver que os casos f(c) > ae f(c) < a
sdo impossiveis:

e Se fosse f(c) > a, entdo, porque f é continua em c, terfamos f(x) > @ numa vizinhanga
de ¢, ou seja
x€lc=6,c+6[= f(x)>a

o que é imposivel, ja que nesse caso c — 0 seria majorante de A e c é supremo (menor
dos majorantes). Em particular, ¢ # b.

e Se fosse f(c) < a, entdo, porque f é continua em ¢, teriamos f(x) < @ numa vizinhanga
de ¢, ou seja
X€lc=6,c+0[= f(x)<a

De novo, é impossivel, ja que nesse caso ]c,c + 6[C A e ¢ ndo seria majorante de A.

Conclui-se que f(c) = a. O

Aula 16 - 20/10/2015

Estamos a ver propriedades das fungoes continuas em intervalos. Vimos T. Valor Intermedio
/ Bolzano, que se pode escrever nas 3 formulagoes equivalentes seguintes:

Se f continua num intervalo [a, b], com f(a) < f(b) (por exemplo) entao:

(i) para qualquer a tal que f(a) < a < f(b), existe c €]a, b[ tal que f(c) = a.

=4

7que, a partida, pode ser de qualquer das forma ]a, b[, 1a, b], [4,b[[a, b], [a, +co[, ]a, +oo[, ] — c0,a[, ] — oo, a].

49



CDI-I-1° S2015/16 LEAN, LEMat, MEQ

(ii) A equacgdo f(x) = a tem pelo menos uma solugdo em ]a, b, para qualquer a €]f(a), f(b)[.
=3
(iii) [f(a), f(b)] esta contido no contradominio (imagem) de f.
APLICACOES: solugdes de equagdes, existencia de pontos fixos (tal que f(x) = x), con-
tradominios.
Notem que:
e Se 0 dominio ndo for um intervalo, ndo é necessariamente verdade: por exemplo,

f:10,1]U[2,3] = R, f(x) = x—1entdo f(1) =0, f(2) = 1, mas nao existe solugao para
f(x) =1/2-temos CDy = [-1,0] U [1,2].

¢ Se a fungao ndo for continua, ndo é necessariamente verdade: por exemplo, f(x) = -1
sex<0e f(x) =1,x>0. Entao f(-1) = -1, f(1) = 1, mas f ndo tem zeros.

COROLARIOS:

1. Se f continuaem I, a,b € I e f(a)f(b) < 0 entdo f tem pelo menos um zero em Ja, b[. 18

Em particular, se f ndo tem zeros em ]a, b[ entdo tem sempre o mesmo sinal.

2. Se f, g, continuas em I, a,b € I e f(a) < g(a), f(b) > g(b) entdo f(x) = g(x) tem pelo
menos uma solugdo em Ja, b[ (basta tomar f — g).

3. Teo. Valor Intermédio com limites (muito tatil): se f é continua num intervalo (aberto)
la, bl e
lim f(x) <a< liril f(x),
X—0~

x—at
entdo existe c €]a, b[ tal que f(c) = a.

Prova (ideia): da definigdo de limite, existem a’, b” €]a, b[ tais que lim,_,, f(x) < f(a’) <
a < f(b') <lim,, f(x)ea” < b’. Aplicando o Teo. do Valor Intermédio em [a’, b’] temos
o pretendido.

Exemplos:
1. ¢ + Vx = V2 tem pelo menos uma solugdo em R (alids: em ]0, 1[)

2. Qualquer polinémio de grau impar tem pelo menos um zero: por ex. p(x) = x” —x* +3,
entdo limy 40 p(x) = +00 e limy,—_o p(x) = —o0 logo existem a,b € R com p(a) < 0 e
p(b) > 0.

Mais do que isso: contradominio de p é IR.

O resultado anterior tem outra consequéncia importante, que nos da informagdo sobre
contradominios fungées continuas transformam intervalos em intervalos:

—Se f e mondtona e continua em I =]a, b[ entao f(la,b[) =]f(a"), f (b; ), se f crescente, ou
1f(b7), f(a®)[, se f decrescente. (Nota: f(a*), f(b~) existem sempre em R - Exercicio.)

8Este coroldrio e por vezes conhecido como Teo. de Bolzano.
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— Em geral, temos sempre que f(]a, b[) é um intervalo de extremos r e s,
Ir,slc f(la, bl) C [r,s]

em que s = sup{f(x) : x € I} = sup f(I) er = inf{f(x) : x € I} = inf f(I) em R. O intervalo sera
fechado / aberto nos extremos dependendo de f ter maximo ou minimo em I

Corolario 2.15. Se I é um intervalo e f é continua em I entdo f(I) é um intervalo.

Demonstragio. (Ideia) Sejam s = sup{f(x) : x € I} = sup f(I) er = inf{f(x) : x € I} = inf f(I) em
R. Entdo, da defini¢do de sup e inf, temos que f assume valores arbitrariamente préximos
de s e r e do Teo. Valor Intermédio, segue-se que |r,s[C f(I).

Por outro lado, r € minorante de f(I) e s é majorante de f(I), logo f(I) C [r,s]. Conclui-se
que f(I) é um intervalo com extremos r e s. m]

Exemplos:
1. f() = senx: f(R) = [1,1], £( - m,0]) = [=1,0], f(1 - 37, 3x[) = [-1,11.
2. f() = Inx: £(10,1]) =] - 0o, 0[, f(R) = R.
E facil ver que esta propriedade ndo é exclusiva das fungdes continuas: podemos ter f(I)

1
intervalo sem que f seja continua, por ex., f(x) = sen L x#0e f(0)=0,0u f(x) =x+1,
x <0, f(x) =x,x > 0. Mas se f é monétona:

Teorema 2.16. Se f é estritamente mondétona em 1 e f(I) é um intervalo, entdo f é continua em I.

Demonstragdo. Seja a € I, a no interior de I. Se f é mondétona, existem f(a*) e f(a~) para
qualquer a € I (Exercicio!).

Assumindo f crescente (para decrescente é andlogo) temos f(a*) < f(a) < f(a~) e também
f(x) < f(a), sex <a, f(x) > f(a*, se x > a. Se fosse f(a*) # f(a™), entdo |f(a”), f(a*)[ ndo
estaria na imagem de f e f(I) ndo seria um intervalo. Logo f(a*) = f(a) = f(a™) m|

Teorema 2.17 (Continuidade da funcado inversa). Se f : I — R é injectiva e continua num
intervalo I, entdo f~' : | — R é continua no intervalo | = f(I).

Demonstragio. f injectiva e continua num intervalo I = f é estritamente monétona e f!
também serd. Como f~1(J) = I é um intervalo, conclui-se do resultado anterior que f~! ¢
continua. |

Exemplos: Da continuidade das fung¢des trigonométricas, também arcsen, arccos, arctg sdo
fungdes continuas nos seus dominios.

Vimos que se I é um intervalo e f é continua em I entdo f(I) é sempre um intervalo da
forma

17, sl, [,sl, 17, s, [, s].

dependendo de ter minimo e/ou maximo. E facil ver que em geral qualquer dos casos é
possivel. Mas se I = [a, b] é intervalo limitado e fechado temos sempre:
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Teorema 2.18 (Teorema Weiertstrass). Seja f uma fungio continua num intervalo I = [a, b]. Entdo
f tem mdximo e minimo em I.

Demonstragio. A prova faz-se em duas partes: primeiro vemos que é limitada em I = [a, b],
ou seja, pelo Ax. do Supremo, tem sup e inf em I. Depois verifica-se que sup f é maximo e
inf f é minimo.

— f é limitada em [a, b]: considere-se o conjunto
A={x¢€lab]: félimitada em [a,x]}.

Entdo A é majorado e ndo-vazio (2 € A), logo existe s = supA e s < b. Como f é continua (a
esquerda) em g, é limitada numa vizinhanga [a,a + ¢[, logo s > a. Se s < b terfamos também f
limitada em [s — ¢, s + €], logo seria limitada em [, s + ¢], 0 que é impossivel, ja que s = sup A.
Conclui-se que s = b e que f é limitada em [a, b].

— Sejam M = supy,, f e m = infj,p) f. Vamos ver que M é méximo. Procedemos por
contradi¢do: se M ndo é maximo, entdo M # f(x), para todo o x € [a, b], e portanto a fun¢do

1
gx) = M= F®

estd bem definida em [, b] e é continua (e positiva).
Assim, do que vimos acima, terfamos que g é limitada. Mas se existe um majorante K > 0

<K<:>f(x)<M—l

gx) <K & X

_
M~ f(x)

1
o que é impossivel, dado que M é o supremo de f (neste caso, M — %< M é majorante).

Conclui-se entdo que M é maximo de f em [a, b]. (Para minimo é analogo.)
O

Em particular, segue-se do Teorema do Valor Intermédio que a imagem do intervalo
I =[a,b]é f([a,b]) = [m, M], em que m, M sdao os minimo e méximo de f em I, respectivamente.

Exemplos:
L f() =, f[-1,1]) = [0,1], f(1 = 1,1)) = [0, 1], f(R) = [0, +eo[, f[2,3]) = [2,3].
(podem néao ser extremos de f!)

2 £ = 1= fOR) <1011, f0-1,11 = £10,1) = 3,11

+x2’
3. f(x) =Inx, f(]0,1]) =] - oo, 0].

Exemplo Considere-se uma fungdo f : [0, +oo[— IR, continua, e tal que limy_, o f(x) = 0,

() > 0.

Vamos ver que f tem maximo: como lim, .+ f(x) = 0, existe R > 0 tal que f(x) < f(0),
parax > R. Se R = 0, entdo f(0) é mdximo. Caso contrdrio, f tem maximo em [0, R], pelo
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teorema de Weierstrass, dado por M = f(c), com c € [0,R]. Como M > f(0) > f(x), para
x > R, tem-se que M = maXye[o,oof f(¥).

Exercicio: Estude f quanto a minimo e contradominio (considere os casos f(x) # 0, para
x € [0, 00[, e f(x) tem zeros.)
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Aula 17 - 22/10/2015
3 Calculo Diferencial

Entramos agora num dos tépicos principais desta cadeira: o Calculo Diferencial.

—usar derivadas como ferramentas no estudo de fung¢des, em particular, calculo de limites,
representagdes graficas, aproximacdo por polinémios

Geometricamente, queremos determinar o declive da recta tangente ao grafico de f em
(a, f(a)) (i.e., a velocidade instantdnea em 4, se f representar um deslocamento). Temos que
a razdo incremental
f) - f@)

X—a
nos dé o declive da recta secante entre (x, f(x)) e (a, f(a)) (i.e., a velocidade média entre a e

x). Claro que ndo podemos "substituir” x por a... Ideia: substituir velocidade instantanea por
velocidade média e tomar o limite.

Definigdo 3.1. Seja f : Df = Rea € D (ponto de acumulagéo). Diz-se que f ¢é diferencidvel

em a se existe em IR
/(@) = lim fe-f@ . fla+h-f@
x—a xX—a h0 I

A fungédo derivada f’ : Dy — R estd definida em todos os pontos 4 € Dy onde f ¢ dife-
rencidvel, o dominio de diferenciabilidade. A derivada de ordem n é dada por

FO@) = (f70) , fOw = fx),
nos pontos onde estiver definida.

Definem-se também as derivadas a direita e i esquerda 1° como

f(x):f(a)’ fg(a):xli_)r?f(x;:g(a).

fi@) = lim p

x—at X
E claro da definicao de limite que:

Teorema 3.2. f é diferencidvelema < f(a) e f,(a) existem em Re
fi@) = f(@) € R.

(NOTA: A partida, fi(@) e f'(a") = limy_,+ f’(x) ndo sdo a mesma quantidade. Reparem
que f’(a) = lim,,, f'(x) & a funcdo derivada é continua em a.)

Exemplos

1. f(x) =mx+Db, entdo f'(x) =m, x € R.

Ysempre que faca sentido, ou seja que a seja ponto de acumulagdo de D N {x > a} paraa*, e de D N {x < a} para

a .
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2. f(x) = x|, entdo f'(x) =1,x>0e f'(x) = =1, parax < 0. Em x = 0, temos

|x] |x]
fd(O)—Xhm+ ol l1m1—1 fe(O)—xl_)m ol ILO_ -1=-1

logo f ndo ¢é diferencidvel em 0, e Dy = R\ 0. E continua em 0.

3. flx)=— Df R\ 0. E diferenciavel no seu dominio, com f'(x) =0, para todo x € Dy.

4. f(x) = %/Eemx:O:

hm—x = lim 1 = +4o00.

x—0 X x—0 \/_

Como o limite ndo existe em IR, f ndo é diferencidvel em 0 e D = R\ O. E continua em
0.

5 f(x) = {/Jx] em x = 0. E continua, ndo é diferenciavel em 0.

Comegamos a ver a no¢do de derivada e de funcao diferenciavel:

@ f@) Sl = f@) o

x—m X—a h—0 h

f(a) =

Outra notagado (Leibniz): f'(a) = %(a).

Definicao 3.3. Se f é diferencidvel em g, a recta tangente ao gréfico de f em (a, f(a)) é dada
pela equagédo

y = f@)+ f'@)(x - a).
De facto, a recta dada verifica
e x =aentdoy = f(a),
e tem declive f'(a).

f&) - f@)

Aproximagdo pela recta tangente: estamos a aproximar f’(az) por —————, e o erro
xX—a

nessa aproximacgao é dado por

f&) - f@

E,(x) = P —f'a) - 0, x> a.

Rescrevendo, temos
f(x) = f(a) + f'(a)(x —a) + E;(x)(x — a)
em que E;(x)(x —a) — 0 quando x — a. Podemos escrever f(x) ~ f(a) + f’(a)(x — a) quando

x—>a.20

Exemplos: Os chamados 'limites notaveis” - que justificimos na aula 13 - sdo na realidade
derivadas:

[ _ 1.

*Diz-se que f ~ g quando x — ase lim,, 5 =
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senx

1. limy_ =1 ¢ (sen)’(0) = 1.

A recta tangente a f(x) = senx em 0 é dada por y = f(0) + xf’(0) = x, e temos senx ~ x,
quando x — 0.

e -1

2. limyyo =16 ()(0)=1.

A recta tangente a f(x) = ¢* em 0 é dada por y = f(0) +xf'(0) = 1+ x, etemos ¢* ~ 1 +x,
quando x — 0.

3. lim,_; xlnTxl -1 (Iny(1) = 1.
A recta tangente a f(x) = Inxem 1 é dada pory = f(1) + (x = 1)f'(1) = x — 1, e temos
Inx ~x -1, quando x — 1.

Antes de (re)vermos as derivadas das fun¢des elementares, vamos relacionar a no¢do de
diferenciabilidade com a de continuidade. (Intuitivamente: se lim,_,, f(x) — f(a) # 0 entdo o
limite da razdo incremental ndo pode existir.)

Teorema 3.4. Se f é diferencidvel em a entdo é continua em a.

Demonstragido. Uma vez que f é diferencidvel em a, podemos usar a aproximagao pela recta
tangente. Temos

f() = f@) + f'(@)(x — a) + Eq(x)(x — a)
em que E,;(x)(x —a) — 0 quando x — 4. Tomando o limite em ambos os lados, temos entdo

limy—, f(x) = f(a). o

O contra-reciproco deste teorema é por vezes til, e diz que
f nado continua em a = f ndo diferencidvel em a.

Por ex., a fungdo de Heaviside em x = 0:

o HW-HO _ . 1-1_

Hd(O)—ler{)L X—0 o0 x =0

H(0) = lim w: im __1:+Oo'
x—0~ x—-0 x—0" X

(Notem que H é continua a direita.)

Mas, claro, f continua = f diferencidvel! J& vimos f(x) = |x|, f(x) = +/x sdo continuas
mas NAO diferencidveis em x = 0 e muitas outras.

Exemplo:

xseni, sex#0 x*senl, sex#0

0, sex <0. 0, sex < 0.

L f) = { 2. f9) = {

Em ambos os casos, f é continua em 0. No caso 1., ndo é diferencidvel em 0, j& que

-f(0
0 f(x)xf( )

lim,,_, = lim,_,9 sen(%), que sabemos nao existir.
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No caso 2., f é diferencidvel em 0, com f’(0) = 0. Pode ver-se que f’ muda de sinal em
qualquer vizinhanga de 0, e que alids ndo existe lim,,o f’(x) (ou seja, a fungdo derivada f’
ndo é continua em 0).

Derivadas de fung¢des elementares

1. f(x) =senxentdo f'(x) = cosx, x € R.

) senx —sena . 25en(%)cos("7+”)
(porque limy_,;, ————— =lim,_,, = cosx.)
xX—a xX—a
2. f(x) = cosx entdo f’'(x) = —senx, x € R.

3. f(x) =e* entdo f'(x) =", x € R.

(Reparem que f satisfaz a equagdo diferencial " = f.)
4. f(x) =Inxentdo f'(x) = %, x € R*.

Exercicio: Prove as férmulas dadas acima. (Repare que em cada caso a fun¢do derivada
fica definida a partir do valor num ponto-a=0em 1., 2., 3.,,ea =1 em 4. - onde é dada pela
‘notabilidade” dos limites ja estudados.

Destes exemplos saem muito outros usando regras de derivacdo vossas conhecidas.

Proposicdo 3.5. Se f e g sdo diferencidveis em a entdo f + g, cf (c € R), fg, g (se g(x) # 0 numa
vizinhanga de a) sio diferencidveis em a e

1L (f£8) @=f(a)=g @), (cf) () =cfa),
2. (f9) (@) = f'(a)g(a) + f(a)g' (a)

3 (f) o - [ @30 -g@f@) (1) N {0

g f(ay? g g2

Exemplos

1. Paran € N

1YV n
ny _ n-1 | - _
(")" = nx"", (xn) - A+l

(pode ver-se por indugdo). Logo, paran € Z, (x")" = nx""1.

n n n—1
2. p(x) = Zak i+ = p'(x) = Zkuk X1 = Z(k + 1) agyq 2.
k=0 k=1 k=0
Em particular, a derivada de ordem 7 é constante:

p"(x) = nla, e p(k)(x) =0, k>n+1,xeR.
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3. (tgx) = (%), =gy 1+tg?x.
(cotg x)’ = (L22)' = _ser112x = —(1 + cotg? x).
(secx) = (Colsx)' = Cssz;; = tgxsecx.
(cosecx)” = (Se}w), = _sCe(;S;; = — cotg x cosec x.

4. (sen”x)’ = 2senxcosx = sen(2x).

1

! 1
5| — ) =— 1.
(lnx) xln2x,parax>0 X #

Aula 18 - 23/10/2015

O seguinte resultado é crucial no calculo de derivadas:

Teorema 3.6 (Derivada da Fungdo Composta). Se g ¢ diferencidvel em a e f é diferencidvel em
b = g(a), entdo f o g é diferencidvel em a e

(fog)(a) = f'(g@)g (@)

Demonstragio. Usando a aproximagao pela recta tangente, temos

f) = f(b) = (y = b)f'(0) + (y = D)Ew(y)
em que E;(y) — 0, y — brepresenta o erro. Fazendo y = g(x), b = g(a), e dividindo por x — g,
t
T ) - fe@) W - SO 1 4 S0~

x—a X - —a
Como g é continua em a (por ser diferenc1avel),

E¢()(8(x)).

lim Eg)(8(x)) = lylﬂ% Ey(y) =0,

logo

(g(x) — g(a))

m? (g(x)) fE@) _ im F/(8(@) + =" Eg) ()

,’X—)ﬂ —a X—a

(g(x ) g( a))

= §'@f (8@)+1lim g (@)E)(8() = §'(@)f'(8(a)).
O

Notagdo de Leibniz: escrevendo y = f(u) e u = g(x) entdo o teorema anterior pode ser
escrito como

dy _ dydu
dx ~ dudx’
e por esta razdo é por vezes referido como Regra da Cadeia.

Exemplos:
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X -x\’ x _ ,—x\’
1. (chx) = (e te ) =shx, (shx) = (e 2e ) =chx
2. (@) = (&%) = (Ina)a*, a >0, (log,x)" = (ﬁ—;‘) = m
1
3. (e“tgx)/ = el 7(1 + tg? x), (e%)/ = —i—;, (Incosx)” = _zf)rsli =—tgx.
Em geral:
() =106, Gnuc)y = 4.

4. (sen(xz)), = 2x cos(x?), (cos(%))/ = x% sen %
Em geral:
(senu(x))” = u'(x)cosu(x), (cosu(x))’ = —u'(x)senu(x).
5. (shlnx) = }1—(ch Inx, (Ch(sen2 x))/ = 2sen x cos x ch(sen x).

6. Se f(y) = P, entdo (g(x))’ = pg(x)P g’ (x):

3 2 3 4

’
(sen x cos? x) = 3sen” xcos’x —2sen” x CoS X.

((ezx + tg(cos x))4)’ = 4(e** + tg(cos x))3(2¢** — sen x(1 + tg*(cos x)))
7. (x%) = (e*In*y = 2e#In¥ = gx271 paratodoa € R, x > 0.
8. (x¥) = (e“m‘)’ =x*(Inx +1).

2XCcosx

((1 + xZ)cosx)/ — (e(cosx)ln(1+x2))/ — (1 + xZ)cosx(_(sen x) 11’1(1 + xZ) + T
X

)

Em geral: poténcia exponencial

(@)Y = (e80M0) = ¢/ () In(f () FR)S + g@) /() f ()DL,

(ndo é suposto saberem esta férmula de cor!)

Ja vimos que f injectiva e continua num intervalo I = f~! continua no intervalo | = f(I).
Vemos agora:

Teorema 3.7 (Derivada da Funcédo Inversa). Seja f : I — R injectiva e continua em I, e a no
interior do intervalo I. Se f é diferencidvel em a, com f’(a) # 0, entdo f~' é diferencidvel em b = f(a)

e
1

1
fr@ — f(fe)
Demonstragio. Fazendo a mudanga de varidvel y = f(x) & x = f~(y), para y € f(I), temos
x > asey — b,jad que f1 é continua em b = f(a). Logo,
~1(1) — £-1 _

lim -0 =lim——2% = !

yob Yy =b x=a f(x) = f@a)  f'(@a)
ja que f’(a) # 0. m]

(FY) @) =
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NOTA: Se soubessemos a partida que f~! é diferencidvel em b = f(a), entdo também sairia
do Teo. da Derivada da Composta, reparando que f~(f(x)) = x, para qualquer x € Dy, logo

(f -'( f(@)f'(a) = 1. O calculo directo dado acima mostra a diferenciabilidade de f~! em b.
Exemplos

1. f(x)=¢ f(y) =Iny, y > 0. Entdo:

roy e Lo b
i)' 0) = % = 5

<=

f(x)=x%x>0, f(y) = V¥, vy > 0. Entdo:

1 1
(W) =5=577
Em geral, ({/y)/ = %yrl’_l.
3. f(x) =senx, x € ]—%, g[, f~Y(y) = arcseny, y €] — 1,1[. Entao:
N T 1 1
(aresen)” (y) = cosx cos(arcseny) /71— 2
4. f(x) = cosx,x €10,7[, f}(y) = arccos y, y €] — 1,1[. Entdo:
I T |
(arccos)’ (y) = p—— — yzl
5. f(x) =tgx,x € |-%, 5], fU(y) = arctgy, y € R. Entdo:
’ 1 1 1
t = = = .
(arctg)’ (v) 1+tg?x 1+tg’(arctgy) 1412
6.

f(x) = shx, f1(y) = argshy, y € R. Entdo:

P 1 1
(argsh)’ (v) = chx  ch(argshy)

y2+1

(notando que ch’y — sh’y = 1.) Reparem que calculamos a derivada mesmo sem
conhecer explicitamente argsh y. Da mesma forma,

1 1 1
h)' (y) = = = 1.
(argeh) () shx  sh(argchy) 2 — 1 y=
Agora podemos também calcular:
arcsen x\/ ereseny 4 ’ 1 _3
(e ) = — x€]l-1,1], ( lnx) = 5z(nx)71, x> 1
arct X = — x>0, etc.
(arctg( Vi) VR
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Aula 19 - 27/10/2015
Extremos

Uma das principais aplicagdes da derivada é ao estudo de fungdes, nomeadamente, a
determinacao e classificagdo de pontos de extremo.

Definigao 3.8. Seja f : Dy = R, ¢ € Dy.
(i) f tem um mdximo local em c se
f(x) £ f(c) numa vizinhanga de c.
Este ponto diz-se um mdximo absoluto se f(c) for o valor maximo de f em Dy, ou seja

f(x) < f(c) para qualquer x € Dy.

(ii) f tem um minimo local em c se
f(x) = f(c) numa vizinhanga de c.
Este ponto diz-se um minimo absoluto se f(c) for o valor minimo de f em Dy, ou seja

f(x) = f(c) para qualquer x € Dy.

Em qualquer dos casos, f(c) diz-se um extremo de f, e c um ponto de extremo (ou extremante ou
mazimizante ou minimizante).

E claro que extremo absoluto = extremo local.

Exemplos:
1. f(x) =1 — |x| tem maximo (local e) absoluto em x = 0, jd que f(x) <1, x€ R, e f(0) = 1.
2. f(x) = x*> + 1 tem minimo (local e) absoluto em x = 0

¥2+1, se -1<x<1
3-x2, sex<-1vx>1.

2 09|

— tem minimo local em x = 0, ndo é absoluto j& que lim,—.+0o = —o0 (logo f ndo é
minorada - ndo tem minimo absoluto, nem sequer infimo).

— tem maximo (local e) absoluto em x = +1.
Extremos no intervalo I = [- V3, V3]:

— minimo local em x = 0,

— maximo absoluto em x = +1,

— minimo absoluto (em I) em x = + V3.

4. f(x) = arcsenx em Dy = [-1,1] tem méximo (local e) absoluto em x = 1 e um minimo
(local e) absoluto em x = —1 (é estritamente crescente).
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Geometricamente, é intuitivo que se f tem um extremo em c e f é diferencidavel em c,
entdo a tangente ao grafico (que existe) serd horizontal. A recta tangente é dada por

y=f)+f -0

Se , por ex., f'(c) > 0, entdo y > f(c), parax > ce y < f(c), para x < c (é claro que c ndo é
ponto de extremo da recta!) Como f pode ser aproximada por y "perto de’ ¢, f(c) também
ndo serd extremo de f.

Teorema 3.9. Se f é diferencidvel em c:
c é ponto de extremo = f'(c) = 0.

Demonstragio. Vamos ver que se f’(c) # 0, entdo c ndo é ponto de extremo. Notem que f(c) é
extremo & f(x) — f(c) ndo muda de sinal numa vizinhanga de c. Temos

fx)—f(©) = fi(c)(x—c)+ Ec(x)(x —c) = (x —c) (f'(c) + Ec(x)).

em que E.(x) — 0 quando x — c¢. Se f’(c) # 0, entdo numa vizinhanga (suficientemente
pequena) de ¢, f’(c) + E.(x) tem o mesmo sinal que f’(c), 2! logo temos que o sinal de
f(x) = f(c) é o mesmo de f’(c)(x —c). Como x —c muda de sinal em ¢, também f(x) — f(c)
mudaréd, e c ndo pode ser ponto de extremo.

(Alternativamente: se f € diferencidvel em c entdo f;(c) = f/(c). Se f(c) for méximo local,
entdo f(x) — f(c) < 0 numa vizinhanga x € V;s(c). Logo:

fO-fO o erse FOFO 0 ice
x—c xr—=c

Conclui-se que f(c) < 0e f/(c) 2 0. Como f'(c) = fi(c) = f;(c), temos f’(c) = 0. Para minimo
é andlogo.) m]

Os pontos c tais que f’(c) = 0 chamam-se pontos criticos de f. Pode haver pontos criticos
que ndo sdo extremantes, por exemplo f(x) = x°, ou seja,

f'(c) = 0 = ¢ é ponto de extremo.
Tipicamente, para estudar os extremos de uma fungéo,

1. Achar possiveis pontos de extremo (‘candidatos’): satisfazem uma das seguintes
condigdes

@) f'©=0,
(b) f’(c) ndo existe,

(c) EmI=[a,b]l: c=aouc=0>0.

2. Classificar (reparem que a aproximacao pela recta tangente dad-nos pouca informacao
em pontos criticos, sdo necessdrios outro critérios.)

ZBasta garantir que |E.(x)| < |f'(c)|, o que é verdade em algum V;(c) pela definicdo de limite.
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Exemplo Seja f(x) = X3 = \3/;, com Dy =R

— f'(x) # 0, para x # 0, e f ndo diferencidvel em 0. Logo o tnico ponto de extremo local
possivel é x = 0.
— f tem minimo absoluto em 0 ja que f(0) =0e f(x) > 0, Vx.

Teoremas Fundamentais

Veremos agora alguns resultados fundamentais do Calculo Diferencial, que sdo em par-
ticular muito tteis no estudo de fungdes:

—Teorema de Rolle
—Teorema de Lagrange
—Teorema de Cauchy e Regra de Cauchy.

Seja f uma fungdo continua em [a,b]. Sabemos do Teorema de Weierstrass que f tem
maximo e minimo em [g, b], e que estes se encontram em a ou b, ou pontos f’(c) = 0, ou pontos
onde f ndo tem derivada. Se for diferencidvel em ]a, b[ e se eliminarmos a possibilidade de
os dois extremos serem em a e b, temos

Teorema 3.10 (Rolle). Seja f uma fungio diferencidvel em |a, b[, continua em [a, b]. Se f(a) = f(b),
entdo existe c €]a, b[ tal que f'(c) = 0.

Demonstragio. Sejam M = maxp, ;) f € m = miny, ;) f que existem pelo Teo. Weierstrass. Se
M = m, entdo f é constante e f'(x) = 0, x € ]a, b[. Caso contrério, como f(a) = f(b), pelo menos
um dos extremos serd em f(c), com ¢ €]a, b[. Como f é diferenciavel, f’(c) = 0. O

Corolario 3.11. Entre dois zeros de uma fungdo diferencidvel, existe um zero da derivada.

Se eliminarmos a hipétese de f ser diferencidvel, a conclusdo do teorema pode nao ser
verdadeira: por exemplo x*/3, 1 — |x| (ttm extremos em pontos de nao diferenciabilidade).

Exemplos

1. Se f é duas vezes diferencidvel e tem 3 raizes, entdo f” tem (pelo menos) um zero:
Se f(r1) = f(r2) = f(r3) =0, com r; < rp < r3, entdo do Teo. Rolle, f'(s1) = f'(s2) =0
para alguns s; €]rq, [ e sy €]ro, 13[. Aplicando agora o Teo. Rolle a f’, temos que f”’
tem (pelo menos) um zero em Jsy, s2[.

2. A equacdo ¢* = 3x tem exactamente 2 solugdes:

(E uma aplicagdo tipica do Teorema de Rolle.) Vemos separadamente:

(i) Teorema de Bolzano: tem pelo menos 2 solugdes. (Exercicio.)

(i) Teorema de Rolle: tem no maximo 2 solugoes.

Logo tem exactamente 2 solugdes. Para ver (ii): seja f(x) = e* — 3x, diferencidvel em IR.
Temos f'(x) =e* =3 e f'(x) = 0 © x = In3 tem uma s6 solugdo. Segue-se do Teorema
de Rolle que f tem no maximo dois zeros.
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Geometricamente, o Teo. de Rolle diz que ha um ponto ¢ €]a, b[ tal que a tangente é
horizontal, ou seja paralela a recta secante que passa por (a, f(a)) e (b, f(b)) (ja que assumimos
f(a) = f(b)). Se ndo exigirmos que f(a) = f(b) entdo o declive dessa recta secante é dado por

f() - f(a)
b—a

Teorema 3.12 (Lagrange). Seja f uma fungio diferencidvel em la, b, continua em [a,b]. Existe
c €]a, b[ tal que
oy J(0)— fla)
f(b) ~ f(a)
/ continua sempre que f o sej;, com K’ (x) = f’(x) — m. Por outro lado, temos
m(b—a) = f(b) — f(a) & f(@) —ma = f(b) —mb & h(a) = h(b).

O Teorema de Rolle garante assim que existe ¢ €]a, b[ tal que

Wie)y=0e f'(c)=m= M.

Demonstragdo. Seja m = e defina-se h(x) = f(x) — mx. Temos que h é diferencidvel

b-a

O

Ou seja, existe, pelo menos, um ponto em ]a, b[ onde a velocidade instantanea coincide
com a velocidade média entre a e b.

O Teorema de Lagrange generaliza o Teorema de Rolle (é a 'versdo obliqua’): se f(a) = f(b),
entdo f’(c) = 0.

Aula 20~ 29/10/2015

Vimos o T. de Rolle e o T. de Lagrange: se f uma funcado diferencidvel em ]a, b[, continua em
[a,b], entdo existe ¢ €]a, b[ tal que
f(b) - f(a)

Fo =

Temos entdo, nas condigdes acima, f(b) — f(a) = f'(c)(b —a). Se f(a) = f(b) entdo f'(c) =0 -
T. de Rolle. Escrevendo I = b —a, o T. de Lagrange pode ser formulado da seguinte forma
muito comum:

fla+h)=f(a)+ f'(c)h, parac=a+th, t€]0,1]

(ou seja c entre a e a + h). E frequentemente ttil aplicar o T. de Lagrange com o ponto 4 fixo,
e b = x a variar.

Exemplos:

1. Provar quee® >1+x,x > 0.

Vamos aplicar o T. Lagrange a f(x) = ¢* no intervalo [0,x]. Temos entdo que existe
c €]0, x[ tal que
fx) - £(0) -1

o SOe =
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Comoc>0=e¢>1ex>0:

-1

X

=ef>1ee>1+x.

(Também é verdade que e* > 1 +x, para x < 0. Reparem que y = x + 1 é a recta tangente
emx =0.)

2. Provar que x < tgx, x €]0, 7t/2][.

De novo, vamos aplicar o T. Lagrange a f(x) = tgx no intervalo [0, x]. Temos entdo que
existe c €]0, x[ tal que
@-fO) ., . tgx 1
4 — f (C) = g_ -

= >1
x—-0 X cos? ¢

ja que cos?x < 1 em ]0,7t/2[. Logo como x > 0, segue-se que tg x > x.

Uma das principais consequéncias do T. Lagrange é permitir relacionar a monotonia de
uma funcgdo diferencidvel com o sinal da sua derivada:

Coroldrio 3.13. Seja f uma fungio diferencidvel em |a, b, continua em [a, b].
(i) f'(x)=0,Yx €la, bl = f éconstante em [a,b];
(ii) f'(x)>0,Yx €la,b] = f éestritamente crescente em [a, b];
(iii) f'(x) <0,Vx €la,b] = f éestritamente decrescente em [a, b].
Demonstragdo. Para quaisquer x1, x2 €]a, b[ com x1 < x temos que existe ¢ €]xy, x7[ tal que

f(x2) = f(x1) -

X2 — X1

file) = flx2) = f(x1) = f(0)(x2 — x1).

Notando que x; — x1 > 0, temos entdo
(i) f'(c)=0= f(x2) = f(xq) = f éconstante em [a,b];
(i) f'(c)>0= f(x2) > f(x1) = f éestritamente crescente em [, b];

(iii) f'(c) <0 = f(x2) < f(x1) = f éestritamente decrescente em [a,b].

NOTAS:

1. Em geral:

o f é (estritamente) crescenteem I = f’(x) >0, x € I (por ex. f(x) = x3)

o f é (estritamente) decrescenteem I = f'(x) <0,x €. .

65



CDI-I-1° S2015/16 LEAN, LEMat, MEQ

2. Se o dominio ndo for um intervalo, entdo o resultado pode falhar: por ex.

fx) = I—fcl = f'(x) =0, x€ Dy =R\ 0, e f ndo é constante em Dy.

Ou: f(x) = }—C = f’(x) <0em Dy mas f ndo ¢ decrescente no dominio.

3. Se f'(x) = ¢’(x) em I entdo f(x) = g(x) + ¢, para alguma constante c € R
(Ga que (f — g)'(x) =0em]).

Para classificar pontos de extremo (em geral ndo é preciso f” - mesmo que exista):

Corolario 3.14. Seja f continua num intervalo I e diferencidvel em I\ {a}.?*> Se f’ muda de sinal em
a entdo a é ponto de extremo.

Demonstragido. Consideramos o caso:
f'(x) >0,x €la,a+ e[ = f crescente em Ja,a + e[ = f(x) > f(a¥)
f'(x) <0,x €]la—e,al = f decrescente em Ja —€,a] = f(x) > f(a").
Como f é continua em g, f(a*) = f(a™) = f(a), logo
() = f(a), x € Ve(a)
e a é ponto de minimo. O outro caso é analogo. m]

E precisamente o caso de f(x) = |x|, que tem um minimo em x = 0 - ponto de nao
diferenciabilidade. Se f ndo for continua em a4 ndo é necessariamente verdade: f(x) = —x, se
x <0, f(x) =x+1,x > 0. Entdo f’ muda de sinal em 0 mas f(0) = 1 ndo é minimo local.

Uma outra consequéncia util do T. Lagrange relaciona as derivadas laterais f(a) e f/(a),
i.e., os limites laterais da razdo incremental, com os limite laterais da fun¢do f’ em a:

Corolario 3.15. Seja f continua num intervalo I e diferencidvel em I \ {a}.
(i) Se existe limy_,o+ f'(x) entdo existe f(a) e f;(a) = limy_a+ f'(x).
(i) Se existe limy_,,- f'(x) entdo existe f](a) e f,(a) = lim,—,- f'(x).

(iii) Se existe limy_,, f’(x) entdo f é diferencidvel em a e

f'(@) = lim f'(x),

ou seja, f’ é continua em a.

22Notem que ndo estamos a assumir que f ndo é diferencidvel em a4, sé ndo é necessario que seja.
)

66



CDI-I-1° S2015/16 LEAN, LEMat, MEQ

Demonstracio. E claro que (iii) segue de (i) e (i1). Para ver (i) ((ii) vé-se de forma andloga),
queremos mostrar que

fd (a) = xl_w f (32 : f (61) x_)a f (x).
Do Teorema de Lagrange em [a, x] (f é continua), existe c, €]a, x[ tal que
f) - f@ f (2)
- P,

Quando x — a* também ¢y — a*. Como lim,_,,+ f'(x) existe, o resultado segue tomando o
limite na igualdade acima.
O

Notem que f pode ser diferencidvel e ndo existir limy_,, f’(x), por exemplo f(x) = x> sen l

f(0) = 0. Neste caso a fungdo f’ ndo é continua. Diz-se que f é de classe C!(I) se f é
diferencidvel em I e f’ é continua em I. Mais geralmente, f é de classe C"(I) se é n-vezes
diferencidvel em I e f® ¢ continua.

Exemplos: Monotonia e extremos
1. f(x) = x* — 8x2 = x?(x* - 8)
2. f(x)=e M

3. f(x)= arctg(| |)
4. f(x) = %, D =R\ {0}.

Concavidades:
Definicao 3.16. Seja f diferencidvel em I. Diz-se que

e f & convexa em I, ou tem concavidade virada para cima se para qualquer a € I,

f(x) > f(a) + f'(a)(x — a), numa vizinhanca de 4, x # a.

e f éconcava em I, ou tem concavidade virada para baixo se para qualquer a € I,

f(x) < f(a) + f'(a)(x — a), numa vizinhanca de 4, x # a.

e f tem um ponto de inflexdo em a € I se f muda de concavidade em a.

Teorema 3.17. Seja f uma fungio 2-vezes diferencidvel em 1. Entdo:
(i) Se f"(x) > 0,x €1, entdo f é tem a concavidade virada para cima em I;
(ii) Se f”(x) < 0,x € I, entdo f é tem a concavidade virada para baixo em I;

(iii) Se f"(x) muda de sinal em a entdo f tem ponto de inflexdo em a.
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Demonstragido. Vamos ver (i). Queremos ver que f(x) — f(a) > f’'(a)(x — a). Consideramos
primeiro x > a: do teorema de Lagrange em [a, x] temos

f@) = f@) = f)x-a)

para algum c €]a,x[. Como f” > 0 em ]a,x[, temos que f’ é crescente em ]a,x[, logo
c>a= f'(c) > f'(a). Como x —a > 0, temos f’(c)(x —a) > f'(a)(x —a).

Se x < a, procede-se da mesma forma: neste caso temos c €]x,a[, logo f’(c) < f’(a). Como
x —a <0, temos também f’(c)(x —a) > f’(a)(x — a).

O caso (ii) é analogo, e o caso (iii) sai de (i) e (ii). |

Daqui também sai um resultado de classificagdo de pontos criticos, ie pontos em f’(a) = 0,
que é tutil quando o sinal de f’(x) é dificil de analisar. Reparem que se f’(a) = 0 entdo se f
tem concavidade para cima para x numa vizinhanga de 4, entdo temos f(x) > f(a), ou seja
f(a) é minimo local.

Proposigdo 3.18. Se f é de classe C2 e f'(a) = 0 entio:
e se f”(a) > 0 entdo f(x) > f(a) numa vizinhanga de a = a é ponto de minimo.
e se f”(a) < 0entdo f(x) < f(a) numa vizinhanga de a = a é ponto de mdximo.

(Se f”’(a) = 0 nada se pode concluir - terfamos de usar a terceira derivada, veremos mais
tarde quando dermos o Polinémio de Taylor.)

Z

Demonstragido. Notamos que se f é de classe C2, ou seja, f” é continua, e f”(a) > 0 entdo
f”(x) > 0numa vizinhanga de g, e do resultado anterior f tem a concavidade para cima numa
vizinhanca de g, logo f(x) > f(a) e f(a) é minimo. O

Exemplo: f(x) = xsenx, f'(x) = senx + xcosx, 0 é ponto critico f”/(0) = 2 > 0 logo é ponto
de minimo.

Aula 21- 30/10/2015

O Teorema seguinte tem uma interpretacdo geométrica menos evidente, mas serd muito ttil.

Teorema 3.19 (Cauchy). Sejam f e g fungdes diferencidveis em la,b[, continuas em [a,b], com
¢'(x) # 0em la,b[?. Existe c €la, b[ tal que

f1©) _ fb) - f(a)
g'(c)  gb)-gla)

f0) - f(@)

Demonstragdo. Seja m = M e defina-se h(x) = f(x) — mg(x). Temos h(a) = h(b) e o
resultado sai do T. Rolle.

ZEm particular, sabemos do T. Rolle que g(a) # g(b).
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De novo, o Teorema de Cauchy generaliza o Teorema de Lagrange, fazendo g(x) = x. Uma
das aplica¢des mais tteis na pratica do Teorema de Cauchy é um resultado que nos permite
alargar consideravelmente o universo dos limites que sabemos calcular (e das fungdes que
sabemos estudar).

Teorema 3.20 (Regra de Cauchy ou de I'Hopital). Seja I um intervalo, a € I, e f e g fungoes
diferencidveis em I \ a, g’(x) # 0. Se

(i) }ciir;f(x) = }(iir;g(x) =0 ou (ii) }Ciir;f(x) =00, limg(x)=

X—a

e se existe lim,_,, i E ; (em R), entdo

R LCO NG
g g

Demonstragido. Vamos ver apenas o caso (i) em que temos uma indeterminacdo da forma 8.
Podemos assumir que a € Dy N Dy com f(a) = g(a) = 0 (j4 que podemos sempre prolongar
por continuidade a a).

Do T. de Cauchy, para qualquer x € I, x # a, temos

f) _ fx) - f@) _ fe)
gx)  g(x)—g@  g(cx)

paraalgumcy € [ entreae x.24 Quando x — a também ¢, — 4, logo

O L e L fW)
x—>a g(x) x—>a g (Cx) y—a 8 (y)

ja que o limite do lado direito existe.

O
NOTAS:
— Podemos tomar a € R, fazendo por exemplo, uma mudanga de varidvel x = %, com
y— 0.

— A Regra de Cauchy s se aplica directamente em indeterminagoes da forma % e !

— A condicado que o limite do lado direito exista é essencial: por exemplo, se f(x) = x+senx
e g(x) = x temos

“( 1+ senx —
flx lim ————— ndoexisteem R
x—>+c><> g (x) X—+00 1
mas, por enquadramento,
X . senx
& = lim 1+ =1.
—+00 g(x) oo X

Exemplos:

. shx
1. lim,_
senx

= 1 (indeterminagéo %)

Zou seja, ¢x €]a, x[ ou ¢, €]x,a[, consoante x > aou x <4
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tg1/x t
2 Timy . B _ imy_gr —22— =1
arctg1/x arctg y
x% cos(1/x)
3. limy o Teonx 0 (indeterminacdo J, mas Regra de Cauchy ndo aplicdvel directa-

mente, limite = ndo existe).
8

1
. e x +00 - . ~
4. limy_o- =0 = —o0 (ndo é indeterminacao.)
P -

1

X

. e
5. hmx_>0+

é indeterminacdo J. A aplicagdo directa da regra de Cauchy ndo resolve o
problema neste caso j& que conduziria a

_1y 1
lim = lim = lim =..
=0+ (x) x—0t 1 x—0+ x2

Escrevemos entdo na forma de indeterminagdo 2:

<

lim == lim = =0.
x—=0* oy y—+oo eY

e

(Podiamos ter feito mudancga de varidvel logo no inicio.)

. . . . . . X _ . ~
Reparem que os ‘limites notdveis’ lim,_,o 5 = 1, lim,_o % =1, limy_; }(“T’{ = 1 séo
todos também casos particulares da Regra de Cauchy (mas foram usados para determinar
as derivadas de senx, ¢* e Inx, que sdo usadas na R.C...)

A Regra de Cauchy permite-nos comparar ‘infinitamente grandes’:

p 1
lim = =0, lim — =0, pel.

x—+00 X x—+oo XV
Notacao: Em geral, escrevemos f(x) << g(x), quando x — a, f é desprezivel perante g, se
o ) _
im—: =
x—a g(x)

Neste caso podemos escrever, parap € N, a > 1:

0.

Inx << xf << a¥, x — +oo.
Usando a defini¢do de limite segundo Heine, fazendo x, = n — +oo, concluimos que
Inn << n? << a"

(escala de sucessdes - notem que ndo sabemos para n!... (porqué?).

Embora a Regra de Cauchy s6 se aplique a indeterminagdes g e 2, nalguns casos, outros
tipos de indeterminagdes podem ser reduzidos a estes.

Exemplos:
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. .. . ) Inx .
1. limy_o+ xInx = 0. Eindeterminagédo 0- co: escrevemos como quociente —e aplicamos

X

a Regra de Cauchy.
2. limy o+ xex =0 (indeterminagéo 0 - co).

3. lim,_+ tg xIn(sen x) (indeterminagéo 0 - o).

1
senx

4. lim,_g o = 0 (indeterminagdo oo — co).

Indeterminagdes de tipo poténcia: 0Y, 000, 1%°:

Transformam-se em indeterminagdes produto / quociente usando exponencial e loga-
ritmo.

Exemplos:

1. limy_g+ x* = lim,_,o+ e™* = ¢ = 1 (indeterminacéo 0°)
2. lim,_,q+ x1/* = 0** = 0 (ndo é indeterminacio)
3. limy_, 400 x'/* = 1 (indeterminagao oo?).

Logo, fazendo x, = n € N — +c0 e usando a defini¢do de Heine:

lim n = 1.

Podemos estudar o limite da raiz indice n de algumas sucessdes usando este método.
4. lim,_g+(1 + x)1/* = ¢ (indeterminacdo 1%).

Logo tomando x, = 1/n — 0 temos

lim (1 + 1)n =e.
n

Incos x

1
5. lim,_g(cosx)? = lim,_ge 2 = v/e (indeterminacdo 1%).

Podemos aplicar a regra de Cauchy sucessivas vezes, por exemplo

. cosx—1., —senx 1
lim lim =——,
x—0 x2 x—0 2x 2
. senx —x . cosx—1 . —senx 1
Iim— =lim——— =lim =——.
x—0 x3 x—0 3x2 x—0 6x 6
Notacao: escrevemos f(x) ~ g(x), x = a, f(x) é aproximadamente g(x), quando x — a, se
. f(x)
Iim=—— =1.
x—a g(x)
Os limites acima escrevem-se:
x2 X3
cosx~1—?,x—>0, senx~x—€,x—>0.

Reparem que no 1° exemplo, ao aplicar RC duas vezes, usamos a segunda derivada e no
2° exemplo, usamos a terceira derivada, e em ambos os casos, 0 é ponto critico. Em geral,
podemos usar segundas derivada para estudar o comportamento "perto” de pontos criticos.
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Aula 22 - 3/11/2015

Aula 23 - 5/11/2015

Veremos estudo completo de fung¢des, usando ferramentas estudadas. Tipicamente para
esbocar o grafico:

—monotonia e extremos

— concavidades

— assintotas

Assintotas:

e Verticais: o grafico de f tem assimptota vertical x = a se

lim f(x) = +oo, e/ou lim f(x) = +oo.
x—at x—a-

e Horizontais: o grafico de f tem assimptota horizontal y = b a direita se
= i €
b= lim SR
ea esquerda tomando o limite em —oco.

e Obliguas: o gréafico de f tem assimptota obliqua y = mx + b a direita se

m= lim JEE]R, e b= lim f(x)-mxeR
X—+00 X X—400

e tem assimptota obliqua a esquerda tomando os limites em —co. (Claro que as hori-
zontais sdo um caso particular: m = 0.)
Exemplos:
1. f(x) = xarctgx
y = 7x — 1 assimptota obliqua a direita, y = —7x — 1 assimptota obliqua a esquerda.
2. f(x) = xel/*
x = 0 assimptota vertical (a direita), y = x + 1 assimptota obliqua a direita e a esquerda.

Exemplos: Estudo completo - monotonia, extremos, concavidades, assimptotas, gréfico
- de:

1. f(x) = e
2. f(x) = xel/*

W

. f(x) = xarctgx

X
arcsen| —— ), sex >0,
x+1

.

. (Ex. 3.325) f(x) =

x<e¥, sex <0

Aula 24 - 6/11/2015

Revisdes para o teste.
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Aula 25 -10/11/2015

4 Primitivac¢ao

Primitivar é reverter o processo de derivagdo: dada f queremos determinar F com F’ = f:
F=Pf)=f=f = f"—.

A primitiva de uma fungdo, como veremos, serd muito ttil no cdlculo de integrais e em

particular de areas.

Definicao 4.1. f : D — R diz-se primitivdvel em I C D, I um intervalo, se existe F : I — R tal
que
F'(x) = f(x), Vx e L.

Escrevemos F(x) = P(f)(x) ou F(x) = [ f(x)dx.
A primitiva NAO ¢ tnica: se F = P(f) entdo F + ¢ = P(f), para qualquer constante c € R,

ja que (F+c)’ = F = f. Alids sai do T. de Lagrange que, num intervalo I, todas as primitivas
sdo desta forma:

F(x)=G'(x) = f(x),Vxel & (F-G)(x) =0,Yx e = F(x) = G(x) +c,c € R.

A P(f) chamamos uma primitiva, qualquer, de f e a P(f) + c a forma geral das primitivas de f no
intervalo I. Poderd ser dada uma condigdo inicial que determine a constante c, por exemplo
da forma F(xg) = a.

Exemplos
1. P(1) = x.

A forma geral das primitivas (em IR) é F(x) = x + ¢, ¢ € R constante. Se quisermos a
(Gnica) primitiva F tal que F(2) = 3 entdo

F2)=2+c=3=c=1
logo F(x) = x + 1.
2. Determinar F tal que F’(x) = 2x e F(0) = 3: P(2x) = x2, logo F(x) = x* + 3.

3. Nem todas as fung¢des sdo primitivaveis:

1, >0
H(x) = se x
0, sex<0.

Se fosse F'(x) = H(x) entdo F(x) = x+c1, x > 0 e F(x) = ¢, se x < 0, e F ndo seria
diferenciavel em 0 (F/(0) = H(0") = 1 e F)(0) = H(0") = 0). Veremos que todas as
fungdes continuas sdo primitivaveis.

Em geral, a menos que seja pedido, vamos determinar uma primitiva qualquer.

Primitivas Imediatas:
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o P(xP) = Pt p £ -1,

p+1

2 x3/2

P =%, PV =3 P(x—12) = P(x?) = —}C, P(i

Vx

Notem que como o dominio de 1/x?> é uma unido de intervalos ] — co,0[U]0, +oo[, a
forma geral das primitivas de 1/ xZé

372" ):2&...

1

—~+c;, sex>0
F(x)={ i

-1+, sex<O.

1
P(;) = In|x|, x # 0 (note-se que (In(-x))" = —_Lx = %). De novo neste caso a a forma

geral das primitivas é

Inx + ¢y, sex>0
F(x) =
In(-x) +c2, sex<O.

o P(e¥) =¢Y, P(a*)= ﬁ ar.

):tgx, P( ):—cotgx.

e P(senx) = —cosx, P(cosx)=senx, P(

cos2 x sen? x

) = arcsen Xx.

P( ! )— arctgx, P !
1+22) &% V1 = 2
e P(shx) =chx, P(chx)=shux.

Antes de vermos mais exemplos, notem que sai directamente das regras de derivacdo
que
P(f+g) = P(f)+ P(3), P(cf) =cP(f), c € R (constante).

Exemplos
1. P((Vx +2)x) = P(x/? + 2x) = 3x°/2 + x2,
2. P(L) =In|x-2|.
x—2
3. P(x+1)%) = 2(x+ D%
4. P(1-x)% =-(1-x4
5. P(3¢* + %) = 3¢ + %63".
6. P(sen(4x + 1)) = —1 cos(4x + 1).

1 . 2

P(l + 4x2) - zP(l + (2x)2

) = %arctg(Zx).
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Primitivagdo Quase-Imediata (por Substituicao - I):

Permite-nos primitivar fun¢des da forma f(u(x))u’(x).

Se F = P(f), ou seja, se F’ = f, sai da regra de derivagdo da fun¢do composta:

P (f(u(x))u'(x)) = F(u(x)) = P(f)(u(x)),
porque
(F(u(x))" = F'(u(x))u'(x) = f(u(x)w' (x).

Ou seja, é suficiente primitivar f, na varidvel u. Usando a notagdo ‘emprestada’ dos integrais,
temos

ff(”(x))”'(x) dx = f fw)du, com u = u(x).
Podemos escrever du = u’(x)dx.

Exemplos:

1/x

e

1. P(xexz) = %exz, P(cos x e5"'¥) = eSn¥, P(_z) = —el/x,
X

Em geral:
P’ (x)e"™) = ),

2
2 p({255) =t P(350 ) < in@ i senn,  Plan) = - Injcosai
X

2+ senx
Em geral:
w(x)) _
P( 100 ) = In |u(x)|.
3. P> V1+23) = IP((3Y (1 + )12 = (1 + 2332, Px(1+ 2% = (1 +22)°,
2 arct
1aic ;ngx) = arctg? x.
Em geral:

u(xyPtt, p # -1.

, 1
P (x)u(x)’) = o

Caso particular: P(u’(x)u(x)) = %u(x)z.

4, P(L cos(Vx)) = sen(+x), P(% sen(1/x)) = cos(1/x).
X

N
Em geral:
P(u’(x) cos(u(x)) = sen(u(x)),  P(u’(x)sen(u(x)) = — cos(u(x)).
2x ) 1 _ o ) )
5. P(1 N x4) = arctg(x?), P(x - lnzx) = arctg(Inx), P( — er) = arcsen(eY).
Em geral:
P(3 :_l L(;zx)) =arctgu(y), P (\/%)Z(x)) = arcsen u(X).
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Estas sdo as primitivas bdsicas: veremos em seguida métodos de primitivagdo que terdo
como objectivo reduzir a primitivas imediatas e quase-imediatas.

Aula 26 — 12/11/2015

Primitivacdo por partes:

Da Regra de derivacdo do produto temos (u(x)v(x))" = u’(x)v(x) + u(x)v’(x). Primitivando
dos dois lados chegamos a

u(xjo(x) = P’ (x)o(x)) + Pu(x)o'(x)) & P (x)o(x)) = u(x)o(x) — Pu(x)o’(x))

que podemos escrever
P(u'v) = uv — P(uv’)

ou em notagdo com simbolo de integral:

fu’(x)v(x) dx = u(x)v(x) — f u(x)o’ (x) dx.

Este método é util para primitivar produtos: escolher u” - que primitivamos, ou seja passa a
u - e v que derivamos. Reparem que ndo resolve a primitiva, apenas transforma numa (que
se quer) mais fécil - imediata ou quase imediata, ou que se resolve por outros métodos.

Exemplos
1. fxexdx:xex—fexdx = xe* —é~.
fazer u’(x) = e*, v(x) = x
2. f x% sen(2x) dx
fazer u’(x) = sen(2x), v(x) = x* e depois outra primitivagdo por partes.
3. fx?’ex2 dx = fxz(xexz)dx
fazer u’(x) = xe* e v(x) = x%.
(OU fx3ex2 dx = % fxz e (2x)dx = fue” ducomu =x>e depois por partes...)
4. [PInx)dy=SInx— [£-Ldx=LInx-%.
fazer u’(x) = x?, v(x) = Inx

Tipicamente, é frequentemente 1til derivar In x, e também arctg x.

1
5. fln(x)dx—fl-ln(x)dx—xlnx—fx;—xlnx—x

(fazendo u/(x) = 1, v(x) = Inx)

=2

. [arctg(x)dx = xarctgx — 3 In(1 + x?).

N

X
. f arcsen(x) dx = x arcsenx — f dx = xarcsenx + V1 — x2

V1 —x2
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Um fenémeno comum que decorre da primitivagdo por partes envolvendo essencialmente
(mas ndo s6) fungdes trigonométricas, € obtermos uma equagao para a primitiva / fungdo que
queremos determinar. Por exemplo,

1. Para determinar f e* sen(x) dx: por partes, duas vezes, escolhendo u'(x) = e* e v(x) =
sen x (poderia ser ao contrério 2°):

f e*sen(x)dx = ¢* senx — f e* cos x dx
=e“senx — (¢* cosx — fex(— sen x) dx)

= ¢*(senx — cos x) — fex sen x dx.

Ou seja, se F(x) = f e* sen(x) dx, temos

F(x) = e*(senx — cosx) — F(x) & F(x) = % e* (senx — cosx) = fe" sen(x) dx.

2. fsenxshxdx =chxsenx — fchxcosx = chxsenx—shxcosx+fshx(—senx)dx
Logo: fsenxshxdx = %(chxsenx— shx cos x).

2 2

3. fcoszxdx-usar sen“x = 1 — cos” x.

4. [sh®>xdx =chxshx— [ch®xdx = chxshx— [(sh®x+1)dx,
Logo: fshzxdx = %(chxshx—x)

Aplicacdo: primitivacdo de polinémios de fungdes trigonométricas:

Formulas tteis:

2 2

cos? x + sen x=1, 1+tg2x= = sec”x,

cos2 x

sen(2x) = 2sen x cos x, cos(2x) = cos® x — sen? x.

Exemplos

1. fsenxcosxdx = fsenx(senx)’dx = %sem2

Oou
f senxcosxdx = % f sen(2x) dx = _}I cos(2x).
2

X

NOTA: reparem que % sen“x e —}L cos(2x) diferem de uma constante...

2. fsenxcos3xdx = —}Lcos‘lx

3

3. [sen®xdx = [senx(l - cos?x)dx = —cosx + § cos’ x.

(OU por partes

P mas tinhamos de manter a escolha na segunda primitivagao!
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4. fsenzxdx: f%(l —cos2x)dx = 5 — }lsean.

2

Usamos cos(2x) = cos? —sen’x = 1 —2sen® x = 2 cos? x — 1 ou seja

1 1
sen’x = 5(1 — Cos 2x) cos?x = 5(1 + cos 2x).

(OU por partes
5 [tg?xdx= [(1+tg?x) - 1dx=tgx—x.
6. fseczxtg4xdx =itgdx

1 _ 2
5 = sec x.)

(Note-se (tgx)’ =1 +tg?x =

NOTA: Estas técnicas também resultam para produtos de fun¢des hiperbélicas, usando
ch?x —sh’x =1

Nem sempre é possivel usando primitivagdo por partes reduzir a primitivas imediatas ou
quase imediatas, e é por isso conveniente alargar o universo de primimitivas que sabemos
calcular.

dx

Exemplo: f % In(1 + x)dx = _;lc In(l +x) + f x(1+x)

Para achar uma primitiva de usamos a tecnica de decomposigao em fracgoes

x(1 +x)
simples, que usaremos para primitivar fungoes racionais:
1 _A+ B A(l+x)+Bx
x(1+x) x 14+x  x(1+x)
logo:
1=A1+x)+Bx=(A+Bx+AVx > A=1A+B=0B=-1
e assim

1 1 1
fx(ler)dx—f;—1+xdx—ln|x|—ln|1+x|.

Aula 27 — 13/11/2015

Primitivacdo de fung¢des racionais: f ;% dx, com p(x), q(x) polinémios

Imediatas:

1 1 1 1
x—adx nlx —al, f(x—a)de p—l(x—a)l’—l'p;t
X 1

1 1 X
_ = — — _ :—1 2 2.
fa2+x2 dx aarctg(a)l fa2+x2 dx 5 n(a” + x°)
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faer(X—b)de_fa2+(x—b)2dx_Zln(a + (x b))+uarctg(—a ).

Também sabemos primitivas mais ‘complicadas’, mas s6 desde que sejam de formas
o re o, Pre P
bastante especificas, por exemplo, 7 OU i OU Ty

¢ decompor numa soma das primitivas imediatas vistas acima.

Para lidar com o caso geral, a ideia

Meétodo de Decomposicio em Fracgdes Simples:

1. Garantir que grau p(x) < grau q(x): pode ser preciso dividir polinémios

2 2
X x+1-1 1
fxz_i_ldx:fﬁdx:fl—x2+1dx:x—arctgx.

x3 x x> 1, .,
fx2+1dx—fx—x2+ldx—E—Eln(x +1).
(x)

2. Escrever ﬁ como soma de fungdes racionais com primitiva imediata, dependendo
q(x

das raizes / factores de g(x)

e raiz simples - factor (x — ) : parcela

e raiz multipla - factor (x — )" : parcela po— + —(xilzr)z +..+ (xf";) p
Ax+ B
20 izes - factor v? + (x — g)?: las ———
e 2° grau sem raizes - factor p~ + (x — q)°: parcelas P2+ (x — )2

Aix + By
Ar_g2 7
p*+(x—9q)

(dificil de primitivar quando By # 0 - ndo veremos este caso - ver

e 2° grau sem raizes multiplo - factor (p? + (x — g)*)": parcelas

Aux + By,

(p* + (x = g™
no entanto Ex. 17 Ficha 4)

3. Determinar as constantes e as primitivas imediatas resultantes.

Exemplos

1 1
1.‘[T1dx=§ln

X
2 f x+1 dx =1Inlx =1 =3Infx =2/ + 21In|x - 3|
) =-DEx-2)(x-3)

x—1‘
x+1

Decomposicao:

x+1 A B C
x-Dx-2)x-3) x-1 TY-2 x=3
_Ax-2)(x-3)+Bx—-1)(x—3) + Cx — 1)(x — 2)
- (r=1(x-2)(x - 3)
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Logo,
x+1=Ax-2)(x-3)+Bx—-1)(x—-3)+ C(x - 1)(x —2), Vx

e fazendoporex. x=1,x=2,x=3temos A=1,B=-3,C=2.

b 2
3. f(x_z)de—lnlx—2|—m.
1

3 1 1
4 [ —2 =i+l - -2 - ——
f(x+1)(x—2)2 x=zink+l=ginke=2= =5

Decomposicao:

3 A B C
D@22 x+1 x—2 (x-2p
B Ax =22 +Bx+1)(x=2)+C(x +1)
B (x + 1)(x — 2)2

Logo,
3=A(x-22+B(x+1)(x-2)+Cx+1), ¥x,

e fazendo, porex., x =-1= A =1/3,x =2 = C =1 e vendo o coeficiente de x% temos
0=A+B=B=-1/3.

5. fx(xx++14) dx = %ln x| — }lln(l +x%) + %arctg(x/Z)

Decomposicao:

x+2 _é+Bx+C_A(x2+4)+(Bx+C)x
x(02+4) x  x2+4 x(x2 + 4)

Logo,
x+2=A*+4)+ (Bx+C)x = (A+B)x?+Cx +4A

e comparando coeficientes, vem A =1/2,C=1eA+B=0= B =-1/2.

4
6. f—xdlenlx—1|+ln|x+1|—ln|x2+1|
x4 -1

Factorizar: x* =1 = (x> = 1)(x> + 1) = (x = D)(x + (x> + 1)

Decomposicao:
4x A B Cx+D
= + +
-1 x-1 x+1 x2+1

Logo,
dx = A+ 1D+ 1)+ B(x = 1)(x* + 1) + (Cx + D)(x = 1)(x + 1)

e, fazendox=1=2>A=1,x=-12B=1x=0=>0=A-B-D =D =0,vendo o
coeficientede x3,0=A+B+C = C = -2.
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Primitivagdo por substitui¢do:

Ja vimos

[ rwax= [ rswig ey

em que g : I — ], I, ] intervalos, se assume bijectiva (i.e., invertivel). Escrevemos g’(y) = dy

Exemplos

1

Fazendo y = Vx © x = 1/, temos & o =2ye

1 1 2
ax = — -2ydy = | —— dy = 2arctgy = 2arctg Vx.
fx/i(1+x) ’ fy(1+y2 yey f1+y2) y =2arctgy = 2arctg Vx

2. f—cos( )

1 1 1
Fazendo y = L ex=7 " , temos g, = —?e

1 1 _ 3 1 _
f;cos(;) dx—fy cosy ( yz) dy = fycosy

1 1 1
=—yseny+ fsenydy =-yseny—cosy = - sen(;)—cos(;)

(por partes - também se podia fazer directamente).

Aula 28— 17/11/2015

Primitivacdo por substituigdo: f f(x)dx = f flgw)g' (v)dy, x = g(y), g invertivel.

Exemplos

f\/_+3
Vx +x
Fazendo y = Vx & x = 12, temosd =2ye
3
VX+S o y f—dy 2y +4lnly+1] = 2Vx +4In[Vx + 1]
\/_+x

Em geral, fungoes racionais de {/x: y = {/x © x = y7.
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262x
2. | 5/—————dx
J e +2e% +2

dx

Fazendo y = ¢* & x = Iny, temos Hy=ye

1
y

20> 292 1 2
fe—dx:fL_d :f—ydy
€% + 2¢% 4+ 2 Y+2y+2y yP+2y+2
Notando que y? + 2y + 2 ndo tem raizes, pode ser escrito como (y + 1)> + 1, temos

2y 2(y +1) f 2 ,

———Sdy= | | e iy =1 1)2+1)=2 arcte(y+1
fy2+2y+2 Y iz 1) a1 n((y+1)~+1)-2arctg(y+1)
e

262x )
f62x —om g XS In((e* +1)* + 1) — 2arctg(e” + 1).

Em geral, fun¢des racionaisdee™: y =e* © x =1Iny.

1 1
3. | ——————dx = dy, com v = Inx.
fx(l—lnzx) fl—yz Y Y

4.f;d =

X dy, com y = Inx.
xInx(4 + In?x) Y Y

_
YA+ y?)
tan x
5. J tanx+1
Fazendo y = tanx & x = arctg y (assumindo x €] — 11/2, 77/2[), temos & = 1

dy = 1432 €
tanx Yy
—  dx = P —k
ftanx+l * f(y+1)(1+y2) Y

Primitivando a fung¢ao racional obtida (Exercicio!) temos

tanx 1 x 1 ,
f—tanx+1dx_ —Elnltanx+1|+§ + Eln(1+tan X).

1
6. f ot dx

Fazendo y = senx & x = arcsen y - seria dada - (assumindo x €] — /2, 7t/2[), temos

1 Ccos X 1 1 1
fcosxdx:fmdx:fmdy:§1n|1+senx|+§1n|1—senx|.

(Notem que cos(arcsen y) = /1 — y2.)

sen x ..
7. f > dx: fazer y = cos x (Exercicio.)
sen“x +2cosx — 2

Substituicdes standard para raizes (dadas):
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e Va2 —x?: fazer x =asenyoux = acosy.
e Va?+x?: fazerx =atanyoux =ashy.

o Va2 —x? fazerx=a

oux=achy.
cos? y y

Exemplos

1.['1

2
" dx
Fazendo x = cos y, y €]0, [, (ou x = sen y) temos

V1 - 22
f L 5 = dx = tan® ydy = f(l+tan2y)—1dy:tany—y:tan(arcosx)—arcosx
x

1 1 1
Notem que de 1+tan?(arcos x) = ————— = —, vem que tan(arccos x) = + 7 [ - -1=
X

cos?(arcos x) T
1—-x?
o
2. f V1 —x2dx = fcoszydy =4 + lsen(2y) = L arcsenx + $x V1 — 22, fazendo x = sen y.
1 2
3. f V1+x

x4

dx, fazer x = tany.
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Aula 29 - 19/11/2015
5 Cilculo Integral:

Vamos agora ver uma outra no¢do fundamental desta disciplina, a par da no¢do de derivada:
a nogdo de integral. Motivagdo é geométrica:

generalizar (em particular, definir) a nogdo de Area.

Consideramos aqui o caso em que f estd definida e é limitada em [a, b], limitado.
e Se f>0ema,b]:
f b f(x)dx = Area (R),
em que R = {(x,y) : x € [4,b],0 < ya < f(x)}.
e Em geral:
f b f(x)dx = Area (R*) — Area (RV),
emque R" ={(x,y):x € [aljb],O Sy<f@}L, R ={(xy :xelalb],f(x) <y<0}

Na verdade, ndo sabemos calcular 4reas -a intui¢do que temos vem de conhecermos
alguns exemplos simples:

Exemplos:

1. Rectangulos: f(x) = c, constante.
b z
f cdx = Area(R) = c(b —a).
a

Tomando v(x) = ¢, velocidade constante, entao fx ? v(x)dx = c(x1 — xp) corresponde ao
deslocamento entre xg e x; ou seja, notando que d’(x) = v(x) & d(x) = P(v(x)),

f "o)dx = P@)(x1) - P(o)(x0).

Xo
2. Tridngulos f(x) = x, linear

b 2 2
f xdx = Area(R) = % - %.
Também neste caso fa ’ xdx = P(x)(b) — P(x)(a).
3. Circulo: f(x) = V1 —x2
1
Area = 4f f(x)dx.
0

Aproximacao por rectangulos, i.e., por func¢des constantes.
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Vamos considerar sempre f limitada em [a, b]. Neste caso, teremos:

b
m(b —a) < f f(x)dx < M(b—a)

em que m = inf{f(x) : x € [a, D]}, M = sup{f(x) : x € [a,]}.
Duas questoes:

1) Como, e para que fungdes e regides, definir fa ’ f(x)dx;
2) Como calcular integrais.

1
Exemplo: A = f X% dx =?
0

Claro que 0 < A < 1, mais geralmente num intervalo [, b],
b
a*(b—a) < f x?dx < b*(b —a)
a

a?> = min{f(x) : x € [a,b]}, b*> = max{f(x) : x € [a,b]}.

Ideia: para cada n € IN, dividir I = [0, 1] em n subintervalos, de comprimento igual 1/n,
e fazer aproximagdes em cada subintervalo:
Paran = 2, fazemos [0,1] = [0,1/2] U [1/2,1] e obtemos

1/8 =1/2(0 + (1/2)%) < A < 1/2((1/2)* + 1) = 5/8

(média 3/8);
Paran = 3, fazemos [0,1] = [0,1/3] U [1/3,2/3] U [2/3,1] e obtemos

5/27 = 1/3(0 + (1/3)* + (2/3)%) < A < 1/3((1/3)* + (2/3)* + 1) = 14/27;

(média 9,5/27).
Em geral, paran € IN:
[0,11=LU..UL, L= [k;lk] Al = k_k=1_1
n'n n n n

2 2
supfuo=(§), ggf@>=(k‘1).

x€l} n

Teremos entdo, para cadan € IN,

su(f) <A < Su(f)
em que
n k 2 1 n )
&W—Zt)M=7 k
k=1 k=1
n k-1 2 1 n—1
%W=Z(n)M=7ZW
k=1 k=1
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Tendo em conta que, para qualquer n € N, Y,;_; K = %n(n + 1)(2n + 1) (por Indugédo - ver
Ficha 2), entdo

n+12n+1 _1

lirP Su(f) = lim Ln(n +1)@2n+1) =

6n3 6n 3’
. 1 _..on=12n-1 1
n1_1)r£100 su(f) = lim @(n - Dn2n—-1) = lim o "3

Conjectura:

1
1
A= f x?dx = =
0 3
(E compativel com fOl x? dx = P(x*)(1) — P(x*)(0).)

Serd que depende da parti¢do do intervalo? Serd que as aproximagdes por somas superi-
ores podem ser diferentes das inferiores?

1
Exemplo: f D(x)dxem que D(x) =0,x e R\ Q,D(x) =1, x € Q.

Neste caso, tomando # subintervalos como acima:

supD(x) =1, infD(x) =0,
x€ly

XGIk

logo, para qualquer n € IN,

n

sn(D)=i0~AIk:0, Sn(D):Zl-AIk:%lel.
k=1

k=1 k=1

Conjectura: fol D(x) dx NAO esta bem definido (usando o método acima).

Aula 30 - 20/11/2015

Comecdmos a ver a nogdo de integral. Vamos considerar sempre f limitada em [a, b].

Defini¢ao 5.1 (Somas superiores e inferiores). Seja f limitada em [a,b] e
P=1a=x9x1,..x, =b}

uma partigio (ou decomposicdo) de [a,b] = [a,x1] U ... U [x,-1,b], Iy = [xk—1, %), k=1, ..,ne
Al = x — xx_1, comprimento do intervalo ;. (Note-se que },;_; Al = b —a.)
As somas superiores e inferiores de f em relagio a P definem-se, respectivamente, como

n n

Sp(f) = ) sup FAL  sp(f) = ), inf FALL

k=1 *€lk k=1

E claro que sp(f) < Sp(f). As somas superiores sdo aproximagdes por excesso do valor -
esperado, se existir - do integral, e as somas inferiores sdo aproximagdes por defeito.
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Propriedades das somas superiores e inferiores

1. seP C ¥, ie., P’ tem mais pontos que P, entdo

sp(f) < sp(f) < Spr(f) < Sp(f)
(as aproximagdes dadas por #’ sdao ‘'melhores’).

(Por exemplo, escrevendo [a,b] = [a,x1] U [x1,b], P = {a, b}, P’ = {a,x1, b} entdo Sp(f)

M —a), M = Supxe[a,b]f e Sp(f) = (Supxe[u,xl]f)(xl —a)+ (Supxe[xl,b] O —x1) <
M(x; —a+b—x1) =M(@® - a) = Sp(f).)

2. se P e P’ sdao duas particdes quaisquer de I = [a, b] entdo
sp(f) < Spi(f)
(qualquer soma inferior é menor ou igual a qualquer soma superior).

(Basta tomar P = P U P’ e usar a prop. 1.: sp(f) < spr(f) < Spr(f) < Sp/(f).)

Em particular, o conjunto de todas as somas inferiores é majorado e o conjunto de todas
as somas superiores é minorado.

Defini¢do 5.2 (Integral superior e inferior). Seja f limitada em [a, b]. Define-se

e Integral Superior:

—b
f f(x)dx = inf{Sp(f) : P é particdo de [a, b]}

o Integral Inferior:

b
f f(x)dx = sup{sp(f) : P é particdo de [a, b]}

—b
o f é (Riemann) integrdvel em [a, b] se f ) f(x)dx = f ’ f(x)dx e neste caso

fjf(x)dx :Tzf(x)dx = fbf(x)dx.

O integral superior é a ‘melhor aproximagao por excesso’, e o integral inferior é a ‘melhor
aproximagao por defeito.’

Exemplos:

1. f(x) = c (constante) entdo dada P = {a = x¢,x1, ..., x, = b}, parti¢do de [a,b] = [a,x1] U
U x21, b, e I = [xe-1, x], temos SUP,ep, f(x) = infye, f(x) = ¢, logo

n

Sp(f) =sp(f)= ) e Aly=c ) (3~ xi1) = clb —a), Y.
K=1

K=1

—b
Conclui-se que f J@)dx = f ’ f(x)dx = c(b —a) logo f é integrdvel em [a,b] e fu Ycdx =
o(b - a). -
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2. Fungéo de Dirichlet: d(x) = 0, x € R\ Q, d(x) = 1, x € Q. Tomando £ como acima,
temos: sup,; f(x) =1 e infyey, f(x) = 0logo

sp(f)=0,¥P,  Sp(f)=) Al =b-a,VP.

K=1

—b _
Conclui-se que f J@)dx=b-a# IZ f(x)dx = 0logo f NAO é integravel em [a, b], para
qualquer intervalo [a, b].

(NOTA: d é descontinua em todos os pontos.)

Nos dois exemplos acima, as somas sdo independentes da particdo P considerada. Em
geral, ndo é verdade, mas para que f seja integravel, as somas superiores e inferiores tém de
poder estar tdo perto quanto se queira.

Proposicao 5.3 (Critério de integrabilidade). Seja f limitada em [a, b]. Entdo

(i) f éintegrdvel em [a,b] & para qualquer € > 0, existe uma particido P do intervalo [a, b] tal que

Sp(f) —sp(f) <e.

(ii) f é integrdvel em [a, b] com fa ’ f(x)dx = A & para qualquer € > 0, existe uma partigio P do
intervalo [a, b] tal que

A—-e<sp(f) <A, A<LSp(f)<A+e.

—b
Demonstragio. (i) Segue da defini¢do de sup e inf: se § = f . f(x)dx = infp{Sp(f)}, e a =
f ’ f(x)dx = suppisp(f)}, P particdo de [a, b], entdo sabemos que a < 5, i.e., a € minorante de

{_Sago(f)} e f é majorante de {Sp(f)}.
Se f é integravel, ou seja se @ = f entdo, dado € > 0, existem #’ e P tais que

a<Sp(f)<a+e/2 B—€/2<sp/(f)<B,

logo, tomando P = P" UP” temos Sp(f) —sp(f) < Sp:(f) —spr(f) < €. Por outro lado, se para
qualquer € > 0, existe  com Sp(f) — sp(f) < €, temos

0= -a =inflsp(N] = suplsp(f) < Sp(f) = sp(f) <.

Como € é qualquer, temos a = f5.
(ii) Segue de (i) notando que sp(f) < A < Sp(f), para qualquer P. O

A seguinte consequéncia é util na pratica, e justifica o método usado para ’calcular’
)

flxzdx ue j& vimos:
o que] :
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Corolario 5.4. Seja f limitada em [a, b]. Se existem particoes Py, de [a, b] tais que
lim Sp,(f) = sp,(f) =0

entdo f é integrivel e se Sp, (f), sp, (f) convergem temos
b
f f(X) dx = lim Spn (f) = lim Sp, (f)
a n—00 n—00

Exemplos:

1. f(x) =xem[0,1]:
Seja P, = {0 Lo k&L 1), uma particdo de I = [0,1], Al = k_kl - 1 Entio
4 n/ 4 n/ n 7 7 7 7 7 n n 4

SUP e, flx) = %/ infyer, f(x) = k%l e

n n
k k-1 1 1
S2,(P) —sp, () = (E—T)A1k=ﬁ2:1:5—>0.
k=1 k=1

Logo f é integravel em [0, 1]. Como

temos

1 1
f xdx = lim Sp, (f) = 5.
O n—oo
2. f(x)=x*>em[0,1]:

1

Sp,(f) —sp,(f) = %Z:(k2 — (k=172 = %nz =50
k=1

uma vez que, da propriedade telescépica:

n
Z(kz—(k—l)z):1—0+1/4—1+...+(n—1)2—(n—2)2+n2—(n—1)2 =n2-0=n
k=1

Logo f é integravel em [0, 1] e de facto

1
f 2 dx = lim Sp (f) = L
0 n—0o0 3

3. f(x) = x> em [0,1]: f '3y = }1. - Exercicio (como acima, usando que };_, K =
)

1))2 ’
(n(n2+)) )
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4. f(x)=0,x€[0,2]\ {1}, f(1) = 10. Entdo f é integravel em [0,2] e f02 f(x)dx =0:

Consideramos a parti¢do [0,2] = [0,1-1/n]JU[1-1/n,1+1/n]U[1+1/n,2], n € N.
Entdo, como em I e I3 temos inf f(x) = sup f(x) =0,

Su(f) = su(f) = (10— 0) - A[1 = 1/n,1+1/n] = 20/n — 0

logo f é integrdvel em [0, 2] e
2
su(f) =0, Su(f)=20/n—-0 = f flx)dx = 0.
0

Em partcular, faendo como no no Exemplo 3 acima, vemos que:

O integral ndo depende de valores de f num conjunto finito: se f é integrével em [a,b] e
g(x) = f(x), x # c1,...,cp, entdo g é integravel em [a,b] e

’ (x)dx = b (x) dx.
J s[5

Por linearidade, basta ver quese h = f — ¢ = 0 em [a,b] \ {cy, ...,c;} entdo h é integrédvel e

fu ’ h(x)dx = 0 - vé-se como no Exemplo 3 acima.

Classes de fungdes integraveis: Seja f limitada em [a, b].

1. Se f é monétona em [a, b] entdo f é integravel em [a, b].

Prova: assumimos f é crescente, dividimos [a, b] em n subintervalos, de comprimento
A(ly) = (b—a)/n, I = [x;_1, x;]. Por monotonia, temos SUP,g, f(x) = f(xg) einfye, f(x) =
f(xx-1). Entdo

n

S =5 = Y (G0~ Fx DAL = 3 (Fo)fwer) = +(f0)=F@) = 0, n = .
k=1

k=1
2. Se f é continua em [g, b] entdo f é integravel em [a, D].

(Prova (ideia): depende da nogdo de continuidade uniforme, que nao vimos.)
NOTA: Se f ndo é limitada em [a, b] entdo, por defini¢do, ndo é integravel em [a, b].
Temos uma 'nova’ classe de fungdes:

f diferenciavel = f continua = f é integravel.
As implicagdes inversas ndo sdo verdadeiras!
Exemplos:

1. f(x) =7, p e N, f(x) = a*, f(x) = cosx etc. sdo integrdveis em qualquer intervalo, ja
que sdo continuas em R
2. f(x) = lg integravel em qualquer [g,b] tal que 0 ¢ [a,b], i.e., a,b tém o mesmo sinal.

x
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Propriedades do integral:

1. Linearidade: Sejam f, ¢ integrdveis em [a, D], c € R. Entdo f + g e cf sdo integrdveis em

[a,b] e . , .
f (f + g)(x) dx = f F)dx = f o) dx,

b b
f(cf)(x)dx:cf f(x)dx.

sup(f + g)(x) <sup f(x) +supg(x) = Sp(f +g) < Sp(f) + Sp(Q)

erk erk erk

Sai de:

Inf(f + () 2 inf f0) +infgx) = sp(f +9) 2 50 + 50(),

para qualquer particao P de [a, b]. Logo, uma vez que f, g sdo integraveis, dado € > 0
existe P tal que

Sp(f +8) —sp(f + &) < (Sp(f) — sp(f)) + (Sp(g) —sp(8)) <€

o0 que mostra o resultado para f +g. Para cf, nota-se que se ¢ > 0, entdo sup,; (cf)(x) =
Csup,g, f(¥), infrer (cf)(x) = cinfyey f(x), e se ¢ < 0, sup, . (cf)(x) = cinfyey f(x),

infrer (cf)(x) = CSUP. e, f(x) (se c = 0, o resultado é 6bvio), e procede-se da mesma
forma.

2. Monotonia: Sejam f, g integraveis em [a,b], b > a.

(i) f>0em]|a,b] = fabf(x)dx > 0.
Neste caso sup; f(x) > 0 e inf;, f(x) > 0 para qualquer intervalo Iy C [a,b], logo

. . . ~ b
todas as somas superiores e inferiores sio > 0 e fg f(x)dx > 0. Tomandoh = g— f
e usando linearidade, temos:

ja‘bf(x)dx < ng(x)dx.

(iii) Se M = sup, ;1 f(x), m = infyefy p) f(x) entdo

b b b
m(b—a):fmdxsff(x)dxsfde:M(b—a).

3. Aditividade em relagdo ao intervalo de integragio:

(ii) Se f < gem [a,b] entdo

Em particular:

(i) se f éintegravel em [a, b] entdo é integravel em qualquer [c,d] C [a, b].
Dada partigdo P de [a,b] com Sp(f) — sp(f) < €, toma-se P = P N [c,d].
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(ii) se f é integravel em [a,c] e em [c, b] entdo é integrdvel em [a,b] e
b c b
f f(x)dx = f fx)dx + f f(x)dx.
a a d

1 [ x@x+3)dx=2 [} 2Pdx+3 [ xdx=2/3+3/2=13/9

Exemplos

2. foz f(x)dx em que f(x) = 3x?,sex < 1 e f(x) = 2se x > 1 (descontinuidade em 1):

2 1 2
1
j;f(x)dx—fo‘f(x)dx+flf(x)dx—3-§+2—3.

Para calcular flz f(x)dx usamos que f(x) = 2 em [1,2] \ {1} logo ff f(x)dx = flz 2dx =
22-1)=2.

Procedendo como no ultimo exemplo, vemos que o integral em [a, b] ndo depende de f(a)
e f(b) e, mais geralmente:

Integrabilidade de funcoes Seccionalmente Continuas:
Se f é limitada em [a, b], continua em [a,b] \ {cy, ..., cp} (ntimero finito), tal que existem
limites laterais f(cy), ..., f(c;) entdo f € integravel.

. . b ~ .
NOTA: Por vezes ¢ til considerar fu f(x)dx com a > b, mesmo ndo tendo significado

geométrico. Definimos
b
ff(x)dx:—ff(x)dx.
a b

E facil verificar que a aditividade do integral em relagdo ao intervalo de integragdo se mantem,

por ex.,
3 0 3 1 3
fl‘f(x)dx=£f(x)dx+[)f(x)dx=—j(1f(x)dx+[)f(x)dx

e que neste caso faa f(x)dx = 0, para qualquer a € Dy. Por outro lado, a propriedade de
Monotonia NAO se mantém: se f > 0 entao por ex. flo fx)dx = - fol fx)dx <0.

Podemos agora definir Area: se f >0em[ab], fintegravel em [a,b] e R = {(x,y) : x €
[a,0], 0 <y < f(x)} entdo

b
Area(R) := f f(x) dx.

Definindo

vy o Jf®), se fl) =0 . |-f(x), sef(x)<0
! (X)_{O’ se f(x) <0’ fre= {0, se f(x) >0’

temos ft,f~>0e f=ft—f",e f", f integrdveis, logo, por linearidade
g g0, p

b b b
f fx)dx = f fHx)dx — f f(x)dx = Area(R") — Area(R")
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em que R* = {(x,y) : x € [4,0],0 <y < ff(0)} = {(x,y) : x € [2,0],0 < y < f(x)} e
R ={(x,y):xelab], 0<y< f ()} ={xy) :x€lab], 0<y<—f(x))

Exercicio: Notando que |f| = f© + f~, mostrar o analogo da desigualdade triangular (i.e.,
la + b| < |a| + |b] - que precisa) para integrais:
b
< [ e
a

‘fabf(x)dx

Exemplos
1. f_22|X|dx = f_oz(—x)dx+f02xdx =242=4.
2. [ f(x)dx, em que f(x) =1, x> 0, f(x) = =1, x <0, entdo [, f(x)dx=1-2= 1.

3. foz(—x) dx = -2.

Aula 31 - 24/11/2015

Uma outra nogdo importante relacionada com a ideia de integral como generalizagdo de
soma € a seguinte: dada f integravel em [a, b], define-se

Valor médio de f em [a, b] := T i p fub f(x)dx.
Exemplos:
1
1. f(x) = x entao VM(f)u] = m(% ~ )= b

2. f(x) = x| em [-2,2] entao VM(f)[—22] =1
3. fx)=1,x>0, f(x) =-1,x <0, entao

VM(f)[—a,a] =0, Vaq, VM(f)[_z,u =-1/3.
Valor médio de f em [a,b] = ﬁ fa ’ f(x)dx. Reparem que se A = VM(f),) entdo

fubf(x)dx:/\(b—a):fab/\dx

coincide com o integral da funcdo constante = A. O seguinte teorema, embora bastante
simples, serd de grande importancia no que se segue:

Teorema 5.5 (Teorema da Média - I). Seja f integravel em [a,b] com M = sup,.,, f(x) e
m = infyep, p) f(x). Entdo, existe A € [m, M] tal que

b
f f(x)dx = A(b—a).
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(Ou seja: m < valor médio de f em [a,b] < M.)

Demonstragio. Temos por Monotonia,

b b
m(b—a)sff(x)dxﬁM(b—a)@msbL_aff(x)deM.

O

Se assumirmos no teorema anterior que f é continua em [, b], entdo pelo T. de Weierstrass,
tem maximo M e minimo m em [a, b]. Por outro lado, do T. do Valor Intermédio, f assume
todos os valores em [m, M], ou seja, o valor médio A = f(c), para algum c € [g, b].

Corolario 5.6 (Teorema da Média - II). Seja f é continua em [a,b], M = maxye[ap) f(X) e m =
minyep, b1 f(x). Entdo, existe c € [a, b] tal que

b
f f(x)dx = f(c)(b—a).

Exemplos:

1. f(x)=1,x>0, f(x) =-1,x<0,entao M = 1, m = -1, vimos que VM(f)[—z4 = 0,Va, e
VM(f)i-211 = =1/3,com —=1/3,0 € [-1,1] mas f # 0 e f # —1/3 - f ndo é continua.

2. f(x) =|x|em[-2,2] entaio M =2, m =0, e VM(f)[—22) =1 = f(1) € [0,2] - f é continua.

Integral indefinido:

Vimos a definigdo de integral, assim como vérias propriedades desejaveis, que ilustram
a nogdo de 4drea. Vamos agora ver a questdo: como calcular integrais? Para isso, vamos
considerar uma questdo aparentemente mais dificil: calcular fa * f(t)dt com x qualquer (tal
que f seja integravel em [a, x]...)

Defini¢do 5.7. Seja f : D — R, a € D. O integral indefinido de f com ponto inicial a é a fungao
X
F,:Dr - R, Fa(x) = f f(t)dt,
a
em que Dr, = {x € D : f é integravel em [a, x] ou [x, a]}.
NOTA: O integral indefinido fa . f(t)dt é uma fungio, o integral definido fa ’ f(t)dt é um valor.

Temos
b
o Fp(x)— Fu(x) = fa f(t)dt, é constante Yx € Dr, N Df,;

o Fu(x) — Fa(xp) = fxz f(t)dt é independente de a, Vx, xg € Dr,.
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Exemplos:

X x2
1. F(x) =[] tdt = >

(Reparem que se x < 0 entdo fox tdt = — fxo tdt = —(=x%/2).)

2. F(x) = fox H(t)dtem que H(t) =1,t >0, H(t) = 0, t < 0 fungdo de Heaviside, é
X > 0
fH(t)dtz{x' sex >
0 0, sex<0
Notem que F é continua em R (mesmo que H néo seja).

3. F(x) = fox e~ dt tem dominio RR.
Funcéo erro (‘error function’) erf(x) = %F (x)

Funcéo probabilidade acumulada - distribui¢do normal F(x) = \/% J;)x e /2 4t

X
1
4. F(x) = f n dt tem dominio R™.
1

2

5. F(x) = fx In(t) dt tem dominio R \ {0}.
1

Como vimos no Exemplo 2, a funcdo integral indefinido pode ser (é em geral) mais regular
do que a fungéo f. De facto:

Proposicao 5.8 (Continuidade do integral indefinido). Seja f integrdvel em [a,b] e

F(x) = fxf(t) dt, x € [a,b].

Entdo F é continua em [a, b]

Demonstragdo. Sai do T. da Média - I: seja xg € [a,b]. Como f é integravel, é limitada, sejam
M = sup, ,, f, m = infl,p) f. Entdo

F(x) - F(xo) = f F(t)ydt = Ag(x — x0)

em que Ay € [m, M] é o valor médio de f em [xg, x]. Temos m(x — xg) < Ax(x —xp) < M(x — x)
e por enquadramento lim,_,y, Ax(x — xg) = 0, logo

lim F(x) — F(xp) = lim Ay(x — x9) = 0 & lim F(x) = F(xp).
X=X X—Xp X=X
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O resultado anterior pode ser escrito na forma:

lim f ' f(tdt = f K £()dt.

Por outro lado, assumindo agora que f é continua e usando o T. da Média - II, temos

X
F - Fo) = [ ()t = fle)ta =)
X0
para algum cy € [xo, x], ou [x, xo] (dependendo de x > xp ou x < xp).

Teorema 5.9 ( Teorema Fundamental do Calculo-I). Seja f continua em [a,b] e F o seu integral
indefinido. Entdo F é diferencidvel em xq € [a,b] e

F'(x0) = f(x0).

Demonstragdo. Como vimos temos F(x)—F(xp) = fx z ft)dt = f(c)(x—xp) paraalgum c € [xo, x],

ou [x, xo] logo

F(x) — F(xo)
Iim ———— =1 =
fim — o~ im f(e) = f(xo)
jd que se x = xp = cx — Xp e f é continua em Xxo. O

NOTA: podemos supor apenas que f é continua em x(: nesse caso usamos T. Média I e
nota-se que, por continuidade Ay — f(xo), quando x — xo.

O resultado anterior pode escrever-se na forma: se f é continua

(ﬁ?wﬂ?ﬂn

Em particular: qualquer fungdo continua é primitivivel e

F(x) = fux f(t)dt é uma primitiva de f, com F(a) =0

Exemplos:

1. (fox et dt), =

Podemos estudar estas fung¢des a partir da sua derivada: por ex. é estritamente crescente
- logo invertivel, ja que é continua - tem concavidade para cima se x < 0 e para baixo
sex > 0.

X ’
2. (f 1dt‘):l,x>0.
1 t X

1
Logo, flx n dt=Inx+K 0=1In1+K = K =0 (ou sai da regra de Barrow que é = Inx).
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Teorema 5.10 (Regra de Barrow - Teorema Fundamental do Célculo-II). Seja f continua em
[a,b] e P(f) uma sua primitiva qualquer em [a, b]. Entdo

b
f f(t)dt = P(f)(@) = P(f)()-

Demonstragdo. Sabemos que o integral indefinido F(x) = fu * f(t)dt é uma primitiva de f, logo
paraalgum C € R

b
F(x) = P(f)(x) + C, effmmzﬂm

Como F(a) = 0, temos

b
f f(B)dt = F(b) = F(a) = P(f)(b) + C = P(f)(a) - C = P(f)(b) = P(f)(a).

Aula 32 - 26/11/2015

Teorema Fundamental do Calculo (TFC-I) : se f é continua

( f o dt)' = f(x).

Regra de Barrow (TFC-II): se f é continua

fab f(t)dt = P(f)(@) = P(f)(D).
ou seja, se F’ é integrdvel
fb F'(t)dt = F(b) — F(a).
Neste sentido, vemos que integraagao é 'inversa’ de derivagao.

NOTA: O TFC também sai da Regra de Barrow (i.e., sdo equivalentes): temos

f f(#)dt = P(f)(x) = P(f)(@) = (f f(®) dt) = (P(H) = P(NH@)" = f(x)
(notem que P(f)(a) é constante).
Exemplos (TFC):

t
1. F(x) = fox f(t)dt, em que f(t) = %J # 0, f(0) = 2: f é integravel, ja que é continua
em R\ {0} e lim;—( f(t) = 1 # f(0) mas é limitada. Entao,

FQ) =FO) _
BT U

senx

F(x) = ,x#0, F(0)=lim
x—

(OU: escrevendo f () =f(@),t#0e f (0) =1, entdo f é continua em R e, como o integral
nao depende de f(0), temos F(x) = fox f(t)dt, logo F'(x) = f(x),¥x € R
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’

-1 ¢ Xt / X
z([ im):pj“iﬂ):_iﬂ<a
x t _1t X
X t ! x2 x2

3. f Cat| e 2%
, X
Xt

2
ja que escrevendo F(x) = e?dt, queremos derivar F(b(x)) com b(x) = x2, logo

(F(b(x)))" = b'()F' (b(x)) = b’(xif(b(X))-

2

S
4. F(x) = f e?dt, Dr = R, para derivar F escrevemos
X

t X2t x X2t
Hmzj”im+]‘iﬂ:_j‘iw+f < gt
Xt ﬂt ﬂt at

logo

X 2+ \/ X o\ Xt X
5U@£@:Qf£@:hfimmz:
1t 1t 1t x

Em geral, se a(x), b(x) sdo diferencidveis e f é continua, entdo

b(x) ’
( " f (t)dtJ = b'(x) f(b(x)) — a’(x) f(a(x)).

Exemplos- Regra de Barrow:

Notacgdo: escrevemos fab ft)dt = P(f)(b) — P(f)(a) = [P(f)]f;.

b 1 b
1. f xPdx = | ——=xPT| = —— (P — g,
4 p+1 , p+1

7/2 T
2. f senxdx =1, f senxdx =0
0 -7

/2 /2 /2
f cosxdx =1, f cosxdszf cosxdx = 2.
0 -n/2 0

31
3.f—dx:1n3
1 X
1 A +2

1
1 1
4.fo(e3x+1)dx:[§e3x+x](1):—e3+1———0: .

3 3 3

1 2 .0
5. f(x + Vx)dx = [—xz + —x3/2] =8+ 16/3.
0 2 3 0
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Integracdo por partes:

Quando queremos integrar uma fungdo cuja primitiva é calculada por partes, podemos
substituir os valores a medida que calculamos o integral: se u,v sdo de classe Ct (i.e., se as
suas derivadas sdo continuas):

b b
f ' ()o(x) dx = [u(x)o(x)]? - f u(x)o’(x) dx.

Exemplos:

2 2 2 .2 2
1 1
1.f1x1nxdx:[%1nx]§—fl %;dszan—[%]%:21n2—1+Z.

N =

1 1
1

Z.foarctgx:[xarctgx]é—fo x2ildx=%—[§1n(1+x2)](1):g_

7T TU 7T 7T
3.fcoszxdx:[senxcosx]g—f —senzxdx:O+f(1—cos2x)dx:n—f cos? x dx

0 0 0 0
TT
logof cos® xdx = m/2.
0

Integracdo por substituicdo:

Se a primitiva da funcéo a integrar é calculada por substituigdo: por ex.

2
1
—eVdx = [2e V2 =2eV2 -2
e X e e e.
|+ |

Mas se fizessemos y = Vx & x = y? para calcular a primitiva

1 & fl f N
—eVdx = | =e¥2ydy= | 2e¥dy =2¢¥ =2eV*
[ e [

e, para calcular o integral, em vez de substituir x por 1 e 2, poderiamos substituir i por V1 e

\/E, ou seja,

2 V2

f ie‘/}dxzf Zeydy=26‘/§—26.
1 VX 1

Em geral: f continua, ¢ : I — ], I,] intervalos, bijectiva, de classe C!, entdo, fazendo

x = g(y),

b g~ 1(b)
f ) dx = f £ () dy.
a L ()]

Ou seja, fazemos x =a = y = g~ }(a), x = b = y = ¢"}(b) e ja ndo precisamos de inverter a
substitui¢do (mudamos o intervalo onde a variavel estd)

Exemplos:
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1
1
1. fl/eﬁdxfazendoyzlnx@x:ey,temosx:1:>y:0,x:1/e:>y:_1,

logo

1 0 0 0
Inx f y f y—-1+1 f 1 1

- dx= — _eé¥dy = —  dy= + d

fl‘/e x(Inx — 1) _1e¥(y —1)? Y 1 (y—1)? Y ay-1 (y-12 Y

0
Z[lnly—ll—%] =1-In2-1/2=1/2-1In2.
y—11a

1
1
2. ‘[1 —361/de, fazendoy=1/x © x=1/y,temosx=1/2=>y=2,x=1=y =1, logo

/2%
1 1 1 1 2 2

f ?el/xdx=f y3ey(——2)dy=f yeydy=[yey]§—f e dy =20 —e— [V = ¢2.
1/2 X 2 y 1 1

1

4] —tanx 1-vy 1 by 1
3\]; 1+tanxdx_ ; mdy—[ln(l+y)—iln(l+y)]0—511‘12

4.f%1n(x+ Vx) dx

NOTA: Usando substitui¢do y = —x, pode ver-se que:

0 0
ff(x)dx=ff(—y)(—l)dy=ff(—y)dy
—a a 0

f épar :>faf(x)dx:2ff(x)dx, f é impar :>ff(x)dx:0.
—a 0 —a

logo:

Aula 33 - 27/11/2015

Calculo de Areas:

Ja vimos: se f > 0 integravel e R = {(x, y) : x € [2,1],0 < y < f(x)} entdo

b
Area (R) = f f(x)dx.

Mais geralmente, se f, g sdo integraveis e R = {(x,y) : x € [a,b], g(x) < y < f(x)} entdo

b
Area (R) = f (f(x) — g(x)) dx.

Assumindo que f, g sdo continuas, podemos usar a Regra de Barrow, e somos capazes de
determinar dreas de figuras bastante gerais.

IMPORTANTE: Area > 0!

Exemplos:
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1. Area da regido limitada pory = x> =2 e y = 6 — x?

Intersecgdes: x> —2=6—-x2 & x> =4 & x = £2.

2 2 1 8. 64
A:f 6—x2—(x2—2)dx:2f8—2x2dx:4[4x——x3]§:4(8——):—.
- 0 3 3773

2. Area da regido limitada por x = y> —2ex = 6 — 1/

Como no exemplo anterior... (trocamos os eixos)

3. Area da regido limitadapor y =x -1,y = —¢*, y = —2:

Intersecgbes: x —1=-2ox=-1, - =-2x=In2.

0 In2 X2 1
A:f (x—l—(—2))dx+f (—e* —(=2))dx = [E +x]91+[—ex+2x]g‘2:21n2—E.
-1 0

4. Area da regido limitada por y = arctgx, x =1,y =0

1
A= f arctg xdx =
0

Ll

5. Area da regido {(x,y): 1<x<e0<y< —
x(1 4+ In"x)

¢ 1 T
A= ———dx = [arctg(Inx)]¢ = —.
fl x(1 +1n”x) larctg(in vl 4

. x2 yz x2
6. Area da elipse —+t5= 1 Vamosverocasoa=2,b=1,1i.e, T + yz = 1: temos
a

b2
2 2
A:4f \1-Sdx
. 1

Usando a substitui¢do x = 2sent,t € [0, 71/2] & t = arcsen(x/2) e temosx =0 =t =0,
x=2=t=mn/2logo

77/2 /2
A= 4f 2 cos® tdt = 4[ (cos(2t) + 1) dt = 2[sen(21f)]g/2 +4- g = 27
0 0
Em geral: A = abr, para o circulo de raio R: A = nR>.

Outras aplicacdes:

Comprimento de linhas: se f é de classe C!, o comprimento do gréfico de f coma <x<bé

dado por
b
[ regare
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Volume de solidos de revolugio: se f > 0e V é o sélido dado por revolugdo da linha y = f(x)
em torno do eixo dos xx, a < x < b, entdo

b
vol(V) = f Tf(x)? dx

(integramos a drea do circulo com raio f(x), a < x < b)

E muitas mais... (CDI-II)

Integrais impréprios: quando a regido de integracdo ndo é limitada, ainda podemos por
vezes ‘dar sentido” ao integral - em particular, uma regido ilimitada pode ter area finita. H&
2 casos possiveis:

(i) fndo élimitada em ]a, b[: por ex. se f tem assimptota vertical em x = a, definimos

fa b f(t)dt = lim f b f(t)dt

Assim, parap # 1,

1

1 —, sep<l,
f —dt‘—hm+ —pdt—hm+—(1 x Py =11-p p
x—0 x—0t —p + oo, sep> 1

(Para p =1, serd também +oo - 0 integral é divergente.)

(ii) ]a, bl ndo é limitado: por ex. em ]a, +oo[, definimos

f f()dt = lim f f(t)dt

Assim, parap # 1,

~+00 1 X 1 1 1 se p > 1
f —dt = lim —dt = lim GPr-1={p-1 ’
1 ¥ mred xteo —p + 1 +oo, sep<1.

(Para p =1, serd também +oo - 0 integral é divergente.)

Os integrais improprios finitos dizem-se convergentes, se for infinito ou ndo houver limite,
dizem-se divergentes.

Fungdes elementares definidas por integrais:

Podemos usar integrais, mais precisamente, integrias indefinidos para definir as chamadas
fungdes elementares (exponencial e logaritmo, trigonométricas).

1. As fungoes logaritmo e exponencial: Ja vimos

Y1
L(X) = ‘f; ? dt

com dominio R*. Temos das propriedades do integral:
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e [(1)=0,L(x) >0,parax >1,L(x) <OparaO<x<1;

. . 1 .
e L é continua e diferencidvel em R*, com L’(x) = —, logo L é estritamente crescente,
x
logo invertivel;

x—1 < L(x) <x-1,logo limy_,; L)

e L(xy) = L(x) + L(y), L(x") = pL(x)
(fixando y, (L(xy)) =y xl—y = L(x), logo L(xy) = L(x) + K, fazendo x = 1 sai k = L(y))

:];
x—1

e Como L é crescente, lim,_,o+ L(x) e lim,—, o L(X) existe em Re
lim L(x) = lim LQR2™) = lim —-nL(2) = -0
x—0* n—+oo n—+o00
lim L(x) = lim L(2") = lim nL(2) = +o0
x—+00 n—+oo n—+0oo

em particular, L(R") = R. Pode definir-se o ntimero e como L~(1) ou seja tal que
L(x) = 1.

Chamamos a L a fung¢do logaritmo de base e e escrevemos L(x) = In(x).

2. Agora definimos
E(x)=L"'x), E:R-R".

As propriedades da exponencial saem das do logaritmo:

e E(x) é estritamente crescente, E(0) = 1, E(1) = e, e da derivada da funcdo inversa

e L1 _
F09 = pggy = o =5

o limy , o E(X) = +00, lim,,_ E(x) =0,
E(x)-1 _

e x+1<E(x)< 1 1x' logo lim,_,o
e E(x+y) = E()E(y), E(xy) = E(y)" logo
E(x) = EQ1)* =¢".

1;

3. Fungoes trigonométricas: definem-se a partir das suas inversas.

Tendo em conta que a drea do sector circular com angulo 0 € [0,7t/2] é dada por

%n = 0/2, e que esta drea pode ser escrita como

1 1 1
Q:—sen6c059+f V1-£2dt =60 = V1 —cos?60cosBO +2 V1 - 124t
2 2 cos 0 cos O

temos que

1
A(x):x\/l—x2+2f V1-£dt = A(cos6) =0

ou seja a fungdo cos serd a inversa da func¢do A.
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Aula 34 - 1/12/2015

Aproximacao por polinémios: polinémio de Taylor.

Vimos que as chamadas fung¢des elementares tém defini¢des rigorosas usando integrais,
que nos déo as suas propriedade principais, mas estas defini¢des ndo sdo muito préticas no
sentido de as calcular em pontos especificos. Vamos agora ver como podemos aproximar
uma fungdo por um polinémio - facil de calcular.

Objectivo: aproximar fung¢des por polinémios, perto de um ponto a dado. Ja vimos:

e Recta tangente: aproximagdo linear
y=f@)+f @ -a):=pix),
Temos p1(a) = f(a), pi(a) = f'(a).

Se quisessemos uma aproximagio quadritica:
pa(x) = ag + a1 (x — a) + ax(x — a)?
tal que p2(a) = f(a), p5(a) = f'(a), py (@) = f"(a).

Exemplo: f(x) = ¢* ema = 0 entdo f(0) = f/(0) = f(0) = 1 logo com py(x) = ag + a1x + axx>
temos 1
p20)=ap=1, pi(0)=a1=1, pj0)=2a,=1 = a= 5
logo
X2
pa(x) =1+x+ >

serd a aproximagdo procurada. Se quisessemos uma aproximagao cubica: p3(x) = ag + a;x +
a>x?% + asx° temos de novo

/7 144 II/ 1
p3(0)=ap=1, p3(0)=a1=1, p3(0)=2a=1 5 0)=3-23=1= a3 = 3

logo
2 X3
=1 —+ —.
p3(x) +x+ > + G

(Veremos que de facto p3 é uma melhor aproximacao de f perto de 0 do que p».)

Em geral temos:

e Aproximagdo quadratica:

o) = F@) + @ - )+ L2 -2

Temos p(a) = f(a), py(a) = f'(a), py (@) = f”(a).
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e Aproximagdo cubica:

f//( ) f///( )

= f@) + f'(@a)(x —a) + (x —a)’.
Temos p3(a) = f(a), p3(@) = f'(@), py"(a) = [ (a).

Ideia: considerar derivadas de ordem superior e determinar um polinémio de grau n
cujas derivadas em a coincidam com as de f até a ordem .

—a)’ +

Defini¢io 5.11 (Derivada de ordem k). Com k € IN definimos
=@, fOw=F"rm.

Para k = 0, temos por definicdo, f© = f. A fungdo f diz-se k-vezes diferenciavel se f®
existe, e de classe C* se f) é continua. Se existirem as derivadas de todas as ordens, f diz-se
indefinidamente diferencidvel.

Exemplos:
1. f(x) = e* entdo f®(x) = ¢*, Yk € N.
2. f(x) = senx entao f®(x) = sen(x + k%), Yk € N.

3. f(x) = (x—1)3entdo f'(x) =3(x—1)%, f”(x) =3-2(x - 1), f"(x) = 6 = 3, ¥x, fO(x) =
k> 4.

4. f(x) = (x—a)" entdo fO(x) = n(n—1)...(n—k+1)(x—a)"*,sek <ne fO(x) =0, ¥k > n+1.
Reparem que f(”)(x) = n!, é constante e que f(k)(a) =0,Vk=0,1,...,n—-1

Fixo a € Dy, queremos agora encontrar um polinémio de grau n cujas derivadas em x = a
coincidam com as de f até a ordem n. Escrevendo

pu(x) = ag + ay(x — a) + a(x — a)* + ... + a,(x — a)"
temos
o pu(@)=ao = fa) = ao=f(a),
o pi(x)=a;+2m(x—a)+ .. +na,(x —a)" 1 = pla)=a; = f(a),
o pl/(x)=2a +3-2(x —a)... + n(n — Day(x —a)"2 = pl(a)=2a = f"(a),
e ) =k + ... +n(n-1)..(n—k+Dx—-ay* = pP@) = kg = fO(@).

Conclui-se que

fO@)
k!

Definigdo 5.12 (Polinémio de Taylor). Seja f n-vezes diferenciavel em a € Dy, o polindmio de

Taylor de ordem / grau n no ponto a é dado por

ay = ,k=0,..n

Pra(x) = f@@) + f'@)(x —a) + .. + (x —a).

") (a ®)
f ()( _ )n_Zf (a)

k=0
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Proposicao 5.13. Seja f de classe C" numa vizinhanga de a e p,—1,, 0 polinémio de Taylor de ordem
n—1ema, n € N. Entdo o coeficiente n do polinémio de Taylor de ordem n é dado por:

_SO@ o 09 = prsa)
n! x—a  (x—a)

(NOTA: para n = 1, é a definigdo de derivada.)

Demonstragiio. Como temos uma indeterminacéo 3, aplicamos a Regra de Cauchy n vezes
para obter
’ ’ - -1
SO =p@ | FOp, 0 0
lim ——————F———=1i =..=lim =li
x—a (x —a)" x—a  n(x —a)r1 x—a nn—1)..1x—-a) x-a n!

jaque f ©(a) = p1(1k31 (@), paraqualquerk = 1, .., n—1, portanto temos sempre indeterminagoes

f" (@)

n!

8, e piln_)l ,() =0. Como f (m(x) é continua, o limite a direita existe e é

. O

Conclui-se do resultado anterior que

f(x) = pra(x) << (x —a)"

ou seja, pnq(x) € uma aproximacdo de f quando x — a (por um infinitésimo) com ordem
superior a (x —a)".

Teorema 5.14 (Férmula de Taylor). Seja f de classe C"* numa vizinhanga de a e py, , 0 seu polinémio
de Taylor de ordem n em a. Entdo

f(x) = pna(x) + Ex(x)(x —a)", emque E,(x) =0, x — a.

o _f) = pual®)
Demonstragio. Seja Ej(x) = W
(n)(a)

pn—l,a(x) + ol (X —a)", temos

tal que f(x) = ppa(x) + Ex(x)(x —a)". Como, pyq(x) =

: ) = pumra(®) ")
}gr; En(x) = }clﬂra1 (x = a)il T

0.
Exemplos:
1. f(x) =e*entdoema =0:

(x)_1+x+x2+x3+ +xn
Prot¥) = 2 3T
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2. f(x) = senx entdo ema = 0 temos fZ9(0) = 0 e fP+D) = (—1)k logo, se n é impar,

3 45

x x"
Pro(x) =x = =0 + § G A o
(se n é par temos p,,0(x) = pp-1,0(x)).
3. f(x) = cos x temos, para n par,
x> xt 4o X
-4 —1)"/2
pro(x) =1 TR -+ (=1) p

(se n é impar temos py0(x) = pu-1,0(x)). Reparem que este polinémio pode obter-se
derivando o polinémio de ordem 7 + 1 para sen x.

4. f(x) =Inxema = 1: temos

k
f/(x) — %’ f//(x) — _%, f///(x) — %,..., f(k)( )k+l( Xkl)
(pode provar-se por indugéo), logo f' ©(1) = (1)1 (k- 1) e
_1\n+l
P (x) = (x—l)—%(x—1)2+%(x—l)3— i 12 (x—1)"

NOTA: Polinémio de Taylor da derivada e da primitiva

(n)
Sepna(x) = f(a)+ f'(@a)(x—a)+ ... + f n'(a) (x —a)" é o polinémio de Taylor de ordem 7 de
f ema entdo
(n)

o (Pna)(x)=f'(@)+ f"(a)(x—a)+..+ (f _([11;' (x —a)""! é o polinémio de Taylor de ordem

n—1de f ema;

(n ’
. fpna(x)dx = ff(a)+f’(a)(x ay)+ ...+ f (x—a)"dx=C+ f(a)x + fz(a)(x—a)2 +.+
M)(q
(j:l +(1;! (x—a)"*! logo, notando que f(k)(x) = (P(f))**D(x) e tomando C = P(f)(a) —af(a),

obtemos o polinémio de Taylor de ordem #n + 1 de P(f) em a.

A primeira aplicagdo que veremos é ao estudo de func¢des, nomeadamente, a classificagio
de pontos criticos: seja a um ponto critico, i.e.,, f'(a) = 0. Ja sabemos que se f”(a) > 0,
(respectivamente, f”(2) < 0) temos um ponto de minimo (respectivamente, de maximo).

Se f”(a) = 0 podemos usar o polinémio de Taylor de 3% ordem, neste caso p3,(x) =

f(a) + L (a) Z(x — a)3, e temos

flll( )

f) ~ fl@)+ (x—a)’, x

Como (x — a)> muda de sinal em 4, se f””’(a) # 0, a ndo é ponto de extremo (f(x) — f(a) muda
de sinal em a).
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Se f""(a) = 0, tomamos n = 4, e tiramos as mesmas conclusdes que para n = 2: temos
agora

(4)
£~ f@) + L2 oy

e (x—a)* >0, x # a,logo f(x) — f(a) tem 0 mesmo sinal “perto de’ a, e temos um ponto de
maéximo local (se for < 0) ou minimo local (se for > 0). Em geral temos:

Teorema 5.15 (Classificagdo de pontos criticos). Seja f n + 1-vezes diferencidvel em 1, com
fP@ =0, k=1,.,n-1, f™@)#0.

Entdo:
—n é impar: a ndo é ponto de extremo.

—n épar: se f(a) > 0, é ponto de minimo, se f*(a) < 0, é ponto de mdximo.

f"a)
!
proximo de 4, o erro ndo afecta o sinal de f(x) — f(a), podemos considerar

Demonstragio. Temos que ppq(x) = f(a)+ (x—a)". Notando que, para x suficientemente

f"a)
f) = f@) ~ =2 = a)',
e a conclusdo segue usando os mesmos argumentos que acima. m|

Exemplos

1
1. f(x) =lnx+e'™, f'(x) = i e logo f’(1) = 0 é ponto critico. Temos

17 _ 1 1- 12 _ 11 _ 2 1- 77 _
f (x)——p+e L") =0, f (x)—;—e L) =1+#0
logo nao é ponto de extremo.
2. f(x) =x—senx, f'(x) =1—-cosx, f’(x) =senx, f""'(x) = —cosx.

Pontos criticos: f'(x) =1—cosx =0 & x = 2km, k€ Z.

Temos f"(2krt) = 0e f"’(2kn) = =1 # 0, logo f ndo tem pontos de extremo.

Exercicio: Esboce o grafico de f. (Note que x — 1 < f(x) < x + 1 - o grafico estd entre as
duas rectas.)

3. f(x) = 2cosx + x%: 0 é ponto de minimo local ja que f(0) = f”(0) = f"/(0) = 0 mas
f@0)=2>0.
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Aula 35 - 3/12/2015
Propriedades do Polinémio de Taylor:
e Unico polinémio de grau # tal que p,(le(x) = fPO),k=0,..,n.
e Temos f(x) — pua(x) << (x —a)", x — a, ou seja,
f(®) = pra(x) + (x = a)"Eq(x)

em que E;(x) — 0, x — a. Podemos escrever

f(x) ~ pn,u(x)/ X —a

e a aproximacao ‘'melhora” quando 7 aumenta.

X
Exemplo: F(x) = f et dt, F'(x) = e‘xz, F'(x) = —2xe"‘2, F"(x) = —2e™ 4 4xze‘x2, logo

F(0) =0, F'(0) =1, F(0) = 0, F”/(0) = —2 e

Y 2
P(x):f e dt ~x—=x% x - 0.
0 3!

—1/x2
4

NOTA: Nem sempre a aproximagdo nos da informagdo: por ex. se f(x) = e com

£(0) = 0, temos f®(0) = 0, logo o polinémio de Taylor de qualquer ordem ¢é nulo.

Estimativas para o erro:

Para cada a e cada n € IN consideramos

Rn,a(x) = f(X) - Pn,u(x)

o erro cometido ao aproximar f pelo polinémio de Taylor de ordem n em a. Ja vimos que

. Ruya(x)
lim
x—a (x —a)t

- 4

ou seja R 4(x) << (x —a)". Em aplicagdes é por vezes til ter estimativas mais precisas para
0 erro.

Teorema 5.16 (Férmula de Taylor com resto de Lagrange). Seja f n + 1-vezes diferencidvel e
a€lc Dyl intervalo. Entdo

f(x) = Pna(X) + Rypa(x)

em que

~ f(n+1)(cx)

‘(;wrl)!("_”)n+1

Rn,a (x)

para algum cy entre a e x.
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Demonstragio. Rescrevendo, queremos ver que

f(x) = pna(x) _ f(n+1)(cx)

(x—ay=l  (n+1)

para algum cy entre a e x. Vemos por indugdo: —Paran = 0 é o T. Lagrange.

—Supondo que é verdadeira para n —1, para qualquer fung¢do f, provamos para n: usando
o T. de Cauchy, temos que existe d, entre a e x tal que

f(x) = pralx) _ f(dy) - p;fz,u(dx)
(x—ay+l  (n+1)(dy—a)r’

Como p;, é o polinémio de Taylor de ordem n — 1 de f’, podemos usar a hipétese de indugao
com f’ e pj, ,, no ponto dy, para concluir que

1 fd)—prad) 1 (f)"(cx) _ ()

n+l (de—a)®  n+l1 n! @+

para algum c, entre x e a. m|

Exemplos:

xn
1. ex:1+x+...+E+Rn(x)emque

( ) _ e xn+1
T m+ D

para algum c entre 0 e x. Se |[x| < 1 entdo e < e < 3 e 0 erro vem

|R()|<( fl) -1<x<1.

Se quisermos erro < 1073, tomamos 7 tal que (n+1)! >3- 103, por ex., n = 6 (7! = 5040),
erro < 107*, tomamos 7 = 7. Em particular, para x = 1, temos

1 1 1 1 1
~1+1 —
e + +2+6+24 120 70’ com erro < 1073.

2. Para aproximar ve: temos x = 1/2 e portanto ¢ < ¢!/ < 2, dado que c €]0,1/2[, logo

fod 1
R,(1/2) = .
(/2D = e <
Temos: 1 1
~1+=+..
Ve~1+ St
em que

1
e 1 =1: Erro = [R,(x)| < T
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1 1
e n=2: Erro = [R,,(x)| < — < —= =0.04,

24 25
e n=3: Erro =|R (x)|<i—i<i—0005
- o 4123 192 " 200
e n =4: Erro = [R,(x)| < 1 _ 1 < ! = 0.0005
o o 514 7 1920 2000
ou seja, por exemplo, comn = 3
1 1 1
\/E ~1+ E + g + @
x3 x5 2n—1
3. senx =x— 3l + 5 + ..+ (—1)”m + Ry (x), em que, para algum c entre O e x,
B _sen(c+nm)l o, |«
Erro = |Ro,-1(x)| = WM < 2t

NOTA: H4 vérias outras formulas para o erro, nomeadamente a chamada férmula integral

£ = pua) = Rt = [ S g,

que se prova por exemplo usando indugdo e integragdo por partes (Exercicio - notar que para
n=0¢éoTFC.)

Uma propriedade importante do polinémio de Taylor é a sua unicidade enquanto po-
linémio de grau n que aproxima f por um infinitésimo de ordem (x — a)" perto de a:

Proposicao 5.17 (Unicidade do polinémio de Taylor). Se p(x) = ag + ai(x —a) + ... + a,(x — a)"
é tal que
f(x) = plx)

gy O

entdo p(x) = pnq(x) é o polinémio de Taylor.

Demonstracio. Basta ver que p®(a) = f®(a), para qualquer k = 0,1, ..., n, ou seja, definindo
h(x) = f(x) — p(x) entdao h®(a) = 0.
h
Temos h(a) = 0, j& que se h(a) # 0 entdo seria lim,_, (xf—x;)n = too. Logo este limite é
uma indeterminagao 8, usando a Regra de Cauchy, temos

. h(x) . ' (x)
0 = lim =lim —————
x—a (x —a)"  x—a n(x — g)”—l

e portanto /' (a) = 0 usando o mesmo argumento. Repetindo o processo n vezes, chegamos a
W) =0,k=0,..,n. O
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Esta propriedade permite-nos encontrar polinémios de Taylor de forma indirecta, sem
calcular as derivadas de ordem k no ponto. Veremos melhor as técnicas seguintes quando
generalizarmos para séries de Taylor.

Exemplos:

1. Mudangas de varidvel (polinomiais): sabendo que, coma =0,

x? X"
X
e=1+x+—+..+—+R,x
> o n(X)

Ry(x) e 2
em que po = pr — 0,sex — 0, fazendox = y~ — 0, se y — 0, temos
4 2n
2 Y Y
eV :1+y2+?+"'+F+R"(yZ)
2 4 2n
Ru(y”) > Y . e
em que o — 0,y — 0,logo pauo(x) =1+y~ + St reo polinémio de Taylor
de ordem 2n de e¥’.
2. Sabendo que, coma =0,
x3 (_1)nx2n+1
senx = x — g + ...+ W +R2n+1(X)
temos . _—
X =1)"x="
xsenx = xz - ? + ...+ ((272—4_2)' + XR2n+1(X)
R 4 —1)1y2n+2
em que XXZ;TTZ(JC) — 0,y — 0,1080 pan+2,0(x) = x* — % + .+ ((213—+x2)' é o polinémio

de Taylor de grau 2n + 2 para x sen x.

3. Da férmula para a soma dos termos de uma progressdo geométrica 1 + x + ... + x" =

1 _xn+1
temos
1-x
! T+x+..+x"
n+1 — =
LI A - 1-x == 50,10
1-x 1-x x" 1-x
1
logo puo(x) =1+ x + ... + x" é 0 polinémio de Taylor de f(x) = T+
Para f(x) = L ! temos o polinémio em a = 0
T 1l4+x 1-(=x) P -
Pro(®) =1 —x+x2 — .+ (=1)"x".
Para f(x) = E ema =1, temos f(x) = 1 e obtem-se o polinémio
T - T1r@x-1) P

i) =1—(x=1)+(x-1)*— ...+ (=1)"(x - D"

: . . 1
Exercicio: polinémio de Taylor de 172 fazendo x = —y?
Yy
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4. Polinémio de Taylor da derivada e da primitiva:

1y 1
Como ( 1 x) = a2 para achar o polindmio de Taylor de ordem n de f(x) =
- -Xx
em a = 0, basta derivar o polinémio, de ordem n + 1, achado para e
(1 -x)? 1-x
obtem-se
1

A ~Fmo= A+ x+2%+ .+ =1+ 20+ o+ (n+ D™

Como f(x) = In(1 + x) tem derivada f’(x) = %, ou seja, f(x) = P(llﬂ), para achar
o polinémio de Taylor de ordem n de f(x) em a = 0, basta primitivar o polinémio, de

ordem n — 1, achado para e obtém-se
x

2 .3 _1)n-1
In(1 +x) ~puo=PA—x+x*— ..+ (1)) = C+x—%+%—...+ ( r)z X

Como p,,,0(0) =In(1) =0, vem C = 0.

5. Voltando a F(x) = fox e dt, temos F(x) = P(e_xz), como o polinémio de grau 2n de e
é
4

X 2n
1—x2+3+...+(—1)”

x

En

temos que o polinémio de Taylor de grau2n +1de F é
3 5

X g
x 3 +2‘5+...+( 1) @t Dl

2n+1

O erro cometido nesta aproximacéo é

F(2n+3) (C) _—
2n + 3)!

|R2n+3(x)| =
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6 Séries:

Queremos dar sentido a somas com um n° infinito de parcelas: dada uma sucessao (2,)zenN,, serd
que a soma
ap+ax+az+...+a, + ...

pode ser finita? A resposta é SIM, pode ser finita, dependendo de a;,.

Paradoxo de Zendo (sec. IV a.c): um corredor vai percorrer 1km. Quando percorreu 0,5km,
falta ainda 0,5km, percorre mais 0,25 km, falta ainda 0,25km, percorre mais 0,125 km, falta
ainda 0,125 km. Conclusdo: um corredor nunca chega a meta! Sabemos que sim, estamos a

somar
LN S BN
274 T

e, como veremos, esta soma com infintas parcelas tem valor total 1.
Outro exemplo: dizimas infinitas periddicas

1 _
3= 0,333...=0,3+0,03+0,003+...+3-107" + ...
Como formalizar? Ideia: tomar somas finitas e tomar o limite.
Definicdo 6.1 (Série convergente). Dada uma sucessao (a,)qeN, definimos a sucessdo das somas
parciais (s,) como
51 = ay, Sn+1 = Sn + An+1,
ou seja, para cada n, s, € uma soma finita, das primeiras n parcelas,

n

S7’l :al +...+an = Zak.
k=1

A série ) | a,, diz-se convergente se s, for uma sucessdo convergente em R e neste caso

n

(o]
E a, = lim s, = lim a.
Nn—o00 Nn—o0

n=1 k=1

Caso contrario a série diz-se divergente. Ao valor lim;,_ s,, se existir em IR, chamamos a
soma da série.

Reparem que neste caso se

s =lims, = lim(a; + ... +a,) € R

(o] (o] (o]
S=Zﬂn:Sn+Zﬂk = s—sn:Zak—>0,n—>oo.
k=n k=n

n=1

temos

Chama-se a )., ax o resto de ordem n da série, ou seja, 0 erro ao aproximar s por s, (intuitiva-
mente, para n grande, a soma finita s,, estd arbitrariamente perto do valor da soma total - ou
seja, o que falta somar tende para 0).

Determinar a natureza de uma série é analisar a sua convergéncia. Notem que identifica-
mos muitas vezes uma série com a sua soma.

Exemplos:
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1. a, =1,¥n € N entdo
Sy=1+.+1=n—-> +o0

logo a série )" ; 1 é divergente.
2. a, = (-1)" entdo:
512—1, s,=-1+1=0, S3=Sz—l=—]

ou seja, s, = —1 se n é impar e s, = 0 se n é par, logo s, é divergente em IR e a série
[&e] n 4 .

Y.—1(=1)" é divergente.
3. a, = nentdo

n(n+1
sn:1+2+...+n:¥

2

(vé-se por indugédo - soma dos termos de uma progressdo aritmética), logo a série é
divergente, ja que s, — +oco. Também podiamos ver que s, > n — +00.

o 1
4. anoﬁ:e

E um exemplo de série de Taylor, que veremos com mais detalhe no fim. De facto: do

polinémio de Taylor
2 n

x _ r r
ef=1+x+ o + ..+ o + Ry (x)
f(n+1)(c)xn+l

em que para cada x, R, (x) = — 0,n — oo. Logocom x =1,

(n+1)!
n
1
S”:ZEZB_R”
k=0

. 1
e fazendo n — o0 em ambos 0os membros temos que a série ), — converge e a sua
n

soma é e.

Na realidade, as 3 primeiras séries que vimos acima ndo podiam convergir, ja que ndo
verificam:

Condigédo necessdria de convergéncia:

o0
Se Z a, é convergente, entdo a, — 0.

n=1
Demonstracio. Se s, — s € R, também s,,;1 — s € R. Temos assim
Sp+1l —Sn =Adp+1 € lil'n(sn+1 - Sn) =0,
logo lima, = 0. m]

Equivalentemente, temos uma condigdo suficiente de divergéncia:

[ee]
Se a, ndo tende para 0, entdo Z a, é divergente .

n=1
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Aula 36 - 4/12/2015

Séries: vimos que ). ; 4, é convergente se existe em R
s =lims, =lim(a + ... +a,) € R

a que se chama a soma da série. Vimos também: condigio necessdria de convergéncia < condicio
suficiente de divergéncia:

(o8]

Se E a, € convergente, entdo a, — 0.

n=1

ou seja,
(o]

Se a, ndo tende para 0, entdo Z a, é divergente .

n=1

No entanto, a convergéncia da série ), a, NAO é equivalente a a, — 0: podemos ter a, — 0 e
Yoy an divergente, como se vé no exemplo seguinte:

1 Loy Lo
Exemplo: a, = 7 entdoa, — 0 easérie )., 7 é divergente:
n n

1 1 1 1 1 1
Sp=1+ —+—+.. =

R R A AR A

oy L o 1 r
logo a série )~ 4 Nz é divergente. (Da mesma forma, )., et 0 < a <1 édivergente.)
n

Intuitivamente, para que a série convirja temos de ter a, — 0 "suficentemente depressa’.

Séries geométricas: sdo series da forma

[o¢]

ZR”, R = razdo.
n=0

Recordando a formula para a soma dos termos da progressdo geométrica a, = R", R # 1,

temos
1 Rn+1
Sy = Z Rk =
e, como
0, se —1<R«<1,
limR" = { +o0, seR >1,

nao existe , se R < -1,

conclui-se que a série geométrica converge unicamente para =1 < R < 1 (se R = 1 ja vimos
que diverge) e neste caso a sua soma é
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An+1

Mais geralmente, se tivermos Z,‘f:p a, com = R, n > p, entao a série converge se

an

n=tp -
Zn:p 1-R

-1 <R<1easuasomaé

Exemplos:

1 ) . - .
1. fo’:l o série geométrica de razdo R = 1/2, como —1 < r < 1, a série converge e a sua
soma é

1 1
Z—:S:— :1.
on 21-1/2

n=1

2. Y. 1(0.1)" série geométrica de razdo R = 0.1 = 107}, como —1 < r < 1, a série converge
e a sua soma €

- 1 1
n _ = = —
;(0.1) =s=017—= =3,

ou seja,
0.111(1) = 1/9, 0.333(3) =1/3, 0.999(9) = 1.
n
3. Yoo (_E) série geométrica de razdo R = —1/2, como -1 < r < 1, a série converge e a
sua soma é
RIS
=\ 2 1+1/2 3
Linearidade:

Directamente da defini¢do de série convergente e da linearidade do limite de sucessdes
vem que:

e se Y™ g, éconvergente e c € Rentdo Y -, ca, é convergente e
n=1 n=1

[ee] (o]
Y cn=cy

n=1 n=1

e se), ane), b, sdo convergentes entdo ), a, + b, é convergente e

(o] o0 (o]
2o tbi= Yt ) by
n=1 n=1 n=1

e se )., a, éconvergentee )., b, é divergente, entdo ), a, + b, é divergente.

Exemplos:
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S 5.2n71 5 & o\t 5 2 ] 5
1. = - — = — .= = —
Z 3+l 62(3) 6 31-2/3 3’

n=1 n=1
9 L - L 2
j& que a série geométrica de razdo 3 converge.
_1\n n
w (D427 . _
2. Yo ——— € convergente - soma de duas séries geométricas convergentes com
razdes R1 = -1/4e Ry, = 1/2.
n n
) (_1) +4 T L . .
3. Yo o é divergente - soma de uma série geometrica convergente com uma

série geometrica divergente (ou termo geral ndo tende para 0).

Séries de Mengoli ou Telescépicas

Sao séries da forma

[o¢]

Y (b~ bua).

n=1

Neste caso temos
Sp = (D1 —b2) + (b2 = b3) + ... + (bu—1 = bu) + (bu — bus1) = b1 — by
(é a propriedade telescépica dos somatorios) logo
a série é convergente & s, é convergente & by — b,.1 é convergente < b, é convergente

e a sua soma é
s = lim(b; — by41) = by — limb,,.

Claro que se tivermos ), ;(bn+1 — by) entdo
Sy = —b1 + bn+1, s = —=b; + lim b,,.

Mais geralmente, se tivermos uma série da forma

[o¢]

Z(bn - bn+k)/

n=1
para algum k € N, a série converge se b, e convergente em R e
Sp=b1+.+by—by1— ... —buyr, s=by+..+b.—klimb,.

Exemplos:

1. nzz; (% -1 1 1 ): série de Mengoli da forma ) b, — b,,+1 em que b, = %

Como lim b, = 0 existe em R, temos que a série é convergente e a sua soma é

s::bl_'hnlbn::L
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. Tt Tt . . e
2. Z (cos (—) - cos( )) série de Mengoli da forma ) b, — b,+1 em que b, = cos (—) .
n n+1 n
n=1
Como lim b, = cos 0 = 1 existe em IR, temos que a série é convergente e a sua soma é

s=by—limb, =cosm—1=-2.

(1
3. Z:; (Z I > Z 1): Mengoli convergente, s = —b; + limb, = -1/2+1 =1/2.

3

D1

n > » -
- In (n + 1) B ; (In(n) — In(n + 1)): série de Mengoli da forma }_ b, — by41 em que

b, = In(n).

3
—_

Como lim b, = +0c0 nao existe em R, temos que a série é divergente. (Teriamos s, =
b1 —byp1=In1-In(n+1) > —c0.)

: para ver que e de Mengoli, podemos escrever

- 1
nZ:f (n+1)(n+3)

1 _ A A _An+3A-An-A
m+1)n+3) n+1 n+3  (nm+1)n+3)

logo A = 1/2 e temos

i 1 _12 11
nzl(n+1)(n+3)_2n:1n+1 n+3

série de Mengoli da forma ) b, — b2 em que b, = nlﬁ

Como lim b, = 0 existe em IR, temos que a série é convergente e a sua soma é

s:b1+b2—211mbn =

As classes de séries que vimos até agora sdo bastante caracteristicas, no sentido em que
sabemos calcular explicitamente (ou aproximadamente, no caso das de Taylor) s,. Em geral
tal ndo é possivel, e veremos agora critérios indirectos para garantir convergéncia, ou provar
divergéncia.

NOTA: E fécil ver que a natureza de uma série ndo depende de um n° finito de valores - embora
a sua soma sim! - ou seja

se a, = a, paran # ny, ..., ny, entdo ) a, converge < )’ a, converge.

Em particular, as primeiras p parcelas sdo irrelevantes para determinar a natureza da
série.
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Aula 37 - 10/12/2015

Critérios de convergéncia para séries de termos ndo negativos:

Vamos considerar agora )., ; a,, com a, > 0. Neste caso, a sucessdo das somas parciais é
crescente, jd que s,4+1 — Sy = ay41 > 0, e portanto é simples dar critério de convergéncia de s,
e portanto da série )., :

Y. ay, ay > 0 é convergente & s, é majorada.
Daqui sai um critério muito ttil:

Critério de Comparagao: Sejam 0 < a, < b,, paran € N. Entdo:

(i) se X.,-; by é convergente, entdo ), a, é convergente;
(ii) se Y., an € divergente, entdo ), b, é divergente.
Demonstragio. Escrevendo
Sp=ai1+..+ay S, =by+.+0by
temos s, < s;, logo
(i) se Y., bu é convergente & s/, é majorada, entdo s, é majorada & ), a, é convergente
(i) se Y., ,a, € divergente & s, — +oo, entdo s, — +ooe )., b, é divergente.
O

NOTA: como a convergéncia de uma série ndo depende dos primeiros p termos, o critério
anterior ainda é valido se tivermos 0 < a,, < by, para n > p.
Exemplos:

1
3" +n

1. X

é convergente do critério de comparacéo, ja que

0< 1 <l—(1)n
3+ 3r \3

n
e a serie ), (5) e convergente, por ser geometrica de razao R =1/3 €] -1, 1].

1+ (=1)"

2.
L 2n+1

é convergente do critério de comparacéo, ja que

0< ————
To2r+1 2"

1+ (=1)" <£:(1)"—1
2

n—1
e a serie ) (E) e convergente, por ser geometrica derazaoR =1/2 €] -1, 1].

1+senn
2" +n

3. )

n—1
converge por comparagao com a serie ) (E) .
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2n

4.
Z‘3”—1

diverge do critério de comparacao, ja que

22n 22n _ ( 4)n
3

> — ==
-1 3"
4 n
e a serie ) (g) e divergente, por ser geometrica de razao R = 4/3 > 1.

2n
3" -1

(OU: lim = +oo #0...)

1
5 Y s converge por comparagao com a serie de Mengoli ) A1)’

Critério de Comparagao II - limite: Sejam a, > 0, b, > 0, paran € IN. Se

Iim—=1

by

.. a ~ .
(ou lim b—” =L # 0,0) entdo as series ) a, e Y, b, tem a mesma natureza.
n

Demonstragdo. Se for lim Z—" = 1, entao, para n > p, temos por exemplo
n
1 a b
§<b—”<2 =N ?”<an<2bn

n

logo, do criterio de comparacao,
e se ), b, convergente = )| 2b, convergente = }_ a, convergente,

e se ). b, divergente = }_ b,/2 divergente = }, a, divergente.

Se for lim I _ L # 0, o, temos lim Lu[:

n n

=leparal # 0, ), Lb, tem a mesma natureza que

Y b. O
. Oy
Escrevemos a,, ~ b;, se lim b =1
n
Exemplos:
1, 1 1
1. ) T convergente, Tl
5 Z‘2”+3 ver 2"+3 2
g OIS 3 T
4" —n . 4" —n 4"
3. Z 312 dlverge, m ~ 3_11

(Relembrar escala de sucessoes: In(n) << n? <<a" <<n",p>0,a>1.)

Comec¢dmos a ver critérios de convergéncia para séries ) a, coma, > 0. Vimos critério de
comparagdo - para aplicar este critério precisamos de ter séries de referéncia, ou seja séries
que saibamos a partida que convergem ou divergem. Ja vimos:
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e Geométricas: ), 1" converge & -1 <r <1,

e Mengoli: } (b, — by11) converge & by, é convergente (em R).
e Dirichlet: }, % ? vamos ver.

Exemplo: Série Harmonica

L 1 . 1
Vamos ver que esta série diverge. Reparem que - = Area do rectangulo de altura e base
[1n,n + 1], com largura A[n,n + 1] = 1, e portanto

n 1 n 1 nl
Sn:;%:;%A[k,k+l]>\£ ;dx:ln(n)_ln(l)_)_i_oo.

Logo s, — +o0 e a série diverge.

Critério do Integral: Seja f : [1, +oo[— IR, decrescente e positiva. Entao,

ad 00 b
;f(n) converge < f; f(x)dx = bETooﬁ f(x)dx < +o0.

Demonstragio. Temos que limy_, ;o flb f(x)dx < +00 & limy— 400 fln f(x)dx < +o0,ne N e

n n=1 ~k+1 n-1
f f(x)dx = ka Fx)dx = kzz;bk.

1 k=1
Como f é decrescente, e 0 comprimento A([k, k+ 1] =1,
k+1
flk+1) <b = fx)dx < f(k)
k

Logo, do critério de comparagdo

—se ), f(k) converge também converge )’ by

—se ), f(k) diverge, também diverge ), f(k + 1), e tambem diverge )’ by. O
Exemplos:

1. Séries de Dirichlet:

;%,ael{

Ja vimos que se a = 1 temos a série harmoénica que diverge. Se @ # 1 também podemos

1
aplicar o critério do integral: fazendo f(x) = pr temos f > 0em [1, +oo[ e f decrescente,
logo

2NOTA: como f > 0, o integral indefinido é crescente, logo lim;_, 1« flb f(x) dx existe sempre em R.
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0 00 1 0 . b
Yoo fn)=3,"4 — converge S fl f(x)dx = hmb_)+oof1 fx)dx < +oo.

Usando a Regra de Barrow temos

b

b
! 1 1 +00, l-a>0oa<1l,
lim f Sdv=lim |2 = fim e =T T @
botoo J1 X¢ botoo l—a + 1 1 botool—a L, sea> 1.

Logo:
1
Yoot o converge  sea>1
o Lo
Yo "y diverge sea <1.

.1 . . . . .
(Se a <0, lim oy # 0, e a divergéncia da série segue imediatamente.)

_1
nIn®(n)

Podemos agora usar o critério de comparagao com séries de Dirichlet:

2. Y

Exemplos:
+1 1
DY —:3 1 diverge por comparagao com )| -

Vn+3

n?+n+1

2. Y,

- 1
converge por comparagao com Z 3—/2
n

. 1
iverge por comparagdo com ), i
n

n
> Z(x/ﬁ+1)(n+1><<‘/ﬁ+1> 4

Os proximos critérios que veremos tém como base a comparac¢do com séries geométricas:
notem que se tivermos
a, ~ " entdo {a, ~ r.

Critério da raiz (ou de Cauchy): sejaa, > 0 e

lim {/a, = 7.

(i) se0<r<1,entdo ), a, converge,

(ii) ser>1entdo ), a, diverge.
(Se r = 1, nada se conclui.)
Demonstragdo. Se lim {/a, = r < 1, entdo para algum € > 0 com r + € < 1, temos para n > p,
Va, <r+e<1 =a, <(r+e),

e (i) sai do critério de comparacao, j& que }(r + €)" converge por ser r + € < 1.
Para (ii), se lim {/a, = r > 1 entdo tomandor —€ > 1,a, > (r —€)", n > p, e lima, = +c0
logo a série diverge. m]
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Por outro lado, sabemos que
. . Apt1
lim {/a, = lim ——
an
(e o limite a direira existir). Logo:

Critério de d’Alembert (ou da razado): sejaa, > 0 e

. Ap+1
lim =
an

(i) se0 <r<1,entdo 220:1 a, converge,

(ii) ser>1entdo ), a, diverge.

. ‘s .. . On+l
Se r = 1, nada se conclui: por exemplo para as séries de Dirichlet, temos lim —— = 1,Ya.
a

n
Reparem que se r > 1, a divergencia da serie segue-se de neste caso lima, = +co.

Aula 38 - 11/12/2015

Exemplos:

1. Y 2% converge: critério de d’Alembert
(Em geral: }; Z_” converge.)

n+4

n

E ém:
também 22 s

mesma natureza, usando comparagéo.

n
2. % - converge: critério de d’Alembert.

!
n e P
3. ). — converge: critério de d’Alembert.
n

n% + 2" L. 2" A
4.y o converge: criterio de comparagao, mesma natureza que ), — - critério de
n! n!
d’Alembert.
o , . n? + 2"
OU critério de d’Alembert directo a .
2m + n!
n+1\"

5. ( ) converge: critério da raiz.

L\3 11 &

n
6. 2, (1 - —) converge: critério da raiz.
n

1\ .. s .
b (1 + E) diverge: critério da raiz.
Y ! converge, mas Critério da raiz ndo se aplica directamente
_ \% ’ i iz .
(D +3y R P
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Vimos critérios de convergéncia para séries

Zan, ap > 0.

Se tivermos a, < 0, entdo
Z a, converge < Z —a, converge
e os critérios aplicam-se a ), —a,. Por exemplo,
Y e
n? n?
e a série a direita diverge - comparagdo com série harmoénica. Se os termos a, ndo tiverem
sinal fixo, é necesséario encontrar outras formas...

Séries de termos sem sinal fixo

Z(_l)n, Z (_2}1)71, Z (_nlz)”’ Z C(:,lS!n-
D"
27’1

Por exemplo,

Ja vimos ) (—1)" - divergente, porque (—1)" ndo tende para 0, e ), - convergente porque
é série geométrica de razdo R = -1/2.

As 3 primeiras series sao alternadas: verificam a,, - a,41 <0, Vn € IN, ou seja, a,, € a,41 tem
sinais diferentes. Estas series podem sempre escrever-se numa das formas

Y 0, Y (-1,

em que b, >0, Vn € IN.

Em geral: ideia é considerar a parte positiva e negativa de a,

a,, sea,>0, —-a,, sea,<0,

0, sea,<0,’ " o, sea, >0,

+
a?l

n

2
n
par). Temosaf >0e

(por ex. a, = ,entdo a} = 1/n%, n par, a; =0, n impar, e a;, = 1/n?, n impar, a, =0, n

a, =a, —a,, lay| = a;} +a;,

z ~ (o) z
é convergente, entio ), a, é convergente e

o0 o0
2 | < ) ol
n=1

n=1

Proposigdo 6.2. Se Y, la,

2

Demonstragio. Temos a;; < |a,|, logo ) |a,| é convergente = ) 4}, ) a;, sdo convergentes e

neste caso
E ay = Z al —a;

é convergente por ser soma de duas séries convergentes. Por outro lado, [s,| < |a1]| + ... + |axl,
Vn,logo Is| < Y07 1 laul. m]
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Defini¢do 6.3 (Convergéncia absoluta e convergéncia simples). A série )’ a, diz-se:
e absolutamente convergente se ) |a,| é convergente (= ) a, converge)
o simplesmente convergente se ), |a,| é divergente e ) a, é convergente.
Claro que se a, > 0, n > p, entdo
Y. a, converge & Y |a,| converge

(porque |a,| = a,, n > p), ou seja, quando o sinal de a, é fixo, para n > p, temos apenas um
tipo de convergéncia (absoluta).

Exemplos:
(-1"
1. Y 3
. ) (-1" 1 1
Série dos médulos: Y, = Y — € convergente - da forma Y. ss,a=2>1-logoa
n n

série é absolutamente convergente.

cosn
2. Y
n!
. 3 cosn |cosn| | . | cos n| 1 1
Série dos médulos: }, = é convergente - ja que <—e) —é
n! n! n! n! n!

convergente (d”Alembert por ex.) logo a série é absolutamente convergente.

3. Y

Série dos médulos: ) |r". Logo, a série geométrica ). r" é

e absolutamente convergentese || <1 & -1 <r<1;

e divergentese|r|>1 o r<-1vr>1

(_1)n+1
— - gérie harmonica alternada.
n

D"
n

4.y

1 . . . .
= ), — édivergente - é a série harmoénica- logo a série nao
n

Série dos médulos: Y,
é absolutamente convergente.

Mas pode ainda ser convergente! S6 concluimos que a convergencia neste caso sera
simples.

Veremos agora um critério que permite mostrar convergéncia directamente, sem recorrer
a série dos médulos.

Proposicdo 6.4 (Critério de Leibniz para séries alternadas). Se a, é decrescente e a, — 0 entdo
a série alternada

[ee]

Z(—l)““an é convergente.

n=1
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Demonstragio. Temos a1 < a,, VYn € IN. Sendo s, a sucessao das somas parciais:
—-S1 =41 > 0,
=S5 =41 — 12
—S3 =4a1 —ax+as < a4y =Sy, porque —az +asz < 0,
—84 =4y —dy+4az —daqg > Sy, porque az — aq > 0.

Em geral: sy, é crescente, sp,—1 é decrescente, e limitadas, logo convergentes. Como
Son — Son—1 = Az — 0, conclui-se que lim sy, = lim sy, e segue-se que s, e convergente, ou

seja, a serie alternada converge. m]
Exemplos:
(_1)n+1
1. Z;":l ————- série harmonica alternada é convergente: com a,, = % temosa, —» 0ea,
n

decrescente, aplica-se critério de Leibniz.

Para classificar o tipo de convergencia: série dos modulos, que e divergente, logo a
convergencia é simples.

Em geral:

—1)"
Yoq ), converge absolutamente, sea >1
nOL
o -1)" .
Yoot ( n“) converge simplesmente, se0<a<1

00 (_1)1’! .
Yl a diverge, sea <0.

(-1)"
Inn

2. )

converge simplesmente.

NOTA: As séries simplesmente convergentes tem propriedades inesperadas, e ‘indeseja-
veis”: a soma da série depende da ordem! Por exemplo, para a série harmonica alternada
teriamos

5—1_14.1_14_1_1_
B 2 3 4 5 6
s_1.1.1 1
2 2 4 6 8
’'somando termo a termo’,
5 1 1 1 1 1
S+§—1+§—2‘Z+g+§—2'g...

obtem-se uma reordenacao da serie harmonica alternada com soma %S #s.
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Aula 39 — 15/12/2015

Séries de poténcias: Vamos considerar séries da forma

(o]
2 n _ n
ag+mx +adx  +...+ax +...= Zanx
n=0

- generalizagdo de polinémios, mas ndo estdo em geral, definidas em IR.

Exemplo:
1Y ox"=1+x+x%+...+x" + ... — série geométrica de razdo R = x, logo:

e )., x" converge absolutamente se [x| <1 & -1 <x <1

o Y ox"divergese x| >1 & x<-1vx>1.

Intervalo de convergéncia: | —1,1[. Calculando a soma:

= 1
Zx”= x€]-1,1[.

7
e 1—x

2. Y o(x=2)" =1+ (x—2)+(x—2)*+...+ (x —2)" +... — série geométrica de razdo R = x -2,
logo:

e ). o(x —2)" converge absolutamente se [x -2/ <1 e 1<x<3

o Y rox"divergese|x—2[>1&x<1Vx>3.

Intervalo de convergéncia: |1, 3[. Calculando a soma:

- . 1 1
nzza(x—z) —1_(x_2)—3_x,xe]1,3[.

Defini¢do 6.5 (Série de poténcias). Uma série de poténcias centrada em a é da forma

(o]

Z an(x —a)",

n=0

em que x € D = {x € R: asérie ), a,(x — a)" converge}. A D chama-se o dominio de
convergencia.

Vamos ver que o dominio de convergéncia de uma série de poténcias como acima é
sempre um intervalo centrado em a. E claro que a série converge sempre em x = a (soma =
ap), e do critério de comparagdo, que se hd convergéncia absoluta em em x tal que x —a = xo
entdo também ha convergéncia absoluta em y com |y — a| < |xo|.

Teorema 6.6. Existe R > 0 tal que a série ) a,(x —a)":

e converge absolutamente se |x —a| < R,
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e diverge se |x —al > R

e R é dado por
ay

4

1
R= ——— =1lim
lim {fa,|

An+1

se estes limites existirem (em IR*).

Demonstragio. Fazemos a = 0 - o caso geral é uma translacdo deste. Assumindo que R =

. a . : cpa s N Aot p
lim |——| (que existe), aplicando o Critério de d’Alembert, para cada x, a série dos médulos
An+1

Y lalixl”

temos
g
lim ———— = —.

x| R

Logo:

e se |x| < R = série dos médulos converge = série converge absolutamente se |x| < R,

e se |x| > R = série dos mddulos converge diverge e lim |a,x"| = +00, logo a série diverge
se |x| > R.

Usando R = e o critério da raiz, procedia-se da mesma forma.

1
lim Va,|

Chamamos raio de convergéncia da série ao valor

n

1
R=——=1im
lim V|a,|

se estes limites existirem. (Em geral: pode sempre tomar-se o limite superior - maior dos

An+1

sublimites - que existe sempre R = ————).
. n
Lim V/|a,|
Quando |x — a| = R, a série pode divergir ou convergir absolutamente ou simplesmente.
O intervalo de convergéncia serd entdo da forma

la-R,a+R[, ou[a—R,a+R], oulJa—R,a+R], oula—R,a+R][.

Exemplos:

1
1. ——x-1)"R=1
2 (n+ 1)2( )
e série converge absolutamenteem [x -1/ <1 & 0<x<2;
e série divergeem [x - 1| >1 o x<0Vx>2;

e em x = 0,2 converge absolutamente (comparagdo com }, nl—z)
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Dominio de convergéncia: D = [0,2].

1
—(x+ 1) R =2

2. )

e série converge absolutamenteem [x +1| <2 & -3 <x < 1;
o série divergeem x+1|>2 & x<-3Vx>1;

e em x = 1 diverge, em x = —3 converge simplesmente.

Dominio de convergéncia: D = [-3, 1[.

1 n
3, z(2+ E) X, R=1/2.
Dominio de convergéncia: D =] -1/2,1/2[.

x" .
4.y, — R = +o0 logo a série converge absolutamente, Vx € R.
n!

Dominio de convergéncia: D = R.

5. Y. n!(x—2)", R = 0, logo a série converge (absolutamente) unicamente em x = 2, diverge
para x # 2.

Dominio de convergéncia: D = {2}.
x2n )

6. 21+4n:fazery=x.

Dominio de convergéncia: D =] -2, 2].

(_1)nx2n. o,
7. % ol fazer y = x°.

Dominio de convergéncia: D = R.

Fungoes definidas por séries de poténcias:

Dada uma série de poténcias com dominio de convergéncia D, podemos definir uma
funcdo f : D — R dada por

(o]

flx) = Zan(x —a)", xeD

n=0
(ou seja, f(x) = soma da série em x). Neste caso f diz-se analitica em D.
H4 muitos casos em que conseguimos somar a série e determinar a fun¢do. Por outro
lado, estaremos também interessados em, dada uma fungdo f determinar se é analitica, ou

seja, se é dada por uma série de poténcias. Chama-se a este processo desenvolver a fungio em
série.
Exemplos: Com a série geométrica:
[Se]
" 1
1. X'=—, -1<x<1,
1-x

n=0
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— 1

2 -1)'xt=—, -1<x<1,

;( )'x 1+x X

3 Eoolx”—f 1 _ -l<x2<le -2<x<2
s T 21-x/2 2-x' '

Propriedades das func¢ées analiticas:

Seja f(x) = Y.o_oan(x — a)", com raio de convergéncia R.

1. f écontinuaem Ja—R,a+ R[;

2. f é primitivdvel em Ja — R, a + R[ e qualquer sua primitiva é analitica em Ja — R,a + R],
com

PA® =) mP(E-a)) = ) —L=( -
n=0 n=0

3. f é diferencidvel em Ja — R,a + R[ e a sua derivada é analitica em ]a — R, a + R[, com

(e} o0

f) =) al@=a)y = ) naye—ay'™".

n=0 n=0

Diz-se que a série pode ser primitivada e derivada termo a termo, no interior do seu

intervalo de convergéncia.

Reparem que temos entdo f’ é também analitica, portanto de 3. é diferenciavel e f” é
analitica, e aplicando 3. sucessivamente (i.e., por indugdo matemadtica...) temos que qualquer
funcdo analitica f é indefinidamente diferencidvel.

Aula 40 - 17/12/2015

Exemplos:
1. J& vimos
(o] 1
_ A\ _
flx) = HEZO( 1)"'x" = T+ 1<x<l1.

Derivando ambos os membros, temos para x €] — 1, 1[:

[ee] [ee]

, 1 non— n+l n
f® =G = ;m—n = ;Om F1)(-1)"x
logo
q +1x)2 = ;)(n +1)(=1)"2", —1<x<1,
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e derivando ambos 0s membros de novo,

f//( )

1+ x)3

1 S n+1.,n-1
=3 ZO n(n + 1)(=1)"* 1L,
n=

LEAN, LEMat, MEQ

1
Por outro lado, primitivando ambos os membros, temos P (—) =In(x+1)emx > —1,

1+x
logo no dominio de convergéncia x €] - 1, 1[:

(- D"

+
n_on 1

In(1+x) =

Para x = 0 temos In(1) =C+0 = C =0, logo

[ee]

In(1 + x) Z

Por exemplo, com x = 1/2 temos

= D g D
In(3/2) = n+ 1anrl - Z n2n 7
n=0 n=1

n+1

e também, por continuidade uma vez que a série converge, com x = 1 temos

s (_ )n+1
In(2) = E , Série harmonica alternada
n
n=1

1 oo
12 Yo o(=1)"x?", -1 < x < 1, logo
(o] -1 n
arctgx = C + ) 2
com C = 0.
Por exemplo, com x = 1 (por continuidade):
nox (1) C A1)t 4 4 4
tgl=— = —+=-—=
T T Lnel T Z:: m+l - 3'5 77

. Em poténcias de x — 1:

1 1 ST ,
;:m:;(—l) (x-1)

em|-(x-1)|<lel0<x<?2

_ 3 (_1)n n+
= nz:(:) m(x — 1) 1

(Exercicio: em poténcias de x —2.)
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4. em poténcias de x + 1 e de x.
2+x

NOTA: Usando o método de decomposicdo em frac¢des simples (e os exemplos acima),
pode ver-se que qualquer fungédo racional é analitica, num intervalo centrado em qualquer
ponto a. Por ex., coma = 0:

1 _ 11 11 1
x-1(x-2) x-2 x-1 21-x/2 1-x

Logo,se|x/2| <1 -2<x<2eselx| <1 & -1 <x<1,ouseja, para -1 < x <1, temos

1 1+ SRR 1\,
(x—1)(x—2):_§Zx_”+Zx Zz(l_zﬁ)x'

Vamos agora ver a questdo seguinte: se f(x) = Y.,,", a,(x —a)", qual a relagdo dos coeficientes
a, com f: temos

o f(x)=ap+ay(x—a)+ax(x—a)+az(x—a)®+... +a,(x —a)" + ... logo f(a) = ap;
o f/(x)=ay +2ay(x —a) + 3a3(x — )2 + ... + nan(x — a)"1 + ... logo f'(a) = ay;

o f(x) =2ap +3laz(x —a) + ...+ n(n — 1)(x —a)" 2 + ... logo f”(a) = 2az;

o f(x) =3las + ... + n(n — 1)(n — 2)(x —a)"3 + ... logo f"'(a) = 3las.

Por indugédo, pode ver-se que:

(n)
Se f(x) = Yo dn(x — a)" entdo a, = f_'(a)‘

Definicao 6.7 (Série de Taylor). A série de Taylor de f : D — R centrada em a é a série de

poténcias
2 f) (g
510y,
e n!

Vimos que qualquer série de poténcias é a série de Taylor de uma fungdo f, o que nos
permite em particular, determinar as derivadas de ordem 1 em a e dai classificar extremos.
Por ex., como para -1 <x <1,

_1
(1 + x)?

f@) = =)+ (1),
n=0

temos f(0) = n!(n + 1)(=1)" = (n + 1)!(=1)"
A série de Taylor de f : D — R centrada em a:
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Vimos que se f é dada por uma série de poténcias num dominio centrado em a entdo essa
série é a série de Taylor em a.

Inversamente, dada a série de Taylor de uma dada fun¢do f num ponto a (e assumindo
que converge absolutamente em x) serd que temos sempre

f(x) = série de Taylor?

O préximo exemplo mostra que nem sempre:

Exemplo: f(x) = e_vl x # 0, f(0) = 0. Pode ver-se que esta fungdo tem todas as derivadas

em 0, e alids que f(0) = 0, Vn € N. Logo, a sua série de Taylor é a série nula, converge em
R, e neste caso f ndo coincide com a sua série de Taylor em 0 (ndo é analitica em nenhuma
vizinhanga de 0):

O £(n)
flx) # Z %xn =0,Yx e R.
=0 :

No entanto, em grande parte dos casos relevantes pode garantir-se que a fung¢do coincide
com a sua série de Taylor. Reparem que a sucessdo de somas parciais desta série é dada por

no gk
Y E D o = pao

é o polinémio de Taylor de ordem n de f em a, ou seja, para cada x fixo tal que a série de Taylor
converge absolutamente, temos

Z 20—y = im s

Como sabemos que

f() = Pra(x) + Rya(x) © pralx) = f(x) = Rya(x)

em que R, 4(x) é o resto de ordem 7 (em x), conclui-se que
o /(@) — .
) = ZO — =) = im pua() © lm Rya() =0

Sendo D o dominio de convergéncia (absoluta) da série, temos

f coincide com a sua série de Taylor em D sse lim R, ,(x) =0, Vx € D.

Série de Taylor da exponencial f(x) = e*.

Como f' M(0) =1, Vn € N, a série de Taylor é
(o) xn
Y

n=0
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que tem raio de convergéncia oo (verificar), ou seja, converge absolutamente em IR.
O polinémio de Taylor de graunema =0é

2 n
x
pn(x E k' =1+x+ E + ...+ F
e usando a férmula do erro de Lagrange temos para algum c entre x e 0,

f(n+1) C)xn+1 _ ecxn+l
n+1)!  (m+1)!

Rya(x) =

—0,n > o0
.z . n . . . s .
ja que lim, o 77 = 0, Vx € R, fixo. Logo, temos que f coincide com a sua série de Taylor:

S

n=0

2 3

X
_1+x+5+3 .., YxeR.

:lk

Em particular, calculamos agora somas de algumas séries que ja vimos convergir (usando
critérios de convergéncia):

>

n=0

=

= (—1)" o1
;‘) =1/e %2”11!:\/_

Séries de Taylor de seno e coseno: f(x) = senx.

Como f(x) = sen(x + % 2¢), temos F@M(0) =0, e f@*D(0) = (-1)", VYn € N, logo a série de
Taylor é
2n+1

(-1
Z 2n+1)‘ ’

n=

que também tem raio de convergéncia oo (verificar), ou seja, converge absolutamente em IR.
Usando a férmula do erro de Lagrange, e notando que |f"(x)| < 1, temos para cada x e
para algum c entre x e 0,

f(n+1)(c)xn+l
(n+1)!

|x|n+1

IRna(x)| = = )

—0,n—> o

Logo, temos que f coincide com a sua série de Taylor:

( 1)n 2n+1 x3 x5
= —— =x—-—+—=+.. YxeR.
ST L )] ST :

Da mesma forma, ou derivando a série acima, temos

NOTAS:

135



CDI-I-1° S2015/16

LEAN, LEMat, MEQ

1. Limites notdveis:

Temos para x # 0,

2 4

senx - (=1)"x2n B _x_+x__
x __FOQn+D!_ 3! " 5!

Como a série a direita converge também para x = 0, com soma 1, e define uma fungdo

continua em 0, temos
senx

lim 1.
x—0 X
Da mesma forma,
.o —-1 cosx—1 1
lim =1, Iim — = -.
x—0 X x—0 x2

. Definigio de e*, sen x, cos x por séries de poténcias:

Podemos usar séries de poténcias para definir fungdes: por ex., podiamos definir

[o¢] xn
EW=) —
n=0

no seu dominio de convergéncia IR. Temos

E(0)=1, E'(x)=E(x), EQ1)=e
(usando sucessoes, em que e = lim(1 +1/n)"). Definindo produto de séries, pode ver-se

que E(x)E(y) = E(x + v), logo E(x - 1) = E(1)* = ¢*.

Da mesma forma, definindo

e (_1)nx2n+1
Sx)=)
L @u+ D)

pode ver-se que S’(x) = C(x), C+ (x) =

R (_1)nx2n
q”:2; 2n)!

—S(x), S(0) = 0, C(0) = 1, e que S*(x) + C*(x) =1,

o que dd a definicdo geométrica de seno e coseno.

A partir das séries de Taylor de e, sen x, cos x saem agora desenvolvimentos em série de

muitas outras fungoes:

Exemplos:
(o]
_ (_1)71x7’l
1. e = Z 7! ’
n=0 ’
(o)
o 211x71
€ :z: 7
n!
n=0
) R x2n+1
o
n!
n=0
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[S¢]

(_1)n22n+1x2n+1

X (_1\1Q2n,2n
2. sen(2x) + cos(3x) = Z @+ )] + Z %
' n=0 '

n=0

e 22n+1 2n
sen(2x) + x cos(3x) = Z ((Zn " 1)| 2]

n=

e+t 1 - 1+( 1)”)x
3. chx = > = ZZ Z @

) (_1)nx2n+1

(1= g a2
n! i (2n +1)!

1
h = = —
shx > 2

M-

(Notem que os desenvolvimentos em série reflectem que ¢* = ch x +sh x: chx poténcias
pares e sh x as poténcias impares.)

Tomando i? = —1 e admitindo que este desenvolvimento em série é valido em C, temos
ch(ix) = cos(x) e sh(ix) = isenx, e e* = cos(x) + isen x.

FIM.
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