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Parte 1

Enunciados



1 NUMEROS REAIS E SUCESSOES

1.1 Propriedades algébricas

1. Simplifique as seguintes expressdes (definidas nos respectivos dominios):

2 2 g) 27 (2,
v p =
1197
Y . i) Vx—2vx+2,
) Tt e v
d) V2, D
o (). 0 n(2) + ),
f) 44, D) In(2x2+2x2) +In (% + ).

2. Escreva as expressdes seguintes sem usar médulos:

(@ x+|x—1j,
(b) Ix* -4,
(©) 2x+|x =3+ 13 — x|l

3. Resolva as seguintes equagdes e inequagdes:

a) (@ -3x+2)(x-1)>0, f) Vx—1=Vx-1,
b) x <2-1? g) =<1,

c) X2 <2—x4, h) x=1,

d) ¥ +x <2x2, i) x <31,

e) Vx2+2x=2, ) x <lxl,
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k) x> %+1,
D) |x] <|x—2],
m) |x?-2| <2,

¥*-16
n) ] <0,

0) e <1,
p) e ¥ -2 < -1,
q) ln( ) 0,

r) In(x* -3) > 0.

4. Escreva cada um dos seguintes conjuntos como intervalos ou reunides de interva-

los:

a) {x:x;sl},
b) {x:x‘1$x},

o) {x:[|3x —4| > x?},

d) {x:|x—1|(x*-4) >0},
e) {x:(lx[-1)(x*—4) <0},

5. Prove que, para quaisquer x, y € R,

f) {x:|x*=1 < |x+1]},
g) x:x>—|x|-2<0)},

h) {x: 2520,
i) fx: 22 <o),

(a) Desigualdade Triangular: |x + y| < |x] + [y

(b) |lxl = 1yl| < Ix = yl.

6. (a) Escreva com quantificadores:

i. Para qualquer a € IR, a equacgdo a + x* = 0 tem solugéo.

ii. Existe um ndmero real maior do que todos os outros.

iii. Se a distdncia de x a 1 é maior do que 1 entdo a distancia de x a 0 é maior

do que 2.

. X .
iv. Parax,y € R,comy # 0, — > 1se,esdse, x > v.
y

(b) As afirmacgdes sdo verdadeiras?

(c) Escreva a negacdo das afirmagdes acima (com e sem quantificadores).

7. Indique justificando quais das proposi¢des seguintes sdo verdadeiras:

a) {1} c{1,{2,3}}

b) {1} € {1,{2,3}}
C)2€{1,{ 3}
{

h) V.erx>0 © x>0

i) Vierx>1 © x71 <1

j) Veyerx <y = y ' <x!
K) Vizox?>>0

) Viyerx <y = x2<y?
m) VieyperX <y <0 = x*> 1>

1’1) vxejR \/x_ = X.
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8. Indique o maior ¢ > 0 tal que A contem uma vizinhanga-¢ de xo:

@) A =1[0,1], xo =
(b) A =1[0,1], x, =

(c) A =[-20,+oo[, xo = 20;
; (d) A=[-23]Ul4,+oo[, xo = 3.

1.2 Método de Inducao Matematica

1. (Ex.1.17,1.18 e 1.19 de [2]) Demonstre pelo principio de indugdo matemaética que:

a) 1+3+---+(2n—1):nz,paratodoonE]N

b) 15+ 35+ -+ ;5em = na, Para todo o natural n € IN.

) (n!)2 > 2"n?, para todo o natural n > 4.

d) n! >2"1, para todo o natural n € N.

2. Demonstre pelo principio de indu¢do matemaética que:

a) 1+2+3+---+n =220

, para qualquer n € IN.

b) 12422+ 3%+ ---+n? = n(n + 1)(2n + 1)/6 para qualquer n € IN.

c) Paraa e R, (a—1)(1+a+---+a") =a™! -1, para qualquer n € IN.
d) F+2+--+ o = 1 - (n+1),, para qualquer n € IN.

e) P+232+3+---+nd —( ("+1)) para qualquer n € IN.

V2

3. Demonstre pelo principio de inducdo matemaética que:

f) 1+L+...+#2 \/n, para qualquer n € N.

a) (n+2)! > 2%, para qualquer n € IN.

b) 2n — 3 < 2"2, para todo o natural n > 5.

c) 7" — 1 é multiplof|de 6 para qualquer 1 € N.
d) 2%" + 2 ¢ multiplo de 3 para qualquer n € IN.

4. Seja P(n) a condigdo “n“ +3n+1épar”, n € IN.

a) Mostre que P(n) = P(n + 1).
b) Pode concluir que n? + 3n + 1 é par, para qualquer n € IN?

c) Mostre que, para qualquer n € N, n* + 31 + 1 é impar.

!Esta expressdo pode ser escrita na forma de somatério como Y_; (2k—1) = n?%. Ver exercicios seguintes.
2Um ntimero é miiltiplo de 6 sse é da forma 6k, para algum k € N.
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5. Prove por indugdo matemadtica que para quaisquern € N eay,---a, € R,
lay + -+ an| < lag| + - + laal.
(Sugestdo: use a Desigualdade Triangular |a + b| < |a| + |b].)

6. Demonstre a desigualdade de Bernoulli:
Sendoa > -1en € Ny, (1+a)" > 1+ na.

Simbolo de Somatério, defini¢des por recorréncia

Dado n € IN e uma sequéncia de ntimeros reais a;,4,...,4, € R, o simbolo de
somatorio )¢, a, define-se por recorréncia da seguinte forma:

n n n—1
Zak:al sen=1, Zak: Zak +a, sen>1.

k=1 k=1 k=1

Resolva os exercicios seguintes com base nesta defini¢do.
7. Determine os valores numéricos das seguintes somas:

8 7 4
@Y @i-3); Y k-9 ©) j(+DG+2); (d) ) 6;
L . A

i=1

8. Demonstre as seguintes propriedades do somatério:

(@) Ypo1(ax + b)) = Yoy ak + Yr_q b (propriedade aditiva);
(b) Yri(cax) = ¢ Y-, ax para qualquer constante ¢ € R (homogeneidade);
(©) Yjoy(ax — ax-1) = a, — a (propriedade telescopica).

(d) Yoo = Z’,:: .1 %—p para qualquer p € IN.

9. Utilizando os resultados do Exercicio 1 e 2 e as propriedades anteriores do so-
matorio, calcule:

18 20 15
@ Y (k+1); ) Y@= (@ Y (k=3
k=1 k=1 k=1

(d) Z(ﬁ - %) ;@Y (33

k=1 k=1
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10. Mostre que para qualquer n € N

n
Z 1 _n
—k(k+1) n+1
pelos seguintes dois métodos distintos:

(a) usando inducéo.

S

7 € usando as propriedades do somatorio.

(b) observando que i = ¢

11. Mostre que para qualquer n € IN e quaisquer ntiimeros reais 4,b € R é valida a
igualdade

a'—b"=(@a-D>) Z a" T pkt
k=1

12. Mostre que para quaisquer n € Ner € Rcomr # 1

n

Zrk _ 11__1,11;1

k=0

pelos seguintes dois métodos distintos:

(a) usando inducéo.

(b) aplicando as propriedades do Exercicio 8 a (1 —7) Y 1_, 7.
A que é igual a soma quando r = 17 f]

13. O simbolo n!, designado por n-factorial, define-se por recorréncia da seguinte
forma:
0l=1 e n!=mn-(n-1)!, para qualquer n € IN.

Observe quen! =1-2-3-----n. Dados inteiros 0 < k < n, o coeficiente binomial
(}) (as vezes também representado por C}') é definido por

ny n!
k] kl(n—-k)!"

(62 e CE)R)E)

Esta dltima férmula é a chamada lei do tridngulo de Pascal, permitindo o
calculo rapido dos sucessivos coeficientes binomiais.

(a) Mostre que

3Por definicdo, ° = 1.
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(b) Prove por inducédo a férmula do desenvolvimento do binémio de Newton:

(a+b)' = Z (:)akb”_k , para quaisquer a,b € Ren € INy.

k=0

(c) Use a formula anterior para estabelecer as igualdades

n

n _nn - _ kn —
Z(k)—Z e ;;( 1) (k) 0, para qualquer n € IN,.

k=0

14. Seja f : Ng — IN tal que f(0) = 1 e f(n+ 1) = (2n + 2)(2n + 1) f(n). Mostre por
inducdo matemadtica que, para qualquer n € Ny,

f(n) = (2n)!
15. Use indugdo matemdtica para mostrar que, para qualquer 7 € IN:
n L n - 5-— 2k n—-—1
a)kz=;(2k_1)(2k+1)_2n+1' f);‘ =l

b) Y k@Gk-1)=n*(n+1). n
;‘ g) Y k(e+2)2" = (n* +1)2"1 - 2.
k=1

0) Zn:(k— Dk+2) = 82 1)’;(” t4)

k=1 " (k — 2)2 42

n h) —2- :
d) Z(k+1)2k=n2”+1. ;‘ 2 2"

k=1

~ k. n+2 Lo (k—2)31 3"
e);?—Z— ST l);w_l_(n+1)!'

1.3 Axioma do Supremo

1. Verifique que se n € IN é impar, entdo n? é também impar. O que pode concluir de
n € IN sabendo que n? é par?

2. Verifique que se x, y sdo nameros racionais, entdo x + v, xy, —x, x7! (para x # 0) sdo
também ntimeros racionais

“Ou seja, Q ¢é fechado para a adi¢do e multiplicacdo e contem os simétricos e inversos de todos os seus
elementos. Mostra-se assim, uma vez que também os elementos neutros 0 e 1 sdo racionais, que Q é um
corpo. E fécil ver que também verifica as propriedades de ordem, ou seja, Q é um corpo ordenado.
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3. (Ex. L3 de [1]) Verifique que, se x é um ntimero racional diferente de zero e y um
nuamero irracional, entdo x + y, x — y, xy e y/x sdo irracionais; mostre também que,
sendo x e y irracionais, a sua soma, diferenca, produto e quociente podem ser ou
ndo ser irracionais.

4. (Ex. 1.2 de [2]) Considere os seguintes subconjuntos de IR:
A:{xe]R: 1] z§+2}, B=[-3,4, C=R\Q.

a) Mostre que ANB = [—3, —%] U {4}.

b) Indique, se existirem em R, sup A, min(A N B), max(A N B), inf(A N B N C),
sup(ANBNC)emin(ANBNC).

5. (Exame de 19/1/2000) Considere os conjuntos A e B definidos por

A:{xe]R: x—1 >o}, B:{xe]R:x:—l,nelNl}.
xInx n

Mostre que o conjunto A é igual a R* \ {1}. Determine, caso existam, ou justifique
que ndo existem, o supremo, o infimo, o0 méximo e o minimo dos conjuntos A e
A UB.

6. (Ex. 1.8 de [2]]) Considere os conjuntos

A:{xeﬂ%:izl}, B:{l—(_l) ,ne]Nl}.
Inx n

Para cada um dos conjuntos A e B, indique o conjunto dos majorantes, o conjunto
dos minorantes e, no caso de existirem (em IR), o supremo, o infimo, 0 méximo e o
minimo.

7. Sejam A, B e C os seguintes subconjuntos de IR:
A=lreR:2+2x >3}, B=]o, V2],
C:{\/_—%ZWENl}.

a) Calcule A sob a forma de uma reunido de intervalos.

b) Indique, caso exista, inf A, minA N B, maxA N B, maxANBNQ, infANBN
Q, maxC, maxB\ C.

8. (Exame de 2000) Sejam A e B os subconjuntos de R definidos por

A={xeR:|x-1<x*-1}, B=1[-22].

10
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10.

11.

12.

13.

14.

a) Determine A sob a forma de reunido de intervalos.

b) Determine, se existirem em IR, 0 maximo e o minimo de A N B e o supremo,
infimo, maximo e minimo de (A N B) \ Q.

(Exame de 30/11/2002) Considere os seguintes conjuntos de IR:

1
A={x:p?-2/<2x+1}, B=Q C:{k—zzkelNl}.

a) Mostre que A = [—1 + V2, 3].

b) Determine, se existirem, o supremo, infimo, maximo e minimo de AN B, C.

(Exame de 16/1/2004) Considere os seguintes conjuntos de ntimeros reais:

2
A:{x:xx zlx—ll}, B={x:senx=0], C=0Q.

a) Mostre que A = [—%, 0[ U [1, +oo[.

b) Escreva os conjuntos dos majorantes e minorantes de AN C e BN C. Calcule ou
conclua da ndo existéncia de sup A, inf A N C, minA N C, min B, sup BN C.

(Teste de 12/11/2005) Considere os seguintes conjuntos de IR:

4

A:{x:xZO/\lJ;_”SO}, B={x:x>0 A Jpen kx ¢ Q}.

a) Mostre que A = [O, \/E] \ {1} e justifique que B = [0, +oo[\Q.

b) Determine, ou mostre que ndo existem, o supremo, infimo, méximo e minimo
de cada um dos conjuntos A e A \ B.

(Teste de 29/4/2006) Considere os seguintes subconjuntos de IR:

2_9
A=dx: Z"2<ol B=p"?.neN)
x| -1

a) Mostre que A = [— \/E,—l[ U ]1, \/E]

b) Determine ou justifique que ndo existem, os supremo, maximo, infimo e minimo
de cada um dos conjuntos ANQ, Be BN Q.

Para A C R, A # 0, definimos —A = {—x : x € A}. Justifique que A é minorado se e
s6 se —A é majorado e nesse caso temos inf A = —sup(-A).

Seja A C Res =supA. Seexiste ¢g > 0 tal que (V,(s) \ {s})) N A = 0, entdo A tem
maximo.

11
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15.

16.

17.

18.

14

(Ex. 1.10 de [2]) Seja A um subconjunto de IR, majorado e ndo vazio, e seja m um
majorante de A, distinto do supremo desse conjunto. Mostre que existe ¢ > 0 tal
que V.(m)NA = 0.

(Ex. L5 de [1]]) Sejam A e B dois subconjuntos de R tais que A C B e suponha que A
é ndo vazio e B é majorado. Justifique que existem os supremos de A e B e prove
que se verifica sup A < sup B.

(Ex. 1.12 de [2]) Sendo U e V dois subconjuntos majorados e ndo vazios de R,
tais que sup U < supV, justifique (de forma precisa e abreviada) as afirmagdes
seguintes:

a) Sex € U entdox <sup V.

b) Existe pelo menos um y € V tal que y > sup U.
(Ex. 1.14 de [2]) Sejam A e B dois subconjuntos de IR.

a) Prove que, se sup A <inf B, A e B sdo disjuntos.

b) Mostre, por meio de exemplos, que se for sup A > inf B A supB >infA, AeB
podem ser ou ndo disjuntos.

Sucessoes

Indique quais sdo limitadas/majoradas/minoradas e monétonas (crescentes ou de-
crescentes) de entre as sucessdes definidas do modo seguinte, n € IN:

a)un:ﬁ. e)un:1+%+2i2+...+2ln.
_ nm+(=D”

b; Un = ( ﬂ) '2 f) uy = -1, upy = -2u,.

c) u, =(=1)"n".

d) u, =nCV", g) U1 =0, U4y = 2,

Considere as sucessoes reais (u,) e (v,) definidas por recorréncia por:

up =1, v =3,
f 3oy
Up1 = 2“% + ]-/ Ons1 = (nfl)z .

Mostre, usando indugdo matematica, que para qualquer n € N,

5Pode ser atil usar o Ex. 1.2.12.

12
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— o1 3"
@) uy = V2 -1, (b) v, = T

3. Considere as sucessdes definidas da seguinte forma, com a,r € R:

Uy =4, 01 =4,
Upt1 =T+ Uy, Unt1 = 10y

(A sucessdo (u,) é uma progressio aritmética de primeiro termo a e razdo r e a
sucessdo (v,) € uma progressio geométrica de primeiro termo a e razdo r.)

a) Mostre por indu¢do matemaética que u, =a+ (n—1)rev, =ar"!, n € N.

b) Dé exemplos de valores de r e de a tais que (i) (1,) seja monétona crescente; (ii)
(1,) seja mondtona decrescente; (iii) (v,) seja mondtona crescente; (iv) (v,) ndo
seja monotona.

c) Mostre que (u,) ndo é limitada, para quaisquer a € R, r # 0. Para que valores
de r e a seré (v,) limitada? E convergente?

4. Baseando-se directamente na defini¢do de limite de sucessdao mostre que:

a)\/;?—>0. o) 212
b) - — 1. d) Y=L 1.

5. A mesma questdo que a anterior para:

n+3 4 b) 1+ (-1)" A~ 0.
a)n+27L)g' :

6. Baseando-se na defini¢do de limite, mostre que se se (1,,) é uma sucessdo mondétona
e limitada entédo

(@) u, crescente: limu, = sup{u, : n € N},
(b) u, decrescente: limu, = inf{u, : n € IN}.
7. (Exercicio 1.45 de [2]) Justifique que, se as condi¢des

Up+1

u, >0 e <1

Up

sdo verificadas qualquer que seja n € IN, entdo u, é convergente.

13
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8.

10.

11.

12.

(Exercicio 1.47 de [2]) Sendo x, o termo geral de uma sucessdo monétona, y, o
termo geral de uma sucessdo limitada e supondo verificada a condigao

1
VnelN IxH—yn|<E

prove que x, é limitada e que as duas sucessdes sdo convergentes para 0 mesmo
limite.

(Exercicio 1.34 de [2]) Das sucessdes de termos gerais

(_1)n+1 nn+1
U, = Op = Wy = Uy Oy
n ' n"+1’

indique, justificando abreviadamente as respostas, quais as que sdo limitadas e as
que sao convergentes.

(Exercicio 1.40 de [2]]) Estude quanto a convergéncia as sucessdes de termos gerais:

n cos(nm) 1+a"
= oS, = et T T

(@ € R).

Calcule o limite (em R) ou justifique a sua ndo existéncia para cada uma das
sucessdes de termo geral

1 1+ (-1)" (=1)"
a) E(z‘i’%) d) T/ h) po ,coma > 1
1
ol Ormen e
f (1+(D)(1+ )
—_1) 1w N
o £ g ML+ ) ()

Calcule o limite (em IR) ou justifique a sua ndo existéncia para cada uma das
sucessdes de termo geral

2n+17° +n V-1
Vet N e ¥
b (2n +1)® + n? N
) v DR+ 2 N

(n +1)% + 2n* Vn+1
( 14 + 2127 f) 3
n+1)*+2n N+

7

g

14
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n+1 4n
7 k 7
8 ) Tam
2n+1 + 3n+1 D
h) oy 3n 1) (an ,coma>1,
i 1+27"+3™" )
n 1 A-n 2n= + (=1)"
2+3"+4
m) n2—1
) n" n) n + cos(n)
Vo1 -1

13. (Exercicio 1.36 de [2]]) Indique, justificando abreviadamente a resposta, o conjunto

. . ~ n
dos valores reais de a para os quais a sucessdo de termo geral x, = 5 €

a) convergente;

b) divergente, mas limitada.

14. Mostre que se (u1,) é uma sucessdo convergente tal que uy, €10, 1[ e up,41 € R\ O, 1]
entdo limu, € {0, 1}.

15. Sejam A e B os conjuntos A = R \ {1}, B = {—% LN E lNl}. Diga, justificando, quais
das seguintes proposi¢des sdo verdadeiras. Para as que forem falsas fornega um
contra-exemplo:

a) Toda a sucessdo de termos em A que seja limitada é convergente.
b) Qualquer sucessdo mondétona de termos em A N Vy5(0) tem limite real.

¢) Qualquer sucessdo de termos em A U B que seja estritamente decrescente tem
limite em IRj.

16. Considere o seguintes subconjunto de R (Ex.1.3.9)
A=lx: -2l <2x+1)=[-1+ V2, 3],
Indique, justificando, se cada uma das proposi¢oes seguintes é verdadeira ou falsa:

(i) Toda a sucessdao monétona de termos em A é convergente.

(ii) Existem sucessdes (a,) de termos em R \ A convergentes e tais que 4,14, < 0,
para qualquer n € IN.

Sucessdes por recorréncia

17. Considere a sucessao real (u,) definida por recorréncia por:

u, 1
u; =12, Mn+1=7+u—
n
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18.

19.

20.

21.

22.

a) Mostre que u, € Q, para qualquer n € N (Sug. Use indugdo).

b) Assumindo que (u,) é convergente, mostre que lim u,, = V2.

Considere a sucessdo real (u,) definida por recorréncia por:

Uy
up =a, Uns1 = (1) up, + o1
com a € R. Mostre que se (u,) é convergente entdo lim u, = 0.

Considere a sucessdo real (u,) dada por:

u1:1/
u
un+1=1+_n

2

a) Mostre usando indugédo que u, < 2 para qualquer n € IN.
b) Mostre que (u,,) é uma sucessdo crescente.

c) Mostre que (u,) é convergente e indique lim u,,.

Considere a sucessao real (u,) definida por recorréncia por:

1,[1:]_/
y _ 2u, +3
n+l — 4

: 5 3
a) Mostre usando indugdo que u,, < 5 para qualquer n € IN.
b) Mostre que (u,) é uma sucessdo crescente.

c) Mostre que (u,) é convergente e indique lim u,,.

Considere a sucessao real (u,) dada por:

NG

U =5,

ur +2
3

Up+1 =

a) Mostre usando indugdo que 1 < u, < 2 para qualquer n € IN.

b) Mostre que (u,,) é uma sucessdo decrescente.

c) Mostre que (u,) é convergente e indique lim u,,.

Sejau; >1euuq =2— ui para n € IN;. Mostre que u, é convergente e calcule

limu,.

(Sugestao: comege por provar por indugdo matematica que 1 < u, < 2, para todo

o inteiron > 2.)

16
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23.

24.

25.

26.

27.

(Exercicio I1.1g) de [1]) Seja (u,) a sucessdo definida por recorréncia por u; = 1,
Upi1 = V2 + Uy,

a) Prove por inducdo que 1 < u, <2, paratodoon € IN.

b) Prove por inducdo que (u,) é crescente.

(2 )y +1) )

(Alternativamente, verifique que u,41 — u, = P

c) Justifique que (u,) é convergente.

d) Aplicando limites a ambos os membros da expressdo de recorréncia, determine
o limite de (u,).

(Exercicio 8.13 de [1]]) Seja (a,) a sucessdo definida por recorréncia por a; = 3,

3(1 +ay,)

Ll+1 .
" 3+a,

(3_ ‘/5) (an _ \/5)

Sra e prove por indugdo que a, > V3, para

a) Verifique que 4,41 — V3 =
todo o n € IN;.

b) Prove que (a,) é decrescente.
c) Justifique que (a,) é convergente.

d) Aplicando limites a ambos 0s membros da expressao de recorréncia, determine
o limite de (a,).

Limite em R

Prove, recorrendo a defini¢do de limite em R que

2
a) 1— i — —oco. b)n;1—>+oo.

a) Mostre que:
i) se 1, — +o0 em R entdo -+ =0,
ii) se u, > 0eu, — 0entdo i — 400 em RR.
b) Sera verdade que u, — 0 = ( — tooV - — 00)7

Determine, se existirem, os limites em IR das sucessdes que tém por termo de
ordem n:

2) n" 0) o e) (n!— nlOOO)n
1000"”
(2n)! " | o n+2

b) p d) 3" - (2n)! f) ——

17
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28.

29.

nlOOO

8) Tooot
n
n2+1

h)

3 \/\/%T l) (1 - 23—1 )2”
0 (2-3) e

(Exercicio IL5 de [T]) Determine, se existirem, os limites em R das sucessoes que

tém por termo de ordem n:

) 2n+3
a 3n—-1’
n®—1
b) —/—,
) nt*+3
2"+ 1
2n+1_1’

n+1
n2+2n—-1"

d)

% N n2+7’l—1
2 PN T
k) V2r+1,

) \(n+1)!—mn!,

1\"
m) (1+ﬁ) ,

e)

h e,

o 1
g) 1+EI

m & W (1)
) 2, o (1+4)

Decida sobre a existéncia dos seguintes limites em R e R, calculando os seus valores

nos casos de existéncia:

a) lim z)!oo’
Coen)l+2
b) lim s
. (2n)!
c) lim @ny’
, (n!)?
d) lim & 2

2"'n! n
e) lim ==, i) lim(l) ,
n" n
3l n—1 \2
f) lim , 3N T
) lim = ) tim (55 )
1
g) limnn, i 2(n?)
1 ) T

. (1\n
h) lim (E) , 1) lim A/3n+133

18



2 LIMITE e CONTINUIDADE

2.1 Fungodes elementares

1.

Determine se as seguintes fun¢des sdo limitadas/majoradas/minoradas, e monétonas
(crescentes ou decrescentes), indicando, se for o caso, se sdo pares ou impares, nos
dominios dados:

@) = :R* > R; (d) 27 R* > R;
X
X
(b)1+x:]R+—>lR; e) a*:R—>R,a>0;
1
(c) 1+ x| ‘R - R; (f) 2sen(mx) —3cos(mx) : R — R.

Em cada caso, determine todos os polinémios p de grau < 2 satisfazendo as
condicdes dadas.

(@) p(0) =p(1)=p2) =1 (©) p(0)=p(1) =1
(b) pO)=p(1) =1, p2) =2 (d) p(0) =p(1).

. Em cada caso, determine todos os polindmios p de grau < 2 satisfazendo as

condicdes dadas para qualquer x € R.
(@) p(x) = p(1 —x), (b) p(x) = p(1 +x), (c) p(2x) = 2p(x).
(a) Mostre que se p é um polinémio de grau < n e a equacdo p(x) = 0 tem n + 1

raizes diferentes, entdo p(x) = 0, para todo x € R.

(b) Mostre que se p e g sdo polinémios de grau < n e a equagdo p(x) = g(x) tem
n + 1 raizes diferentes, entdo p(x) = g(x), para todo x € R.

. Determine fungdes inversas das seguintes fun¢des, especificando os respectivos

dominios (e contradominios):
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10.

11.
12.

a) f(x)=e"2,x>0, ) f(x) = cos(2x), x € [O, %],
b) f(x)=2senx,x€|-3,3] d) f) =tglx—1),xe[1- 5,1+
Identifique arcos 0, arcos 1, arcos (— %), arcsen (—%), arcsen g, arcos (— g), arcsen 72,

arctg 1, arctg(— V3).

Resolva em R as equagdes e inequacdes seguintes:

2 1 1
a) arcos(3x +1) = ?71, d) - arctg(x + V3) < 3
2 1 3 x
b) 1- Zarctg(x® 1) = =, _2 «)
) - arctg(x ) > e) 2 - arcsen | 5 <1,
I = 6/ 2 2
arcsen(x2 + 1) f) - arccos(x” —4) > 1.

. Exprima as solugdes da equagdo senx = a em termos de arcsena. Faca o mesmo

para a equagdo cos x = 2 em termos de arcosa e para tg x = 2 em termos de arctga.

. Deduza as seguintes identidades:

a) cos(arcosx) = x, d) sen(arcosx) = V1 —x?,
b) sen(arcsenx) = x, e) tg(arcsenx) = \/1"_7 parax # +1,
c) cos(arcsenx) = V1 —x2, f) tg(arcosx) = —”x‘"z, para x # 0.

Seja f : D — R uma fungdo injectiva e g : f(D) — D a sua inversa (ou seja, g(y) = x
sse y = f(x), para quaisquer x € D, y € f(D)). Mostre que

a) Se f é crescente (resp. decrescente), entdo g é crescente (resp. decrescente).
b) Se f é impar, entdo g é impar.

c) arcsen, arctg sdo crescentes e impares, arcos é decrescente.
Esboge os gréficos de arcsen, arcos, arctg a partir dos graficos de sen, cos e tg.
As fungoes seno hiperboélico e coseno hiperboélico definem-se da forma seguinte:

ef—e™ h e“+e™
chx =
2 2

shx =

a) Deduza asigualdades (comparando-as com as correspondentes para as fungdes
trigonométricas):

i) ch®x—sh’x =1

ii) sh(x + y) =shxchy +chxshy
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iii) ch(x + y) = chxchy +shxshy

iv) sh2x =2shxchx

v) ch2x = ch®x + sh®x

vi) Asfungdes inversas das func¢des hiperbdlicas sh e ch desigham-se, respecti-
vamente por argsh e argch, isto é, x = shy sse y = argshx, y € R,ex =chy
sse y = argchx, y € R*. Deduza

argshx = In(x + Va2 + 1) argchx = In(x + Va2 -1).

b) Verifique que a fungdo sh é impar, e a fungdo ch é par. Esboce os gréficos de ch
e sh a partir dos gréficos de e* e e™*.

13. Determine o dominio das fung¢des definidas pelas seguintes expressdes:

a) f(x) = \/4x_—xz’ g) f(x)=ln(1+ V1x+1)

b) () = ——+ " f1) = artg()
COs“X  sen-x . 1

¢) f(x) = tgx + cotg x, i) f(x) = arcos (5)’

d) f(x) = In(Inx), j) f(x) = arcsen(e”),

e) f(x)=In(1- x2), k) f(x) =1In(1 —arcosx),

f) f(x) =In(532), 1) f(x) = arcsen(l — Inx).

14. Considere as func¢des
f(x) = Vx, gx) = Vx, p(x) =2, g(x) = 2x + 1.

Escreva cada uma das seguintes fun¢des como composicdo de f, g, p e g:

@ V2, (d) 2 +1, (8) 2Vx+1,
(b) V2x+1, (e) Vx, (h) |x|,
(© Vx, (f) 2vx +1, (i) 2Vx+1)%

2.2 Limite de func¢oes

1. Mostre, recorrendo a defini¢do de limite, que para as fun¢des definidas em R por
f(x) = x*+1e g(x) = |x| se tem lim,_,, f(x) = f(a) e lim,_, g(x) = g(a), para qualquer
aeR[M

2. Use a definicdo de limite de funcdo em R para mostrar que

'Em particular, f e ¢ sdo continuas em qualquer a € R
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a) lim, % = +oo, b) lim, 01 =0, ) im0 VX = +00.

3. Calcule os seguintes limites:

x2—4 2x2 —3x+1 V2
@M O =
Va2 1—- V1-2a2 X+ 8
@i @I O may

4. Calcule os limites quando x — 0 e x — 400 das fung¢des definidas pelas seguintes

expressoes.
1 1- X 1-+vx X
(a) e, (e) e, (i) evimr, (m) In( 1+x2)'
_1 1—x2
(b) ¢ ¥, ) e, () ln(1+\/§)’ () In ()
vx 2 X X ’
(c) eV, (g) et (k) ln(l‘/:/_), e
1oy _x X
@ ¢'%, (h) eVi?, ) (%) (0) In({3)

5. Calcule os limites quando x — 0, x — +o00 e x — —oo das fungdes definidas pelas
seguintes expressoes.

@ cos() O sen(g)  @sen(iEx) @ tg(Es)

6. Calcule os limites quando x — 0%, x — 07, x —» +o0 e x — —oco das seguintes
funcoes definidas em R \ {0}.

(@) e'’” (b) sinh(1/x) (c) cosh(1/x)

(d) et (e) sinh(1/x?) (f) cosh(1/x?)

7. Seja (x,) uma sucessdo real, com limx, = 2, x,, # 2 para qualquer n € IN. Calcule,
se existir, lim f(x,) nos casos seguintes:

a) f(x)=1,x#0.
b) f(x)—lnx x> 0.
o) f(x) = 2,parax # 2.
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8.

10.

11.

(Exercicio 3.18 de [2]) Suponha que para todo o n € IN, a funcdo f verifica a

condicdo
1 1
r-o(l)
f)=1-1(
Se existirem os limites laterais f(07) e f(0") quanto valerd a sua soma? Se existir
lim,_,o f(x) qual serd o seu valor? Justifique abreviadamente as respostas.

(a) Dé uma interpretacdo geométrica da desigualdade senx < x < tgx, para
x € ]0,%[. (Sug.: compare as areas do sector circular com angulo x e do

tridngulo rectangulo com lados 1 e tgx.)
(b) Deduza que cosx < ** <1, parax € ]—g, %[ \ 0, e aproveite para justificar que

senx

lim =1.
x—0 X
(c) Use as desigualdadeﬂ
x—-1
<Inx<x-1,x>0 l+x<e' < ,x <1,
X 1-x
para mostrar que
1 -1
lim—— =1, lim——=1.
x—lx—1 x—0 X
Use as formulas trigonométricas: a,b € R
-b +b
sen(a) —sen(b) = 2sen i cos 2 ,
2 2
-b +b
cos(a) —cos(b) = —-2sen a sen i Iy
2 2
para mostrar que
a) limw = cosa, b) lim cosY—cost _ sena.
x—a X—da xX—a X —a

Determine, ou justifique que ndo existem, os limites quando x — 0, x — +c e
x — —oo das fung¢des definidas por:

2que nao precisa de demostrar
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12.

13.

senx

@ ==,

(b) sen (%),

(c) xsen(%), (d) xcos (%)

Verifique se cada uma das fung¢des acima é par ou impar e esboce (uma tentativa
de) gréfico, a partir dos limites calculados e de propriedades das fungdes sen e cos.

Determine, se existir, cada um dos seguintes limites, justificando o calculo ou a

nao existéncia de limite.

¥-x*+x-1

a)%(ll’)r(} x2—1 ’
X —-x+x-1
0ty
X2 —x
im —
o) lm 32
2
2]

d) lim &=,
x—0 X
e) 1

o0 In(2x + 1)’
) lim sen(x — 1) + In(x)
x—1 x—1

4

x—0*

) lim CosL
g \/;’

h) lim sen ——
) xX—+00 x2+17

1
i) lim Vx sen 7

x—0*

Calcule

) tg d5x
b) lim ———,
x—0 X arcos x

¢) lim ,
x—0 arcsen x
. In(cosx

d) lim {€05Y)
x—0 sen‘x

7

24

m) lim

1
. . 2 _ -
j) lim [x (1 —cos x)],
1
k) Lim x2 sen -,
X—+00 X

) lim x(ex — 1),
X—+00

Vi+x— V1-x

x—0 X

sen(cotg x)
=5 COos X

) lim sen’( yx)

d 2x

x—0*

. 1—cos(2x)
e) im ————
x—0 X

tg(2
f lim B2,
x—0 senx
arctg x

8) xl—lglo x

7

h) Tim In(1 + arcos x)‘
x>l arcosx
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2.3 Continuidade

1.

(Exercicio III.2 de [1]) Para cada uma das fungdes definidas pelas expressoes se-
guintes, determine o seu dominio e analise a sua continuidade:

a) "3"‘1; f) {/tg2x — cotg2x;
X3+ x
x+1 1 1
b) ————— + ;
) x* + 3x3 + 2x2 8 V2+1 V-1
1
C) \/E_xz_i_x/ h) |x2_1|.
d) sen (cos V1 —xz); -1
e) cos \/11_7,' i) Vinx.

(Exercicio 3.15 de [2]) Sendo f : R — R uma fungdo continua no ponto 1, em que
ponto(s) serd necessariamente continua a fungdo g(x) = f(senx)? Justifique.

. Seja f : R = R uma fungado continua no ponto 0. Em que ponto(s) serd necessari-

1

amente continua a funcdo g(x) = f(tgx — cotg x)? (Relembre que cotgx = ")

Mostre que a fungao f : R — R dada por f(x) = xd(x),em qued : R — R é a fungdo
de Dirichlet (i.e, d(x) = 1,se x € Qe d(x) = 0, se x € R\ Q) é apenas continua em
x=0.

(Exercicio 3.5 de [2]) Seja ¢ : [2,b] — R uma funcdo continua (com a4,b € R e
a < b). Supondo que existe uma sucessao convergente (x,) de termos em [, b] tal
que lim ¢(x,) = 0, prove que ¢ tem pelo menos um zero em [a, b].

(Exercicio 3.14 de [2]) Sendo g : [0, 1] — R uma fungdo continua, mostre que:

a) Ndo existe nenhuma sucessao (x,) de termos em [0, 1] tal que g(x,) = n para
todoon € IN.

b) Se existir uma sucessdo (x,) de termos em [0, 1], convergente, tal que g(x,) = %

para todo o n € IN, entdo existe c € [0, 1] tal que g(c) = 0.

(Exercicio 3.26 de [2]) Considere f : R — IR, definida por

X+ x|

f =%

d(x),

onde d : R — IR designa a fung¢do de Dirichlet.

a) Indique o contradominio de f. A funcdo é majorada? E minorada?
b) Estude lim,_,_« f(x) e lim,,o f(x).
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10.

11.

c) Em que pontos é f continua?

(Exercicio 3.27 de [2]) Seja f : R — IR, continua no ponto 1, dada por

0, sex < -1,
f(x) = Jarcsenx, se-1<x<1,
Ksen(%x), sex > 1.

a) Determine K.
b) Estude f do ponto de vista da continuidade.
c) Indique o contradominio de f e se tem supremo, infimo, maximo, minimo.

d) Quais sdo os limites lim,_,_« f(x) e lim,_,+ f(x), caso existam?

(Exercicio 3.34 de [2]) Considere a funcdo ¢ : R — R definida por:

arctgl sex <0,
X) = x
) {1 +e™ sex>0.

a) Mostre que ¢ é continua em qualquer ponto de R \ {0}.

b) Calcule os limites laterais de ¢ no ponto 0, e indique, justificando, se ¢ é
continua, continua a direita ou continua a esquerda nesse ponto

c) Calcule lim,_,; e @(x) € lim,—,_o @(x).

d) Indique, justificando, o contradominio de ¢.

Considere a fungdo g : R\ 1 — R dada por g(x) = arctg Verique que g é

Ix—1|
prolongéavel por continuidade ao ponto 1 e determine o contradominio desse seu

prolongamento.

Considere a funcdo f : R\ 0 — R definida por:
sen(x?)
) 2 sex <0,
FO =9 v _q
sex >0,

avx

em que 4 € R. Determine a por forma a que f seja prolongédvel por continuidade
ao ponto 0. Sendo F : R — R esse seu prolongamento, calcule F(0).

3Por definigdo, uma fungdo é continua a esquerda (direita) num ponto a do seu dominio D, sse a sua
restrigdo a | — c0,a] N D ([a, +oo[ND) é continua em a.
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12. Considere a fungdo f : R\ {0} — R dada por

fx) = {ln<ﬁ), sex >0,

-x(x+2), sex<0,

onde k € R" é uma constante.

(a) Calcule limy, o f(x) € lim,,_o f(x).
(b) Determine a constante k € R tal que f é prolongdvel por continuidade ao
ponto 0.

(c) Sendo F : R — R esse seu prolongamento, determine justificando, o contra-
dominio de F.

13. Considere a fungdo f : R\ {0} — R dada por

f(x) = {3COS(THxZ)/ sex >0,

k=x)(x+1), sex<0,

onde k € R é uma constante.

(a) Calcule limy_,o f(x) € lim,,_o f(x).

(b) Determine a constante k € R tal que f é prolongavel por continuidade ao
ponto 0.

(c) Sendo F : R — R esse seu prolongamento, determine justificando, o contra-
dominio de F.

14. (Exercicio 3.29 de [2]])

a) Estude, quanto a continuidade em cada ponto do seu dominio, as fungdes
definidas em R \ {0} pelas férmulas:

1 1
px)=e 2, l,b(x)—xsen;—cos;.

b) Indique, justificando, se cada uma das fungdes ¢ e y» é prolongavel por conti-
nuidade ao ponto 0.

c) Mostre que ¢ e 1 sdo funcdes limitadas.

15. (Exercicio 3.32 de [2]) Considere a fungdo f definida (no conjunto dos pontos para

, i E g ) ) AR
0s quais a expressdo - designa um ndamero real) pela férmula f(x) = .

a) Indique, sob a forma de uma reunido de intervalos disjuntos, o0 dominio de f.
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16.

17.

2.4

b) Calcule
lim f(x) lir? f(x) 111{1 f(x).
X—+00 x—1- x—1t
c) Justificando abreviadamente a resposta, indique o contradominio de f.
d) Dé exemplos de sucessdes (u,) e (v,), de termos no dominio de f tais que (u,) e
(f(vn)) sejam convergentes e (v,) e (f(u,)) sejam divergentes.

(Exercicio 3.33 de [2]) Considere as funcdes f e g definidas em ]0, +oo[ pelas ex-
pressoes

1
f(x) =InIn(1 +x), g(x) = Vxsen =z

a) Estude f e g quanto a continuidade.
b) Calcule lim, ;o f(x) € lim, 00 g(%).

¢) Indique, justificando, se cada uma das fungdes é prolongével por continuidade
ao ponto 0.

d) Indique, justificando, o contradominio de f.

(Exercicio 3.36 de [2]) Seja f, a funcdo real definida por,

) = { 1‘, sex <0,

1nm, sex > 0.

a) Calcule lim,_,_o f(x) e lim,—,;o f(x).
b) Justifique que f é continua em todo o seu dominio.
c) Mostre que f é prolongavel por continuidade ao ponto 0.

d) Sendo g a funcdo que resulta de f por prolongamento por continuidade ao
ponto 0, justifique que g tem maximo e minimo em qualquer intervalo da forma
[—¢, €], com & > 0. Indique, justificando, o valor de max{g(x) : x € [-¢, ]}.

Propriedades de Continuidade Global

. Seja f : [-1,1] = R uma funcédo continua com f(-1) = f(1) = 0. Mostre que f tem

um ponto fixo, ou seja, que existe ¢ € [-1, 1] tal que f(c) = c. (Sugestdo: aplique o
Teorema de Bolzano a h(x) = f(x) — x.)

. Seja f uma fung¢do continua no intervalo limitado e fechado [0, 1], tal que 0 < f(x) <

1 para todo o x € [0,1]. Prove que f tem um ponto fixo, i.e. que existe um ponto
c €[0,1] com f(c) =c.
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3.

10.

11.

12.

Seja f : ]-1,1[ — R uma fungdo continua tal que
lirr11+ f(x)=—c0 e lirﬂf(x) = +00.

Prove que f tem um ponto fixo, i.e. que existe um ponto c € ]-1,1[ com f(c) = c.

(Exercicio 3.43 de [2]) Sejam a,b € R e g : ]2, b[ = R uma fung¢do continua em ]a, b[
tal que lim,_,, g(x) = —lim,_,, g(x) = —oco. Mostre que existe uma e uma s6 fungdo
continua , definida em [g, b] e tal que h(x) = arctg[¢(x)?] para x €]a, b[. Determine
o seu contradominio.

(Exercicio 111 de [1]) Mostre que a equacdo sen’®x + cos® x = 0 tem pelo menos
uma solugdo no intervalo 0, 7[.

Mostre que a equacdo senx = x> — 1 tem pelo menos duas solugdes em R.

< 1 e ~
Mostre que a equagdo senx — cosx = 5 tem infinitas solugdes em IR.

. Mostre que qualquer funcdo polinomial de grau impar tem pelo menos um zero.

. Seja f uma fungdo continua num intervalo 1.

(a) Justifique que se f(xg) > f(x1) e f(x0) < f(x2) entdo existe ¢ € [a,b], c # xp e
f(e) = f(xo)-
(b) Mostre que se f é injectiva em I entdo é estritamente monétona em 1.
(c) Considere g(x) = —e*, para x < 0, g(x) = e* para x > 0. Justifique que g é
injectiva em IR e ndo monétona. Indique um intervalo onde g seja monétona.
(Exercicio 3.40 de [2]])
a) Sendo g : [0, +oo[— R continua no seu dominio, mostre que a fun¢do @(x) =
¢(1 — x?) tem mé&ximo e minimo.
b) Se na alinea a) considerassemos g definida e continua em ]0, +oo[ poderiamos

continuar a garantir para ¢ a existéncia de maximo e minimo? Justifique.
Seja f : [0, +0o[— R uma funcado continua. Mostre que:
(a) se existe b € R* com f(b) < f(x), para qualquer x > b, entdo f tem minimo;

(b) se existea € R* com f(a) > f(x), para qualquer x > g, entdo f tem maximo;
(c) se existe, em IR, lim,_,;« f(x), entdo f é limitada.
Seja f :]-1,1[— R uma fung¢do continua tal que lim,_,;- f(x) = lim,_,_;+ f(x) = +oc0.
Mostre que f tem minimo e que o contradominio de f é da forma [f(c), +oo[, para

algum c €] - 1,1[.

29



CDI-I 2°Sem. 2014/15 LEIC-A  2.4. PROPRIEDADES DE CONTINUIDADE GLOBAL

13.

14.

15.

16.

17.

(Exercicio III.15 de [1]) Considere uma fungédo f, continua em IR, e suponha que
existem e sdo finitos os limites lim,_, ;o f(x) € lim,_,_o f(x).

a) Prove que f é limitada.
b) Mostre que f tem um ponto fixo, ou seja, que existe c € R com f(c) = c.

¢) Supondo que o produto dos dois limites indicados é negativo, indique justifi-
cando, o méximo da funcao

B 1
S = TR

Seja f uma funcdo continua em IR, com limites positivos quandox — +ooex — —oo,
e tal que f(0) < 0. Mostre que:

(@) A equagdo f(x) = 0 tem pelo menos duas solugdes reais.

(b) f tem minimo em RR.

Seja f uma fungdo continua em R, tal que

lim f(x)=a e xl_i}gof(x)=ﬁ,

X——00
com a, € Rea < B. Prove que o contradominio de f contém o intervalo |a, B[.
Seja f : R — R uma fungdo continua e positiva (i.e. f(x) >0, Yx € R), tal que

lim f(x)=0= lim f(x).

X——00 X—+00
Prove que f tem maximo.

Seja f : [0, +0o[— R uma func¢do continua tal que
f0)>0 e 111}1 f(x)=0.

Prove que f tem mdaximo no intervalo [0, +ool.
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3 CALCULO DIFERENCIAL

3.1 Diferenciabilidade

1. Calcule as derivadas das fun¢des:

a) 1 d) xie¥, h) senx-cosx-tgx,
x—1
2x e) x*2°, i) 1
b) —, 1 + cotg(x)’
(x + ].)2 f) tgx — X, . 2
1 i) x*(1+1Inx),
Q) ) X + COS X .
1+ x g) 1 senx’ k) sinh(x) cosh(x).

2. (Exercicio IV.3 de [1]) Para cada uma das seguintes fun¢des determine o dominio
de diferenciabilidade e calcule as respectivas derivadas:

a) xlxl, b) e7M, ) In|x|, d) e W,

3. Calcule, se existirem, as derivadas laterais no ponto 0 da fun¢do f : R — R dada
por
sex #0

_r
fx) = {1 T el

0, sex =0.

4. (Exercicio 4.2 de [2]) Determine as derivadas laterais no ponto 0 da funcdo f
continua em R e cujos valores para x # 0 sdo dados por

1+ex
ﬂ@zx;:;,x¢0
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5. Calcule as constantes a e b por forma a que seja diferencidvel em 0 a fungdo f
definida em R por
a+ bx sex <0
flx) = { 1+ 2sen’(x) sex>0.

Justifique a diferenciabilidade de f em R, calcule a sua derivada, e determine a
equagdo da recta tangente ao grafico de f em cada pontoa < 0.

6. Considere a funcdo f : R — R definida por:

0, sex =0.

) = {xzsen(%), sex #0

a) Justifique que f é diferencidvel em R \ {0} e calcule f" para x # 0.

b) Determine a equagdo da recta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 2.
c) Mostre que lim,_,y f'(x) ndo existe.

d) Justifique que f é diferencidvel no ponto 0 e calcule f'(0).

7. (Exercicio 4.9 de [2]) Determine o dominio, o dominio de diferenciabilidade e
calcule a derivada das seguintes fungdes:

a) In(xshx), b) arcsen(arctg x), 0 e~
1+x

8. Determine a derivada das funcdes seguintes, sempre que exista:

a) ch(cosx), h) sen(sen x) n) cos(arcsen x)
senx

b) In(Inx), i) sen4(x) Cos3(x) o) (Inx)%,

¢) In(senx), ’ o
= j) (e** + arcsen(2x))®, p) x*",

e ,
e) e k) arctg(x!) — (arctgx)!,  q) (senx)?,
f) elnzx 1) arCtg \/E/ I') (arctgx)arcsenx,
’ 1
g) In(1 + ), m) arccos o s) tg(esen®),

9. Calcule as derivadas, sempre que existam, das funcées seguintes:

(a) In(1 + x?), (e) eV, i) 2%,
(b) In(1 + V), (f) e='%, () sen(e")
(c) In(1 + sen?x), (g) 2In¥, (k) sen(cos?(x)),
(d) e, (h) 2V, (1) =4
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

(m) VI + a2, (r) arcsen(x/2), (w) In (arccos (1 / \/E)),
(n) ﬁ, (s) arcsen(senx), : 00 <,

(0) (%+§3) /3 (t) arccos(\/l—x ), |

(p) cos*(Vx) + sen?(1/x), () arctg(“x) ) x

(@) x(sen(+x) + cos(1/x)), (V) arcsen(sz) (z) x'/*

Determine a derivada g’ em termos de f’ se:
(a) g(x) = f(x?) (©) g(x) = fIf ()]
(b) g(x) = f(sen?(x)) + f(cos*(x)) (d) g(x) = (fo fo )x)

Sejam f e g duas fun¢des em R tais que f é diferencidvel em IR, verifica f(0) =
f(m) =0, e g é dada por g(x) = f(senx) + sen f(x). Obtenha o seguinte resultado:

8'(0) +g'(m) = f(0) + f'(m)

Seja f : R — R, diferencidvel. Calcule (arctg f(x) + f(arctg x))’.

Sendo ¢ : R — R uma fungdo duas vezes diferencidvel, considere a fung¢do ¢ :
10, +oo[ — R definida por @(x) = €819, Supondo conhecidos os valores de g, ¢’ e
g” em pontos convenientes, determine ¢’(1) e ¢ (e).

Sendo f : R — Rtal que f(x) = x*e™* paratodoox, esendo ¢ : R — Rdiferenciavel,
calcule (g o f)'(x) em termos da funcéo g’'.

Seja ¢ : R — R uma fungdo diferencidvel e estritamente monétona, com g(0) =2 e
¢’(0) = 1. Considere f : [-1,1] - R dada por f(x) = g(arcsen x).

a) Justifique que f é diferencidvel em ] — 1, 1[ e calcule f'(0).
b) Justifique que f é injectiva e, sendo f~! a sua inversa, calcule ( f‘l), (2).

Considere uma fungdo f : R —] — 1, 1[ diferencidvel e bijectiva, tal que f(2) =0e
f'(2) = 2. Seja g a fungdo definida por

g(x) = arcos (f(x)).

(a) Justifique que g é injectiva e diferenciavel e, sendo ¢! a funcdo inversa de g,
determine ¢’(2) e (g7 (%)

(b) Determine o dominio de ¢! ejustifique que ¢! ndo tem méximo nem minimo.
Serd ¢! limitada?
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17.

3.2

6.

As fungdes seno hiperbdlico e coseno hiperbélico sdo dadas por

eX—e™™ eX+e*
2 2

a) Calcule lim,_,,, shx, lim,_,, chx, lim,_,_. shx, lim,_,_, chx.

shx =

b) Estude sh e ch quanto a continuidade e diferenciabilidade. Calcule (shx)’ e
(chx)'.

c) Estude sh e ch quanto a intervalos de monotonia e extremos e esboce os respec-
tivos graficos.

d) As fungdes inversas das fungdes hiperbdlicas sh e ch designam-se, respec-
tivamente por argsh e argch. Calcule (argshx) e (argchx)” nos respectivos
dominios.

Teoremas Rolle, Lagrange e Cauchy

. Mostre que a equagdo 3x* = ¢* tem exactamente trés solugoes.
. Mostre que a equacdo x° + 5x = 5 tem uma tnica solugdo em R.

. Prove que se f : R — R é duas vezes diferencidvel e o seu grafico cruza a recta

y = x em trés pontos, entdo f” tem pelo menos um zero.

Considere a funcdo f : R — R dada por f(x) = 1 - x3. Verifique que f(-1) =
f(1) = 0, mas a derivada de f ndo se anula em [-1, 1]. Justique que este facto ndo
contraria o Teorema de Rolle.

(Exercicio 4.27 de [2]) Seja f : ]0, 1[ — R uma fungdo diferencidvel tal que

1
f(n+1)_0’ para todo on € IN.

Diga se cada uma das seguintes proposi¢des é verdadeira ou falsa. Justifique as
respostas.

o o~ ~ . 1 1 .
a) Para qualquer n > 2, a restri¢do da funcéo f ao intervalo [m, E] tem necessari-
amente um maximo.
b) A fungdo f é necessariamente limitada.

c) A fungdo f’ tem necessariamente infinitos zeros.
Seja ¢ : ]0, +oo[ — R uma fungdo diferenciavel, tal que

¢2n)=-2n e Pp2n-1)=2n-1,V¥n e NN.
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(a) Mostre que a equagdo ¢(x) = 0 tem infinitas solu¢des em R*.
(b) Mostre que a equagdo ¢’(x) = 0 tem infinitas solu¢des em IR*.
7. Use o Teorema de Lagrange em intervalos adequados para provar as seguintes
relagdes:
x—1
(@) — <Inx<x-1,parax > 1.
(b) e >1+x,parax € R.
(c) senx <x <tgx, paral <x< 7.
(d) arctgx <x+ 7% -1, parax > 1.
8. Seja f : R — R uma funcéo diferenciavel, tal que lim,_,,« f'(x) = 0.
(@) Mostre que lim, ;o[ f(x +2) — f(x)] = 0.
(b) Sera que se pode garantir que lim,_,,.[f(2x) — f(x)] = 0? Justifique.
9. Supondo que f : [2,b] - R é uma fungéo de classe C' em [a,b] (com a,b € R e
a<b), E|mostre que existe C € R tal que

If(x) = f(y)| < Clx =yl para quaisquer x, y € [a, b].

10. (Exercicio 4.32 de [2]) Prove que se f : R} — R ¢é diferenciavel e satisfaz f(n) =
(=1)", paran € N, entdo a sua derivada ndo tem limite no infinito.

11. Seja ¢ : R — R uma fungdo diferencidvel, tal que ¢(n) = (=1)"/n para todo o
n € IN. Suponha que existe lim,_, ;. ¢’(x). O que pode dizer sobre o seu valor?

12. Seja ¢ uma funcdo diferencidvel em IR, tal que ¢(n) = (-1)"n para todo o n € IN.
Prove que ndo existe lim,_, .. ¢’(x) e que ¢’ ndo é majorada nem minorada.

13. Seja f : R — R uma func¢do duas vezes diferencidvel, com derivada f' : R — R
estritamente crescente e tal que

xl_i}rg()f’(x) = —00 e lim f'(x) = +oo.

X—+00

(a) Mostre que existe um tnico ponto a € R tal que f'(a) =0, e que m o fla)éo
minimo absoluto de f.

(b) Mostre que lim,—,.+c f(x) = +00.

(c) Dado qualquer valor b €]m, +co[, mostre que o conjunto f~!(b) def {xeR:
f(x) = b} tem exactamente dois elementos.

! Diz-se que f é de classe C' em [a,b] sse f é continua em [4,b], f’ é continua em ]a, b[ e existem
lim,,q+ f'(x), lim,_;- f(x) (i.e., f* é prolongavel por continuidade a [, b]).
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14.

(@) Seja f : R* — R diferencidvel, tal que lim,_,,« f(x) = b € R. Mostre que se
existe lim,_,, f'(x) = L entdo L = 0.

(b) Seja h : R* — R diferenciavel, tal que h tem uma assintota a direita em
y = mx + b. Mostre que se existe lim,_, .o h’(x) = L entdo L = m.

15. (Exercicio 4.36 de [2]) Seja f uma fungdo diferencidvel em R tal que f(0) = 0 e cuja

16.

17.

18.

19.

20.

derivada é uma fungao crescente. Mostre que a funcao definida por g(x) =

X

crescente em R*. ( Sugestdo: Aplique o Teorema de Lagrange a f num intervalo
adequado para mostrar que g’(x) > 0.)

Prove que se f é de classe C! em R e a equagdo f(x) = x* tem trés solugdes, sendo
uma negativa, uma nula e outra positiva, entdo f’ tem pelo menos um zero.

Calcule os limites, se existirem em IR:

.oat=Db"
a) lim ,
x—0 X

b) lim

X—+00

. arcsen(x)
¢ lim ———,
x—0 X

arctg(x?

d) Tim 2Ct8)
x—0 x4

arcte 1

e) lim glx,

X—>+00 Sen_

X

7

f) lirrll(ln x - Inlnx),

In(x + ¢*)

e—l/x

&) >}I—>I(IJI+ x

. shx—-senx
k) im ————
x—0 x3

7

Calcule os limites, se existirem em IR:

(a) lim xln In x’

x—1+
1

(b) lim xT.

X—+o00

(c) 111(1)1+ (senx)

senx

==

(d) lim (Inx)x,

X—+00

(e) lirr(} (cos x) 7 ,

f) 1 Ly
(f) lim (sen;)

X—+00

. 2f
b lim 5
m) lim —,

X——00 X

1
lim(x—1)> (1 — )
n) xlirll(x ) cos T~

1
. _ 2 _
0) lim (x=1) (1 cosl_x),

X—+00

1
p) lim Inxsen L

X—+00

q) lir(r)k Inxsen Vx,

tg2x

(8) lim (tg)",

L 1/x
(h) lim (E + arctg(x)) ,

(i) lim (senx)"/™,
x—0*

Prove por indugdo matematica que, para qualquer p € IN, se tem:

. xP
(@) lim,_o = =

(b) limy_e

(nxy _

(¢) lim,_g+x (Inx)? = 0.

(Exercicio 4.78 de [2]) Calcule lim(%)sen;, n € IN ( Sugestdo: determine primeiro

lim,_o x5,
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21. Determine, se existirem em IR, os seguintes limites.

) chx —cosx X arcsen(2x) — 2 arcsen(x)
@ i ST @ Jim () o i % '
h) lim In(x) In(1 — x),
(b) lim M, (k) x—1” () In ) (n) lim xarcsen(1/x),
-0 In(cos(bx)) 1 x——00
K @) lim sen(—)ex,
(c) lim w' X—+oo X (o) lim xarcsen(1/x),
x—0 X 1 x—+00
1/4
e 1% () xl_l}'rlox sen (_);
(d) h 50 1000/ ' v (p) li arctg(x)’
. 2 1 x—0
(e) 11m sen(x) In(x), (k) xl_lg})ox (COS(;) - 1),
1 @ lim arctg(Vx) Vx)
(®) lim xln( : 1), () lim sen(x) sen(;). @ lim ==
22. Determine, se existirem em ﬁ, os seguintes limites.
@) lim(Inx)", (0) lim (sen(1 /X)),

(b) lir(r)l+ x©€D,
(c) im(1—e"),
(d) lim(e* - 1)

e 1/x
(p) 111}1 (E + arctg(x)) ,

(@) lim (sen(1/x)"™,

(e) lLim (2 + 2%V, (r) }i_)rgl(l — cosx)l/In¥,
X—+00
(f) lim (3 + x2)1/lnxl (S) hq}r xln(lnx),
xX—+00 —
(g) lim(senx)’, © lim ¥,
X—+00
3 1/x
" J}gg(cos I (u) 11%1 XD
x—0*

(1) lirr(}(l — cos x)*,
o lim x®) —1,
() Tim (1/x)*"", (v) lim x

(k) li?w(sen(l/x))l/x, (W) }Hﬁl(l _ 2x)senx,

() lim (cos(1/x))", (0 lim (tgx)*",
(m) lim(cos )", (y) lim 2/,
() lim (cos(1/x))", (2) lim[(1/0]"
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3.3 Estudo de funcdes

1. (Exercicio IV.7 de [1]) Determine intervalos de monotonia, extremos locais e extre-
mos absolutos (se existentes) para as fungdes:

X 2
- e) e,
a) x2+1 ) o
1 b
b) ; + xl_Z/ f) x’
c) |x*—5x+6|, g) xe™,
d) xInx, h) arctgx —In V1 + 2.

2. (Exercicio 4.14 de [2]) Considere a fungdo f : R — IR definida por:

a+bx sex<0
f(x)—{ arctg: sex>0

a) Mostre que f é diferencidvel no ponto 1 e escreva uma equacio da tangente ao
gréfico de f no ponto de abcissa 1.

b) Sabendo que f é diferencidvel no ponto 0, determine os valores de a e b.
c) Defina f’ e diga se a fungdo f é de classe C'(R).
d) Estude f quanto a monotonia e extremos.

e) Calcule lim,_, o f(x) e lim,_,_. f(x) e determine o contradominio de f.
3. Considere a fungdo f :] — 1, +o0o[— IR definida por:

f(x):{ln V1I-x2 se-1<x<0,

)
x2el™ sex > 0.

a) Determine lim,,_1+ f(x), lim, . f(x).

b) Estude f quanto a diferenciabilidade e calcule f” nos pontos onde existir.
c) Estude f quanto a existéncia de extremos e intervalos de monotonia.

d) Determine o contradominio de f.

e) Mostre que nao existe f”(0) e que f”” muda de sinal em 0.

4. Considere a funcdo f : R — R definida por f(x) = lee‘%

a) Calcule lim,,_, f(x), lim, ., o f(x).

b) Determine o dominio de diferenciabilidade de f e calcule f'.
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c) Determine os intervalos de monotonia e, se existirem, pontos de extremo,
classificando-os quanto a serem maximos, minimos, relativos ou absolutos.

d) Determine, justificando, o contradominio de f.

5. Considere a fun¢do g : R — R definida por:

e +ax+p sex <0,
8(x) = v g
arctg(e*+e*—-1) sex>0.

onde «a e  sdo constantes reais.

a) Determine a e f sabendo que ¢ tem derivada finita em x = 0.

b) Determine lim,_,_., g(x), lim, . g(x).

c) Estude g quanto a diferenciabilidade e calcule g’ nos pontos onde existir.
d) Estude g quanto a existéncia de extremos e intervalos de monotonia.

e) Determine o contradominio de g.
6. Considere a funcdo f : R — R definida por f(x) = |x[e”*1l.

a) Calcule lim,_,_ f(x), lim,—, 4o f(x).
b) Determine o dominio de diferenciabilidade de f e calcule f'.

c) Determine os intervalos de monotonia e, se existirem, pontos de extremo,
classificando-os quanto a serem maximos, minimos, relativos ou absolutos.

d) Determine, justificando, o contradominio de f.

7. Considere a fungdo f : R — R definida por:
f(x) = x + 2 arctg |x].

a) Calcule ou mostre que nao existem: lim,_,_, f(x), lim,_,o f(x).
b) Determine o dominio de diferenciabilidade de f e calcule a derivada f’.

c) Determine os intervalos de monotonia e, se existirem, pontos de extremo rela-
tivo, classificando-os quanto a serem méximos, minimos, relativos ou absolutos.

d) Determine o contradominio da restri¢do de f ao intervalo | — oo, 0].

8. Seja ¢ uma fungdo diferencidvel tal que g(0) = ¢’(0) = 0 e g’ é uma funcao estrita-
mente monétona. Define-se

p(x) = 2tg (g(x)) — g(x).

Mostre que ¢(0) é um extremo local de ¢.
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9. Seja f : R — R uma fungdo duas vezes diferencidvel, com f'(0) = 0e f”(x) > 0
para todo o x € R. Considere a fun¢do ¢ : R — IR definida por ¢(x) = f(senx).
(a) Determine e classifique os extremos locais da fungédo ¢.
(b) O que pode dizer sobre o niimero de solug¢des da equagdo ¢”(x) = 0?

10. (Exercicio 4.48 de [2]) Seja f uma funcdo definida numa vizinhanga de zero V,(0),
diferenciavel em V,(0) \ {0} e tal que xf’(x) > 0 para todo x € V.(0) \ {0}.

a) Supondo que f é continua no ponto 0, prove que f(0) é um extremo de f e
indique se é maximo ou minimo. No caso de f ser diferencidvel em 0 qual sera
o valor de f'(0)?

b) Mostre (por meio de um exemplo) que sem a hipétese da continuidade de f no
ponto 0 ndo se pode garantir que f(0) seja um extremo de f.

11. Determine intervalos de monotonia, extremos, concavidades, inflexdes e assimptotas
e esboce o gréfico das fungdes, definidas nos respectivos dominios por:

1 1
@f@=x+5  OFf=5p5373

2 _ 4
OfW =55  @W=1os (@ f@ =
(6 f0 = (g) () = T

12. Mostre que a fungdo f(x) = x + arctgx admite assintotas a direita e a esquerda e
determine as suas equagdes. Estude f quanto a monotonia e extremos e esboce o
grafico da fungdo.

13. Faga um estudo tdo completo quanto possivel da fungdo f : |1, +oo[ — R definida
por

f(x)=§+ln(x+1)—ln(x—1), Vr>1.

tendo em conta monotonia, extremos, concavidades e pontos de inflexdo, assimptotas
e contradominio. Esboce o grafico da fungéo.

14. Faca o estudo da fungdo f : R\ {-2} — IR definida por

x+1

fx) = , Yxe R\ {-2}.

x+2

tendo em conta monotonia, extremos, concavidades e pontos de inflexdo, assimptotas
e contradominio. Esboce o grafico da fungéo.
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15. Determine os extremos da fungdo f(x) = arctg(x?), classificando-os, e determine os
seus pontos de inflexdo. Esboce o grafico da funcao.

16. Faca um estudo tdo completo quanto possivel da funcdo f : R — R definida
por f (x) = x*e™ tendo em conta monotonia, extremos, pontos de inflexdo, contra-
dominio. Esboce o gréfico da funcéo.

senx

17. Esboce o gréfico da fungdo f(x) = 11— senx

em [0,27] (pode admitir que nado

existem pontos de inflexdo).

X .
18. Faca o estudo da fungdo f(x) = arctg (—1) tendo em conta monotonia, extremos,
x —
pontos de inflexdo, contradominio. Esboce o grafico da funcéo.

19. Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades, inflexdes e assimptotas
da funcdo f : R\ {0} — R dada por

f(x):x+2arctg%, VxeR\{0}.

Esboce o seu gréfico e indique o seu contradominio.

20. Considere a fungédo f : R — R definida por

?lnx ,x>0

f@={

(a) Mostre que f é uma fungao de classe C'(R).

(b) Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades, inflexdes e
assimptotas da funcéo f.

(c) Esboce o grafico de f e indique qual o seu contradominio.

21. Considere a fungéo f : [0, +oo[— IR, continua no ponto 0 e tal que

f(x) = Vx In(x), x > 0.
(a) Calcule f(0).

(b) Obtenha equagdes para as tangentes ao grafico de f nos pontos com abcissa
x=0ex=1

(c) Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades, inflexdes e
assimptotas da funcéo f.

(d) Esboce o grafico de f e indique qual o seu contradominio.
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22. Considere a fungédo f : R — R definida por

arctg(1 |—9|C_|x) ,X#0

fl) =

7 , X = 0.

(a) Estude f quanto a continuidade em todo o seu dominio, e quanto a existéncia
de limites quando x — +o0 e quando x — —oco.

(b) Determine (justificando) os pontos x € R onde f é diferenciavel e calcule a
sua derivada.

(c) Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades, inflexdes e
assimptotas da fungéo f.

(d) Esboce o grafico de f e indique qual o seu contradominio.

23. Considere a fungédo f : R — R, continua no ponto 0 e tal que

f(x) = arctg(%), x#0.

(a) Calcule f(0) e estude f quanto a existéncia de limites quando x — +oo0 e
quando x — —oo.

(b) Obtenha equagdes para as tangentes ao gréfico de f nos pontos com abcissa
x=0ex=1

(c) Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades, inflexdes e
assimptotas da fungéo f.

(d) Esboce o grafico de f e indique qual o seu contradominio.
24. Considere a fungdo f : R — R definida por

arctg (x?) , x>0
fo) =
xel™  x<0.
(a) Mostre que f é uma fungao de classe C'(R).

(b) Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades, inflexdes e
assimptotas da funcéo f.

(c) Esboce o grafico de f e indique qual o seu contradominio.

25. Considere a fungédo f : R — R definida por

X ) >
arcsen(1+x , x>0

f() =
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3.4

(a) Mostre que f é continua mas ndo diferenciavel no ponto zero.

(b) Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades, inflexdes e
assimptotas da fungéo f.

(c) Esboce o grafico de f e indique qual o seu contradominio.

Férmula de Taylor

a) Determine a férmula de Taylor de ordem 2, com resto de Lagrange, relativa ao
pontos a = 0 e a = 1, das fungdes seguintes:

e, In(1 + x), cos(mx).
b) Para a = 0, determine estimativas para o erro cometido ao aproximar a funcao
dada pelo polinémio de Taylor obtido no intervalo ]0, 1[.

(a) Determine o polinémio de Taylor de grau 3 em a = 0 das fungdes f : R — R
definida por f(x) = e*"~.

(b) Determine o polinémio de Taylor de grau 5 em a = 0 da funcdo f : R - R
definida por f(x) = e“>**.

. Use o polinémio de Taylor para escrever cada um dos seguintes polinémios como

um polinémio em poténcias de (x — 3).
x> —4x -9 if) x* —12x° + 44x* + 2x + 1 iii) x°

Determine ¢! com erro inferior a 107%, sem usar a calculadora.

(Exercicio 4.83 de [2]) Prove, usando a férmula de MacLaurin?| com resto de La-
grange, que se tem
2
T —ll-x+ =
e ( X+ )

Prove, usando a férmula de MacLaurin com resto de Lagrange, que se tem

senx — x—x—3
6

Seja f uma fungdode classe C*(R) tal que o seu polinémio de Taylor de grau 4 em
a é dado por:

1
< ¢ Pparax € [0,1].

<0.01, paraxe]0,1].

2Qu seja, a fomrula de Taylor em a = 0.
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@) pao(x) =1+x% a=0, (€) pai(x)=-2+2x-x% a=1.
3

4
) pro() =1+ = -7, a=0,

Em cada caso, determine f(k)(a), k =0,1,2,3,4 e decida se f tem um ponto de
extremo local em 4, classificando-o

8. Seja f uma fungao de classe C°(R) com polinémio de Taylor de grau 5 em a dado

por:

@) psp(x) =1+x*, a=0, (©) psa(x) = 1x? (1 - %), a=1.
(b) pso(x) =x>-x°, a=0

Em cada um dos casos, determine f®(a), parak = 0,1, ...,5, e indique justificando
se f tem ou ndo um extremo local no ponto a.

9. Sejam f uma fungdo 3 vezes diferenciavel e g definida por g(x) = f(e*). Dado que
o polinémio de Taylor de ordem 2 de f relativo ao ponto 1 é 3 — x + 2(x — 1)?,
determine o polinémio de Taylor de ordem 2 ema = 0 de g.

10. (Exercicio 4.83 de [2]) Prove, recorrendo a férmula de Taylor, que se f : R — R
verifica a condi¢ao
f™(x) =0, paraqualquerx € R

entdo f é um polinémio em x de grau menor do que 7.

11. Seja f : R — R uma fungdo 3 vezes diferencidvel. Use a férmula de Taylor para
mostrar que, para qualquer a € R, se tem

Fr(a) = lim J@t M =2f@+ fla—h)

h—0 h2

12. (Exercicio 4.90 de [2]) Seja f uma funcdo de classe C*(R) e considere a fungéo g
definida por g(x) = xf(x) para todo o x € R. Se ¢” é estritamente crescente em IR e
<"(0) = 0, prove que f(0) é minimo absoluto de f.

(Sugestao: Escreva a férmula de Taylor em a = 0 de 1* ordem de g e use-a para
determinar o sinal de f(x) — f(0)).
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4 PRIMITIVACAO

1. Determine uma primitiva (imediata) de cada uma das fungdes:

(@) 2x* +3x°,

1 1

(b) —x+;+x

Vx
(c)

Vx

(d) V1-x,

X2—x+1

(i) e +2%,

© Va2 + Vad
: G) sh(x/4)
1-x
(B e, (k) sen(2x),
3 1
(&) x+3 @) o1
() (x —2)¥’ (m) sen2x’

2. Determine uma primitiva de cada uma das fungées:

x3

3+ x4

(a)

ex
1+ 2¢*’

(b)

Ccos x
1+senx

()

e Vx
\/EI

(d)

) ee, (m) 2x Va2 -1,

(8) Ceotsizxx, (n) chxV1+shy,
sen x

(h) X COS(.’C2 + 2), (O) m,

(i) e*sen(e"), o) Y +1

G) 2V + 23, P V1 - x?

e! (@) tgx,

W T :
X

(1) x(® -1y, ) T

45

(s) cosxysenx,

sen(2x)
1+ sen?x’

(t)

(u) cosxsentx,

senx
2 7
COS“ X

(V)

shx
2 +chx’
1

x(1+1nx)

(w)
(x)
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3. (Exercicio IV.22 de [2]]) Determine uma primitiva de cada uma das fungdes:

a) (x> + 1), b) e,

1 x
Vi T
g) cotgx h) 3% * sen 2y,
. e* x
) N K (1 +x2)%’

4. Calcule uma primitiva de cada uma das fungdes:

a) V2x + \/g,

b) 3sen x + 2x?,

2 3senx
d) xe ™, —_—,
) xe €) (1 + cosx)?
1
2 sen x
g) e~ > cos x, ) G
1 X
i 7 k PR
J) (1 + x?) arctg x ) 1+ %
1 e*
™) T A T
X cos(In x)
p) ———, s) ———,
V1 — 2x* X

5. Determine uma primitiva das fun¢des seguintes:

(a) cos®x, (d) 4cos”xsen’x,
(e) shxch?x,

(f) 3ch’x,

(b) sen®xcos* x,

(c) cos® xsen’x,

cada uma das alineas seguintes:

a) f'(¥) = 5z, xR, f(0)=1.
b) ¢(x) =L, xe R\ {1}; g(0)=0,5(2)=3.

C) 2x—1,

X3

x8+17

| g Vx

ik

1) cos x cos 2x.

x2

) 1+ a8’

f) x V1 + x2,

1

2+ x2’

1) —1 ,
Vx(1 + x)
arcsen x

1-x2"7
1
xlnx’

i)

0)

t)

(g) tg’x +tg'x,
(h) tg®xsec’x,

(i) sec*x.

(Exercicio IV.23 de [1]]) Determine as fung¢des que verificam as condi¢gdes impostas em

c) W' (x) = sec’ x, para x no dominio de secx; h(kn) =k, k € Z.
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7. (Exercicio 5.5 de [2]) Para cada uma das fungées definidas pelas expressdes
e* 1
2+’ (1 + x2)(1 + arctg? x)

x sen(x?),

determine se possivel:

a) uma primitiva que se anule no ponto x = 0;

b) uma primitiva que tenda para 0 quando x — +oo.

8. Calcule uma primitiva de cada uma das fung¢des racionais (todas imediatamente

primitivaveis):
) b) (x_%)s 9,
d) ﬁ, e) %, f) xh—%ﬁ’
8) % h) %1 0 ﬁ

9. Calcule uma primitiva de cada uma das fung¢des racionais, utlizando uma decomposicdo
em frac¢Oes simples adequada:

) 1 b) x+1 C)x2+x—4
x2+x x(x —1)27 x(x2 +4)’
2 +1 x° x
d) —— fy ——m—
) 2a-1) € -1 ) T2
x3 +2x2 + 2x xt X%+ 4x? — 4x
& a1 b w1 a1
) 3x%+2 K 2x—1 N 2x>+x-5
] x(x2 4+ 2x + 2) ¥ —-3x2+3x -1 (x + 1)%(x — 3)’
2x x+2 1+ x?
M) E D+ 1) N @S2 ) iy
) x?+3x -2 ) 2x% +4x + 3 0 3x*+3x+1
p (x+1)2(x - 3)’ d (1 +x)(x2+2x+2) X 4+2x2+2x + 1

10. Determine todas as primitivas de cada uma das fung¢des do exercicio anterior (nos
respectivos dominios).

11. (Exercicio 5.16 de [2]) Determine
a) Uma expressdo geral das primitivas da func¢do definida em R por

F(x) = (x + 1)e 2,
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12.

13.

14.

15.

16.

b) A primitiva G, da funcéo
_ x+3
g('x) - x4 _ xz

definida no intervalo ]1, +oo[ e que verifica a condi¢do lim,_,; G(x) = 3.

(Exercicio 5.3 de [2]) Determine uma funcdo F definida em R\ {1} que obedece as
seguintes condicdes:
1

F(x) = 17

F2) =0, lim F(x) = 10.
X—+00
(Exercicio 5.12 de [2]) Determine a fungdo ¢ : ]-1, +oo[ — IR que satisfaz as condi¢des

Ve /() =, YO = Y/O) = 1.

1+x’

Usando o método de primitivac¢do por partes, calcule uma primitiva de cada uma das
funcgoes:

a) e*(e" + x), b) ¢ sen x, ) e,
d) arctg x, e) Vxlnx f) x(1 + x*) arctg x,
x° 1 , )
) , h) In (— + 1), i) 2’ x,
& V1 +2a8 x
1 1
A T2
j) In"x, k) e cos 7 1) cos2xIn(tgx),
Inx
m) 3x V1 — x2 arcsen x, n) ——, 0) chxcosx,
(1+ x)?
X 1 xz
p) 3" cosx, q) cos(Inx), r) m

(Exercicio IV.25 de [1]) Usando o método de primitivacdo por partes, calcule uma
primitiva de cada uma das fungdes:

a) xe*, b) x arctg x, C) arcsenx, d) xsenx,

7
3 X2 3 n X
e)x e, f) In X, g)x lnx, n €N, h) m

Usando o método de primitiva¢do por partes, calcule uma primitiva de cada uma das
funcoes:

a) Xcosx b) xInx c) x*senx

d) xIn(1 + x) e) cos’(x) f) sen®(x)

g) cos’(x)sen’(x) h) Vxarctg(1/ Vx) i) Vxarctg(Vx)
. x° ) Inx

j) N k) x(Inx) 1) N

m) sen(x)In(1 + senx) n) x°sinhx 0) cosh?(x)
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17. a) Usando o método de primitivacdo por partes, mostre que, para k € N, k > 1,
tem-se:

p x? 1 x _p 1
(1T+x2)k) 21—k \ (1 +x2)k-1 (1+x2)1))
b) Justifique que, parak € N, k > 1,

1 1 x 1 1
P((1 T x2)k) T2 R Ayl (1 "o —k))P((l +x2)k—1)'

(Sugestao: :

1 _ _ x2 )
(1422 7 (14a2)k-1 (1+x2)k /*

c) Utilize a alinea anterior para calcular

1 1

18. Usando a substitui¢do indicada num dominio apropriado, determine uma primitiva
de cada uma das seguintes fungdes:

5 1
a)2(x+1)(\/§+2)/x:2 b)(2+x)\/m,x+3:t2

1 1
c)(x_|_3)—x\/ﬁ,3c+2:t2 cl)m,x+1:t2
e)x\/%izx,1+2x:t2 f)ﬁ,x:t‘6
g); x—T—Z'tz:xiZ h% i_i'tzzi;i
i)1+ex,t:ex j)\/11+_ex,t2:1+e"
k); t=Inx 1) ! t=Inx.

x(4 —In’(x)) xInx(1-Inx)’

19. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes fungdes, utilizando substitui¢des

apropriadas:
a) ﬂ’ b) — 1 ) Q) %/
x(4 - Vx) xV1+x 1+e>
e 2Inx -1 1
H__ -
d) (1 + ex)(ex — 1)27 ) xInx(Inx — 1)’ ) sen? x cos x’
e 1 L Vx—1
g) 2x 1’ h) 3 3 ’ 1) 7
e~ + Jx(1 + Vb x
L Vx=1 e 1
j) k)

Ny —
1’ (e =11 +ev)’ : Q-x)Vi—x
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1-t
m gx,
1+tgx

20. Determine, usando a substitui¢do indicada num dominio apropriado, uma primitiva

de cada uma das fung¢des seguintes:

a) secx, t =senx,

c¢) V1 —x2, x =sent
V1 — x?

e) p , X = COoSt,
senx X
———, g5 =1
g)1—senx 82
. 3senx+3
i) ———, t =seny,
Cos x + sen 2x
1
k) , X =tgt,
Va2 +1
1
m) t=V1-x3

0) V4 +x2, x = 2tgt,

COS X B
V I sem(m ' =50
s) sent t =cosx
sen?(x) + 3(cosx —1)"
1
u) , t = sen(x)

cos x(1 — sen x)

w) g t = sinh(x)

21. Determine, usando a substitui¢do indicada num dominio apropriado, uma primitiva

de cada uma das fun¢des seguintes:

a) V1+x2, x = tgt
1
) Vx2 -1, x:—t

cos
1

e) ————, x =sent
x V1 —x2

50

n) x(Inx —1)2’ ¥ + Va2

f)

Inx 1

b) ! X = sect
x2\/x2—1’ ’
L to X =t
1+senx + cosx’ 857
f) ex/2
, t= V1 —¢~,
V1 —e*
1
h) ———, x = sen’t,

Vx(1 —x)
j) sec’x, t = senx,

D CcoS X
1+ senx — cos?x

1
n) , t= V1l +¢,
V1 +e*

x(x—1)

Va2 -1

Cos X
r) ——, t =senx

V1 + sen?(x)

sen(2x)

, t=senx,

, X =sect.

p)

t)

, t =cosx
cos x(1 + cos?(x))

1
senx(1 + cosx)’

v)

t = cos(x)

X)

, t=1tgx.
2+tgx 8%

b) V1 +x%, x = sinht
d) Va2 -1, x = cosht

1
x\/1+x2/

=1+
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22.

23.

24.

25.

g) 1 x =tgt h) 1 x = sinh t
xVi+a Vit
1 1 1
i) ,P=xr-1 j) , X = ——
xVxz -1 xVx2 =1 cost
1 1 )
k) ———, x = cosht, ) ————, x = sen“(f)
xVx2 -1 x(1 - x)

(Exercicio 5.21 de [2]) Determine, ou justifique que ndo existem, fun¢des que verifi-
quem as seguintes condigdes:

arctg x

a) f'(x)= E

= lim, 4o f(x) = 0.

1
b) g'(x) = M*_—ﬁ_c)

(Exercicio 5.24 de [2]) Determine, ou justifique que nado existem, fun¢des que verifi-
quem as seguintes condiges:

a) f”(x) =(1+senx)cosx, f'(0) =0, f(0) = 3.
b) &'(x) = 1, limy e g(x) = 1.

x> 16, lim, . g(x) = 1.

Determine uma funcdo ¢ : R — R que verifique as condi¢des seguintes:

X

lim '(x) = -1, lim p(x) = g

(P (x) = —(ex T 1)2 7 Yoo

Determine, utilizando métodos de primitivacdo adequados, uma primitiva de cada
uma das seguintes fungdes:

a) |x|, b) x arcsen %, ¢)sen(lnx + 1),
1+1In’x
2 2
d) sen®x cos®x, e) Vxarctg Vx, f) ATy
e~ 1+x
- h . 3
g) 2 _ gt 10 T+ \/E’ i) cos’ x,
1-x 1
i 4 1 1
j) cos™x, K xin /7 ) G DE+ D+ 3)
In(In x) 1,
m) xlnx ’ n) lln(fc + \/;), O) Fe' ’
p) cosxIn(1 + sen®x), q) n(;x), r) xarctg2 X,
In(1
) n( +x), H 1 ’ u)xcosx,
Vi+ax sen x sen? x
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v) —nX w) In(cos x) tg x X) S
T 3oy &% (r+1)Vr+2
1
2
y) (arcsen x)?, 2 s x(1 —senx)’

26. Determine, utilizando métodos de primitivagdo adequados, uma primitiva de cada
uma das seguintes fungdes:

e 1
a) e (1 + ¢ b) —— C
e +2e +1 )\/x—1+\/x+1
1+x 2x 1
Ve e i3 RTINS
Inx 1 x+1
— h) —— i
8 (1+ x)? ) V2x — x2 ) 41— 2
.. sen’(x) tg x )
) cos?(x) K cos3(x) D xtg"(x)
1 arctg x arctg x
m) sen3(x) n) x? AT
p) xarctg(l + x) q) arctg( Vx) r) In( V1 + x?)
s) xIn( V1 + x?) t) arcsen(1/x) u) arcsen( Vx)
v) eV w) In(x + V) x) €' In(1 + ¢%)
) x+1 sen x
Y6 ax3 ) senx +cosx’
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5 CALCULO INTEGRAL

5.1 Definicdo e propriedades do integral

1. (Exercicio VIL.1 de [1]) Considere a funcdo f definida no intervalo [0, 2] por

1 sexe]0,1]
fx)=¢2 sex=1
3 sex€]l,?2]

(a) Mostre que para toda a decomposicdo do intervalo [0, 2], as somas superior Sy(f)
e inferior s,4(f) verificam s;(f) <4 < Si(f).

(b) i{ecorrendo directamente a defini¢do, mostre que f é integrdvel e que foz fx)dx =

2. (a) Sendo f : [4,b] — R uma fungao integravel, mostre recorrendo a defini¢do, que
f? é integravel. (Sugestdo: Considere f > 0; o caso geral segue de f2 = |f]?).
(b) Sendo f : [a,b] — R, g : [4,b] — R integraveis, justifique que fg é integravel.
(Sugestao: fg = 3((f +87* - f* - &)

3. Seja f : R — R dada por
x sexeQ

f(x):{ 0 sexeR\Q
(a) Mostre que folf(x) dx = fol xdx =1/2.
(b) Justifique que f ndo é integrdvel em [0, 1].

4. Seja f : [0,1] = R dada por

0 sex=0,

% sexe]ﬁ,%],keN.
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10.

11.

(a) Mostre que f ¢ descontinua em qualquer ponto da forma x = ¢,k € N, k > 2.

(b) Mostre que f é monoétona crescente. Justifique que f é integrdvel em [0, 1]

. Diz-se que f : [a,b] — R é seccionalmente continua se f é continua excepto num ntimero

finito de pontos {cy, . .., ¢4}, incluindo possivelmente os extremos a e b, e em que todos

os limites laterais lim,_,.+ f, lim, .+ f, lim,_;- f existem e sdo finitos. Mostre que se
1

f :[a,b] = R é uma fungdo seccionalmente continua entdo f é integravel em [a, b].

. Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua, f > 0. Mostre que se fa ' f =0entdo f é

identicamente nula.

Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua, com f(x) > 0, x € [a, b]. Mostre que se existe
c € [a,b] com f(c) > 0 entao fab f(x)dx > 0.

b . :
. Mostre que se f é continua em [a,b] e fa f(x)dx = 0, existe pelo menos uma raiz da

equacgdo f(x) = 0 no intervalo [, b].

. Sejam f, g : [a,b] — R fung¢des continuas. Mostre que se fa ’ f= fa ' g entdo existe pelo

menos um ponto c € ]a, b tal que f(c) = g(c).

Sendo f uma fungdo continua em IR, prove que se é nulo o integral de f em qualquer
intervalo limitado, entdo f(x) = 0, para qualquer x € R.

Dé um exemplo de uma fungdo integrdvel e com integral nulo em qualquer intervalo

limitado e que ndo verifique f(x) = 0 para qualquer x € R.

Prove que, se f é continua em [a,b] e g é integrdvel e ndo negativa em [a, D], existe
c €]a, b[ tal que

b b
f f()g(x)dx = f(c) f g(x)dx.

5.2 Teorema Fundamental do Calculo

1. Determine as derivadas das fung¢des seguintes:
(a) J;X sen(tz) dt, (c) jjx etz dt, (e) j;:l sen( \/E) dt,
() [ cos()dt, @) [ e, ® [ xcos(Vhdt.

2. (Exercicio 6.13 de [2]) Calcule ¢’(x) sendo ¢(x) = fx ? x2esent gy,

'0u seja, f é um exemplo de uma fungéo integravel com um ntimero infinito (numeravel) de descon-

tinuidades.
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3. Seja f : R = R uma fungdo continua e y(t) = fox(x — t)f(t)dt. Justifique que ¢ é
duas vezes diferenciavel e calcule ¥ (x).

4. (Exercicio 6.9 de [2]) Mostre que se f é uma funcdo diferencidvel em R verificando
a condicao

fxf(t)dt:xf(x), Vx e R
0

entdo f é uma funcdo constante. (Sugestdo: derive ambos os membros da igual-
dade anterior).

5. Mostre que a fungdo seguinte é constante (ie ndo depende de x):

sen x

—COsXx Vl_tz

P(x) = dt, xe€ [O, g]

6. (Exercicio 6.16 de [2]]) Calcule

1_ fox sen 13 dt
1714 R —

x—0 x4

7. Calcule os limites:

sen(t?) dt, b) lim

a) lim x n—— .
2 [ e¥i-1)at

X—+o00

farctgx j(;xz te\ﬁ dt
T

8. (Exercicio 6.53 de [2]) Seja f uma fungdo continua em R e tal que f(x) > 0 para
qualquer x € Re F(x) = fox f(t)dt.
(a) Justifique que F é diferencidvel em R e calcule F’(x).
(b) Mostre que F é estritamente crescente e que, para x € R\ {0}, xF(x) > 0.

(c) Prove que se f tem limite positivo quando x — 400, entdo lim,_, . F(x) = +oo.
Mostre, por meio de exemplos, que se for lim,_, .. f(x) = 0, entdo lim,_, . F(x)
pode ser finito ou +co.

9. (Exercicio 6.46.c) de [2]) Seja f uma funcdo continua em R e

3 %fxf(t)dt sex #0
F(x)—{ Of(O) sex=0

Prove que F é continua em R e diferencidvel em R \ {0}; mostre que, nas condi¢des
indicadas, F pode néo ser diferencidvel em 0.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Seja f : [-1,1] — R uma fungdo continua em [-1,1] \ {0} tal que f(0*) e f(07)
existem em R e para x € [-1,1],

F(x) = fo fhdt,  Gx) = f F(t)dt.

(a) Justifique que F e G estdo bem definidas.
(b) Mostre que se f(0*) # f(07), entdo F ndo é diferencidvel em 0.
(c) Mostre que G é diferencidvel em 0 e G’(0) = f(0*) + f(07).

Sejam f, g : [a,b] — R fungbes continuas. Mostre que se fc ! f= j; ! g para quaisquer
c,d € [a,b], entdo f(x) = g(x), Vx € [a,b].

(Exercicio VI.15 de [1]) Sejam u e v fung¢des continuas em R e tais que, para cada

x € R: . .
‘fa u(t)dt :fb o(t) dt,

ondea,b € R. Mostre queu =ve fab u(t)dt = 0.

Sejam f : R —» R e g : R = R duas fungdes integraveis em qualquer intervalo
limitado e a seguinte propriedade:

ff(t)dtzzfoxf(t)dt VreR,

" (5.1)
f gt)dt=0 VxeR.

a) Mostre que se f é par e g é impar entdo verificam (5.1)).
b) Mostre que se f e g sdo continuas e verificam (5.1)) entdo f é par e g é impar.
c) Forneca exemplos de fungdes f e g que verificam (5.1) e que ndo sejam par nem

impar, respectivamente.

Determine o dominio, intervalos de monotonia e extremos locais das fun¢des:

a) f() = [ et b) g0 = [ L dt, Q) h(x) = [*(x - t)e” dt.

0

Considere a funcao

er e

Fx) = — sex #0,
0, sex =0.

a) Justifique integrabilidade da fungdo f, em qualquer intervalo limitado de IR.
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b) Definindo W(x) = fox f(s)ds, justifique que se trata de uma funcéo diferencidvel
em IR, e calcule W' (x), x € R.

|t e~
dt.
1+

16. Considere a fungdo de variavel real definida por y(x) = f

a) Calcule os zeros e o sinal de ;

b) Mostre que y(x) < maxte 0111n (1 +t4) Y reR-

17. (Exercicio 6.49 de [2]) Supondo que f é uma fungdo diferencidvel em R e tal que,
para qualquer x € R, f(x) <0e f'(x) <0, considere a fungdo g definida em IR por

x2—4x+3
= o

(a) Determine os intervalos em que ¢ é mondtona, os seus pontos de maximo
ou de minimo e as raizes da equagdo g(x) = 0. Estude ainda o sentido da
concavidade do grafico de g.

(b) A fungdo g é majorada? E minorada?

5.3 Regra de Barrow e aplicacdes

21 14 1 1
a)f —dx b)f —dx c)f xdx d)f tg x dx.
1 X 2 X -1 -1
1
a) f In x dx, b) f arctgxdx

2

1
Q) fo In(1 + V) dx, d) f sen 2x

1+sentx

i cosx
—d f —d
e)fo senx +cosx )‘[2 Zrax+5

3. Calcule o valor dos integrais seguinteS'

" !arctg X T,
a) xarctg x dx, b) - dx, Q) sen” x dx,
1 1 +x 0
1 1
1 1
d)fx_gdx' f’fom‘”

0
g) X arcsen (—) dx, h) f cos® x Vsen x dx, i) f
V2 X 0

o 1+e*

1. Calcule

2. Calcule
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4. (Exercicio V.9 de [1]]) Sendo F(x) = flx %et%ldt, x > 0, mostre que
1
F{-]=—-F(x).
(5)=-F

5. Seja f : R* — R uma funcédo continua. Define-se F : R* — R através da expressdo
1

F(x) = ff_z f(tx)dt. Justifique que F é diferencidvel em R*, e mostre que

o1 1, (1
F'(x) = ;(xl—“(x)+;f(;)), x> 0.
(Sugestao: considere a mudanga de varidvel tx = v.)

6. Mostre que, para qualquer x > 0,

1 T
f Sdt= | ——adt.
; 1+t 1x L+t

(Sugestao: use uma substituicdo de varidvel adequada.)

7. Considere a func¢do F : R — R definida por F(x) = f e dt. Mostre que
0

1

1P dx = F(1 !
[ Fwrdr=r- 3+ 5

(Sugestao: use integracdo por partes.)

8. (Exercicio 6.45 de [2]) Uma funcdo f : R — R diz-se periédica de periodo T > 0,
sse Vx € R, f(x) = f(x + T). Mostre que, se f é continua e periédica de periodo
T > 0, entdo

x+T
(@) G(x) = f f(t)dt é uma fungdo constante em R.
(b) Sendo F uma primitiva de f, F serd também periédica de periodo T sse
T
[ fdt=o.
9. (Exercicio 6.56 de [2]) Considere a fungdo f(x) = fx > cost dt.

(a) Determine o seu dominio e mostre que f é par.
(b) Mostre ainda que é diferencidvel e calcule a sua derivada.

(c) Mostre que existe a > 0 tal que f é mondtona e limitada em ]0,a[. Que pode
concluir da existéncia de lim,_,o f(x)?

58



CDI-I 2°Sem. 2014/15 LEIC-A 5.3. REGRA DE BARROW E APLICACOES

10. (Exercicio 6.51 de [2]) Sendo ¢(x) = %, se x # 0 e ¢(0) = 0, considere a funcao
g() = [[ o(b)dt.
(a) Justifique que g é impar.
(b) Determine g’(x), para x # 0 e ainda g’(0).

(c) Indique as abcissas dos pontos onde o grafico de ¢ tem tangente horizontal.
Justifique que g é estritamente crescente.

(d) Justifique que g é limitada.
11. (Exercicio V.14 de [1]) Considere a fung¢do ¢ :]0, +co[— R definida por

oot
¢(x)=f1 mlntdt

a) Calcule ¢(2).

b) Mostre que ¢ é diferencidvel e calcule ¢’ (x).

c) Estude ¢ do ponto de vista do crescimento e mostre que hd um sé ponto ¢ > 0
tal que ¢(c) = 0.

12. Calcule a drea limitada pelas linhas de equagdes:

a) y=9-x*ey =1 g) y=In(l+x),y =-In(1+x),x =e—1.
b) ¥* =4(1-x)ey* =22 —x), h) y=In(1+x?),y=1In2,

o) ¥’y =1,y=-27x,ex = -8y, ) y=xe!,y=1ex=0.

4 y=Fey= V& ) y=x—2%,y=cosx,

e) y=1x,y=xey=x% k) y=x>,y=Ley=x.
fy=e,y=1-xx=1. ) y=e',y=e“ex=2.

13. Calcule a drea de cada uma das seguintes regides do plano:

a) {(x,y) ER*:x2 <y < |xl},

b) {(x, ) eR*: x>0, y>x, y>x°, y<4x],
o {xy)eR*:0<y<lnxAx<a},a>1,
d) {(x,y) eR*:0<x<In2, 0<y <},

2. 1
@) {(ty) eER:0<x<2,0<y< ——}

1
) < x(1+In? x)}
)

y
g) {(r,y) eR*:0<x<%,0<y<xsenx}.

)i,y eR*:1<x<e,
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14.
15.

16.

17.

18.

h) {(x,y) eR?:0<x<1,0<y< \/1_}

Calcule a area limitada pela elipse de equagao "4—2 +y> =1

(Exercicio 6.61 de [2]) Calcule a 4rea de regido plana definida pelas condicdes
P+t <dey> V32

(Exercicio 6.62 de [2]]) Calcule a drea de regido do plano limitada pelo gréfico da
fungdo y = arctg x e pelas rectas de equagdox =1ey = 0.

(Exercicio 6.63 de [2]) Calcule a area de regido plana consitituida pelos pontos
(x,y) € R?, que satisfazem as condig¢des seguintes:

2

Ogygz, yzlx, y < arctg x.
4 16

(Exercicio 6.70 de [2]) Calcule a drea da regido do plano limitada pelas curvas de
equagoes
y=Inx, y:Ian.
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6 SERIES

6.1 Séries numéricas

1. Mostre que cada uma das seguintes séries é convergente com soma igual ao valor

indicado.
= 2 = 21430 3 = 3+l
a)Zl3n—1:3 b)Zl 6n :E C)ZlZZn :9
= 2l 50 S 2+ (-1)" 5
Vo535 LT T3

2. Use os resultados do Ex. 1.2.15 e a defini¢do de série para verificar que:

1 1 = (k —2)?
2 d) Z =2
k=1

(k+1)!

k=1

b)iﬁzz e) wwﬂ_
k=1
)3

3. Para cada uma das seguintes séries, estude a sua convergéncia, calculando, se
possivel, a sua soma.

a) Zn:l—l' b) ;enn_%,
- 1 =1
°) ;(n+1)(n+2)' d) ;n2—1’
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(Vir+1- i), (V= Nn+1),

gk

e)

=
Il
—_

3"+ (-1)"
gn 7

n . i (_1)ne—n+l
ln(n+1)' ) nzzf 2-ml 7

g) (_1)nn—n+2, h)

=
Il

gk

i)

gk

Il
—_

n

> Vit 1- yi
Kk , 1 :
); +1\/ﬁ )n=0 3"

. 1 1 . nyH—-n
m)nzﬁ—m, n) ;<2+<—1> 27",

n
0) ,;{ arctg(n + 1) — arctg(n), P) ; arcsen (m) .

4. Determine a natureza das seguintes séries (de termos ndo-negativos):

n—2 1
D 231 )Zn+1 )Zn2+2 d)z\/m
2

n+1 n n! n
e)Zn3+1 ﬂZm g)Z(n+2)! h)Zn3+1

) 1 ) n n D21
I)Z\/3n2+l D L k)Z3ﬂ—1 D23
5. Determine a natureza das seguintes séries.
(n+1)> n3 (2n)!
a) Z 32n b) Z ! ) Z d) Z (zn)v
2"n! 3”n' N
e)znn f)Z g)Zb—n,a,beR

6. Determine anatureza das seguintes séries de termos ndo-negativos, usando critérios
de convergéncia apropriados:

. n+1 = "
b) , c)
;\/n3+n2+1 ;n2+7’l!

n

- = 142"
Z). )l’ e) Z 1t2n’ f)
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=1 420+ - 2\" R 2\"
N > n °°(1000)n
, k —_— 1
]);31,16_1 );n\/ﬁ+1 )ZS n!
= 1 —2" =1 - arctgn
WYy Y e o) Z

1 = n = 712"
a) , b) ) ——, <) /
Z i+ 4 Z Vit 2+ 1 Z !
= 7l — 1 (n!)?
DL ) = Z ny’
n=0 n=2 n
b on * 171000 b n!
8 L1 +3" h) z;a (1.001)" Zg en’
. 1 - [2n)!] AP o 3
) 3 4 4 k) 4 ( n+ - \/—)
) nZ:f VnVn+1vVn +2 nzz;‘ n!(3n)! ZO‘

8. (Exercicio 2.13 de [2]) Determine a natureza de cada uma das séries
- 1+ 1)" 2+n' = (2n—1\"
Z Z ’ Z (3n + 1) '

n=1 n=1 n=

9. (a) Determine a natureza das séries

(Sugestao: Utilize o critério do integral para i) e ii) e o critério de comparacao
para iii) e iv).)

(b) Justifique que as séries

=1 =1
;nln“n' ;nalnn

divergem para @ < 1 e convergem para a > 1.
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10. (a) Justifique que se f é uma fungéo real tal que

lim @ =LeRR",
-0t X

entdo, para qualquer sucessdo a, > 0 com a, — 0, as séries ) a, e }, f(a,) tém
a mesma natureza.

(b) Determine a natureza das séries seguintes:

[o¢]

isen(%), i(e#—l), Zn"‘arctg(%).

n=1 n=1 n=1

11. (Exercicio 2.15 de [2]) Sendo (a,) o termo geral de uma sucessdo de termos positivos,
indique, justificando, a natureza das séries

Ya+a), Y = 1 -

12. (Exercicio2.17 de [2]) Seja (a,,) uma sucessdo de termos positivos e (b,) uma sucessao
limitada.

a) Mostre que a convergéncia da série ) a, implica a convergéncia da série }_ a,b,,.

b) Use o resultado anterior para provar que se a série ), a4, converge entdo também
converge Y, a2.

c) Mostre, por meio de um contraexemplo, que a reciproca da proposi¢do anterior
é falsa.

13. Determine se sdo absolutamente convergentes, simplesmente convergentes ou
divergentes, as seguintes séries.

@ Y (H), @ Y- v, 0 X
n=0 n=0
oo . (=1
= 1y o Yl O LVEd
- 7 n
® L = Ly D!
n=0 o0 () Z 21

(_1)nn3000

© 253— @ Y () Z(—1)”1“T”.
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14. (Exercicio 1I1.17 de [1]) Determine se sdo absolutamente convergentes, simples-
mente convergentes ou divergentes as séries:

15. Mostre que se . |a,| converge entdo ), a2 também converge. Dé um exemplo em
que Y. a5 converge mas )., |a,| diverge.

6.2 Séries de poténcias

1. Determine para que valores de x € IR as seguinte séries convergem absolutamente,
simplesmente ou divergem:

= " (2x)%" = (nx)"

@ )5 @Znﬂ © X vy
(x +2)" )"22” = nl(x — 1)
D ) e

2. Para cada uma das seguintes séries de poténcias, determine o conjunto dos pontos
x € R onde a série é absolutamente convergente, simplesmente convergente e

divergente.
Lt oL oLy
2D¥ (szn _2 - e ). n\_/fl x+1" 6 (j%
8y \(/% P Y 2y g Y EE
Tt wISE 2Lt
" %%%i W ¥ >Z§?

3. Determine para que valores reais de x sdo absolutamente convergentes, simples-
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mente convergentes e divergentes as séries

- x \" = nx” = 1 (x—2\"
a)nzz;‘(x+1)' b)nzz;ln2+1’ c);%( X )'
= (x — 3)" = 2" ;
d) L nt1 e);usn(x DA

4. (Exercicio II.18 de [1]) Determine os intervalos de convergéncia das séries se-

guintes, indicando em que pontos é cada série simplesmente ou absolutamente
convergente:

. X2 . (=D" 5. - (x = 1)"
a)nZ_OA(2n+1)!’ b)nzzoaznﬂx ' ) L3l
(x +a)" = (5x + 1)
) Z e D M s o
n=0

5. (Exercicio 2.50 de [2]) Suponha que a série de poténcias de x

Yo

é convergente no ponto —3 e divergente no ponto 3:
a) Indique, justificando, se a convergéncia da série no ponto —3 é simples ou
absoluta.

b) Indique o conjunto dos valores de x para os quais a série é absolutamente
convergente e o conjunto dos valores de x para os quais a série é divergente.

c) Dé um exemplo de uma série que verifique as condi¢des requeridas no enunci-
ado.

6. Calcule o dominio de convergéncia e a soma das séries seguintes:

[} [} X — 1 n =) xzn
a) Z(_l)nxnﬂ, b) Z ( 211—1) ) Z 3n+1
n=0 n=1 n=1
- (2x)" il n . -1 n+
d) Z_; 4+ €) Z_;- a3 2 Z anr T DA
= (1)
D ) "y
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6.3 Séries de Taylor

1. Desenvolva as seguintes fun¢des em série de Taylor no ponto 4, indicando o menor
intervalo aberto onde esse desenvolvimento é valido. Aproveite para determinar
as respectivas derivadas de ordem n em a.

a) f(x) =, a=0, b) f() = 5—=, =0,

o) f(x) = cos(x + 1), a=-1, d) f(x) =lnx, a=2,

e) f(x) = fo ot dt, a=0, f) f(x) = fo " senf? dt, a=0,

1 1
B 0= o =0 M@=

i) f(x) = arctgx?, a=0, i) f(x) =In(x*+1), a=0.

a=1,

2. (Exercicio IV.16 de [1]) Quando possivel, desenvolva em série de Mac-LauriIﬂ as
fungoes:
a) x> +1, b) Inx, ¢) In(x + 3),
1 1 1
- - o
1—x) ®) G- 1) ) G- Da=2
1
g) Nk

Para os desenvolvimentos que nao for possivel obter, explique a razdo desse facto;
para os que tiver obtido, indique o intervalo em que representam a fungdo consi-
derada.

d)

h) xarctg x, i) senxcosx,

3. (Exercicio IV.17 de [1])
Questdo andloga a anterior, sendo os desenvolvimentos em série de Mac-Laurin
substituidos por desenvolvimentos em série de Taylor relativa ao ponto 1 e as
fungdes a desenvolver substituidas por:
2 1 X
a)x —x+1, b);, c)e’,

_r
(x +1)%

g) *(x—1)72, h) xIn(x — 1), ) Vx-1,

d) xInx, e) f) x2(x — 1)?,

!Te., em série de Taylor em a = 0.
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X4

1-2x

(a) Desenvolva f em série de poténcias de x e indique um intervalo aberto no
qual a fungdo coincide com a série obtida.

4. Considere a fungdo f(x) =

(b) Utilize o desenvolvimento em série encontrado para determinar ™ (0) e jus-
tifique que f tem um minimo local em 0.

5. (Exercicio 4.158 de [2]) Desenvolva em série de poténcias de x — 1 a funcao f(x) =
(x — 1)e* e indique os pontos em que a soma da série obtida é igual ao valor da
funcdo. Aproveitando o desenvolvimento obtido, calcule f™(1).

6. (Exercicio 4.146 de [2])

(a) Determine o raio de convergéncia da série de poténcias )| % e indique,
justificando, em que pontos é que a série converge absolutamente.

(b) Supondo que a fungdo g é definida pela igualdade

(1)
n=1 3" \/ﬁ

no conjunto de todos os pontos onde a série é convergente, calcule g(1) e g”’(1)
e escreva a série de Taylor no ponto 1 da funcédo x + g'(x).

gx) =

7. (Exercicio 4.154 de [2]) Desenvolva em série de MacLaurin a fun¢do ¢(x) = xIn(1 +
x%) e aproveite o desenvolvimento para justificar que a fungdo tem um minimo no
ponto 0 (mostre que ¢’(0) = ¢”(0) = ¢"”(0) = 0 e observe o sinal de ¢™¥(0)).

8. Desenvolva a funcdo
2

P(x) = fox In(1 + %) dt

em série de MacLaurin, indicando o menor intervalo aberto onde esse desen-
volvimento é vélido. Decida se ¢ tem um extremo em 0; em caso afirmativo,
classifique-o.
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Parte 11

Solucoes
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1 Numeros Reais (Solugoes)

1.1 Propriedades algébricas

1a) ¥ e) x i) Va2—4
b) x f) 2v+2 i) Vx(e+1)+x
o1 g) 2¥(+2) k) In(x)
d) |x| h) x ) 2In(x? + x72).

2. (@ x+x—-1=2x—-1,sex>1,oux+|x—1]=1,sex < 1.
b) x> -4 =x>-4,sex’*-4>0 x<-2Vx>2o0ulx>—4 =4-1x% se
¥-4<0e -2<x<2.
(© 22x+|x=3|+3—-x||=6,sex <3, oul2x +|[x 3|+ [3—x|]| = |4x — 6] = 4x — 6, se

x>3.

3.a)x=1vx=>2
b) -2<x<1
c) -1<x<1
d) x<0vx=1
e) x=—-4Vvx=2
f)x=1vx=2
g) x<-1v0<x<lvx>1
h) x=1vx=-1
i)0<x<lvx<-1

j) x<0

k) x>2vx<-32

) x<1

m) 2<x<2

n 2<x<1vl<x<?2
0) x<0

p) x=0

q 0<x<1

r) x<-2Vx>2.
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a) J=1,+oof f (-1)U[0,2]
o 10 el &) [-2,2]

o) [-4,1]

d) J-o0,—2] U {1} U [2, +o0[ h) ]-1,0] U1, +0]

e) [-2,-1]U[1,2] i) ]-oo,-1]U {0} U [1,3].

5. (a) Eleve os dois membros ao quadrado, por exemplo.

(b) Escreva |x| < |x —y| + |yl e |y| < |x — y| + |x| (porqué?).

6. (@) i VYerdwer a+x?=0.
ii. erRVyeR x > y.
i, Voer o—=11> 1= | > 2.

iv. YierYyz0 g >loex>y.
(b) Sao todas falsas.
(c) i. perVyer a + x% # 0; ii. Vierdyer ¥ < Y5 dil. drer v = 1] > 1 A x| < 2; iv.
FrerIyzo (E > 1/\x§y)v(E < 1/\x>y).
y y
7. a) Verdadeira; b) Falsa; «¢) Falsa; d) Falsa; e) Verdadeira; f) Falsa;

g) Verdadeira; h) Verdadeira; i) Falsa; j) Falsa; k) Verdadeira; 1) Falsa;
m) Verdadeira; n) Falsa..

8. a) %,’ b) %,‘ c) 40; d) %

1.2 Método de Inducao Matematica (Sols.)

1.a) 1+3+---+(2n-1)=n? VYneN:
Paran =1, temos2-1—-1 =1, que é uma proposicdo verdadeira.
Hipo6tese de indugdo: para certo n € Ny, temos 1+ 3 +---+ (2n — 1) = n?.
Tese (aprovar): 1+3+---+ 2n -1+ 2n+1)-1) = (n + 1)~
Usando a hipétese de indugdo, temos:

143+ +2n-1D+QRn+1D)-D)=n*+2n+2-D=n*+2n+1=m+1)>*
como queriamos mostrar.

Alternativamente, podemos escrever 1+ 3 + -+ (2n — 1) = Y,;_,(2k — 1) e usar
ofacto Y 2k —1) = ¥ Qk—1) +2(n + 1) — 1.
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b)

<)

1

14 L = 1 .
5tsst.+ —=, paran € N:

nn+1)
— 1 _ 1 11 ; - -
Paran =1, temos 5 = 17 © 5 = 5, que é uma proposicdo verdadeira.
. . ~ . 1 1 1 — _n_
Hipotese de indugdo: para certon € N, temos 15 + 35+ ... + ;05 = 77
L1 1 1 — ntl
Tese (a provar): 5 + 33+ ...+ 105 + Doy = ni2

Usando a hipétese de indugao, temos:

i+i+...+ ! + L S L

1.2 23 nn+1l) m+1)n+2) n+l Mm+1)(n+2)
nmn+2)+1  n*+2n+1
m+Dn+2) @n+1)n+2)
m+1?  n+1

m+1D)n+2) n+2

como querfamos mostrar.
(Alternativamente: usando somatérios, como a)).

(n!)? > 2"n?, para todo o natural n > 4:

Para n = 4, temos (4!)? > 2* .42 & 22.32.42 > 2¢. 42 & 32 > 22, que uma
proposigdo verdadeira.

Hipo6tese de indugao: para certo n € N, n > 4, temos (n!)? > 2"n?.

A provar: ((n+ 1)!)? > 2" (n + 1)%.

Temos (11 +1))2 > 27 (n + 172 & (n+ 12112 > 2 (n+1)2 & (n!)2 > 2 -2. Por
hipotese, (n!)> > 2"n? e como n? > 2, se n > 4, o resultado segue (da propriedade
transitiva).

Dadoa€R, (@a—1)(1+a+---+4a") =a"! -1, para qualquer n € Ny:

Paran = 0, a condi¢do acima ficaa—1 = a -1 que é uma proposicdo verdadeira.
Hipotese de indugdo: paracerton e N, @—1)(1+a+---+a") =a" - 1.

Tese: (a—1)(1+a+---+a" +a™') =a"? - 1.

Simplificando o lado esquerdo da igualdade acima, temos que

@-DA+a+---+a"h) = (@a-1)A+a+--+a")+(a—1a"".
Usando a hipétese de indugao, temos agora

@-DA+a+-+a"H=a""-14+@-1)a""".
— an+1 -1+ an+2 _ an+1

— an+2 -1

4

como querfamos demonstrar.
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d)

3. a)

b)

=1~ ;o para qualquer 7 € IN:
1 1 _

n
(n+1)!
Para n = 1, a condigdo fica 3 = 1 -, © 1 =

i 21 T+11
verdadeira.

1 2
E+§+"'+

N =

, que € uma proposicao
TG ; 30 14,24, ... _n _—1__1_
Hipétese de indugdo: para certon € IN, gttt o = 1 T
.12,y o4l g 1
Tese: 5+ 5 +--- + o+l T G 1 )
Usando a hip6tese de indugéo,

1 2 n n+1 1 n+1
E+§T“”+(n+nfkm+m!:@_Xn+nJ+ﬁn+mJ
n+2-n-1
 (n+2)!
1
C (n+2)

como queriamos mostrar.

(n + 2)! > 2%", para qualquer n € IN:

Para n =1, temos que 3! > 4 que é uma proposicdo verdadeira.

Hipo6tese de indugdo: para certo n € N com n € IN, temos (1 + 2)! > 22"

Tese: (n + 3)! > 222,

Temos que (1 + 3)! > 222 & (n + 3)(n + 2)! > 4 - 2°". Como, por hipotese de
inducdo, (n +2)! > 2?" e, paran>1,n+3 >4 > 0, temos entdo que

n+3)(n+2)!>4-2%

como queriamos mostrar.

2n — 3 < 2"2, para todo o natural n > 5:

Paran = 5, temos que 10 — 3 < 2° & 7 < 8, que é uma proposi¢do verdadeira.
Hipétese de indugdo: para certo n € N com n > 5, temos 2n — 3 < 22,

Tese: 2(n +1) — 3 < 202,

Desenvolvendo o lado esquerdo da desigualdade acima e usando a hipétese,
temos

20+1)-3=2n+2-3=(2n-3)+2<2"?+2,
Como, paran > 5, temos 2 < 2"72, conclui-se que 2" 2 +2 < 2"242"2 = 2.2"2 =
271, Logo

2(n+1)-3 < 2",

7" — 1 é divisivel por 6 para qualquer n € IN:
Paran=1,temos7' =1 =6, que é divisivel por 6.
Hipoétese de indugdo: para certo n € IN, 7" — 1 é divisivel por 6. Isto significa
que existe k € IN tal que 6k = 7" - 1.
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Tese: 7™ — 1 é divisivel por 6, isto é, existe um natural positivo j tal que
7" -1 =6j.
Entdo:

7 _1=7. 7" 1=7(7"-1+1)-1=76k+1)-1=6-7k+7—1=6(7k + 1)

em que na terceira igualdade usdmos a hipétese de indugdo. Demonstramos
entdo a tese com j = 7k + 1.

4. a) Vamos ver que P(n) = P(n + 1), ou seja, que se n* + 3n + 1 é par, também
(n+1)>+3(n+1) + 1 é par. Temos

m+1?+3m+D+1=n*+2n+1+3n+3+1=@>+3n+1)+2n +4.

Assumindo que n?+3n+1 é par, como 2n+4 = 2(n+2) é também par, conclui-se
que (n + 1)*> + 3(n + 1) + 1 sendo uma soma de ntimeros pares serd par.

b) Nao.

¢) Indugdo. .. (Como acima: se n? + 3n + 1 é impar, (n + 1) + 3(n + 1) + 1 serd uma
soma de um niimero impar com um numero par, e serd portanto impar. Mas
neste caso P(0) é verdadeira: 1 é impar.)

5. Paran € N, seja P(n) a proposi,cado

n
2
i=1

Para n = 1, fica |a;] < |11, que é verdadeira. Para mostrar que P(n) = P(n + 1),
vamos usar a Desigualdade Triangular: |x+y| < |x|+|y|, para x, y € R. Assumimos,
por hiétese de indugdo que |Z?:1 ai| < Y., lai| para certo n € IN. Neste caso,

n
<) lai.

i=1

n+l

+lapal < ) lad
i=1

(usando a Desigualdade Triangular na primeira desigualdade e a hipétese de
inducdo na segunda). Temos entdo que P(n + 1) é verdadeira, como queriamos
mostrar.

n+1

Y

i=1

n

E ai + ap41

i=1

n

Ya

i=1

<

6. Sendoa > -1lene Ny, (1+a)">1+ na:
Para n = 0, a condigdo fica (1 +4a)° > 1 & 1 > 1, que é uma proposi¢do verdadeira.
Hipobtese de indugdo: para certon € N, (1 +a)" > 1 + na.

Tese: (1 +a)"' > 1+ (n+ 1)a.
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10.

11.
12.

1.3

Desenvolvendo o lado esquerdo e usando a hipétese de indugéo, temos que
1+a)" =1 +a)"(1+a)> 1 +na)l+a),
dado quea +1 > 0. Como
A+na)l+a)=1+a+nma+na®>=1+m+Da+na®>>1+mn+1a

uma vez que na* > 0, temos agora (1+4)"*! > 1+ (n+1)a, como queriamos mostrar.

a) 48; b) 28; c) 210; d) 24; e) 746; f) —5; g) 5/6.

. a) 189; b) 10660; c) 6075; d) —20/21; ) 12 — 4 - 3?! = 414841412800.

(a) Ver Ex. 1.b).
(b) Usar a propriedade telescopica.

Prop. telescopica (e homogeneidade).

(a) Ver Ex. 2.0).

(b) Usar homogeneidade e propriedade telescopica.

Axioma do Supremo

. Sejan € Nimpar, comn = 2k+1, paraalgumk € IN. Entdo, n? = (2k+1)* = 4k*+4k+1

é impar, uma vez que 4k? + 4k é par para qualquer k.
Conclui-se que se n? é par, n também sera.

p 1

. Sejam x,y € Q, ou seja x = Z, y =1 comp,q,rs € Z Entdo, —-x = _7, x1 = %,

_ ps+rq

7 logo —x, x 1, x+y € Q.

R
x+y—q+S

. Seja x # 0 um racional e y um irracional. Se x + y fosse racional, uma vez que a

soma e a subtracc¢do de dois racionais é também racional, teriamos que (x + ) — x
seria racional. Mas (x + y) —x = y, logo y seria racional, o que contradiz a hipétese.
Conclui-se que x + y é irracional.

Para mostrar x — y, xy e y/x sdo irracionais, a prova é semelhante (usando o facto
da soma, divisdo e multiplicagdo de racionais ser racional).

Sendo x e y irracionais, a sua soma, diferenca, produto e quociente podem ser ou
ndo ser irracionais: por exemplo: com V2 eR\ Q,

\/§+\/§=2\/§€]R\Q, \/§+(—\/§):06Q, \/5\/5:26(@, etc.
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4. a) A=]-o00,-3]U[4,+0o[, logo ANB=[-3,-3]U {4}.
b) sup A ndo existe, porque A ndo é majorado;
min(A N B) = -3, max(A N B) =4;
inf(ANBNC)=-3, sup(ANBNC) = —%, min(A N B N C) ndo existe, porque
-3¢ ANBNC.

5. A =1IR"\ {1}: supA, maxA ndo existem, uma vez que A ndo é majorado; inf A =
0 ¢ A, logo min A ndo existe.
supA U B (e max A U B) ndo existem, porque A U B ndo é majorado; infA U B =
minAUB = -1.

6. A = ]1,e]: Majorantes de A: [e, +oo[, Minorantes de A : |-oo, 1], sup A = e = max 4,
inf A = 1, min A ndo existe, porque 1 ¢ A.
B = {1 - #,n € lNl}: Majorantes de B: [2,+oo[, Minorantes de B : ]—00, %],

sup B =maxB =2,infB=minB = 1.

7Z.a)x>+2x >3 © xkP+2x-3 >0 |k >1 VvV | < -3 &
x<-1Vx>1.
Assim, A = |—o00,—1[ U ]1, +o0].
b) inf A ndo existe, porque A ndo é minorado;
ANB = ]1, \/E] min AN Bné&o existe, maxANB = \/E, max ANBNQnio existe,
ja que V2 ¢ Q,einfANBNQ = 1; max C ndo existe; maxB\ C = V2.

8. a) A=]-00,-2] U [1,+o0[.
b) AnB={-2}U [1,2]: minANB=-2, maxANB=2.
ANBN(R\Q) =]1,2[n(R\Q): supANBN(R\Q)=2,infANBN(R\Q) =1,
min ANBN(R\ Q) e max ANBN(IR\ Q) ndo existem, porque 1,2 ¢ ANBN(R\Q).
9.b) ANB=[-1+ V2,3|NQ: supANB=3maxANB =3, umavezque3 € ANB,
infANB=-1+ \/E, min A N B ndo existe, porque -1 + V2¢ AnB.

C= {k1_2 ke ]Nl}: sup C = maxC =1 (porque 1 € C e 1 é majorante), infC = 0,
min C ndo existe porque 0 ¢ C.

10. b) AnC= [—%, 0[ U [1, +oo[ N Q: Majorantes de AN C: 0.
B={x:senx =0} = {kn : k€ Z},logo BN C = {0}, uma vez que krt ¢ Q, para
k # 0. Majorantes de BN C = [0, +oo[.
sup A ndo existe, inf ANC = -1/2, minANC = -1/2, min B ndo existe, porque
B ndo é minorado, minBN C = 0.
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11.

12.

13.

a) Comecamos por notar que

4 _ 2 2
X 4SO®(X 2)(x +2)$O
|x — 1 Ix — 1

© xX*-2<0 A x—1#0 (porquex’*+2>0elx—1]>0)

S xe[—\/i, \5]\{1}.

Entdo,

A={xeR:x20 A xe[-V2,V2|\ (1)} = [0, V2| \ (1.

Relativamente a B comegamos por notar que se existe um k € IN tal que kx ¢ Q
entdo x ¢ Q pois, caso contrério, kx € Q para todo o k € N. Portanto B C R\ Q.
Reciprocamente, se x € R\Qentdo 1-x = x ¢ Q. Portanto B é de facto o conjunto
dos ntimeros irracionais positivos.

b) Notamos que A\ B = ([O, \5[ \ {1}) N Q. Entéo,

supA =supA\B= V2 = maxA,
inffA=infA\B=0=minA =minA \ B.

A\ B ndo tem maximo pois supA \ B = V2 ¢ Q.
a)

2
2
i;| S <000 <2AR>DVE22AR <)

S - V2<x< \/E/\(x<—1\/x>1),

uma vez que |x] <1 = x*> < 1, logo x* > 2 A |x| < 1 é impossivel. Assim,

A=[-v2,-1] U |1, 2].

b) ANQ = (]—\/E,—l[ U ]1, x/i[)mQ. supANQ = V2 ¢ ANQ,logo ANQ nio
tem maximo, infANQ=-V2¢ANQ, logo A N Q ndo tem minimo.
B =1{2"2:n¢eN}. infB = minB = V2, sup B e max B ndo existem, porque B
nao é majorado.
BN Q: temos 2"? € Q sse n é par, ou seja, BNQ = {2" : n € N}. infBNQ =
min BN Q =2, sup BN Q e max B N Q ndo existem, porque B ndo é majorado.

Por definicdo, A é majorado se existe x € R com x > a, para todo a € A. Como
Xx>a e —x < —a, temos A é majorado & —A é minorado. Se A é ndovazio, —A
também serd e existem inf(A) e sup(—A). Sendo a = inf(A), vemos que —a é o
supremo de —A:
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14.

15.

16.

17.

18.

1.4

2.

Como s = supA, sabemos que, para qualquer ¢ > 0, V.(s) N A # 0. Como
(Ve (S)\ {shNA =0 = (V,(s) NA)\ {s}, vemos que V, (s) N A = {s}, em particular,
s € A e A tem maximo.

Se m é majorante de A e m # sup A entdo m > sup A. Tem-se x < sup A < m, para
qualquer x € A, logo, para0 < e <m —supA, V.(m)NA = 0.

Se B é majoradoe A C B, entdo A é majorado e qualquer majorante de B é majorante
de A (directamente da definicdo de majorante). Por outrolado A # 0 AA CB =
B # 0. Logo como A e B sdo majorados e ndo-vazios, o axioma do supremo garante
que sup A e sup B existem. Como sup B é majorante de B serd também majorante
de A, logo sup A < sup B.

a)xelU=>x<supU<supV.

b) Se para qualquer y € V, y < sup U, entdo sup U é majorante de V e seria
supU >supV.

b) supA > inf B A sup B > inf A, por exemplo:
A=[0,1,B=[3,2]: ANB#0;
A=1[01NnQ,B=[32lNnR\Q: ANB = 0. Ou, mais simples: A = {0,1} e
B={}2}.

27

Sucessoes (Solugoes)

a) Limitada. Decrescente. b) Limitada. Ndo monétona. c¢) Ndo majorada,
ndo minorada. Ndo monétona. d) Minorada, ndo majorada. Nao monétona.
e) Limitada. Crescente (estritamente).  f) Nao majorada, ndo minorada. Nao
monoétona. g) Limitada. Crescente (estritamente).

(@) Paran =1, temos u; = V21 -1 =1.
Hipétese de indugdo: para certon € N, u, = v2" — 1.
Tese: 1,1 = V2n+1 — 1.

Temos por hipétese, u2 = 2" — 1. Assim, usando a férmula de recorréncia,

Ups1 = \/21/!% +1= \/2(2” -1H+1= Vortl =2 41 = Vonil — 1,

como queriamos mostrar.

(b) Seja P(n) a proposigdo v, = % Para n = 1, temos v; = % =3,eP(1)é
verdadeira. Para provar P(n) = P(n + 1), assumimos
Hipoétese de indugédo: para certon € N, v, = % (i.e P(n) é verdadeira)

€ queremos provar:
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Tese: v,41 = ﬁ (i.e. P(n + 1) é verdadeira).
37”

Temos por hipétese, v, = ;- Usando a férmula de recorréncia,

3011 3% 3n+1 3n+1

N P C P R (TR ) A (S T}

como queriamos mostrar.
3. Sejama,r € R, e (u,), (v,) sucessdes tais que u; = a, p11 =1+ U, € V1 = a4, Vyy1 = 0y

a) Mostrar queu, =a+ (n—1)rev, =ar"!,n € N:
Vamos considerar s6 a progressdo aritmética (u,):
en=1luy=a=a+1-1r
e Hipotese de indugdo: u, = a+ (n—1)r, para certo n € IN. Queremos ver que
Uy41 = a + nr. Entdo, por hipétese,

Upy1 =V + U, =r+a+n—1r=a+nr.

b) (i) (u,) mondtona crescente: em geral, u,,1 — u, = r, logo (u,) serd monétona
crescente sse r > 0, com a qualquer (se v = 0, (u,) é a sucessdo constante
igual a a). Por exemplo, u; =1, 4,11 = 3 + u,,.
(ii) (u,) mondtona decrescente: r < 0, a qualquer. Por exemplo, u; = 1,
Up1 = =3+ Uy.
(iii) (v,) monétona crescente: em geral, v,y — v, = ar” —ar™! = ar"(r — 1).
Logo, (v,) serd monétona crescente ssea > 0Ar>1oua<0A0<r<1
(se r <0, 7! muda de sinal, e (v,) ndo é monétona). Por exemplo, v; = 2,
Una1 = 30y, U1 = =2, Vg1 = 30y,
(iv) (v,) ndo seja mondtona: de (iii), (v,) ndo é monodtona sse r < 0 (a qualquer).
Por exemplo, v; = 2, vy = —30,,.

c) (u,) ndo é limitada: temos, por a), u, = a + (n — 1)r, logo dado b € R qualquer,
parar >0,
u,>boen> b%a +1

e portanto (u,) ndo é majorada. Se r < 0, (1,) ndo serd minorada.

Quanto a (v,), de a), v, = ar"™!, logo (v,) serd limitada/convergente sse r"~! for
limitada/convergente, ou seja, serd limitada para —1 < r < 1, convergente para
-1 <r <1, aqualquer.

n2

21 esta a

4. b) Seja ¢ > 0. Para determinarmos os valores de n € IN para os quais
uma distancia do (suposto) limite 1 menor do que ¢, resolvemos

2 1 1
n2n+1 <e © nr>=--1.

-1
nz+1 e

<& &
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Sel-1>0® ¢<1,temos entdo

2

-ll<e.

n2+1

1
n2+1

P2

< 1 < ¢ e, portanto esta implicagdo é

Se ¢ > 1, entdo sempre vélida.

(Demonstrou-se assim que tomando N € N tal que N > /% —1, tem-se:

2

n
V£>03N€]an€]N n>N = 1’12+1_1 <€.)
2|<e
d) Dado ¢ > 0, paran > tem—se”—_l—l)<e.
) p Vi- (1 )2
5. (a) Para determinar a distancia de u, = 42 a 3,
n+3_§‘_‘1+ 1 3l_| 1 _1‘__ 1 +1
n+2 2| |7 n+2 2| [n+2 2| n+2 2
(dado que -5 — 1 < 0, para qualquer 7). Assim, dado ¢ > 0, temos
1 1 1 1
uneV(B/Z)@——2+§ @n+2>§—e.

Se ¢ > 1/2 esta condigao verifica-se para qualquer 7, mas se ¢ < 1/2, temos
u, € Ve(3/2) & n < 5 /2 — 2, ou seja, s se verifica para um conjunto finito, e
portanto 3/2 ndo é hmlte de u,,.

(b) u, =1+ (=1)" =0, se n impar, e u, = 2 se n par. Dado 0 < ¢ < 2, temos u, €
V:(0) se, e s6 se, n é impar. Em particular, todo o u, com n par arbitrariamente
grande estd fora da vizinhanga, e portanto 0 ndo é limite de u,,.

6. (a) Basta notar que se s = supf{u, : n € N} entdo para qualquer margem de erro
€ > 0, temos
Ve(s) N{u, :n € N} # 0 © Anentin € Ve(s).

Como u, é crescente, temos u, € V(s) paran > N (j4 que neste caso uy < u, <

S).

7. Como u, > 0, para qualquer n € N, tem-se 2 < 1 & u,,; < u,, para qualquer
n, ou seja, (u,) é (estritamente) decrescente. Por outro lado, (1#,) é minorada (uma
vez que u, > 0 para qualquer 7). Logo é convergente.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

De |x, — yu| < 1, para qualquer n € N, temos que ¥, — + <x, <Yy ++ =y, — 1 <
Xy <Yyp+1=>a-1<x,<b+1 emqueaqb € R sdo tais quea < y, < b, para
qualquer n € IN. Logo (x,) é limitada. Como é monétona, serd convergente. De
Xy — L <y, <x,+ 31 elim(x, + 1) = lim(x, — 1) = limx,, conclui-se do critério das
sucessdes enquadradas, que (y,) é convergente e lim y,, = lim x,,.

(_1);1+1 . . 1 . (_1)n+1
u, = —— limitada, —3 < u, < 1; convergente lim *—— = 0.
nn+l ~ . ~
Uy = ;57 Ndo majorada, ndo convergente.
. . - (_1)11+1nn+1 (_1)n+1nn . . .
w, = u,v, limitada, ndo convergente, u,v, = s = ey tem dois sublimites

diferentes, 1, —1.

u, = cos(n!n): como, para n > 1, n! é um ntimero natural par, temos cos(n!n) =1,
para qualquer n > 1. Logo, (1) é convergente, com limu, =1,

Uy = %ﬂn)t temos cos(nm) = (-1)" e

diferentes, § e —1, e ndo é convergente.

n 1
el 2

logo (v,) tera dois sublimites

w, = 2% (2 € R). Tem-se limw, = 1sela| <1oua =1, ndo tem limite sea = —1,
1+a

lim w, = 0 se |a| > 1.

a)0; b)2, ¢ 0, d) 0, e) 0, f) ndo existe, a sucessdo tem dois sublimites

diferentes, 0 e 2; g) ndo existe, a sucessdo ndo é limitada; h) 0; i) 0; j) ndo
n

existe, a sucessdo tem dois sublimites diferentes, e e —¢ (note que (—1 - %) =

(-1 (1+ 1))

a)8, b)8, o2 d)1, e~ H1 g0 M3 D12 )L W0, D
P — g™ 50, m)2;  n) 1

a?l
a) 4d<a<i
b) a = —4.

Se (u,) é convergente, com lim u,, = a, serdo também as suas subsucessdes (uy,) e
(U2441), com lim uy, = lim uy,,1; = a. Por outro lado,

u, €10,1[= a € [0,1],
Uppt1 € IR\]OI 1[ :] — 0, O] U [1/ +OO[ =a e] — &0, O] U [1/ +OO[.
Logo, a € {0,1}.

a) Falso: por exemplo, u, = 3 + (-1)", é limitada, tem termos em A e ndo é
convergente, uma vez que tem dois sublimites diferentes: 2 e 4.

b) Verdadeiro: se (1,) é monétona e tem termos em A N V7,,(0), serd monédtona e
limitada, logo convergente em IR.
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c) Verdadeiro: se (u,) é uma sucessao de termos em AUB com lim u, = a < 0 entdo
u, < 5 apartir de certa ordem. Em particular, u, € Be o conjunto BN{x : x < 3}
é finito. Logo (u,) ndo poderia ser estritamente decrescente.

16. (i) Verdadeiro.
(ii) Verdadeiro.

17. (a) Por inducdo: u; = 2 € Q. Por outro lado, se u,, € Q, entdo u,,/2 € Q e também
o seu inverso 1/u, € Q. Logo, u,.1 € Q, sendo a soma de dois racionais.

(b) Se u, é convergente, com u, — L, entdo também temos u,,; — L (dado que
Uy41 € subsucessdo de u,). Tomando o limite de ambos os lados da expressao
de recorréncia:

lim 1,1 = lim(% + l) L=

L
Uy, 2

1
+Z<:)L2:2(:>L=i\/§.

E fécil ver (por inducdo outra vez) que u, > 0, Vn € N, logo L = —V2 é
impossivel. Conclui-se que L = V2.

18. Seja (u,) tal que uy = a, paraa € R, e uy41 = (=1)"u, + n”fl. Se (u,) é convergente,
com lim u,, = I, temos que

Uy
n+1

e (u,4+1) é convergente, uma vez que é uma subsucessdo de (u,), com lim ;41 =
limu, = 1.

L =1.0=0

é convergente, com lim —% = limu, - —

Logo, (-1)"u, = ups1 — n’% é também convergente. Mas, considerando as sub-

sucessdo dos termos pares e dos termos impares, temos (—=1)*"uy, = Uy, — l e
(=1 upps1 = —tigye1 — —I. Como (—=1)"u, converge, tem-sel = -l ©2l=0 1=
0, como queriamos mostrar.

19. a) u, < 2 para qualquer n € IN:

Para n = 0 temos 1y = 1 < 2. Supondo u, < 2 para um certo n € IN, considere-

mos Uy,1:

Uy, 2
1 =1+=<1+==2.
Ht 2 2

Por indugdo conclui-se que u, < 2 para todo on € IN.

b) (u,) é uma sucessao crescente:
Com n > 0 e tendo em conta a alinea (a):

2
Up1—Uy=1+——-u,=1-—2>21-=-=0
n+1 n 7 n 2 2
e portanto (u,) € uma sucessado crescente.
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c) De (a) e (b) decorre que (u,) é crescente e majorada, pelo que é convergente. Da
definicdo de (u,), e uma vez que sendo (u,+1) uma subsucessao de (u,), teremos
(4n+1) convergente com lim u,,,1 = limu,,, segue que

lim u,,
>

Resolvendo a equag¢do em ordem a lim u,,, obtem-se

limu, =1+

lim u,,

limu, — =1 limuy, =2.

22. Notemos que, se x > 1, entdo 0 < 1 < 1 e, portanto 1 < 2 -1 < 2. Como

up > 1, concluimos que 1 < u, < 2. Por outro lado, se, como hipétese de indugao,
considerarmos 1 < u, < 2, entdo, usando o mesmo argumento concluimos que
1 <y < 2. Provamos assim que Y,en, , 1 <1, < 2, e que, portanto, a sucessao é

limitada.

2 —2u,+1 -1)2 .
Como U1 — U, = 2 — ul — Uy =~ = _(“”u S < 0, dado que, como vimos
n n n

u, > 1, concluimos que u, é decrescente. Logo a sucessdo é monétona e limitada
e, portanto, convergente.

Seja | = limu,. Entdo, dado que lim u,,,; = lim u,,, temos

limun+1:1im(2—ul) = Z:Z—% s I1=1.

23. Seja (u,) a sucessdo definida por recorréncia por uy = 1, 1 = V2 + uy,.

a) 1<u, <2, paran €N:
e n=1:1u; =1,logo 1 <u; <2 éuma proposigdo verdadeira.
e Hipétese de indugdo: 1 < u, < 2, para certo n € IN. Queremos ver que
também 1 < 1,41 < 2. Como U1 = V2 + u,, usando a hipétese de indugdo
temos V2+1<u,;1 < V2+2 & \/§Sun+1 <2=1<u,1 <2

b) (u,) é crescente: vamos usar indugdo matemdtica para mostrar que u,1 > Uy,
para qualquer n € IN.

en=Tu=1,1u=V2+1= 3, logo u, > u; é uma proposicdo verdadeira.

e Hipoétese de indugdo: u,.1 > u,, para certo n € IN. Queremos ver que
também 1w, > Uy, Temos U0 = V2 + Uy, €, de Uy > u,, vem que
V2 + Uy = V2 + 1,, OU SEja, qUE Upyo > Uye1, COMO queriamos mostrar.

c) (u,) é mondtona crescente e limitada, logo convergente.

d) Seja!l =limu,. Entdo, dado que lim u,;1 = lim u,,, temos

limu,,, =lim V2 +u, @l= V2+loP=2+IAl>01=2.
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25. a) Por definicéo, u, — —oco em R sse dado ¢ > 0, existe p € N tal que, paran > p,
u, < —1. Seja entdo ¢ > 0 dado,

1 1 1\’
1-Vn<--o \/ﬁ>1+—<:>n>(1+—).
€ € €
2
Seja p € N tal que p > (1+%). para n > p, temos 1 — vn < —1. Logo
1- vn— —oo.

26. a) 1) Por definicdo, u,, — +oco em R sse dado ¢ > 0, existe p € N tal que, para
n>p,u, > 1. Neste caso, u, > 0, logo

1 1
U, > - & —<eg,
€

Up

e assim - — 0.
n

1

Up

b) Nao. Por exemplo, u, = % — 0 e -~ = (~1)"n ndo é convergente em R.

n"  _ n _
27. a) Tooo7 = (1000) Como lim 2~ 1000 = 400, temos lim 2~ 1000,, = +o00.

Alternativamente, como

(n+1)"+1

000 T +1)" 1000" (n+1) (n+1Y\"
i 1007 _ o (7 _ ( ):+ -1
m ﬁ T 10007 T 1000 \m %
temos lim 1355 = +00.
b) 2")' =(n+1Dn+2)...(n+n)>n". Como limn" = +00, entdo lim =~ (2”) = +0o0.
Alternativamente, como
Q(n+1)!
. (D) . 2nr+1)!  n! . 2n+2)2n+1)
li = lim = lim =400 >1
e 2n)!  (n+1)! n+1
temos lim &2 )' = +00.
c) limn" —n" = limn"(n — 1) = +oo.

d) lim3" - (2n)'—11m(2n)'( ~1) = —oo.

(2n)!
n

e) lim(n! — n'%0)" = lim(ﬁ - 1) n1000n — 4 o

1

1+2 =1, tem-se, 11m(”+2) =10=1.

+1

f) Como lim 2 =

g) Como, para qualquer a€Rec>1, lim% =0, tem-se lim 101(;)83,1 =0.

85



CDI-I 2°Sem. 2014/15 LEIC-A 1.4. SUCESSOES (SOLUCOES)

h) Neste caso, lim = = 0 e, logo, estamos na presenga de uma indeterminagao
do tipo 0°. Mas, como

n+1
. (n+1)2+1 .
lim —— =1, (verifique)
n2+1
podemos concluir que lim /= = 1.

i) Como lim(3" + 2) = +o0, temos uma indeterminacéo do tipo (+o0)°. Como

3n+1 +2

lim 3t +2

=3, (verifique)
concluimos que lim V3" + 2 = 3.
j) Temos uma indeterminagdo do tipo (+)°. Como

. (m+1)!
lim

=limn+1=+oco,

concluimos que lim Vn! = +oo.
k) lim (2 1)" =2+ = +o0.
1) Neste caso temos uma indeterminacgao do tipo 1*. No entanto,
1\ -2\
tim(1- 5] =tim(1+27) =
dado que 2" — +oo.

m) Novamente temos uma indeterminagédo do tipo 1*. Neste caso,

i) =

28.a)% b)0; ¢ i d)+oo; e)nado é convergente em R, 00, g1, h)o;
i)+c0; j)1; k)2, 1)+c0; m)+oo; n)i; o)l

lim(l + 1) = lim
n

29. a) lim & = +00, uma vez que lim % = +oo, para qualquer p € N.

g”;, 0 (calcular).

b) lim 822 = 0, porque lim

B3
c) lim ((22:)),1 = 400, porque lim “# = +oc0, com u, = ((22:)),: (verifique).

2
d) lim (2(:),)+2 = 0, porque lim ””—” = l <1,comu, = (2(:)—',)” (Verifique).

= 0, porque porque lim “£ = 2 < 1, com u, = & (verifique).

nil
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: 3l _ : Upyl _ 3 _ 3! e
f) lim = = +oo, porque porque lim =2 > 1, com com u, = == (verifique).

g) limnr = 1, porque lim L = 1.

1
h) lim(%) =1, porque lim 4+ = 1.
n
i) lim(%) = limnin =0,
N 15 n=1 % : ! -1 2 s U n-1 2
j) hm(2n2+1) = lim (2;12+1) =1, porque lim Z—:l =1,comu, = (2n2+1) .
.ot U _ wh) .
k) lim 35 = +o0, porque lim = = +0c0 > 1, com u,, = T (verifique) .

1) lim V3153 = 3,
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2 Fung¢oes: Limites e Continuidade (Solu¢des)

2.1 Fungodes elementares (Solu¢des)

1. (a) —:R* — R: é (estritamente) decrescente e minorada por 0, ndo é majorada;
X

X .. .
(b) Tox : R" - R: € limitada 0 < ;= < 1 em R¥, e (estritamente) crescente
(escreva £~ =1 - );
1 .. .
(c) T+ : R — R: é limitada 0 < flxl < 1, par, ndo monétona (estritamente

decrescente em R* e estritamente crescente em R7);
(d) 27 : R* — IR: estritamente decrescente, 0 < 27 < 1 em R*;

(e) a*: R — R,a > 0: ndo majorada, minorada por 0, sea > 1, é estritamente cres-
cente e se a < 1, estritamente decrescente, se a = 1 é crescente e decrescente,
i.e., é constante.

(f) 2sen(mx)—3 cos(mx) : R — IR: ndo mondétona, limitada |2 sen(mtx)—3 cos(mx)| <
5, logo -5 < 2sen(mx) — 3cos(nx) < 5 (notem que 5 e —5 ndo sdo o su-
premo/maximo e infimo/minimo da funcéo, o calculo destes valores é dificil
sem recurso ao Célculo Diferencial).

2

22a)px)=Lb)px) =5 -3+10pl) =ax* —ax+1,a € R; d) p(x) = ax* —ax + b,
a,beR.

3. a) p(x) = ax* —ax + b, a,b € R; b) impossivel; ¢) p(x) = ax,a € R.

4. a) Factorize p nas primeiras n raizes e calcule p(r,.1), em que 1.1 é a n + 1-ésima
raiz.

b) Tome h(x) = p(x) — g(x).
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5. a) Como e* é crescente, com contradominio ]0,+oo[, o contradominio de f é
le™2,+oo[. Parax >0 e y € Je?, +oo[, temos

:y@xz—Z:lny@x: W

x2-2

fx)=yee

Logo, a inversa de f é
ft: ]e‘z,+00[ - R, fly)= VIny+2.

] é sen([—%, g]) = [-1,1], logo o con-
], y € [-2,2], temos

b) O contradominio de sen restrito a [

tradominio de f é [-2,2]. Para x € [

f(x):yﬁzsenx=y®x:arcsen%

(note-se que % € [-1,1], que é o dominio de arcsenx). Logo a inversa de f é
=22 - [—g, g], iy = arcsen%.

o f1:[-1,1] [O,% , fy) = jarcosy.
d f1:R—- ]1 -Z1+ g[, f(y) =1+arctg y.

6. Por definicdo, arcsen([-1,1]) = [-F, 7], arcos([-1,1]) = [0, ]. Tem-se arcos0 = 7
arcos1 = 0, arcos (—%) =z arcsen( ) = -1, arcseng = Z, arcos (—g) = 5?”,
arcseng = 7,arctgl = 7, arctg(— (—V3) = -2

7.a)x=-Lb)x=+xV2c)x=+};d)x<0e) VB<x<2)-2<x<-V3V V3<

x < 2.
8. senx =a & x = arcsena + 2k V x = —arcsena + 2k + 1)t, k € Z,;
CosX =a & x = arccosa + 2knt V x = —arccosa + 2km, k € Z;

tgx =a © x = arctga + kn, k € Z.

9. a) Directamente da definicdo de arcos.
b) Directamente da definicdo de arcsen.
¢) Se a = arcsenx, entdo sena = x e a € [—5, 5] Queremos calcular cosa. De

cos?a +sena = 1, temos cosa = + V1 —sen2a. Como a € [—5, 2] cosa > 0,
vem

cos(arcsenx) = cosa = V1 —sena = V1 -2,

d) Idéntico a ¢).
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e) Sea = arcsenx, x # +1, entdo sena = xe a € ]—%, %[ Queremos calcular tg a.

2 1 _ _ 1
Del+tg°a = —- = ;- temos

o2 1 , sen® o ot N | sen?a | sen a

0@=-—— 00 a =+ = .

& 1-sen?a 1-sen’a & 1-sen’a 41 —sena

Logo,
o
tg(arcsenx) =

+VI-2

Sea e [0, %], entdo sena > 0 & x| = x. Como tga > 0, temos

tg(arcsenx) = .
1—x?

Seae ]—%,0], sena <0 & |x| = —x. Como tga <0, temos

-x X
—Vi-2 Vi-2

tg(arcsenx) =

f) Idéntico a e).
10. f: D — R fungdo injectiva e g : f(D) — D a sua inversa.

a) Seja f crescente. Como f é injectiva, f é estritamente crescente. Logo, para
x,x €D, x>x" & f(x) > f(x). Entdo, paray,y’ € f(D), y = f(x),com y’ = f(x’)
(ou seja, g(y) = x, g(y') = x’) temos

y>y o f(x)> f(x') o x>x" o gy > gy).

Logo g é (estritamente) crescente.

b) Para y € f(D), seja x € D, com y = f(x), ou seja, tal que g(y) = x. Entdo —y =
—f(x) = f(=x), porque f é impar, logo g(—y) = —x, e assim g(-y) = —x = —g(y),
e ¢ é impar.
c) Directamente de a), b) e das propriedades de senx, cos x, tg x.
12 a) 1) Cth _ Shzx — (X +e7)? _ (*—e™™)? — (e 42407 2) (2 2407 %) -1
’ 4 4 4 s

iv) 2shxchx =2 (ex_e_x)fxﬂ_x) = "ZX‘Z“’_ZX = sh 2x;

v) Dei) e iv), temos ch2x = 1 +2sh’x & sh’*x = 421 T ogo, sh’ (%) = -l

b) Resulta directamente da definicao.
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13.

14.

2.2

c) Temos sh : R — R estritamente crescente, logo a sua inversa argsh : R — R é
dada por, parax,y € IR,

ey —eY _
Sel—eV-2x=0

2x + V4x?2 + 4
> .

argshx =y & x =

s -1-2xY=0¢ =

Como ¢Y > 0, temos

2 Vax? + 4
ev = s 2x il =x+ Vx2+1leo y=In(x+ Vx2+1).

Para argch, é semelhante, sendo que temos de restringir chy a y > 0, para
garantir injectividade.

a) ] -2,2[; b)R\{kJ:keZzZ;, oR\{kJ:kez}; d)]l,+oof; e)][0,1];
f) ] -, _1[U]1/ +OO[/ g) [_1/ +OO[, h) IR\ {_1/1}/ 1) ]—OO, _1] U [1/ +OO[; ])
]—,0; k)[-1,senl[; 1)[1,¢%].

a) g(p(x)); b) f(g(x)); o) f(g(x)); d)q(p(x)); e) f(f(x); f)qgx); g fa(f(x));
h) f(p(x)); 1) p(q(g(x))).

Limite de fun¢oes (Solucoes)

. lim,,, f(x) = f(a) se e s6 se dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que

O<lx—al<o=|f(x)- f(a)l <e.
Para f(x) = x> + 1: dadosa € Re ¢ > 0, temos
If() = f@l = 1¥* + 1 —a* = 1| = |x* = a®| = |x +allx — a| < (x| + lal)|x — al.

Sex € Vs(a), x # a,temos 0 < |x—a| < 0 etambém |x| = |(x—a)+a| < |x—a|+]|a| < 6+]al.
Logo, para x € Vs(a) tem-se

|f(x) — f@] < &+ lal + lal)lx — al < (2lal + 6)6 < (2la| + 1)5,

escolhendo sempre 6 < 1. Agora para que |f(x) — f(a)| < ¢, por transitividade, é
suficiente escolher 1 > 6 > 0 tal que

Ral+1)0<ee b6 <

2la + 1

Neste caso, temos entdo 0 < [x —a| < 6 = |f(x) — f(a)| < &.
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2. a) lim,,0 % = +0o : temos de mostrar que dado ¢ > 0 arbitrério existe 6 > 0 tal
que

1 1
Ix-0l<6= = >-.
X2 e

Entdo, dado ¢ > 0, temos

1 1
Ss>-oer<eo < Ve
Xz e

- : 1 _
Tomando, por exemplo, = /e, mostramos que lim,_ & = +co.

) lim,_,,e VX = +00: temos de mostrar que dado ¢ > 0 arbitrario, existe 6 > 0 tal
que
1 1
x> == Vx> -,
o €
Dado ¢ > 0, temos

1 1
Vi>-oex> .
& &

Tomando, por exemplo, 6 = €2, mostramos que lim,_, Vx = +oo0.
3.a)4;,b)1;¢)1;d) -1;e) 1/2; f) 3.

4. a) +00,1;b)0,1;¢) 1,6;d) +o0,0;€) e, e7!; f) +00,0; g) 1, +00; h) 1, ¢;i) ¢, €715 ) 0, —o0;
k) —c0, 0;1) 0, +o0; m) —00, (0, n) —o0o, +00; 0) 0, 0.

5.a)0,1,1;b)0, 2, ¥2.)0,1, -1; d) 0, +00, —co.

/2/ 2/

6' a) +OO/ 0/ 1/ 1; b) +Oo’ _OO/ 0/ O; C) +OO/ +Oo/ 1/ 1/' d) +OO/ +oo/ 1/ 1; e) +OO/ +OO/ O/ 0; f)
+00, +00, 1, 1.

7. a) Como limx, =2 e f é continua em 2, temos lim f(x,) = f(limx,) = f(2) = 5
b) Da mesma forma, lim f(x,) = f(2) =In2.

c) Neste caso, f ndo é limitada numa vizinhanca de 2, logo f(x,) tambem nao é
limitada, e portanto lim f(x,) ndo existe.

8. Se existirem os limites laterais f(07) e f(0*), temos
lim f(—%) - f(07), lim f(%) — £(0%).
Entdo, . .
F) 1 ()= 1= for e s =1

Se existir lim,_,o f(x), temos f(07) = f(0+) = lim,, f(x). Como f(07) + f(0*) =1,
temos 21lim,_, f(x) =1 © lim,,o f(x) =

Louum R > 0, suficientemente grande, R = 1/¢.
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senx

11, (a) limyo % =1, limy s se0 = 0 (funcgoes enquadradas).

. 1 . _ 1
(b) lim,_,osen | ndo existe: sex, = -, e y, = temos que

+2nn
e x,—0ey, —0;
e sen - = sen(nm) =0 e sen ﬁ = sen(% +2nm) = 1.
Como lim sen xl # lim senﬁ e (x,), (yn) sdo sucessdes convergente para 0,
temos que lim,_,o sen % nao existe.
lim,_,. sen 1 = lim,,= sen(y) = 0 (tomando y = 1/x).
(c) lim,oxsen =0: temos —x < xseni <, e o resultado segue pelo principio
das func¢des enquadradas.
limy, .0 Xsen 1 = limy_,g- % =1 (tomando y = 1/x).
(d) lim,_xcos % = 0 (como acima)

limy ;.00 X COS T = 00,

12. a) lim, 2521 = 1;
b) 1 P-x4x-1 _ li x=1)+x-1 _ li 241 =1;
) 1M1 x2-1 = M1 (x=1D)(x+1) — My 1 "5 x+1
. x(x=1) 1. X _ .
c) lim, m = lim, m = lim,_; w2 ~ -1;

— . X_
1 =0-1=0,uma vez que lim,_,, &= = 1.

2
d) limx_)o e
x

e) lim,_ ln(z’; oy =1/2, uma vez que lim, o 5 ln(y oy =1.

sentr—DtinG) _ 1 4 1 —»

f) lim,_, <D

g) lim,_,o+ cos == \/_ nao existe (sucessoes)
h) lim,_ . sen - x2 —= =0;
i) lim,_o+ Vxsen ; = 0 (fung¢des enquadradas)

j) Lm0 [x2(1 — Cos Jl—c)] = 0 (fung¢des enquadradas).

. 3
K) limy_, 0 X2 sS€N 1 = +00.

1) lim, e x(e¥ — 1) = lim, o+ 2 = 1 (tomando y = 1/x).

. Vita=Vi-x _ 1: +0)-(0-%) _ 1; 2 —
m) limyp = = limyo 7Lt = limeo i =

n) lim,_o- \/_ = lim,o+ =2 y/x = 0.

. (x-1 (x-1)° _

0) lim,_, "’(X 1)7 =lim,_,; ﬁ ﬁ = 400.
. sen(cotgx)

p) hmx_,ﬂ Teosx | 1,

q) lim,_o sen’” ‘/_) =1/2.
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SEI‘I _1/
13. a) lim,o = = lim, ¢ 7 =1, tomando y = senx — 0, se x — 0.
: tgohx  _ q; sen 5x 5 — 1.5 _10 : senx __
b) llmx_)g xarcosx hmx_>0 5x cosxarcosx 1 5w’ uma vez que llmx_>0 x L
) lim, 0 —— =lim, se;y =1, fazendo a mudanca de varidvel y = arcsenx —
0,sex — 0.
. In(cosx) _ 1 In(cosx) __ 1 In(cos x) 1 _ 173 Inu _ _1 _
d) llmx_,o sen2x hmx_>0 1-cos2x llmx_,o 1-cosx l+cosx 2 hm“—>1 1-u — 27 fa
zendo a mudanga de varidvel u = cosx — 1, sex — 0 e usando que lim,,_,; 11%1[ =
1.
1—cos(2
e) lim,_ COS( D =9
tg(2x —
f) lim, 02 = 2.
. arctgx
g) lim =0
X—+00 X
In(1 + arcos x)
h) lim =1.
x—1- arcos x

2.3 Continuidade (Solugdes)

1. a) £ édada pelo quoc1ente de duas fungdes polinomiais, logo é continua no seu

domimioD={xeR : x¥*+x# 0} =R\ {0};

b) Como a): é continuaem R\ {-2,-1,0};

c) +/xécontinua em [0, +oo[, - L é continua no seu dominio (como em a)), ou seja
em R\ {-1,0}. Logo Vx — == é continua em [0, +co[N(R \ {-1,0}) =]0, +oo[;

d) sen (COS M) édada pela composigéo de fung¢des continuas nos seus dominios,
logo é continua no seu dominio D = {x e R : 1 —x* >0} = [-1,1];

e) Como d): é continua no seu dominio, D ={x € R : 1 —x?> >0} =] - 1,1];

f) {/tg2x — cotg2x é dada pela composicdo de fungdes continuas nos seus do-
minios logo é continua no seu dominio, ou seja em D = {x € R : 2x #
ZH+knA2x#kn ke Z} =R\ (k] : ke Zj;

1 L . ~ , s
é dada pelo quociente de duas funcdes continuas nos seus dominios, logo
8 T peloq G , log

é continua no seu dominio, R.

—L— ¢ também dada pelo quociente de duas

~ z /xs'_l Z z. rd . Z
fungdes continuas nos seus dominios, logo é continua no seu dominio que é
R\ {1}. Logo, A= + +=— é continua em R\ {1}.

h) = - 1' é dada pelo quociente de duas fungdes continuas nos seus dominios, logo

serd continua no seu dominio que é R\ {-1, 1}. (Nota: - 'x 1' =1,sex<-1vx>1,

';_}' -1,se-1<x<1.)
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i) Vlnx é dada pela composicdo de duas fungdes continuas nos seus dominios,
logo é continua no seu dominioD = {x €e R : x > 0 Alnx > 0} =]1, +o0l.

2. Sendo f e h duas fungdes e a € R, tais que h é continua em a e f é continua em
h(a), entdo necessariamente ¢ = f o h é continua em a. Se f : R — R é continua no
ponto 1, e g(x) = f(senx), entdo, como senx é uma func¢do continua em qualquer
a € R, g serd continuaema € R tal que sen(a) =1 & a = 7 + 2kw, com k € Z.

3. Como tg e cotg sdo continuas, respectivamente em a # 5 + kmt, ea # kn, k € Z,
temos que tgx — cotg x é uma fungdo continua em D = R\ {k% : k € Z}. Sendo f
uma fungdo continua em 0, temos entdo que g(x) = f(tgx — cotg x) é continua em
cada a € D satisfazendo tga — cotga = 0. Como,

1 tgla-—1
tga B tga

e, portanto, tga — cotga = 0 equivale a tga = +1, ousejaa = +Z + kn, com k € Z,
concluimos que a funcdo dada é necessariamente continua nestes pontos.

tga — cotga = tga —

7

4. Temos
0, sexeR\Q,

x, sexeQ.

f(x) = xd(x) = {

Por defini¢do: para a # 0: existe ¢ > 0, por exemplo, ¢ = ||, tal que em qualquer
vizinhanca de a existem pontos x tais que [f(x) — f(a)| > &: se a € Q, toma-se
x€R\Q,seacR\Q, toma-se x € Q.

Paraa = 0: |f(x) — f(0)] = |f(x)| < |x|. Logo, dado ¢ > 0, existe 6 > 0, por exemplo,
6=c¢talque|x - 0] <6 =|f(x) - f(O)] < e. Logo f é continua em 0.

Usando limites relativos a subconjuntos: para qualquer a € R temos

lim xd(x)= lim x=a,
x—a,xeQ x—a,xeQ

lim xd(x)= 1lim 0=0.

x—a,xeR\Q x—a,x€R\Q
Conclui-se que se a # 0, lim,_,, xd(x) ndo existe, e portanto f ndo é continua em
a#0.Paraa=0,

lim xd(x)= lim xd®)=0 = limxd) = 0= f(0)

x—0,x€Q x—0,xeR\Q
(jdque R =QUIR\ Q). Logo f é continua em 0.

5. Seja ¢ : [a,b] —» R uma fungdo continua (com a,b € R e a < b), e (x,) convergente
de termos em [, b] tal que lim ¢(x,) = 0. Se L = limx,, entdo L € [a,b]. Como ¢ é
continua em [g, b], lim ¢(x,,) = P(lim x,,) = ¢(L). Logo, temos ¢(L) = 0.
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6. Seja g :[0,1] = R uma fung¢do continua em [0, 1].

a) Se existisse uma sucessdo (x,) de termos em [0, 1] tal que g(x,) = n para todo
n, entdo lim g(x,) = +oo. Em particular, g ndo seria limitada em [0, 1], o que é
impossivel, do Teorema de Weierstrass, uma vez que g é continua em [0, 1].
(Alternativamente, tomando uma subsucesséo (x,,) convergente de (x,) - que
existe porque x,, é limitada, Teorema de Bolzano-Weierstrass - terfamos lim g(x,) =
+o0 e lim g(x,,) = g(limx,,), porque ¢ é continua. Logo g(limx,,) = +o0, 0 que
é absurdo.)

b) Se (x,) de termos em [0, 1] é tal que g(x,) = % para todo n, entdo lim g(x,) = 0.
Seja limx, = c¢. Como (x,) C [0,1] e este intervalo é fechado ¢ € [0,1]. Temos
entdo lim g(x,) = g(c) e portanto g(c) = 0.

7. f:R->R,

X+ x| 0, sexeR\Qvx<0,
= d =
f&) 2 ) {x, sex>0 AxeQ.

a) Para x <0, temos f(x) = 0, logo f(]—o0,0]) = {0}. Para x > 0 temos f(x) =0, se
x€R\Qe f(x) =xsex €Q. Logo f(]O,+oo[ = {0} U {x e Q: x>0} = {0} U Q™.
Assim, f(R) = {0} U Q".

A fung¢do ndo é majorada, uma vez que Q* ndo é majorado, é minorada por 0.

b) lim,, o f(x) = lim, - 0 = 0;

lim,,; f(x) ndo existe: se x, = V21 entdo f(x,) =0, se y, =nentdo f(y,) =
n — +00.

c) f continua para x < 0 e descontinua em qualquer x > 0 (ver Ex. 2.3.4).
8. f:R — R, continua no ponto 1, dada por

0, sex < -1,
f(x) = Jarcsenx, se-1<x<1,
Ksen(%x), sex > 1.

a) Como f é continua em 1, temos f(1) = f(1*) = f(17). Temos f(1) = Ke

f(7) = lim f(x) = lim arcsenx = g
Logo K = 7.
b) f é continua em R\ {—1} (justificar).

c) A partir dos contradominios de arcsen e sen temos
f(]R) = f(] — 00, _1]) U f(] - 1/1[) U f([ll +OO[)
T T T T T
-0 |53 v 53152
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11.

12.

d) lim,,_« f(x) = 0; lim,_,,«, ndo existe (justificar).

. ¢ : R = R definida por:

@ arctg: sex <0
X) =
v T+e™ sex>0

a) Paraa > 0: ¢ é continua em 2 uma vez que (numa vizinhanga de a )é dada pela
fungdo 1 + ¢!, que é continua — composigdo de fungdes continuas.

Para a < 0: ¢ é continua em 4 uma vez que (numa vizinhanca de a) é dada pela
funcédo arctg %, que é continua (em R\ {0}) por ser dada pela composicdo de
fungdes continuas nos seus dominios.

b) p(0*) =lim, o+ 1+e!™=1+e
@(07) = lim, - arctg% =-7.
Como ¢(0) # ¢(07), p ndo é continua em 0. Mas ¢(0%) = ¢(0), logo ¢ é continua
a direita em O.

0) lim, 0 @(x) = limy 401 +e™ =1,
limy o @(x) = lim,_,_ arctg 1 = 0.

d) @(R) = p(] — 0, 0[) U ([0, +o0[) = |0, ~F[ UIL 1 +¢] (justifique).

f é prolongavel por continuidade ao ponto 0 se existir lim,_,y f(x), ou seja, se
f(0*) = f(07). Temos

v p._sen(x?) 1. senu 1
fO) =l e =3y =2
Vx _
0 = im =1 =1

=0t g \/z - a ’
Logo, a = 2. Se F é prolongamento por continuidade de f, entdo F(x) = f(x) para
x # 0eF(0) = lim, f(x) = 3.

(@) limy e () = limy oo In(555) = lim, o Iny = —o0.
limy_o f(x) = limy o —x(x + 2) = —c0.

(b) Temos lim,_o- f(x) = 0 e lim,o+ f(x) = ln(é). Logo f é prolongavel por
continuidade a 0 sse In (%) =0 k=2

(c) Em ]—o0,0], F é dada por uma parabola, com zeros em 0 e -2, de concavidade
para baixo. Logo terd um maximo em x = —1 dado por F(-1) = f(-1) = 1.
Como F é continua, o contradominio de F em | — o0, 0] é dado por F(] — o0, 0]) =
] — o0, 1] (usando a)).
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Em R*, F(x) = In (ﬁ) ¢ decrescente e F(x) < 0, x € RY, em particular 1 é o
méximo (global) da func¢do. De novo pela continuidade de F e de a), vem que
F(R*) =] = o0, 0[ e portanto CD =] — 00, 1]JU] — 00, 0[=] — o0, 1].

13. (a) limy 400 f(x) = limy—,10 3 cOS (#) = lim, 03 cosy = 3.

My oo £(x) = limy_,—ao(k — X)(x + 1)) = —o0.

(b) Temos lim,—,o- f(x) = k e lim,—,o+ f(x) = 3cos(nt) = =3. Logo f é prolongavel

por continuidade a 0 sse k = -3.

(c) Em]—00,0[, F = f é dada por uma parabola —(3 + x)(x + 1), com zeros em —3

14. a)

e —1, de concavidade para baixo. Logo terd um méximo em x = —2 dado por
F(=2) = f(-2) = 1. Como F é continua em ] — o0, 0], F(0) = =3, o contradominio
de F em | — o0,0] é dado por F(] — o0,0]) =] — o0, 1] (usando a)).

Em [0, +oo[, como F(0) = -3, F é continua e de a), temos que F assume todos os
valores de —3 a 3. Por outro lado, de —1 < cos (#) <1,temos -3 < F(x) <3
(0 < £z < m). Logo, F([0, +oo[) = [-3, 3[ e portanto CDf =] — c0, 1] U [-3, 3[=
] —o0,3].

e @ édada pela composicdo de fungdes continuas nos seus dominios: a fungao
exponencial, continua em R e —x%, continua em R \ {0}. Logo ¢ é continua
em R\ {0}.

e 1 é dada pela diferenga de duas fungdes: xsen e cos . Asfuncdessenle
cos 1 sdo continuas em R \ {0}, uma vez que sdo dadas pela composigdo de
fungdes trigonométricas, continuas em IR, e %, continua em R \ {0}. Logo,
xsen % e Ccos % sdo continuas em R \ {0} e ¢ também o sera.

b) @ e 1 sdo prolongdveis por continuidade a 0 sse existir (em R) lim,_,o ¢(x), e

lim,_,p ¢ (x), respectivamente. Para ¢:

lirr(}qo(x) = lirr(}e_xlz = li_ e/ =0.

y—)OO

Logo ¢ é prolongéavel por continuidade a 0. Quanto a ¢

e lim, ,oxsen = 0, uma vez que para qualquer sucessdo (x,) com x, — 0,
temos
limx,sen— =0
n
por ser o produto de um infinitésimo por uma sucessao limitada. Por outro
lado,
1

. 1 ~ . _ 1 _ _
e lim, ,gcos| ndo existe, uma vez que para X, = 5~ € Y, = tem

se limx, = limy, = 0 e limcosé = limcos(2nm) = 1 e limcosyl—n =
lim cos((2n + 1)m) = —1.

Logo lim,_, 1(x) ndo existe e ¢ ndo é prolongavel por continuidade ao
ponto 0.
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c) e @(x) >0, uma vez que a fun¢do exponencial é sempre positiva. Por outro

_1
lado, —xl—z < 0, logo como a funcdo exponencial é crescente, temos ¢ ¥ <
e’ = 1. Conclui-se que 0 < ¢(x) < 1, e ¢ é limitada.

e Para ¢: cos 1 ¢ limitada, com —1 < cos 1 < 1. Quanto a xsen 1, temos

1
) 1 . osen . sen
lim xsen— = lim X = lim L
X—+00 X X—+00 S y—>0+ y
X

1

e da mesma forma lim,_,_ xsen 1 = 1 (alids, a funcdo é par). Logo, como
existem em [R, os limites em +co e —oo, existe a > 0 tal que 1 é limitada em
[a,+00][ e em | — o0, —a]. Para x € [—a, a], temos

1
xsen—| <a.
X

1
xsen; <|x| =

Logo ¢ é limitada em R. (Alternativamente, como ¢ é prolongéavel por
continuidade a 0, o Teorema de Weierstrass garante que o seu prolonga-
mento continuo terd méximo e minimo em [—a, 4], logo serd limitado e 1,
por consequéncia, também.)

15. a) D={xeR:x>0Ax—-1#0}=[0,1] U 1, +oo].

1
b) lim f(x) = lim == = lim =

Vx

=0.

R

fim f) = lim T = -
lim f(x) = lim v = +o00.

x—1* -1t x—1
¢) CDy = f(D) = f([0,1) U (11, +o0]).
e £([0,1[): se x € [0,1], entdo x — 1 < 0 e assim f(x) < 0, ou seja, f([0,1]) C
] = o0, 0]. Por outro lado, como f(0) = 0 e lim,_,;- f(x) = —o0, e f é continua
no seu dominio (por ser o quociente de fungdes continuas), do Teorema do
Valor Intermédio temos que | — 00,0] C f([0, 1[). Logo, f([0, 1[) =] — o0, 0].
o f(]1,+0o[): se x €]1, +oo[, entdo f(x) > 0, ou seja f(]1, +oo[) CJO, +oo[. Como
f é continua em ]1, +oo[, e lim,_,;+ f(x) = +00, lim,_,,o f(x) = 0, temos de
novo pelo Teorema do Valor Intermédio, que ]0, +oo[C f(]1, +o0[). Logo,
f(11, +oo[) =]0, +ool.
Conclui-se que f(D) = R.
d) e (u,)convergente com (f(u,)) divergente: qualquer sucessao no dominio de
f com u, — 1, por exemplo, u, =1 - % — le f(u,) = —co.
¢ (v,) divergente com (f(v,)) convergente: qualquer sucessdo no dominio de
f com v, — +oo, por exemplo, u, =n — +ooe f(u,) — 0.
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16.

17.

a) f e gsdo continuas no seu dominio, ]0, +oo[, por serem dadas pela composicdo
e produto de fung¢des continuas nos seus dominios.

b) lim, e f(X) = +00, limy,40 g(x) =0

c) lim,_, f(x) = —oo, logo f ndo é prolongédvel por continuidade a 0; lim,_,o g(x) =
0, logo g é prolongavel por continuidade a 0.

d) Como f é continua em R* e lim,_, f(x) = —o0, lim,_, 4o f(X) = +00, temos do
Teorema do Valor Intermédio, que CDs = f(D) = R.
(Alternativamente, x €]0,+oo[& 1 + x €]1, +oo[ e In(]1, +oo[) =]0, +oo[. Logo,
f(D) =1In(J0, +eo) =R.)

. . 1
a) lim,,_o f(x) = lim,—,_o —€x = —1.
1
1+x2
b) Ema > 0: f é continua em a uma vez que, numa vizinhanca de a, f é dada

pela fungdo In 115, que é a composta de fungdes continuas nos seus dominios e

portanto continua no seu dominio.

lim, i00 f(x) = limy 400 In = —o00.

Ema < 0: f é continua em a2 uma vez que, numa vizinhanga de 4, f é dada

~ 1 2 ~ 2 P
pela funcdo —er, que é a composta de fungdes continuas nos seus dominios e
portanto continua no seu dominio.

c¢) Temos
. . 1
AR/ = g in e = =0
lim f(x) = lim —ex = 0.

Logo existe lim,_,g f(x) = 0 e f é prolongavel por continuidade a 0.

d) Se g é o prolongamento por continuidade de f a 0, ou seja,

1
—ex, sex <0,
g(x) =10, sex =0,
In L se x > 0.

1+x27

entdo g é continua em IR (é continua em 0 por definicdo, e é continua em R \ {0}
porque f é). Logo, do Teorema de Weierstrass terda maximo (e minimo) em
qualquer intervalo limitado e fechado. Em particular, em qualquer intervalo

[—¢€, €], com e > 0.
1 ‘1 4 ) 1
Como —e* é crescente (a exponencial é crescente, 1 é decrescente, logo ex ¢
. 1
decrescente), temos para x € [—¢,0[ que g(x) < ¢(07) = 0. Por outro lado, In 1
é decrescente (o logaritmo ¢ crescente e ;= ¢ decrescente), logo para x €]0, €],

g(x) < g(0*) = 0. Conclui-se que maxye[—] g(x) = g(0) = 0.
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24 Continuidade Global (Solu¢des)

1. (Note-se que os pontos fixos de f correspondem aos zeros de h(x) = f(x) — x).
Temos h(1) = f(1) -1 =-1<0eh(-1) = f(-1) = (-1) =1 > 0. Como h é continua,
do Teorema de Bolzano, terd pelo menos um zero, i.e., existe ¢ €] — 1,1[ tal que

h(c)=0& f(c) =c.
4. Seja g :]a, b[ = R uma fungdo continua em ]a, b[, a,b € R tal que
lim g(x) = ~lim g(x) = —co.
Queremos ver que existe uma e uma s6 func¢do continua / definida em [a, b] tal que
h(x) = arctg[¢(x)*], x €]a, b[.

Entdo, para x € ]a,b[, a funcdo h ja estd definida, de forma tnica, pela férmula
acima, ou seja, definimos h(x) = arctg[g(x)*]. Para x = a, como & é continua em a4,
temos necessariamente

h(a) = lim arctg[g(x)Z] = hIP arctg y = g’
x—a* Y—+00

e da mesma forma

h(b) = lim arctg[g(x)’] = lim arctgy = T
- y—+oo 2

Para determinar o contradominio de /1, determinamos primeiro o contradominio de

g: uma vez que g é continua em ]a, b[ e lim,,, g(x) = —oo, lim,_,, g(x) = +oo, tem-se

do Teorema do Valor Intermédio que g(]a, b[) = R. Conclui-se que o contradominio

de ¢ é [0, +oo[ e portanto

h(la, bl) = arctg([0, +oo[) = [o, g[

Como h(a) = h(b) = 5, temos entdo que h([a, b]) = [0,% .

5. Para x = 0, temos sen’0 + cos®0 = 1 e para x = 7, sen’ 7w + cos®>w = —1. Se
f(x) = sen®x + cos® x, entdo f é continua porque é dada pela soma e produto de
fungdes continuas e f(0) =1 > 0, f(n) = =1 < 0, logo, pelo Teorema do Valor
Intermédio, existe x €]0, [ tal que f(x) = 0 & sen®x + cos® x = 0.

6. Seja f(x) = senx —x* + 1, entdo as solucdes da equacdo correspondem aos zeros de
f. Temos f(0) =1, f(n) = f(-n) = —* + 1 < 0. Como f é continua em R por ser
a soma de duas fun¢des continuas, tem-se do Teorema do Valor Intermédio / de
Bolzano que existem c; €] — 1t,0[ e ¢; €]0, [ com f(c1) = f(c2) = 0.

101



CDI-I 2°Sem. 2014/15 LEIC-A 2.4. CONTINUIDADE GLOBAL (SOLUCOES)

7.

10.

12.

13.

1 i T i 1
Parax =0, temossen0—cos0 = -1 < > eparax = 5 temossen ——cos— =1 > >
Como senx — cosx é continua, conclui-se do teorema do Valor Intermédio / de

Tt

1 s
5 [ com cosc —senc = —. Como senx — cos x é perlodlca,

Bolzano que existe ¢ €]0, >

o resultado segue.

. Sejap € N impar e f(x) = a,x¥ +a,.1x*"' - - - + a1 + a9. Podemos assumir que a, > 0

(sendo consideramos —f). Temos

. . 1 1 1 ,
xli)rirlof(x) = xl_l)rﬁoapxp (1 + ap_1; cee alﬁ + aOE) = xgrlgoapxp = +o00.
Tem-se entdo que a fungdo muda de sinla, e do Teorema do Valor Intermédio / de
Bolzano, segue que f tem um zero (e também que CDs = IR, é sobrejectiva).

(a) Tomando a fungdo g(x) = f(x) — f(xo), tem-se g continua em I e g(x;) < 0,
g(x2) > 0, logo existe ¢ € I tal que g(c) = 0, pelo Teorema do Valor Intermédio.

(b) Considere-se xy,x1,x, € I quaisquer, com xy < x; < x. Como f é injectiva,
f(xo) # f(x1) # f(x2). Se for f(xg) < f(x1) e f(xo) > f(x2) pela alinea anterior
teriamos f(c) = f(xp) o que é impossivel, dado que f é injectiva. Concluimos
que f(xo) < f(x1) e f(xo) < f(x2) e f é estritamente crescente ou f(xy) > f(x1) e
f(x0) > f(x2) e f é estritamente decrescente.

(c) g émondtonaem ] — oo0,0].

a) A fungdo ¢ é continua no seu dominio D = {x € R: 1 — x? € [0, +0[}, uma vez
que é dada pela composicdo de fungdes continuas nos seus dominios. Temos

1-x*€l0,+0[e1-x¥>0e*<leoxe[-1,1],

ouseja, D = [-1,1]. Como D é um intervalo limitado e fechado, o Teorema de
Weierstrass garante que ¢ tem maximo e minimo em D.

b) Nao. Neste caso, o dominio de ¢ seria | -1, 1[. Tomando uma fungédo g ilimitada
numa vizinhanga de 0, terfamos que ¢ seria ilimitada em vizinhangas de -1 e
1. Por exemplo, se g(x) = In(x), entdo lim,_,1;- @(x) = lim,_,_1+ @(x) = —co.

Como lim,_,;- f(x) = lim,—,_1+ f(x) = +0o9o, fixo R > 0, existem a,b €] — 1, 1] tais que
se—1 <x<aouseb <x <1, entdo f(x) > R. Neste caso f(a) > Re f(b) > R, porque
f é continua em 4, b. Do Teorema de Weierstrass, sendo continua, a funcdo tera
minimo em [a, b], i.e., existe c tal que f(x) > f(c), x € [a,b]. Mas se x €] —1,a[U]b, 1],
entdo f(x) > R > f(a) > f(c), logo f(c) ¢ minimo em | —1,1[. O contradominio sai
do Teorema de Bolzano / Valor Intermédio.

Seja f continua em R tal que existem e sdo finitos lim,_,,« f(x) e lim,_,_ f(x).
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a)

b)

Como existe (em R) lim,_,;« f(x), temos que f é limitada numa vizinhanca de
+00, ou seja num intervalo [b, +oo[, para algum b € R. Da mesma forma, f sera
limitada num intervalo | — oo, 4] para alguma € R.

Por outro lado, por ser continua, o Teorema de Weierstrass garante que f é
limitada em [a, b]. Logo é limitada em RR.

Considerando a fungédo h(x) = f(x) — x, temos lim x — +ooh(x) = limx — +oo —
x = Foo. Como h é continua e o produto dos dois limites é negativo (h(x) > 0
para x < xp e h(x) < 0, para x > x1), o Teorema do Valor Intermédio/ de Bolzano
garante que existe c tal que h(c) =0 & f(c) =c.

Para g(x) = 3 7 (x) Trop temos g(x) < Tegx) =1 & f(x) = 0. Agora, se o produto
dos dois limites indicados é negativo, ou seja, se os limites indicados tém sinais
diferentes, entdo existem 4,b € R tais que f(a) > 0 e f(b) < 0, logo como f é
continua, o Teorema do Valor Intermédio garante que existe c tal que f(c) = 0.
Temos neste caso g(c) = 1 = maxg.
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3 Calculo Diferencial (Solu¢oes)

3.1 Diferenciabilidade (Solu¢oes)

1. a) (ﬁ) = - 12,x;ﬁl
2 Y _ 2(x+1)2—dx(x+1)
b) ((x+§)2) - (r+1)4 # -1,
1 ! — 1 +
9 (7) = v X € R
d) (x%ex) =x2e'(3 +x), x € RY,

e) (¥22%) =x2*(2 + (In2)x), x € R,
f) (tgx—x) = - -1=tg?x, x# Z+kn,keZ,
g) ("*C"S") =1 4 Lsalareosy) o L +2kn keZ,

1-senx (1-senx)?

h) (senx-cosx-tgx) = (sen’x)’ = 2senxcosx = sen2x, para x # 2 +kr,

’
— 1
i) <1+cotg(x)) ~ sen? x(1+cotg(x))2 X # —% +knt A x # km,

i) (¥*(1 +1Inx)) =3x+2xInx, x € RY,
k) (sinh(x)cosh(x)) = cosh?(x) + sinh?(x), x € R.

2. a) f(x) = x|x| é diferencidvel em R \ {0} por ser o produto de duas fungoes dife-
rencidaveis em R \ {0}. Em x = 0, temos

/ _ x|x|_ R T _
a0 = o TR

0 = tim =9 _ i _x =0,
£(0)

-0~ x—0 x—07t

Como f(0) = f/(0), a fungdo é também diferencidvel para x = 0, ou seja €
diferencidvel em R, com derivada f'(x) = 2x,se x > 0, f'(0) =0, f'(x) = —2x, se
x <0.
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b) f(x) = e"™ é diferencidvel em R \ {0} por ser dada pela composi¢do da fungdo
exponencial que é diferencidvel em R e [x|, que é diferencidvel em R\ {0}. Em
x =0, tem-se f/(0) = 1 e f/(0) = —1 (justifique), logo f ndo ¢é diferencidvel em 0.

c) f(x) = In|x|édiferencidvel noseu dominio, R\ {0}, por ser dada pela composi¢do
de In, que é diferencidvel no seu dominio R* e [x| que é diferencidvel em R\ {0}.

d) f(x) = e é diferenciavel em R\ {0} (como emb)). Em x = 0, £7(0) = 0, f/(0) =
(justifique), logo f ndo é diferencidvel em 0.

3. fd(o) = lim, o+ f&-10) ) f = limyo- 1+e 1/" =0;

£2(0) = lim,_,o- f(x) f = lim,_,o- ﬁ =1.

(Nota: Logo f é contmua mas ndo diferencidvel em 0.)

4. Para calcularmos as derivadas laterais, é necessario determinar primeiro f(0).
Como f é continua em 0, f(0) = lim,_, f(x). Temos

.1 .1
lim ex = +00, limex =0,

x—0* x—0~
logo
1+er 1
li = li =0-z=0,
xlrg! f(X) xgg! : 2 + 6% 2
e portanto f(0) =
(Também podiamos calcular:
1+er e +1 1
hm x) = lim x = lim x =0--=0,)
/0 200D pey a0t Qe 4] 1
Agora,
0 ; -4
fd(o)—l f(x) f() lim1+e]:lime +1 :1’
=0T X = x>0h D per x20% Qi 4]
x)— f(0 T+er 1
0 =t SO SO 1wl 1
x—0~ x—0 =0 2 4 EX 2

(Nota: De novo, f é continua mas nao diferencidvel em 0.)

5. Em primeiro lugar, para f ser diferencidvel em 0, f tem que ser continua em 0.
Logo, como f(0) =ae

2
@5 —1+42-0=1,

2
lim f(x) = lim 1 + = sen’(x :1+lim
x—07* f( ) x—07* X ( ) x—0
resulta que f é continua em 0 sse a = 1.
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Quanto a diferenciabilidade,

o) — 1i FOFO _ by
FO=Im "0 Ty T
e
L f@=fO0) . T+isen’(x)-1 2sen’(x)
JO=M " T . Tl 77

Logo f é diferencidvelem Osseb =2 (ea =1).
Neste caso, f'(0) = 2 e a tangente ao grafico em (0, f(0)) é dada por y = f(0) +
F'(0)(x —0) =1+ 2x.

Se a < 0, entdo (numa vizinhanga de a) f é dada pela func¢do polinomial (linear)
1+ 2x, logo f é diferencidvel em ]—oo,0[ e f'(a) = 2 paraa < 0, vindo a tangente ao
gréafico em (a, f(a)) dada por y = f(a) + f'(a)(x —a) =1+ 2a+2(x —a) =1+ 2x (ou
seja, é a propria recta).

Se a > 0, entdo (numa vizinhanga de a) f é dada pela fungdo 1 + %senz(x) que é
diferencidvel em g, j& que é dada por soma e produtos de fun¢des diferenciaveis.
Logo, f é diferenciavel em 10, +oo[ e paraa > 0, f'(a) = —3 sen’a + 22senacosa =

Zsena (_sens 4 3 cosa).

6. f: R — R definida por:

) = {x2 sen(%), sex #0,

0, sex =0.

a) Para x # 0, f é dada pelo produto de duas fungdes diferencidveis: x — x
que é uma funcdo polinomial, e x — senl que é a composta de uma fungéo
trigonométrica, diferencidvel em R, com 1, diferenciavel em R\ {0}. Logo f ¢
diferencidvel em R \ {0}. Temos para x # 0:

f(x) =2x sen(l) + x° cos (1) : _—21 = 2xsen (1) - cos(l).
X x) x x X
b) y=fR)+ fR)x—2) = &+ - 2)
c) Nao existe lim,_,q f’(x) porque nédo existe

. 1
lim cos (—)

x—0 X

(e uma vez que lim,_,o 2x sen (%) = 0 (justifique)).

2 on(1
2sen(?)

d) lim,_, = lim,_,g x sen (%) =0.

X

Logo f é diferencidvelem x =0e f'(0) = 0.
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7. a) In(xshx): dominio R \ {0}, dominio de diferenciabilidade R \ {0}, (In(xshx))’ =

shx+xchx
xshx

b) arcsen(arctgx): dominio [-tg1, tg 1], dominio de diferenciabilidade ]-tg 1, tg 1|,
’r 1
(arcsen(arctg x))’ = RSN errd

) %: dominio R \ {-1}, dominio de diferenciabilidade R \ {— (%)’ = ﬁ.

8. a) (ch(cosx)) = —senx -shcosx,
b) (Inlnx) = =

xInx*
c) (Insenx)” = £ = cotgx,

senx
Vx2-1__ x

d) (e\/m)/ .

=e

t earctgx
e) (%) = 9,

(el ) = e’ 21Inx, parax >0,

g) (In(1 +¢*)) = 22

1+e"2 /

h) sen(sen x) ) cos(sen x) cos x sen x — sen(sen x) Cos x

senx sen? x

i) (sen*(x)cos’(x))’ = 4sen’(x) cos*(x) — 3 sen’(x) cos?(x).

j) (e + arcsen(2x))®)’ = 16(e2* + arcsen(2x))’ (¢>* + 114;;2)‘

k) (arctg(x4) - (aI‘Ctg X)4)’ _ 48 4arctg® x

1+x8 1+x2 °

1 t "= —, € R*.
) (arctg Vx) 5 \/}(1 e para x

|x|

,parax >1oux < -1.
/ 2\/x2—1

n) (cos(arcsenx)) = —Senlarseny) _ __x

1-x2 Vi—x2’
0) ((Inx)") = (™M) = (079 = (Inx)* (In(inx) + &),
p) (xsenZX)’ — ( seanlnx) xsen2x (2 cos2xInx + sen2x).

q) ((sen x)x)/ (exlnsenx)/ _ (11’1 senx + xscé?lsxx)exlnsenx — (11’1 senx + Xcosx

m) (arccos ) =

>=3)(sen x)*.

Inarctgx
arcsen x — arcsen x arcsen x
r) ((arctgx) ) = (arctg x) ( e T g +x2)).

S) (tg(esenx))’ — (1 + th(esenx))(esenx)/ — (1 + th(esenx))(esenx) CcOS X.
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11. Usando o teorema da derivagdo da funcdo composta, uma vez que f é diferenciavel
em R e sen também:

g'(x) = f'(senx)cosx + cos(f(x))f"(x).

Logo, dado que f(0) = f(n) = 0, temos g’(0) = f'(sen0) cosO + cos(f(0))f'(0
£'(0) + f'(0) = 2f"(0) e g'(m) = f'(senm)cosm + cos(f(m))f'(m) = —f'(0) + f(n)

Entao,
g0+ g () =2f(0)— f(0) + f(m) = £(0) + f'(m).

12. Usando o teorema da derivagdo da fun¢do composta, uma vez que f é diferencidvel
em R e arctg também,

(arctg f(x) + f(arctgx))’ = f'(x) + f'(arctg x)

1+ f2 x)
13. Do teorema de derivagdo da fungdo composta, para x € ]0, +oo],
'(x) = 819 (¢(In x)) = s ’(lnx)l.
@ 8 8 x

Logo,
@'(1) = e2¥¢'(0).

Derivando ¢’, temos

P (x) = eg(h”‘) ((g (Inx))* - ¢'(Inx) + g”(lnx)).
Logo,
() = 2 ((g' (1) - g'(1) + 8"(1)).
14.
(g0 f)(x) =g (f(x)f"(x)
= ¢(x*e™)@x’e™ — xte™)
= ¢(x*e™)Pe (4 — x).

15. a) arcsen é diferenciavel em ] —1,1[ e g é diferencidavel em R, logoem ] —1,1[, f é
dada pela composicdo de fungdes diferencidveis e é assim diferenciavel. Temos

f'(x) = g’ (arcsen x) = f(0)=¢0)-1= %

1
V1 —x2
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b)

16. a)

b)

17. a)
b)

Como g é estritamente mondétona e arcsen € injectiva, temos que f também sera
injectiva. Pelo Teorema de derivacdo da fungéo inversa,

’ 1
(f l) (2) = m,
se f'(f ( 1(2) ) # 0. Como f(0) = g(0) = 2, temos f~1(2) =0, e f'(0) = % # 0, logo
(Fy@=4=2
Uma vez que arcos é diferencidvel em ] —1,1[ e f é diferencidvel em R com
contradominio ] -1, 1[, a fun¢do composta serd também diferencidvel em R. Por

outro lado, f é bijectiva, logo injectiva, e arcos é também injectiva. Conclui-se
que a composta serd uma fungdo injectiva.

r@

Temos

g ==

’ '(2)
Logog(2):-——%j%§

Do Teorema de derivagdo da fungédo inversa, temos agora que

G mm

Como g(2) = arcos(f(2)) = arcos(0) = 7, temos gt (%) =2, ouseja (¢ (%) =
1 1

g§@) ~ 2
O dominio de ¢! é dado pelo contradominio de g. Como f é sobrejectiva,
SR)=]-1,1e

D¢ = g(R) = arcos(] — 1,1[) =]0, [

Uma vez que ¢! é injectiva e continua, serd monétona, e portanto
0N <8 < gl (m)
8 § <& 1
-1 ~ Z 2,0 P Al. z d P d -1 =z d P
e ¢ ndo terd maximo nem minimo. Alids, o contradominio de ¢~ é o dominio
de g, ou seja, R, e assim ¢! ndo é limitada.
lim,_, ;e shx = +00, lim,_,_, shx = —o0, lim,_,,, chx = lim,_,_., chx = +o0.

shx e chx sdo continuas e diferencidveis no seu dominio R, uma vez que a
fungao exponencial o é. Tem-se

, ex _ e—x / 3 ex _ (_e—x) B
@hx)—( . ) = oy,
e +e ™\ e+ (—e™)
hx) = = = shx.
(chx) ( > ) > sh x
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c) (shx)" = chx > 0 para qualquer x € IR, logo sh é estritamente crescente em R, e
nao tem extremos.

(chx) = shx > 0 para x > 0 e (chx)’ = shx < 0 para x < 0. Logo chx é
decrescente em ] — 00,0] e crescente em [0, +oo[, tendo um ponto de minimo
absolutoem 0, ch 0 = 1.

d) Sejam f(x) = shx, f!(x) = argshx, x € R. Entdo,

T 11
F(fH(y) ch(argshy) ch(a)

em que sha = y. Uma vez que ch?(a) — sh’*(@) = 1 © ch@) = A1+ sh’(a) =
V1 + y?, segue que

f () =

argsh’(y) = )
gsh'() 1+y2

(Relembre do Ex. Ficha Limites e Continuidade que argshx = In(x + Vx2 +1)e
argchx = In(x + Vx2 —1): derive e compare.)

3.2 T. Rolle, Lagrange e Cauchy (Solucdes.)

1. Seja f(x) = 3x* — ¢*. Entdo f é continua e diferencidvel em R. Uma vez que
lim f(x) =400, f(0)=-1

conclui-se do Teorema do Valor Intermédio que f tem um zero em ] — o0,0[. Por
outro lado,
f(1)=3-e>0, lim f(x)=-o0
X—+00

logo, de novo pelo Teorema do Valor Intermédio, f tem um zero em ]0, 1[ e também
terd um zero em ]1, +oo[. Conclui-se que f tem pelo menos 3 zeros.

Para vermos que ndo pode ter mais do que 3 zeros, calculamos as suas derivadas:
f'(x)=6x—¢", f'(x)=6-¢"

Como e* é injectiva, f” tem um tnico zero. Logo, do Teorema de Rolle, f terd no
maximo trés zeros.

2. Seja f(x) = x° + 5x — 5. Entdo f é continua e diferencidvel em R. Temos f'(x) =
5x*+1) > 0,emR, logo f é estritamente crescente em R e existird no maximo uma
solucdo da equacgdo acima (ou Teorema de Rolle: se f tivesse dois zeros, entdo f
teria pelo menos um, como ndo € esse o caso, f tem no mdximo um zero).

Por outro lado, lim,_,. f(x) = o0, logo como f é continua, conclui-se do Teorema
do Valor Intermédio / Bolzano, que f tem pelo menos um zero (alids CD¢ = R).
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3. Note-se primeiro que o grafico de f cruza arecta y = x em trés pontos sse a equagao
f(x) = x tem trés solugdes. Seja ¢ : R — R dada por g(x) = f(x) — x. Entdo, g tem
trés zeros. Logo, do Teorema de Rolle, ¢’ tem pelo menos dois zeros e g” tem pelo
menos um zero. Mas

') =f(x)-1=g"()=f"()
Logo f” tem pelo menos um zero.

4. E claro que f(-1) = f(1) = 0 e que para x # 0, f'(x) = —3% # 0. Néo contraria o
X3
Teorema de Rolle dado que f ndo é diferencidvel em todos os pontos de ] — 1,1]
(ndo é diferenciavel em 0).

5. a) Verdadeira, uma vez que f sendo diferencidvel em ]0, 1] serd também continua

em qualquer intervalo [ﬁ, —] paran > 2. Logo, pelo Teorema de Weierstrass

tem maximo e minimo no intervalo fechado [m, l].

b) Falsa: por exemplo, a fungdo f(x) = 1 sen Z verifica f (ﬁ) = (Oe fndoélimitada
(justifique!).

c) Verdadeira: paran > 2, f é continua em [-1-, ] e diferencidvel em ]n =/ —[ com

f(l) = f(n+1) Logo, do Teorema de Rolle, f’ tem um zero em ]%, %[, para

n

cada n € IN.

n+l’ n

1 1
7. (a) Aplicando o Teorema Lagrange a In x em [1, x], temos xrlxl == 1<c <.

1 1
De1<cx<xvemque; < <1, logo (uma vez que x — 1 > 0),
X

Inx x—1

<le <lnx<x-1.
x—1

1

- <

x
(b) Lagrange a e* em [0, x], se x > 0, ou [x,0], se x < 0.
(c) Lagrange a senx e atgxem [0, x].

(d) Lagrange a arctg x em [E,x].

4
9. Sejamx, y € [4,b], comx < y, porex. Aplicando o teorema de Lagrange no intervalo
[x, y], temos M = f’(c), para algum c €]x, y[. Como f’ é continua em ]a, b[

e tem limites laterais em a e b, é limitada em [, b], logo

\f O =W _ ) < € = 1) = f)l < Clx = .
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10. Se f(n) = (-1)", entdo f(n + 1) — f(n) = (-1)"*! = (=1)" = 2(-=1)"*'. Agora, como f
é diferencidvel em R*, é continua em [n,n + 1] e diferencidvel em ]n,n + 1], para
cada n € N. Do Teorema de Lagrange temos entdo que existe ¢, € ]n, n + 1] tal que

fn+1) - f(n)

n+1)—n

= f(cn) & f'(en) = 2(-1)""

e concluimos que f’(c,) é uma sucessao divergente (tem dois sublimites, -2 e 2).
Como n < ¢, < n+1, temos que ¢, — +00, logo f’ ndo tem limite no infinito (se
tivesse, f’(c,) seria convergente).

14. (a) Aplicando o Teorema de Lagrange a f no intervalo [x, x + 1], temos f(x + 1) —
f(x) = f'(cy), em que x < ¢y < x + 1. Fazendo x — +oo, temos c, — +0o0, logo
dado que lim,_,;. f'(x) existe,

lim f/(v) = lim f(c) = lim f(x+1)- f()=b-b=0.
(b) Aplicar a) a funcdo f(x) = h(x) — mx.

15. A fungdo g serd diferencidvel em IR\ {0} e portanto serd crescente em R* se ¢’(x) > 0
para x > 0. Temos

g (x) = >0 xf'(x) > f(x) @ < f'(x)

xf'(x) - f(x)
%
(note-se que x > 0). Agora, aplicando o Teorema de Lagrange a fungdo f no

intervalo [0, x], temos que, como f(0) =0,

G
para algum c € ]0, x[. Como f” é crescente, c < x = f’(c) < f'(x).

16. Sea < 0 e b > 0 sdo as solugdes ndo-nulas de f(x) = x2, temos f(b) = b?, f(a) = a*e
também f(0) = 0. Aplicando o Teorema de Lagrange nos intervalos [a,0] e [0, b],
temos que existem c; € ]a,0[, c; € ]0, b tais que

b
19 ey, = e,

ouseja, f'(c1) =a<0e f'(c;) =b > 0. Como f’ é continua (f é de classe C'), temos
do Teorema do Valor Intermédio que existe d € ]y, ¢5[ tal que f'(d) = 0.

ax—b*
X

17. a) lim,_, é uma indeterminag&o do tipo 3. Pela Regra de Cauchy:

a —b*
lim
x—0 X

:lirr(}lna-ax—lnb-bx:lna—lnbzlng. (3.1)

b
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b) lim, e ln(x;ex) ¢ uma indeterminacgdo do tipo 2. Pela Regra de Cauchy (duas

vezes):

. In(x + €Y . 1+ i e*
lim ——— = lim = lim =1
X—+00 X x—+00 X + ¥ x—+o0 1 + ¥
. arcsen(x) : L :
C) hn(} —(), é uma indeterminagao do tipo 3. Usando a Regra de Cauchy:
X

1

. arcsen(x) .. V1 -—2x2
lim —= = lim ————— = 1.
x—0 X x—0 1

. arctg(x?) . - .o
d) lim ———— é uma indeterminagéo do tipo ;. Fazendo y = x2 e usando a Regra

x—0 x*
de Cauchy:
1
arctg(x? arct 1+12
lim# = lim 8(y) = lim T~ 4o,
x—0 X y—0* y y—0* Zy
1
__arctgy : s .0
e) lim — € uma indeterminagdo do tipo 5. Fazendo y = 1/x e usando a
X—+00 sen =
Regra de Cauchy:
1
arctg 1 arct 1+ y?
lim 0% =i T8y~ g
xote gen . y—0 seny  y—=0 COSY

f) lim,_1(Inx - Inln x) é uma indeterminacéo do tipo 0 - co. Escrevendo

Iimlnx-Inlnx = lim lnllnx

x—1 x—1 .
Inx

temos uma indeterminagédo do tipo <, e pela Regra de Cauchy,

1

Inlnx
. . In .
lim =lim 22— =lim-Inx =0.
x—1 1 x—1 — 1 x—1
Inx xIn?x

. ~1/x . . ~ .
g) lim,_,o+ % é uma indeterminacdo do tipo % Escrevendo
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temos uma indeterminagédo do tipo <, e pela Regra de Cauchy,

1 1
) -2 ) 1
lim = = lim = lim — = 0.
x—0t el/* x50+ —lzel/x x—0+ el/x
X

Nota: a Regra de Cauchy aplicada directamente a lim,_,q+ < hao simplifica a
g y ap X p

questdo. . .)

. —1/x . —
h) lim,_ - &= =lim,p- 27/* = —c0 - +00 = —c0.

(Note que a Regra de Cauchy ndo é aplicavel!)

R x*sen 1 . x
1) hmx_’m senx 11mx_,0+ senx

xsenlzl 0=0.

(Note que nao existe lim,_,o+ (2 sen ) logo a Regra de Cauchy néao é aplicavel.)

(sen x)’

j) lim,_,o L2 =1In2.
hx—
k) 11rr01 sxx—asenx é uma indeterminagéo do tipo 3. Aplicando a Regra de Cauchy
(trés vezes):
. _shx—-senx . chx+cosx 1
lim ———— =lim ——— = .
x—0 X x—0 6 3

(o]

1) lim, ;e % € uma indeterminacéo do tipo £. Aplicando a Regra de Cauchy
(duas vezes):
2% . In2.2¢ . (In2)?-27

lim — = lim
xX—+o00 X X—+00 X X—+00

m) lim,_, . 2 =lim,,_ 22 =0-0=0.

n) lim(x — 1) (1 —cos 7 L

x—1

) = 0, por enquadramento, ja que (x — 1)*> — 0, e

0 <1-cos = <2, logo

O<(x—1)2(1—cos1ix)<2(x—1)2.

(A Regra de Cauchy néo é aplicavel.)

1
o) lim (x—1)* (1 —cos 7 x)' é uma indeterminacao do tipo co-0. Temos, fazendo
xX—+00 -
A
1- 1
lim(x—l)z(l—cos ):lim;zosyzlimw:—.
X—>+00 1-—x y—0 y y—=0 2y 2
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p) lim, . Inxsen ! é uma indeterminagéo do tipo oo - 0. Temos, fazendo y = =

1
In sen?
lim Inxsen - = lim —lnyseny = lim - : :lim%:lim Y =
x—+00 X y—0+ y—0* sen~ly  y-0* cosysen?y
» ) seny
ja que lim,, g =1.

y—0* ycosy

lim Inxsen

q) 111%1 Inxsen Vx é uma indeterminacio do tipo o - 0. Temos fazendo y = Vx,
x—0*
x—0*

Vx = lim 2Iny seny =
y—-0*

1111([)1 2Inyseny =0
y—0*
(como alinea anterior).

18. (a) lim,_;+ x""* ¢ uma indeterminagéo do tipo 1%. Temos

. . Inlnx . :
lim xlnlnx = lim eln(x ) = lim elnlnxlnx lim
x—1* x—1*

= limuo1+ InlnxInx
x—1* )
Agora, de ¢), lim,_,;+ InInxInx = 0 logo

lim xMn* = % = 1
x—1*
. 1, . . ~ .
(b) lim,_ e x¥1 é uma indeterminacéo do tipo . Temos
. 1 . 11’1(3«7ﬁ ) . L Inx lim — Inx
lim x¥7 = lim e = lim e¥1 ™% = gMoro i
x—+00 X—+00

X—+00

Agora, lim,_,,. ﬁlnx = lim,, 00 JIC“T’{ é uma indeterminacdo do tipo = e
aplicando a Regra de Cauchy,

) o1
lim Iim - =0
x—+o00 X — 1 x—+00 X
Logo,
) 1
lim x¥7 =&’ = 1.
X—+00

(c) lim,_o+ (senx)*"" é

uma indeterminagdo do tipo 0°. Temos

lim (S en x)Senx — ellmx_>0+ senxIn senx
x—0*

Temos que lim,_ o+ senxInsenx = lim, o+
tipo <. Aplicando a Regra de Cauchy

Insen x
1

é uma indeterminacdo do
senx

COS X
Insen x . senx )
lim — = lim ——+ = lim senx = 0.
+ + +
x—0 e x—0 o x—0
Logo

lim (senx)*"* =¢" =1
x—0*
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(d) limy 40 (In x)% ¢ uma indeterminagao do tipo oo. Temos

limy 40 % Inlnx

lim (lnx)% =e

X—>+00
Agora lim,_,;« % Inlnx = limy_, 0 2% ¢ uma indeterminacio do tipo =2 e
temos
. Inlnx ) 1
lim = lim =0
x—+00 X x—+oo X IN X

logo lim,_,« (In x)% =1.

1, . . .
(e) lm(} (cos x):? é uma indeterminagdo do tipo oo°. Temos
X—

. Incosx
) . lim > o 1
lim (cosx) =ex=0 X =e2l=—
x—0 \/E
ja que
= X

. Incosx | 1

lim — = lim —— = ——=.

x—0 X x—0 2x 2

1

1\ =
(f) lim (sen ;) é uma indeterminagéo do tipo 0°. Temos

X—+00
In (sen 1)
X

. 1\mx lim ————= 4
lim (sen —) = ex—+o  Inx =e¢
X

X—+00

ja que, fazendo y = 1/x, e pela Regra de Cauchy,

1
In (sen —) cosy
1 sen —
lim &) _ o InGeny) ey oycosy
X—+00 ln X y—0+ — ln y y—0+ _i y—0* sen y

tg2 _
gx:el.
1/x

m)n@(g+amga) — 1.

(g) lim,_z (tgx)

)1/lnx

(i) lim(senx =e.
x—0*

1
19. (a) Para p =1, aplicando a Regra de Cauchy, temos lim,_, eﬁx = limy 0 == 0.
p
Assumindo por hipétese de indugdo que lim,_,, Jec—x = (0 paraum dadop € N,
usamos de novo a Regra de Cauchy para calcular

lim — = lim

x—oo @ X—00

p+1 Da?
X P+ DY iy0=0.
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20.

21.

22.

3.3

(b) como a)

(Inx)?
x b

(c) como a), notando que lim,_,o+ x (Inx)? = lim,_,o+

lim,_,0 x**"* é uma indeterminagao do tipo 0°. Temos que

sen x sen x In x lim,_,o senxInx

lim x =lime =e
x—0 x—0

Vamos calcular lim,_,psenxInx, que é uma indeterminacdo do tipo 0 - co. Escre-
vendo sen x In x = 8% ficamos com uma indeterminagéo do tipo £ e podemos usar

senx

a Regra de Cauchy:
1
. Inx . p
lim — = lim -
x—0 —L x—0 — COSZ
sen x sen” x
y sen? x
= lim -

=0 XCOSX

. senx senx
=lim - . =-1-0=0.
x—0 X COS X

Logo, lim,_ox%"* = ¢ = 1.

Pela defini¢do de limite, como % — 0, temos agora

sen%
lim (1) =1.
n

a) 1;b) a*/b% ¢) —1/3;d) 0; e) 0; f) 0; g) —1; h) 0; i) +00;j) 0; k) =1/2;1) 0; m) 1; n)1; o)
L,p 19l

a)1;b)1;c)1;d) 1, e) e f) e’ g) 1, h) 1;1) 1;j) L, k1L, m)e /%, n) e /%,0) 1;p) 15 q)
ehres) L) Lulv)-1,w)l;x)1y) e z) 1.

Estudo de fun¢des (Solugdes)

. a) =—: (estritamente) crescenteﬂ em [—1,1], (estritamente) decrescente em | —

x2+1°
o0, —1] e em [1, +oo[, ponto de minimo em -1, ponto de maximo em 1, que sdo

absolutos uma vez que lim, .o 747 =0, f(—=1) = =1/2e f(1) = 1/2;

!Neste e noutros esbogos de solugdo dos exercicios aplica-se, geralmente sem explicacdes adicionais,
o seguinte raciocinio muito util: se f é uma funcdo diferencidvel num intervalo aberto, com derivada
positiva (resp. negativa), e continua no respectivo intervalo fechado entdo f é estritamente crescente (resp.
decrescente) no intervalo fechado. Além disso o advérbio estritamente sera omitido pois do contexto tal é
geralmente 6bvio.
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b) % + xl—zz crescente em [-2,0[, decrescente em | — oo, —2] e em ]0, +oo[, ponto de
minimo em —2, que é absoluto, uma vez que lim, o 1+ = 0e—1+1 = -1 < 0.

) |x*—5x+6|: crescente em [2, g] eem [3, +oo[, decrescente em | — 00, 2] e em [%, 3],
pontos de minimo em 2, 3, absolutos uma vez que x> —5x + 6| > 0, para x # 2,3,
e ponto de maximo em %, local uma vez que lim,_, .« |x?> — 5x + 6| = +00. (Nota:
|x?> — 5x + 6| ndo é diferenciavel em 2 e 3.)

d) xInx: crescente em [e7!, +oo[, decrescente ]0,e7'], ponto de minimo em ¢!,
absoluto.

e) e™¥: crescente em | — c0,0], decrescente em [0, +oo[, ponto de maximo em 0,
absoluto.

f) %z crescente em [1, +oo[, decrescente em | — 00,0[ e em ]0, 1], ponto de minimo
em 1, relativo uma vez que lim,_,- e; = —o00.

g) xe™*: crescente em | — oo, 1], decrescente em [1, +oo[, ponto de méximo em 1 que
é absoluto.

h) arctgx — In V1 + x?: crescente em | — oo, 1], decrescente em [1, +oo[, ponto de
maximo em 1, que é absoluto.

2. a) f é diferencidvel no ponto 1 uma vez que é dada, numa vizinhanca de 1, pela
funcdo arctg 1 que ¢é diferencidvel no seu dominio (por ser a composta de uma
fungdo trigonométrica inversa com uma fungao racional). Temos

(arct 1)/— 1 ( 1)— 1
gx _1+xl_2 x2)  x2+1

logo f'(1) = —3. A tangente ao grafico no ponto 1 é a recta
y—f(1)+f(1)(X—1)—4 2(x 1)_4.|_2 5

b) Em primeiro lugar, para f ser diferencidvel em 0, f tem que ser continua em 0.
Logo, como f(0) =ae

. o 1 =
a0 =i arcey =5
resulta que f é continuaem O ssea = 7.
Quanto a diferenciabilidade,
s o SO =fO) . bx
O =l = =iy =t
© 1
o i SO - f(0) . arctgy —
MO=IR e TR T
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Como se trata de uma indeterminagdo do tipo 3, tentemos usar a regra de

0’
Cauchy. Assim, como

(arctg 1 —Zy 1
m —- = llm = — =
x—0+ (x)' x—0* x2+1

7

deduz-se que f;(0) = —1 e que f é diferencidvelem O ssea = J e b = —1.

c) Sea < 0, entdo numa vizinhanga de a f é dada pela fungdo polinomial 7 - x,
que é diferenciavel. Logo f é diferencidvel em ]—oo,0l.
Se a > 0, entdo numa vizinhanca de a4, f ¢ dada pela fungdo arctgi, que é

diferencidvel no seu dominio R \ {0}. Concluimos que f é diferencidvel em a se
a > 0 e, portanto, f é diferencidvel em ]0, +ool.

Como paraa <0, f'(a) = b = -1, temos

yoon ] -1 sex<0
f(x)—{_le? sex >0

Para ver se f é de classe C!, ou seja, se f é continua: temos que f’ é continua
em R\ {0} (justifique). No ponto O:

lim f'(x) = lim - L -1 = £/(0).

x—0*t x—0+ x2 +1

Logo f’ é continua em 0 e portanto é de classe C.

d) f é decrescente em IR, ndo tem extremos.

e) limy 0 f(x) = limy 100 arctg% = arctg(0) = 0 e lim,,_ f(x) = lim,,_o

N3
I
=
Il

+00. O contradominio é R* (justifique).

2
3. (@) limyye f(x) = 00, limyveo f(x) = limy s —— = 0. (Justifique)
e— X

(b) f é diferencidavel em R \ 0 com derivada dada por

' —x
o) = (1In(1-x?) =15  se-l<x<q,
(x2e!"Y = el (2x — 2x%) sex > 0.

Temos f£,(0) = 0 = £7(0), logo f ¢é diferencidvel em 0, com f’(0) = 0.

(c) f é crescente em | —1,0[ e em ]O,1[, decrescente em ]1,+oo[, j4 que para
-1 <x < 0temos f'(x) >0e parax >0,

F)=e™2x(1 -2 =0 x==1

logo tem um zero em 1 e como f’ muda de sinal, 1 é ponto de extremo, um
maximo.
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(d) CDy =] - oo, f(1)] (justifique).
G L) ;f O _tim, el 2(1 - x?) = 2,
f'@) - f0) . -1
— =

llmx_)o+ ﬁ =

(e) f7(0) =lim,_o+

E// (0) = limx_)0+ —

4. f:R — Rdefinida por f(x) = |x|e‘%.

[N]

X

a) lim,,_« f(x) = lim,_,_ —xe~Z é uma indeterminacédo do tipo o - 0. Escrevendo
2
—xe~7 = =%, ficamos com uma indeterminacdo do tipo £, a que podemos

aplicar a R%Zgra de Cauchy:

lim
X——0co _X° x—>—oo( x2 X——00 X2
e 2

e?2

Como a fungdo é par, lim,_, ;o f(x) = lim,—,_« f(x) = 0.

b) A funcdo e‘% é diferencidvel em R e |x| é diferencidvel em R \ {0}. Logo, para
x # 0, f é dada pelo produto de duas fungdes diferencidveis, sendo portanto
diferencidvel. Para x = 0:

2

Ixle== xe s 2
. . . X
lim = lim =lime? =1,
x—0* X x—0* X x—0*
e
. xle 7z . —xe 7 . _2
lim = lim = lim —e 7 = —1.
x—0~ X x—0~ X x—0*

Logo, f7(0) # £,(0) e f ndo é diferencidvel em 0. Conclui-se que o dominio de
diferenciabilidade de f é R \ {0} e neste caso

x2 ! x2 2
xe"7) =ez(1-x°), sex>0,

fx) = (—xe‘xz

’ xz
7) =e7(x*-1) sex<0.

¢) Usamos a alinea anterior.
Para x > 0:

f’(x)>0<:>e_%(1—x2)>0<:>—1<x<1 Ax>0e0<x<],
ffx)=0ex=1,

logo f é crescente em [0, 1] e decrescente em [1, +oo[.
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Parax < 0:

f’(x)>0<:>e‘%(x2—1)>0<:>(x<—1 Vx> Ax<0ex<-1

f(=1)=0

logo f é crescente em ] — oo, —1] e decrescente em [-1,0].

Conclui-se que 1 e —1 sdo pontos de méximo, absolutos uma vez que f(-1) =
f(1). Como f é decrescente em [-1, 0] e crescente em [0, 1], temos também que
0 é ponto de minimo, absoluto uma vez que f(0) = 0 e f(x) > 0, parax # 0.

d) Temos da alinea anterior que f tem um maximo absoluto em 1, com f(1) = e"2 e
um minimo absoluto em 0 com f(0) = 0, logo f(IR) C [0, e~2]. Como f é continua
em [0, 1], temos também, do Teorema do Valor Intermédio, que [0, e‘%] C f(R).
Logo o contradominio de f é f(R) = [0,e72].

5. ¢ : R — R definida por:

e +ax+p sex <0,
§(x) = vy g
arctg(e*+e*—-1) sex>0,

onde a e  sdo constantes reais.
a) Se g tem derivada finita em 0, serd continua em 0, logo g(0) = g(0*) = g(07), ou
seja,
g0)=1+p= lirgl arctg(e* +e* — 1) = arctg1 = %,

o _

logo g = § — 1. Por outro lado, g é diferencidvel em 0 logo g,(0) = g/(0) e temos

) . tax+ 7 -1-% -1
2.(0) —}1_)1})1_ . —}LI})l_ " +a=a+1,
arctg (e +e*—-1)-Z X _ o
¢,(0) = lim 8 A R =0
x—0t X x—0t 1 +(ex+e—x_1)

(onde se usou a Regra de Cauchy na indeterminagéo 2) logo o = —1.

b)
. . Tt
lim g(x) = lim ex—x+Z—1:+oo

lim g(x) = lim arctg(e* +e™ —-1) =
x—+00 x—+00

N[

(Justifique!).
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c) g édiferencidvel em R (justifique) e

@) -1 sex <0,
g X) = X
Trere 1?7 S€ x> 0.

d) Temos para x < 0: ¢g’(x) = ¢ —1 < 0 para qualquer x < 0 e ¢g’(0) = 0. Logo g é
decrescente em | — o0, 0].
crescente em ]0, +oo[. Conclui-se que 0 é um ponto de minimo, absoluto usando

a continuidade de g em 0.

Para x > 0: g'(x) = >0 > e®>1ox>0. Logogé

e) Daalinea anterior temos que ¢(0) = § € um minimo absoluto, logo g(x) > ¥ para
qualquer x e g(R) C [%, +00[ . Por outro lado, lim,_,_., g(x) = +00 e g é continua

em | — o0, 0]. Conclui-se do Teorema do Valor Intermédio que [%, +oo[ C g(R).

Logo o contradominio de g é g(IR) = [%, +oo[.

6. f(x) = |xle™™1l.

a) limy,_o f(x) = lim,—,_c —xe*~! é uma indeterminagédo do tipo o - 0. Escrevendo
—xe*™! = ZX temos uma indeterminagdo do tipo £ a que podemos aplicar a
Regra de Cauchy:

. =X ) -1
lim — = lim =0.
x——co gl—x x——00 —el=x
Da mesma forma,
. . - . X . 1
lim f(x) = lim xe™*' = lim = lim =0.
X—+00 X—+00 x—+o0 eX=1 x—+o00 eX~1

b) A funcdo é diferencidvel em IR\ {0, 1} por ser dada nesse conjunto pelo produto
de duas funcdes diferenciaveis: |x| diferencidvel em R \ {0} e e™*~! diferenciavel
em IR \ {1} (por ser a composta de duas fungdes: exponencial diferencidvel em
R e |x — 1| diferenciavel em R \ {1}). Em x = 1:

= lim ————— = lime™!(1-x) =0
x—1t X — x—1t X — x—1t

(onde se usou a Regra de Cauchy para levantar a indeterminagéo 2) e da mesma

forma,

_ . — . x_l —
P e | _a}E?- x—1 ;}E?-e (I+x)=2.

Logo, f;(1) =0 # f/(1) =2 e f ndo é diferencidvel em 1.
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d)

No ponto 0, pode ver-se (justifique!) que f;(0) = e7' # f/(0) = —e™', logo f ndo
é diferencidvel em 0, e o seu dominio de diferenciabilidade é R \ {0, 1}.

(xe™**1yY = e (1 -x), sex>1,

f'(x) = (xe* 1) =11 + x), se0<x<1,
(=xe* 1) = - 1(1+x), sex<D0.
Temos (justifique): f'(0) = 0 & x = -1, estudando o sinal de f’ e usando a

continuidade de f,

e f crescente em ] — oo, 1] eem [0, 1],

o f decrescente em [-1,0] e em [1, +oo].
Logo, —1 é ponto de maximo, 0 é ponto de minimo e 1 é ponto de maximo. Como
f(0) =0e f(x) > 0 para x # 0, 0 ¢ minimo absoluto. Por outro lado, f(1) =1e

f(-1) =2 < 1,logo 1 é ponto de méximo absoluto, e consequentemente, —1 é
ponto de maximo relativo.

Da alinea anterior, temos que 0 = f(0) é minimo absoluto de f e 1 = f(1) é
maximo absoluto de f. Logo f(R) c [0,1]. Como f é continua em [0, 1], do
Teorema do Valor Intermédio, [0,1] C f(R). Logo o contradominio de f é

f(R) = [0,1].

7. f(x) = x +2arctg x|

a)

b)

lim f(x) = lim x +2arctg|x| = lim x + 7 = —oco.
X——00 X——00 X——00

lim f(x) = lim x + 2arctg|x| = lim x + 7t = +oco.

xX—+00 X—+00 X—+00
A funcdo arctg é diferencidvel em R e a fungdo |x| é diferencidvel em R \ {0}.
Logo, para x # 0, arctg|x| é dada pela composi¢do de fungdes diferencidveis, e
é portanto diferencidvel em R \ {0}, e também o serd f(x).
Quantoa x =0:
x + 2 arctg |x]

O =iy Tt Ty T T T

(onde se usou a Regra de Cauchy para levantar a indeterminagdo do tipo I
2arctgx
—=.

resultante de lim,_,g+ ) Por outro lado,

) . x+2arctg|x| ) 2 arctg(—x) . -2
0= Jip = = e T = iy =

Logo, como f;(0) # f,(0), f ndo é diferencidvel em 0.
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10.

Conclui-se que o dominio de diferenciabilidade é R \ {0}. Temos

f’(x):{1+#' sex >0,

1-1%5, sex<0.

c) Parax >0, f'(x) = 1+ 125 > 0 para qualquer x, logo f é crescente em 0, +oo].

2_
Parax <0, f'(x) =1 - 125 = £=5. Temos

fx)=0ex*-1=0Ax<0x=-1,

e, como 1+ x* >0, f/(x) > 0 para x < —1, ou seja, f é crescente em | — 00, —1], e
f'(x) <0para—1<x <0, ouseja f é decrescente em | —1,0I.

Conclui-se assim que —1 é ponto de méximo, relativo uma vez que lim,_, . f(x) =
+00. Por outro lado, como f é continua e decrescente em | — 1,0[, crescente
em ]0,+oo[, temos que 0 é ponto de minimo, de novo relativo uma vez que
lim,,_o f(x) = —c0.

d) Temos lim,_,_o f(x) = —c0 e f(0) = 0, e temos um maximo relativo em -1 com
f(=1) = =1+2arctgl = -1+ 7 > 0. Como f é crescente e continua em | — oo, —1]
temos que, pelo Teorema do Valor Intermédio, f(]—oo, —1]) = ]—00, -1+ %] Por
outro lado, como f é decrescente e continua em [-1, 0] temos que f([-1,0]) =
[0,-1+ 2] Logo f(1—o0,0]) = |-e0,-1 + %]

. Do teorema de derivagdo da fun¢do composta,

(P() = (2tg(g(x)) - ()
= (2+2tg’(8()g'(¥) — g'(¥)
=g (M2tg” (g) +1).
Logo ¢’(0) = 0. Como g’(0) = 0 e g’ é estritamente monétona, temos que ¢’ muda
de sinal numa vizinhanga de 0 (se g’ é crescente, g'(x) < g'(0) = 0, para x < 0
e ¢'(x) > 0 para x > 0) e portanto, como 2tg?(¢(x)) + 1 > 0 para qualquer x, ¢’

também muda de sinal numa vizinhanga de 0. Conclui-se que ¢(0) é extremo de
@ (minimo, se g’ for crescente).

a) Como xf’(x) > Oparax # 0, temos que parax > 0, f'(x) > 0, ouseja f é crescente
em |0, ¢[, e parax < 0, f'(x) <0, ou seja f é decrescente em ] — ¢,0[. Como f é
continua em 0, 0 € um ponto de minimo local.

Se f é diferencidavel em 0 entdo f’(0) = 0, uma vez que 0 é ponto de extremo.

b) Por exemplo, a fungdo f : ]-1,1[ — R tal que

f(x):{1+x2 sex <0,

x? sex > 0.
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12.

15.

16.

é diferenciavel em R \ {0}, com f’(x) = 2x, e satisfaz xf’(x) > 0 para x # 0. Mas
0 ndo é ponto de extremo, uma vez que para x < 0, f(x) > f(0) e para x > 0,

flx) < £(0).
Em +oo: y = mx + b é assintota ao grafico de f se

+ t
m = 1im@: lim ﬂzl+lim

x—+o0 X X—+00 X X—+00 X

arctox
8 -1,

b= lim f(x)—mx = lim arctgx = g
x—+00

X—+00

Logo y = x+ % é assintota a direita. Da mesma forma se vé que y = x+ 7 é assintota
a esquerda.

A fungdo é crescente em R, com f'(x) = 1+ > (0, endo tem pontos de extremo.

1+x2
Dado que f € C*(IR) temos
o n, 2 won 20, 2(1-3xY)
fe)=(arctgx)' = 75, W =GT35)"= (1 + x4y
3x* -5
7 _ 3
f"(x) = 8x AT op

Sendo 0 o tnico ponto critico de f, ou seja solugdo de f’(x) = 0, a segunda derivada
f”(0) =1 > 0 mostra que f tem um minimo no ponto 0. Atendendo a que f(0) =0
e f é ndo negativa 0 é um minimo absoluto.

Os pontos de inflexdo de f sdo as solugdes da equacdo f”(x) = 0, neste caso em
1%3. Tal facto decorre de f”’(i%\@) # 0.

Dado que f € C*(RR) temos
fl(x)=(x*e™) =x(4-x)e™, F7(x) =x*(12-8x +x%)e?,

7 (x) = x (24 — 36x + 12x* — x°) ™,
FO(x) = (24 — 96x + 72x* — 16x° + x*) e ™.

Os pontos criticos de f, i.e. as solugdo de f’(x) = 0, sdo 0 e 4. A funcao é
estritamente crescente no intervalo ]0, 4] e estritamente decrescente nos intervalos
] = o,0[ e ]4, +oo[ porque, em tais intervalos, a funcdo f’ é positiva e negativa,
respectivamente.

A segunda derivada f”(4) = —64¢™* < 0 mostra que f tem um maximo local no
ponto 4, enquanto que as derivadas de ordem 3 e 4, f®(0) = 0, f®(0) = 24 > 0

revelam que f tem um minimo local no ponto 0 (ou f(0) = 0 e f é ndo negativa -
mostra que é minimo absoluto).
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Os pontos de inflexdo de f sdo solugdes da equagdo f”'(x) = 0, neste casoem 2 e 6.
Tal facto decorre de f®)(2) = —16e2 # 0 e f®(6) = 48¢7° # 0.
Os limites de f em +co existem, em R, e sdo dados por

X4

Bm fO) = m e =t e lim f) = lim 7 =0
O gréfico de f pode agora ser esbogado:

f(x)

10+~
6l
al
20

‘ ‘ ‘ | X

3.4 Polinomio Taylor (Solu¢oes)

1. a) f(x) =e™: f'(x) = 2e%, f"(x) = 4e¥, f'(x) = 8¢*". Logo a férmula de Taylor de
ordem 2 relativa ao ponto 0 sera

124 O 1444 4
fO) + f(O)x +f()x2 f3$£)3—1+2x+2x +3e‘53
em que ¢ estd entre 0 e x. A férmula de Taylor, de ordem 2, relativa ao ponto 1

sera

fay+ -1+ E 19 e Dy

=e® +2%(x — 1) + Zez(x -1)%+ %e%(x - 1),

f"’( )

em que & estd entre 1 e x.

fx) =In(1+x): f'(x) = 1+x, f"(x) = (1+x)2, 7 (x) = ﬁ Logo a férmula de
Taylor de ordem 2 relativa ao ponto 0 sera
PO O 1p 1 1 s

: 1
fO + £ O)x + — TR I S el
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em que ¢ estd entre 0 e x. A férmula de Taylor de ordem 2 relativa ao ponto 1

sera
f)+ p -1+ 174 gy
=In2+ %(x -1) - }L(x -1+ %ﬁ(x - 1)
em que & estd entre 1 e x.
F(x) = cos(rx): F/(x) = —msen(r), f/(x) = —m2cos(nx), f(x) = 7 sen(mx).

Logo a férmula de Taylor de ordem 2 relativa ao ponto 0 serd

) f”(O) 5 f”,(é) - 7_(2 5 7_(3 s
f(0)+ f(0O)x + 5 X + 3l X’ = 1—?9( +Zsen(né)x ,
em que & €]0,x[ ou & €]x,0[. A férmula de Taylor de ordem 2 relativa ao ponto
1 sera
fO)+ p -1+ 174 L gy
7 , T 3
=-1+ 7(9( -1+ 3 sen(rté)(x — 1)

em que ¢ estd entre 1 e x.
b) f(x) = e*: para x €]0, 1[, temos também & €]0,1[ e

f(x) = In(1 + x): para x €]0, 1[, temos também & €]0,1[ e

1
<.
3

e
31+ 8p

f(x) = cos(mx): para x €]0, 1], temos também & €]0,1[ e

3

U 3
c sen(mt&)x

3
< —.
6

4. Escrevendo a férmula de Taylor para e* em a = 0, com resto de Lagrange, temos

x2 x"
x— — . e o —
e —1+x+2+ +n!+rn+1(x)
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<

et :
em que 7,41(x) = D x"1 com & entre 0 e x. Para estimar o erro em x = 0.1,
temos :
e
n41(0.1)] = 1071,
| 71+1( )l (n + 1)!

para algum & entre 0 e 0.1. Tomando n = 3, temos
eg
[r4(0.1)] = l 107* <107
(ja que fl—é! < 1). Logo, o polinémio de Taylor de ordem 3 aproxima ¢*! com erro

inferior 1074, ou seja, (um)a aproximacdo pedida é

0.01 0.001

1H)=1 1+
]93(0) + 0. 2 + 6

5. A férmula de MacLaurin da fungdo exponencial, de ordem 2 é dada por

2
ex:1+x+%+r2(x), Vx e R,

em que rp(x) = g—‘] x>, com & entre 0 e x. Entdo, para x € [0,1] temos

x2
T 1-x+=
=(-e5))-

6. Como acima, tomando o polinémio de Taylor de ordem 4 de f(x) = senxema = 0
(notando que 5 = 55 < 0.01).

_ e_ 3 < 1 1
[nMl= Skl <3 =7

f”( a) f(4)( )

7. Temos py(x) = f(a)+ f'(a)(x —a) + ——(x —a)? +fw( i

P

(@) fO0) = f0) =1, fO0) =0,k =1,23, fY0) = 4! > 0 tem um minimo em

(b) fO0) = £(0) = -1, fR0) =0,k =1,2, fO0) =2, f®(0) = 3! ndo tem extremo
em 4 (a primeira derivada ndo nula é de ordem impar).

(€ pa(x) = 2+ 2x—x%,= 2+ 2x—(x -1 -2x+1 = -1 - (x — 1)>. Logo,
fO1) = f(1) = -1, fB0) =0,k =1,3,4, f?(1) = -2 < 0 tem um maximo em

(x—a)*. Logo:

9. Sendo a exponencial uma funcao indefinidamente diferenciavel, em IR, temos que
¢ é uma funcdo de classe C* num vizinhanga de 0 com

— f(eJ(), g/(x) — f/(ex) ex, g//(x) — f/ (ex) ex +f//(€x) er'
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10.

11.

Em particular temos

gO)=fM), g'O=fM, g"O)=M+f"(1)

Atendendo ao polinémio de Taylor de f, de ordem 2, relativo ao ponto 1 obtemos
f) =2, f/(1) = -1, f”(1) = 4 e consequentemente

()2 =2- x+3x

80)+ O x+ 5= :

é o polinémio de Maclaurin de g, de ordem 2.

Nas condig¢des dadas, f € C*(R). A férmula de MacLaurin de f, de ordemn —1 é
dada por

[0, S0,

f@) = fO) + fO)x + —— et VreR

Sendo f™(x) = 0, para qualquer x € R, a férmula do resto de Lagrange permite
concluir que

f (n)

u1(x) = =0,  paraqualquerx€R,

em particular que f é um polinc’)mio de grau menor que n.

Dado que f € C*(I) a férmula de Taylor de f, de ordem 1, relativa a um pontoa € [

é
f(x) = f(a) + f'(a)(x —a) + f 2(5) (x—a)*, Vxel,

em que ¢ estd entre a e x. Tomando h > 0 temos, parax =a +h,

far =@ _ oy SE,
eparax=a-—h
f(a—h) f@) _ @)+ f”(éz)

emque &1, & €la—h,a+ h[\{a }. Resulta da 1gualdade
fla+h)=2f(@)+ fla—h)  f"(&)+ (&)
h2 - 2 ’
do facto de &3, &, — a, quando h — 0, e da continuidade de f” no ponto 4, o limite

h) -2 -h
i LD H@ @) _
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4 Primitivagao

4.1 Primitivacao (Soluc¢oes)

1.
2., 3, 1
a)3x +4x, b) 2Vx + Inx x,x>0,
2 - 3 1 1 5 3 1
C)P(%) :P(xi — X2 +x‘7) = %xi —%xf +2x2 = %@—§@+2\/§,
3 \ 2 3 1 1 2
d) —2\/(1—@4, e)P[MJ:P(x-§+xz):g€/ﬁ+§«/E,
1 er 23x
_ Ll — 1) — _
f) —e 7, g) 3In|x + 3|, h) o i) > +3ln2'
1
j) 4cosh(x/4), k) — 5 cos(2x), 1) tgx, m) —2cotgx,
n) 2 arctg(2x) 0) arctg(x/2) p) P (;) =P (;] _1 arcsen(2x)
' ' Vi—4x2 JIi—(@2x2) 2 ’
q) P(tg? x) = P(sec’ x — 1) = tgx — x.
2.

a) i In(3 + x%), b) %ln(l + 2¢%), ¢) In(1 + senx), d) 2e \ e) —ell%,
fle, ge®, h) %sen(x2 +2), i) —cos(¢"), j) % V(1 + x3)4,

1 (x2 = 1)° 5. 2
k) D=—F— mg Jo2-1),  n) 3 V@ +shx)3,

C1+e
0) — arctg(cosx) p)P( xtl )—P( al )+P( ! )—— 1 —x2 + arcsen x
' V1 — x2 V1 —«? 1—x2 '
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x3 1 2 3
q) —Infcosx], r) P(m) = —m, s) P(cosx \/senx) = 3 sen? x,
sen(2x) 2senxcosx ’ 1 5 B
t“’(m) = P ey ) = s, W gsen'y V) o= see,

w) In(2 + chx), x) arctg(Inx).

1, 35, 3, .. X+3. [y
a) 7x +5x + X7+ x; b) ¢; Q) lnz2 ;
1 1 | 5 s
d)P( ): —=P(=2(1 = 2%)7%) = =21 - 2%)?;
=) 2" )=
X 1 2x 1 2
——|=5P\——=]=3 =1In V1 + x?;
e)P(1+x2) 2P(1+x2) p I +x7) =1n V1 +2%
x° 1 4x3 1 .
= — = — t ;
f)P(x8+1) 4P((x4)2+1) 7 2rets()
cos x
g) P(cotgx) =P (senx) n|sen x|
1
sen2 X — sen2 X — senz X 2 Yy sen2 X.
h) P(3 sen Zx) = P(3 2 sen x cos x) = P<3 (sen” x) ) = _1n33 ;
< (tg \/E) ( 1 ) ,
i) P = 2P| ——tg Vx| =2P(( Vx) tg Vx) = —21In]|cos Vx|;
P B - 2r(sz s ((¥A) tg V5) = ~2Inlcos VAl
1
' o 1,In V1 +x?, =1;
j) arcsene’; k) 20 -a) (1+x2)a_1,sea #1,In + x2,se o
1) P (cos x cos 2x) =P(cosx(1 — 2sen’® x)) :P(cosx—Zcosxsen2 x) =
2 3
= senx — zsen’x, (ou por partes).
4. ) .
a) V23, b) -3 cosx + §x3, ) 51n|1 +x°,
1 . 3 1 3/2
e — f) = (1+x°
d) 2¢ e)1+cosx' )3( +x) ’
1, 1 L1 X
_ senx _ _ t _
850" ) T VBB
1
j) In|arctg x|, k) 5 arctg (xz), 1) 2 arctg( Vx),

m) g arctg ( ‘/gx) / n) % arctg (%ex)’ °) % W’



CDI-I 2°Sem. 2014/15 LEIC-A 4.1. PRIMITIVACAO (SOLUCOES)

1
= —sen(2x) + E,

a) P(cos2 x) = P(M) 1 5

2

b) P (sen3 x cos* x) =P (sen x(1 — cos® x) cos* x) =P (sen x(cos* x — cos® x)) =

1 1
= —2cos’x + 7 cos” x; c) —sen*x — = sen®x,
4 6

d) P(4 cos® x sen® x) = P(sen*(2x)) = g — é sen(4x), e) % ch’x, f) 3shx +sh’x,
g) P(tg’ x + tg* x) = P((sec® x — 1) tg x) + P((sec’ x — 1) tg* x) =
P(sec” x tg x) — P(tg x) + P(sec” x tg” x) — P(tg”x) =

1 1 1 1
Etg2x+ln|cosx|+gtg3x—tgx+x; h)gtg3x, i) tgx+§tg3x.

6. a) Calculamos primeiro uma primitiva de :
) p p 44922

1 1 1
P(—z) = -P|———— | = Zarctg ox.
4+ 9x 4 1+(%x) 6 2

Temos entdo, parax € R, f(x) = % arctg %x + ¢, com ¢ € R. Para determinar ¢ temos
f(0) =c=1,logo f(x) = ¢ arctg 3x + 1.

b) P((x%) = In|x — 1|, para x # 1. Temos entdo

() = In(x—1)+c;, sex>1
C|Inl-x)+c, sex<l.

com c3,c; € R. Para determinar as constantes, temos g(0) = In1 + ¢, = 0, logo
c;=0,eg2)=Inl+¢ =3,logoc, =3.

c) O dominio dasecante é R\ {Z +kmt : k € Z}. Neste conjunto temos P(sec®x) = tgx,
e portanto para x € ]g +(k-1Dm, 5 + kn[, para cada k € Z, temos h(x) = tgx + cx.

Como kmt € ]% +k-1m, 3+ kn[, temos que 0 + ¢ = k, ou seja, ¢ = k.

7. e P(xsen(x?)) = %COS(XZ), x € R, logo a forma geral das primitivas é F(x) =
1cos(x?*) +C,com C € R.

a) F0)=0& $+C=0,logoC=—1.
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b) lim,_ .. F(x) ndo existe, para qualquer C € R, logo ndo existe uma primitiva
nas condi¢des dadas.
o P( Z_E;X) = In(2+¢"), x € R, logo a forma geral das primitivas é F(x) = In(2+¢*)+C,
com C € R.
a) FO) =0 In3+C=0,logoC=-In3.
b) lim,_, e F(x) = +00, para qualquer C € IR, logo ndo existe uma primitiva nas
condic¢des dadas. .
o P((lﬂcz)(I}—W) = arctg(arctgx), x € R, logo a forma geral das primitivas é
F(x) = arctg(arctgx) + C, com C € R.
a) F0)=0& C=0.
b) lim,_ e F(x) = lim,_,, arctg(arctg x) + C = arctg 7 + C, logo C = —arctg 7.

1 1 1
(1_x):—ln|1—x|, b)P(—(x_3)3)=——2(x_3)2,
(x+1

x2

a)P

c)P ) = 1ln(x2 +1) + arctg x,

2

d) P T —In(1 + (x = 1)*) + arctg(x — 1),

+ (x - 1)2)
e) P(2x i 1) 24 4)+ %arctg (g), f) P(;) = arctg(x + 1).
)=

X2 +2x+2

4
(x(x o ) Usando a decomposi¢do em frac¢des simples x(x = =445

9. a) P (xz —
temos

1 _é+ B Ax+A+Bx (A+Bx+A
x(x+1)  x x+1 x(x+1) x(x+1)
logpA+B=0eA=1,ouseja, A=1eB = -1. Temos entdo

1 11
P( . ):P(—— ):ln|x|—1n|x+1|:
X2+ x x x+1

x+ 11

. . x+1 _ A, B
b) Usando a decomposi¢do em frac¢des simples prra el s il v 1)2, temos

x+1 A B C

x(x —1)2 AR +(x—1)2
_ A(x—1)"+Bx(x - 1) + Cx

x(x —1)2
_ Ax*—2Ax+ A+ Bx* - Bx + Cx
B x(x —1)?
_(A+Bx*+(2A-B+Qx+A
B x(x —1)2
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logoA+B=0,-2A-B+C=1,A=1,0useja, A=1,B=-1,C =2. Temos entdo

x+1 1 1 2 2
Pl——=|=P|- - + =1 -1 -1 - —.
(x(x—l)z) (x x—=1 (x-=1)2 o =Inj =] x-1

s = ~ : +x-4 _ A | Bx+C
¢) Usando a decomposi¢ao em frac¢bes simples 3755 = £ + i, temos

X +x—4 _é+Bx+C
x(x2+4) x x*+4
_ Ax*+4A +Bx* +Cx
B x(x% +4)
(A+B)x?> +4A + Cx
x(x? + 4)

logoA+B=1,C=1e4A =-4,0useja, A =-1,B =2,C = 1. Temos entdo

+x—4 1 2x+1 1 x
) =P Sy ) = ~ Il + I +4) + 5 arctg (5 ).
P(x(x2+4)) P( x+x2+4) n|x| + In(x~ + )+2arctg >

1 o2 1.,
d)21n|x—1|—ln|x|+;, e)Z+E+Eln|x -1,
x+2 2 x? 1
f)lnx+1‘_—x+2' g)3+ln|x+1|+—x+1,
1. |x=-1| 1 A1 » xy 1. |x-2
h)x+L—Lln x+1‘—§arctgx, 1)§ln(x +4)+arctg(§)+§1n Pt

2 1

. 2 _ — -
) InG? + 20+ 2) +In(x) —arctglx +1), k) — =5 - 5w

10. a) O dominio de x21+x é R\ {-1,0}. A forma geral das primitivas desta funcdo é:

Inx —In(x + 1) + Cy, sex >0,
In(—x) = In(x + 1) + C,, se-1<x<0,
In(—x) - In(-x-1)+C;5, sex< -1,
em que C;, Cy, C5 sdo constantes reais arbitrdrias.
b) O dominio de

x(ﬁiﬁ ¢ R\ {0, 1}. A forma geral das primitivas desta funcdo é:

Inx—In(x-1) - % +Cj, sex>1,
Inx —In(-x+1) - % + G, se0<x<1,
In(-x) —In(-x+1) - %5 +C3, sex<0,

em que C;, C;, C3 sdo constantes reais arbitrarias.
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ix—4 4
(2+4)

¢) O dominio de é R\ {0}. A forma geral das primitivas desta funcéo é:

—Inx + In(x? + 4) + %arctg(%) +Cy, sex >0,
—In(—x) + In(x* + 4) + § arctg (%) +Cy, sex<0,

em que C;, C; sdo constantes reais arbitrarias.

d) O dominio de x;‘(zxtll) é R\ {0,1}. A forma geral das primitivas desta funcéo é:

2In(x — 1) —Inx + 1/x + Cy, sex>1,
2In(1 —x)—Inx+1/x+ Cy, se0<x<1,
2In(1 —x) —In(—x) +1/x+ C5, sex <0,

em que C;, Cy, C3 sdo constantes reais arbitrdrias.

1
11. a) Eexzﬂx +C,com C € R.

x+3 x+3
b) P( x2) (xz(x —D(x+ 1)), parax € R\ {-1,0,1}. Escrevendo
x+3 é+E+ C . D
Pa-Da+l) x 2 x-1x+1

tem-se A = -1, B = -3, C =2, D = -1 (verifique). Logo,

x+3 3 3 (x — 1)
Pl——|=-1 —+2Injx-1|-1 1 +In ———
(x4_x2) nfd+ = +2Infe— 1] - Injy + 1] = e
A forma geral da primitiva em ]1, +oo[ é G(x) = %+ln Szxil) + K, com K € R. Tem-se
. o 3 (=1 _
x1—1>IPOO G(x) = xl_lglo p +In Xt 1) =In(1) + K=K,

logo lim,_, 4 G(x) =3 & K = 3.

12. P( parax € R\ {1}. A forma geral das primitivas é:

G- 1)2) = T 1'

L +C, sex>1,
-1 +C, sex<l,

em que C;, C; sdo constantes reais arbitrarias. Como F(2) = 0, temos -1+ C; =0 &
Cy = 1. Como lim;, 0 —5 = 0, de lim,_, . F(x) = 10 tem-se C, = 10.
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13. Sendo P (ﬁ) = In(x + 1), para todo o x € ]-1, +oo[, temos
Y'(x) =In(x+1) + Cy.

A condigdo 1’(0) = 1, resulta em C; = 1. Usando primitivagdo por partes (verifique!)
temos
P(Inx+1)+1)=(x+1)In(x+ 1),

ouseja Y(x) = (x + 1) In(x + 1) + C,. Dado que ¢(0) = 1, obtém-se o resultado
P(x)=(x+1)In(x+1)+ 1.

14.
a)e*(e* +x —1) —e¥/2, b) e*(sen x — cos x)/2,
Q) —e ¥ (x2+1)/2, d) xarctgx — 1 In(1 + x?),
e) %x% (lnx— %) f) 1(1 + x?)*arctg x — x/4 — x°/12,
g) 23 V1 + 2% — 5(1 +x%)*2, h) xIn|1/x + 1| + In|x + 1,
i)’;—Slnzx—%x2lnx+22—7x3, j) xIn® x — 2x Inx + 2x,
k) —isenl —cosi, 1) 5 sen(2x) In(tg x) — x,
Inx X
(1 — 232 .3 B
m) — (1 —x°)*’*arcsenx +x —x°/3, n) T n‘1+x'
1
0) =(shx cosx + chxsenx), P) 5—3%(senx + In3cos x),
2 1+1In°3
q) 3(cos(Inx) + sen(Inx)), r) —3 ek 1 arctg .
15.

a) P(xe¥) = xe* — P(e*) = (x — 1)é%,

x? 21
b) P(x arctgx) = > arctgx — P(E T xz)

2

1 1
= % arctg x — EP (1

1+ x2

) = % (=x + (¥* + 1) arctgx),

1
V1-x2
) = —XCosX + senx,

c) P(arcsen x) = xarcsenx — P (x ) = xarcsenx + V1 —x2,
SX

d) P(xsenx) = —xcos x + P(co
2 x2 exz 2 _ Exz

e) P(x%*) = P(x* - xe*) = x*& — P(Zx%) =(x*-1)%,

f) P(In’ x) = xIn’ x — P(31In’x) = x(In’ x — 3In*x) + P(6Inx) =

x(In’x = 3In*x + 6Inx) — P(6) = x(In° x — 3In*x + 6Inx — 6),
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n+1

g) P(x"Inx) = Lx"!nx - P( x*1 1) x"Inx — X

n+1 (n+1)2

h)P(l 4)2)=P<x4ﬁ):x T P(4 31— x4)_ 1xx4)+ In(1 - x*).

17. ¢) P<(1+xz)2) = 5 + 7 arctgx.
1 —
P<(1+x2) ) 4(1+x2)2 + (1+x2) +3 arctgx

19. a) Fazendo a substituicdo Vx =t & x =1, comx > 0,x # 16, et > 0, t # 4, temos

T+Vx ) 1+t i 1+t
Pl )= lea5) =2 )

Usando a decomposi¢do em frac¢des simples:

2+2t A B

tH4—-t) t 4-

temos A =1, B =

NIU‘I

, logo
1+t 1 /1 5 1 t
2P(t(4—t)) B EP(? " 4—t)_ P [

T B
xd-vx) 2 |@d- Vol

b) Fazendo a substituicdo Vitx=toex=t-1,comx>-let> 0, temos

1 1 42
)= lem) -+ l7 )

Usando a decomposi¢do em frac¢des simples:

e assim,

42 412 _A B Ci+D
#-1 (F-DE+DE+1) t-1 t+1 £+1’

temos A=1,B=-1,C=0,D =2. Logo,

44> 1 1 2 t—1
(t4—1) (t—l t+1+t2+1) n|t+1 Toarcts
e assim,
( ' 1+x-1 +2arctg\/41+x.
X 1+x V1+x+1
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c) Fazendo a substituicdo e* =t © x = %ln t,comx €Ret >0, temos

1 1 1
P(1+e2x)_P(1+t'E)'

Usando a decomposigdo em fracgdes simples:

1 A B

= +
1+12t 1+t ¢

11 1 1\ 1, | ¢
— . —)=p(- = -1n|—
P(1+t Zt) (2(1+t)+2t) 2“‘1+t

1 1
=21
P(1+e2x) o

d) Fazendo a substituicdoe* =t © x =Int,comx € R\ {0}et > 0,t # 1, temos

e assim,

er

14 e2¢|

e # 1 t
p =P|l——— = |=P|———|.
(1 +e)(ex = 1)2 Q+e2)(t-1)2t¢ (1+2)(t—1)2
Usando a decomposi¢do em frac¢des simples:

2 _At+B C D
1+2)(t-12 1+£ t-1 (t-1)?

temos A=—-1,B=0,C=D = 1, logo

£ 1 t
Pl m—————|==zP|-
A+2)(t-1)2) 2 1+t2 (t—
=—iln(1+t2)+1ln|t—1| %Ll
e assim
e 1 P | 1 1
P((1+62x)(ex_1)2)——Zln(1+e )+21n|e —1|—§ 1

e) Fazendo a substituicidoInx =t & x =¢/,comx € R*\ {1,¢} et € R\ {0,1}, temos
2Inx -1 2t—1 2t—1
P =P|— t — Pl - .
(xlnx(lnx = 1)2) (eft(t —1)2 e) (t(t = 1)2)
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Usando a decomposigdo em fracgdes simples:
2t-1 A B C

HE—12  f t=1 @-1p
temos A = -1, B=C =1, logo

2t —1 1 1
P(t(t—l)Z):P(‘?+ <t—1>2) 05

p 2Inx -1 In ‘lnx—
xInx(Inx — 1)? In x

e assim
1

S lnx-1

f) Fazendo a substitui¢do senx = t & x = arcsent, obtem-se (verifique)

1+senx

1-senx|’
g) i —1lin(e*+1), h)arctgVx?,  i)2Vx—1-2arctg Vx-1,
i) éx{/‘—é{/x_t§W+2\/§+3{/§+6{/§—31n|1+ x| + 6arctg ¥,

1 1 1
( ) = - + =~ In
sen? x cos X senx 2

k) iIn|5= m, 1) —2arctg V1 —x,
m) In|cosx|+1In|tgx +1]|, n) In|lnx -1| - m, 0) 3In(+/x + 1).
20.

1. |1+senx 1

p = [1— 1- 2+ =
a) il g b) X%+ 5 arcsenx,

3/2
d) In e) — 5(; —1) , f) —2arcsen V1 —e¥,
1+ 2senx

— t h) 2 i) In|———
g) —x +tgx +secx, ) 2arcsen Vx, i) n’ T sonx |
,)11 1+senx N 1 B 1 _1n‘1+senx sen x
Vi1 "senx 4(1 —senx) 4(1+senx) 2 cos x 2 cos? x

1 1
:§1n|secx+tgx|+§secxtgx, k) Injx + Va2 +1],

senx V1i—-x2-1 V1i+er—-1
l)ln‘—, m) In|——|, n) In|——|,
L +senx Vi-x2+1 Vi+er+1
1 2 2
N I e )

2 _
p) “xz 1(x—2)+%ln|x+ \/x2+1‘.

139



CDI-I 2°Sem. 2014/15 LEIC-A 4.1. PRIMITIVACAO (SOLUCOES)

22. a) f(x) = jarctg?x + ¢, com ¢ € R; limy, 0 f(x) = %2 +¢,logoc = —%2.

b) g(x) = %ln |(4_ﬁ®5| + ¢, para x > 16 (Ex. 19.a)); lim,_, ;o g(x) = +00, logo ndo existe
g nas condi¢des do enunciado.

23. (ver Ex. 19.c))
24. In(1+¢7™) + 7.
25. a) 3x|x],

2
b) £ arcsen?i + 1x /1 - L, (por partes, por ex.
2 x T2 2, \porp p

c) 3sen(Inx + 1) — 7 cos(Inx + 1), (por partes, por ex.)

x_ L
d) - 35 sen4yx,

e) 2x*?arctg Vx — 2x + 1 In(1 + x), (por partes, por ex.)

f) —Inx+2In|l + Inx| + &= 1“ %, (substituicdo t = Inx, por ex.)

g) £—1e™ — 1In(e* — 2¢* + 2), (substituicdo t = ¢*, por ex.)

h) 2 24/33 — x + 4+/x — 4In(+/x + 1), (substituicdo t = V/x, por ex.)
i) senx — 5 sen’ x,

j) 2x+ ;sen2x + §sen4yx,

k) 12 -1 || -,

1 (x 1)(x+3)
) 3In T2

m) 1in’(In),

n) xIn(x + Vx) —x+ vx —In(1 + V), (substituigdo t = /x e por partes, por ex.)
0) — (% + 1) ex, (por partes, por ex.)

p) senxIn(1l + sen® x) — 2sen x + 2 arctg(sen x),

q) InxIn(Inx) —Inx,

r) == +1 arctg® x — xarctgx + 3 ln(1 + x?),

s) 2V1 + x(In(1 + x) - 2),

_senx
t) ln cosx+117
_ sen x
LI) sen x + ln|cosx+1 4

V) —7‘/_ arctg ( V3 cos x),
w) —1In*(cosx),

‘/"T 1' (substituicdo t = Vx + 2, por ex.),

X) In
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y) x(arcsenx)? + 2 V1 — x2arcsen x — 2x (por partes, por ex.),

1 l+senx
Z) 4 In ' 1-senx

+ 2(1_;enx) (substitui¢do t = senx, por ex.).
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5 Calculo Integral (Solucdes)

5.1 Definicdo e propriedades do integral

1. (a) Sejad =1{0=+t,...,t, = 2} uma decomposicdo de [0, 2]. Podemos assumir que 1 €
d (caso contrario, toma-se d’ = d U {1}, e tem-se Sy (f) < Sa(f), s (f) = sa(f)). Seja
1 =t, paraalgumk € {1, ..., n—1}. Tem-se entdo, escrevendo M; = SUP.epr. ] f(x),

mi = infxE[ti_l,ti] f(x)l
M =1,1<i<k-1, My=2, ,M;=3k+1<i<mn,
m=01<i<k ma,1=2 ,m=3k+2<i<n.
As somas superior e inferior ficam:

Sd(f) = 1(f1 —to+ ...+t — tk—Z) + Z(fk — tk—l) + 3(fk+1 —te+ ..+t - tn—l)
= 1(te-1 — to) + 2(t — tr-1) + 3(t, — )
=t +2(1 —tq) +3(2-1) =5 - t;_y,

sa(f) = 1ty —to + ...+t — tre1) + 2(teen — te) + B(tisn — tiwr + oo + 1y — tio1)
= 1(tx — to) + 2(ts1 — tr) + 3(ty — trs1)
=t + 2(tke1 — 1) + 32 = tr41) = 5 — 1.

Como 1 =ty € [t_1, tip1], escrevendo ty_1 =1 — €1, iy = 1+ 6, com 1 > €1, >0
arbitrarios, temos

Sd(f)=5—tk_1=4+€124, Sd(f)=5—tk+1=4—€2ﬁ4.
(b) Na alinea anterior vimos que dados 1 > €5, €; > 0 arbitrarios, existe d tal que

Sa(f) =4+ &, sa(f) =4 — e
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(b)

Conclui-se entdo que

—2
f f =1inf{S4(f) : d decomposigdo de [0, 2]} < 1inf0(4 +¢e1) =4,
0

>E1>

2
f f =sup{Ss(f) : d decomposicdo de [0,2]} > sup (4 — &) = 4.
20

1>e,>0
2. 2. : . )
Logo, temos 4 < iof < fof < 4, ou seja, iof = fof = 4. Assim, f é integravel

com fozf: 4.

Seja f > 0. Para cada decomposicdo d = {a = ty, t1, ..., t, = b}, tem-se neste caso

x€[ti_q,ti] x€[ti_1,t]

2
Mi(f?) = sup f2<x>=[ sup f(x)) = Mi(f)%,
2
mi(f?) = E[ipft,]f%x):(e[ipft,]fm) = m(f).

Temos entdo
Sa(f) = sa(f) = Y (Mi(f2) = mi )t = tir)
i=1

= Y (MR = mi Pt — tir)
i=1

= Z(Mi(f) — mi(f))(Mi(f) + mi(f))(ti — tiz1)

i=1

<2M Y (Mi(f) = mi( P)(ti = 1) = 2M(Sa(f) = sal ),
i=1

onde M = sup,,,; f(x). Dado ¢ > 0 aribtrario, como f ¢ integrdvel, podemos
escolher a decomposigdo d tal que S;(f) — s4(f) < 5, e portanto tal que

Sa(f) = su(f?) < e.

Conclui-se que f? é integravel para f > 0 integravel.
Para f arbitrdria, como f integravel = |f| integravel e portanto, como vimos
acima, |f|* = f? é integrével.

De fg = 3((f + §)* — f* — §%), temos que fg é uma soma de fungdes integraveis,
e portanto integravel.
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3.

10.

(a) Temos que sup, ., f(x) = b =sup,,, X, para quaisquer 4,b € [0,1]. Logo, para
qualquer decomposicdo do intervalo [0, 1], temos S4(f) = Si(x) e assim

sy st 1
fof(x)dx:mfsd(f):med(x):[)xdx:fo xdx=1/2,

ja que x é integravel.

(b) Por outro lado, fol f(x)dx =0, ja que infyep, 5 f(x) = 0, para quaisquer a,b € [0, 1],

1 A1
d d
Lf(x) x¢f0f<x> s
1+

(a) E imediato da definigdo que, para cada k € N fixo, k> 2, f(+ ) =1 e f(1") = L.
Logo, f ndo é continua em 3.

logo
e assim f ndo é integravel.

(Ja agora: f é continua em qualquer x # , k > 2, a esquerda em 1 e & direita em
0 - mais dificil! )

(b) Sejax €]0,1[ e k € N tal que x € ]ﬁ, %] Se y > x entdo:
—sey € ]ﬁ, %], entdo f(x) = f(y) = 1.
— caso contrério, y € ]ﬁ, H, com [ <k, ja que y > x. Logo f(y) = > 1 = f(x).
Em qualquer dos caso, f(y) > f(x) e f € mondétona crescente (ndo estritamente).

E integravel j& que qualquer funcdo monétona (em [a, b]) é integrével (em [a, b]).

Se f é continua em [a,b] e ¢ €]a,b[ com f(c) > 0, entdo f(x) > 0 numa vizinhanga

I = Ve(c) C [a,b] e portanto [ f(x)dx > 0. Entdo, [ " fydx = [ f)dx + f[a o f)dx >
flf(x)dx > 0, onde se usou que f > 0. Sec =a ouc = b, é anélogo.

. Se, por contradi¢do, f(x) = 0 ndo tivesse raizes, segue da continuidade de f e do

Teorema do Valor Intermédio que f ndo muda de sinal em [4,0]. Mas se f > 0

. . . b
em [a,b], da monotonia do integral e do Ex. anterior tem-se fa f(x)dx > 0, o que é
impossivel. Da mesma forma, ndo pode ser f < 0 em [a,b]. Conclui-se que f(x) = 0
tem pelo menos uma raiz.

Se, por contradicdo, fosse f(a) > 0 para algum a, como f é continua, seria f(x) >
f(a)/2 > 0em]a—e¢,a+¢[, paraalgum ¢ > 0. Damonotonia do integral, f]u_e,aﬂ_[ f(t)dt >
¢ f(a) > 0, o que contradiz a hip6tese. Da mesma forma, também ndo pode ser f(a) < 0.
Logo, f(x) = 0 para qualquer x € R.
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Alternativamente, tem-se por hip6tese fox f(t)dt = 0 para qualquer x € R. Derivando
ambos os membros (usando o Teorema Fundamental do Célculo), temos

(foxf(t) dt), =0 e f(x)=0.

11. Como f é continua em [g, b], pelo Teorema de Weierstrass sera limitada em [a, b], ou
seja, existem m e M tais que m < f(x) < M em [a, b]. Pela monotonia do integral:

b b b
m f g(x)dx < f f(x)g(x)dx <M f g(x)dx.

Por outro lado, se ¢ > 0, temos j; ’ g(x)dx > 0. Se j; ’ g(x)dx = 0, o resultado é vélido
para qualquer c €]a, b[; para fa ’ g(x)dx > 0 temos:

b
< J; J;(X)g(X)dx M
fa g(x)dx

Pelo Teorema do Valor Intermédio, de novo porque f é continua, f assume em Ja, b|
todos os valores entre m e M, logo existe ¢ €]a, b tal que

[} Fgox _

b b
[ g(oydx d (C)@fa fegCdx = (C)fa glajdx.

5.2 Teorema Fundamental do Calculo

1. a)senx?, b)—cosx® ¢)2e% —e”. d)2xe™ — e, e) 4x® sen(x?) — 2x sen(x]), f)
x2
f1 cos( Vi) dt + 2x% cos |x].

~ s z 3
2. Como ¢%"! ¢ uma funcdo continua, do Teorema Fundamental do Calculo, fx esent dt

3
é diferenciavel, logo ¢(x) = x? fx e dt também serd e

/ ’

¢'(x) = (Jj xzese“tdt) = (—x2 f: esentdt)

3
— zxf oSNt Jp _ y2psenx
x
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3. Como f é continua e t = x —t é continua, (x — t)f(t) é continua e do Teorema
Fundamental do Calculo, ¢ é diferencidvel com

¢'<x>=(x [ roa- [ tf(t)dt) - [ sat s xsw - xf = [ s

De novo porque f é continua e do Teorema Fundamental do Calculo, ¢ ¢ dife-
rencidvel, ou seja, 1 é duas vezes diferencidvel, e

P (x) = f(x).

4. Como f é diferenciavel, e portanto continua, podemos derivar ambos os membros
(usando o Teorema Fundamental do Calculo):

(f(; f(t) dt) = (xf(x)) © f(x) = f(x) +xf'(x) © xf'(x) =0,Vx € R.

Conclui-se que f’(x) = 0, parax # 0, ou seja, f é constante em ]0, +oo[ e em ] — oo, 0[.
Como é continua, tem-se que f é constante em RR.

(fsenx 1 dt _ —COs X 1 dt)’
0 V1 -t#2 0 V1 -2

1 1
= —— COSX — —— = senx~

V1 —sen?x V1 —cos?x

COosS x senx

| cos x| B |senx|

sen x /
1
( dt)
—cosx V 1- t2

6. Temos uma indeterminagdo 2 a que se pode aplicar a Regra de Cauchy. Do Teorema
Fundamental do Célculo,

j(‘)x sen t3 dt . sen(xs) 1
- =1lim =

li = -,
xlilt} x4 =0 4x3 4
7. a) O limite é uma indeterminagdo que pode ser levantada usando a regra de Cau-
chy. O calculo da derivada da funcdo que envolve um integral é consequéncia
do teorema de derivacdo da fungdo composta e do teorema fundamental do
célculo.

lim x

X—+00

arctg x J:/I;Ctgx sen(tz) dt
f sen(t?)dt = lim
77/2 X—+00 1/x

T sen(arctg? x)

= li
X—lgloo —1/x2
2 , 2
= xl_l)l}loo R sen(arctg”x) = —sen (Z)
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b) Da mesma forma

x2
Lo et e w2
x—0t j(‘)xs(e% _ 1) dt x—0* 3x2(€x — 1) x—0t 3(€x — 1) 3

8. (a) Directamente do Teorema Fundamental do Calculo; F'(x) = f(x).

(b) Como F'(x) = f(x) > 0, para x € R, F é estritamente crescente. Temos entdo
F(x) > F(0) = 0, para x > 0, e F(x) < F(0) = 0, para x < 0, ou seja, xF(x) > 0
para qualquer x € R\ {0}.

(c) Seja limy 40 f(x) = L € R* e M € R tal que, para x > M, tem-se f(x) > .
Entdo, parax > M,

X M X
F(x) = fo f(Hdt = fo F(Hdt + fM f(Hdt
M X M
>j; f(t)dt+§fM 1dt:f0 f(t)dt+%(x—M).

M :
Como fo f(t)dtéconstanteelim,_, o %(x—M) = +o00, conclui-se que lim,_, .« F(x) =
+00.

Considere:

L selx]>1
— |x|
F@) { 1 selx]<1.

Neste caso lim,_,, f(x) = 0 e lim,, o F(x) = +00. Se

1
_ ) = selx>1
P(x)—{ 1 selx|]<1

temos lim,_, ;o f(x) = 0 e lim,, o F(x) = 2.

9. F é continua e diferencidvel em R\ {0} uma vez que é o produto de duas fungoes

continuas e diferenciaveis em R \ {0}: % e fox f(t)dt (pelo Teorema Fundamental do

Calculo). Em x = 0:
x Y () dt
ggiOfmm:g%£%;—=§gﬂm=ﬂm=ﬂm

uma vez que f é continua em 0 (onde se usou a Regra de Cauchy e o Teorema Fun-
damental do Calculo). Logo, F é continua em 0. Em relacdo a diferenciabilidade:

Fo-FO) _, L fO-3O _ f0-f0)
2

im ———= =
-0 x-—0 x—0 X x—0 2x

onde se usou de novo a Regra de Cauchy e o Teorema Fundamental do Célculo. O
limite acima existe sse f é diferencidvel em 0 (e neste caso teriamos F'(0) = @).
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10. (a) f é integravel em [-1,1] por que é continua excepto num conjunto singular

e é limitada (mais precisamente: é integravel em [-1,0] e em [0,1] j4 que
em qualquer desses intervalos coincide com uma fun¢do continua, a menos
possivelmente de —1 e 1, respectivamente). Logo é integravel em qualquer
intervalo da forma [0, x] e [-x, x], para x € [-1,1].

(b) Usando a Regra de Cauchy e o Teorema Fundamental do Célculo, temos

Fi(0) = lim 2 = lim £() = £0°)

e da mesma forma F/,(0) = f(07). Conclui-se que se f(0) # f(07) entdo F ndo
é diferencidvel em 0.

(c) Temos G(x) = f_ (l f(t)dt + fox f(t)dt = =F(=x) + F(x). Usando a regra de Cauchy,

o Teorema Fundamental do Célculo e y = —x:

G(0) = lim & = jjp, TN HF)
-0t X x—0* X

= lim f(y) + lim f(x) = f(07) + f(07).

Da mesma forma se vé que G;(0) = f(07)+ f(07) = G/(0), logo G ¢é diferenciadvel
em 0e G'(0) = f(0*) + f(0).

12. Da continuidade de u e v, podemos usar o Teorema Fundamental do Calculo para
derivar os seus integrais indefinidos e temos entdo

fx u(t)dt = fx o(t)dt = (fx u(t) dt), = (fY o(t) dt)’ S u(x) = v(x).
a b a b

Por outro lado, fazendo x = b, tem-se

14. a)

b)

fabu(t)dt:fbbv(t)dtzo.

Como a fungédo integranda R > ¢ — e”” é continua o integral existe qualquer que
seja x € R. Como a fungdo integranda é positiva e x +— x? é estritamente cres-
cente para x > 0 o integral é estritamente crescente para x > 0. Como a fungdo
é par é estritamente decrescente para x < 0. (Alternativamente, justifique os
resultados de monotonia derivando o integral usando o teorema fundamental
do calculo e o teorema de derivacdo da fungao composta; obtém-se f'(x) = 2xe"
e as mesmas conclusdes seguem com facilidade.)

Como R*\ {1} ot ﬁ é ilimitada numa qualquer vizinhanca direita de 1
o integral ndo estd definido se ¥ <1 & x < 0. O integral estd definido para
e* > 1 & x > 0 pois a fungdo integranda é nesse caso continua no intervalo

fechado definido pelos extremos do intervalo de integragdo. Para x > 0:

’ X 1 —
g(x)—elnex— . >0
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15. a)

b)

16. a)

b)

pelo que a funcdo g é estritamente crescente. Um zero ébvio de g corresponde
aos extremos de integracdo serem iguais, isto é x = In2, sendo portanto g(x) <0
sex<In2eg(x)>0sex>In2.

Temos h(x) = x f e’ dt— f te” dt. As fungoes integrandas t - ¢! ‘et tef’ sdo

continuas logo podemos derivar & usando o Teorema Fundamental do Célculo
e aregra de derivagdo do produto:

X X
W (x) = f e dt + xe — xe” = f e’ dt.
1 1

Como e” > 0, para qualquer t € R, temos //(x) > 0 para x > 1 e I’(x) < 0 para
x < 1, ou seja, h é crescente em ]1, +oo[ e decrescente em ]| — oo, 1[, tendo um
minimo no ponto 1.

Note-se que

er —

=1

lim
x—0 X

pelo que a fungdo integranda ndo € continua. No entanto s6 difere em 0 da
funcdo continua f definida por

. Z gex#0,

sex =0.

Como alterar uma fungdo num ponto ndo altera a sua integrabilidade nem o
valor do seu integral, a integrabilidade de f implica a integrabilidade de f em
qualquer intervalo limitado sendo os integrais de f e f iguais.

dx dxff_dxff f

Note-se que ando continuidade de f ndo permite aplicar o teorema fundamental
do célculo para calcular a derivada do integral indefinido de f e tivemos que
recorrer a igualdade com o integral de f.

Note-se que a fungdo integranda é ndo negativa e continua. Segue-se que o
integral vai ser positivo se x > x? (isto é x € ]0,1[), negativo se x < x? (isto é
x € |—00,0[ U1, +00[), e nulo se x = x? (isto é x € {0, 1}).

Da alinea anterior decorre que basta estimar o integral para x € |0, 1[. Para tal
note-se que se x € ]0, 1[ o intervalo de integragao esté contido no intervalo [0, 1]
e ai a funcdo integranda pode ser majorada por . O célculo do integral desta
tltima fungao entre x* e x conduz entdo a majoragdo pretendida.
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17.

(a)

(b)

Uma vez que f é uma fungdo diferencidvel em IR, logo continua, segue do
Teorema Fundamental do Calculo e da derivada da fungdo composta que g é
diferencidvelem R e

g (x) = f(x2 —4x + 3)(2x — 4).

Como f < 0em RR, tem-se g'(x) > 0 & 2x < 4 & x < 2. Logo, g é crescente
para x < 2, decrescente para x > 2 e assim ¢ terd um ponto de maximo em
2. Nao tem mais pontos de extremo uma vez que é diferencidvel em R e a
derivada s6 se anula em 2.

Dado que f < 0, tem-se
g =0ex*-4x+3=0ox=1Ax=3,

gx)>0ex¥*-4x+3<0e1<x<3

g)<0ex¥*-4x+3>0©x<1Ax>3,
Para a concavidade:
¢7(x) = f/(x* —dx +3)(2x —4)? + 2f(x* —4x + 3) < 0,
para qualquer x € R, uma vez que f e f’ sdo negativas. Conclui-se que o

grafico de g tem a concavidade voltada para baixo.

Ha4 dois aspectos a verificar. Por um lado, g é majorada porque é continua e
tem um dnico ponto de maximo em 2, logo g(x) < g(2), para qualquer x € R.
Por outro lado, para qualquer x > 3 temos x* —4x+3 > 0. Segue da monotonia
do integral e de f ser decrescente, uma vez que f’ < 0, que f(f) < f(0), para
0<t<x®*—4x+3eque

X2 —4x+3 12 —4x+3
g(x) = f(; f(t)ydt < fo f(0)dt = f(0)(x* — 4x + 3).

Logo, como f(0) <0,

lim g(x) < lim f(0)(x* — 4x + 3) = —oo,
X—+00

X—+00

e g ndo é minorada.

5.3 Regra de Barrow (Sols.)

1. aln2.  b)Inl/2. 0 d)o.
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2 In2 1
2.a) In \/; b) R C) 5 d) arctg(3/4).
1 e 1 1
e) g(n +log4) (subst. t = tgx). f) 1 (note que 5 Gr2r 1).

3. a) 7Txarc’c xdx = x—2arct xn— ﬂx—z 7Tzarct -2
~Y ) g_255112(1+x2) p e g

1 (7 1 72 n 1
—= 1-— = — ———Z[x- r
> j; ( s xz)dx Sarctgn— o~ [x —arctg x];

m+1 37
= 5 arctgm — — +

E
4 2
arctgx 1 ) ]1_712
b)f Tt x -~ dx = 2arctg X =35

1 TT
c) f sen3xdx:f(1—c052x)senxdx:[—cosx+§cos3x]
0 0 0

1 1
:—cosn+§cos3n+cosO—§cos3O: 3

dx = [Injx =3[ =In2 - In3 = 1n§.

dx—f(x2+x+1+ 1 )dx
x—1

3 2 4
%+%+x+ln|x—1|]2:i—o+ln3.

f) fl;dt = f“’ L ldx = f;dx fazend
o e +e B L X+ x B L R+ arende 4

mudanga de variavel x = ¢! © t = Inx. Tem-se

d)f1
) [

S O
21+x) x 22 1+x

(verifique) e portanto

f#dx:—1—%+1n(1+e)+0+1—1n2:—%+ln(
1

1 +e)
x2(1 + x) '

2
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2 1 x? 1 22 -3
g) X arcsen (—) dx = | — arcsen (—) - - dx
N x 2 X/ |5 N

1 2 (7 1 2 1
:2arcsen——arcsen£+f i :E—E+[—Vx2—1] :£+\/5 .
2 2 JuVer-1 3 412 V2

b 7 7
h) f cos® x vsen x dx :f cos x(1—sen? x) vsen x dx :f cos x( \/senx—sen% x) dx
0

0 0
—[zsen%x—%sen%x]% _2_2_8
13 7 o 3 7 21

i) Fazendo a substituicioe* =t © x = Int,temosx =0 t=e"=lex=1t=
e, logo

1 e
1 1 1 1
dx= | ——dt=| ——— +=dt=[-In[1+H+Int[
l:1+ﬂ:x.£tﬂ+ﬂ .£61+t+t [=Infl+8 +Inlt];

=—-Inl+e)+1+1In2.

1 2, 1 .
4. F(%) = flx le%dt = ff %e(”%)dt. Fazendo a mundanga de varidvel u = 1, tem-se

fx 1rz(”%)dt = f ueli+) (—lz) du = —f le%“‘ du = —F(x).
1t 1 u 1 U

5. Considerando a mudanga de variavel sugerida

Fo = [ =1 [ sy

que se pode diferenciar usando o teorema fundamental do célculo e o teorema de
derivagdo da fun¢do composta.

6. Use a mudanca de varidvel y = 1/x.

7. Umavez que, pelo Teorema Fundamental do Célculo, F'(x) = ¢, usando integracao
por partes temos

fol F(x)dx = [xF(x)](l) — fo‘l xe ™ dx = F(1) + [—%e_xz]:

1 1
—F(1) - = + —.
D=3+%

8. a) Usando a continuidade da func¢do integranda parajustificar a diferenciabilidade

T
de G(x) = fx x+ f(t)dt pode derivar-se o integral e usar a periodicidade da fun¢do
paramostrar que o integral tem derivadanula, pelo que é constante. Com efeito:

x+T ’
cw=([ fwa) = fasn - 0 =0
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(Note-se que a justificacdo anterior ndo é possivel se ndo se supuser que f é
continua. No entanto a conclusdo continua a ser verdadeira! é necessario nesse
caso usar mudanca de varidvel e a aditividade do integral relativamente ao
intervalo de integracéo - verifique!).

b) Se F é uma primitiva de f e é periddica de periodo T, temos
T
f f(#)dt = K(T) - F(0) =
0
Reciprocamente, se fOT f(t)dt = 0 entdo da aliena anterior, temos

G(x) = G(0) = 0 & f f(H)dt =0 e F(x+T) - F(x) =

Logo F é periddica de periodo T.

9. (a) Como a fungdo integranda t %‘” tem dominio R \ {0} e é continua no seu
dominio, sera integravel em qualquer intervalo limitado que ndo contenha 0.
Como x e 3x tém sempre o mesmo sinal, temos Dy = R\ {0}.

Fazendo a mudanca de variavel u = —t temos

—3x
f(—x)=f: costdt f’ cos(— u)( 1) du
* cosu
ZL ” du = f(x).

(b) f édiferenciavel uma vez que t - <%t é continua (pelo Teorema Fundamental
do Caélculo). Temos

3x
s cost cost _ ,cos3x cosx
f(x)—(fa dt f dt)—3 = -

CoS 3x — cosx
= =

X

Logo f é par,

em que tomamos a > 0, parax > 0,ea <0, parax <0.

(c) Como cos é decrescente em ]0, 7[, temos que para 0 < 3x < 7, cos(3x) < cosx,
logo f'(x) = <=3 < ) para 0 < x < %, ou seja f é monGtona decrescente
em ]0, Z[. Por outro lado, para x > 0,

3x x *
[ sptale [ 5ptas f
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Logo f é limitada em ]0, Z[C]O0, +ool.

Conclui-se que existe f(0*) = lim,¢+ f(x). Como f é par, existe também
f(07) = £(0%), logo existe lim,_, f(x).

10. (a) g(-x) = [~ p®)dt = [ ¢p(-u)(~1)du = —g(x), notando que ¢ é par.
(b) Para x # 0 temos do Teorema Fundamental do Célculo

— COSs X

g = x2.
Emx=0:

son - 1o 8 = 8(0) b omat f)df e
g'(0) = lim =——— =lim =lm——=7

(Alternativamente poderiamos considerar a fungdo qB(x) = ¢(x), parax #0e

B(0) = hm P(x) = 5/ que é continua em IR, e aplicar o Teorema Fundamental
do Calculo a ¢ em ]R )
(c) g'(x) >0 paraqualquerx € Re

Fx)=0cosx=1Ax#0e x=2kn,keZ\{0}.

(d) Como g é impar, é suficente considerar x > 0. Temos que g é
limitada em qualquer intervalo [0,4], 2 > 0, uma vez que é continua (de-
corre da continuidade do integral indefinido de qualquer funcao integravel).
Para x € [a, +oo[ podemos majorar g(x) por

0+ [ Z=g0-2+2<qw+

2 f 1 2 1
11. a) (P(Z) :‘ﬁ mh’ltdt:l—z(l tz)lnt +‘£ mdt

n2 1 (/1 t 13 1
- 10+2f(?_1+t2)dt_%ln2_11n5'

2

b) ¢'(x) = a +x2)2 Inx, para x > 0.
¢) Tem-sez3zz > 0 para qualquer x > 0, logo ¢'(x) > 0 & x > 1, ou seja, ¢ €
crescente em |1, +oo[ e decrescente em ]0, 1].

Tem-se ¢(1) = 0. Se existisse ¢ # 1 tal que ¢(c) = 0, entdo, do Teorema de Rolle,
existiria um zero de ¢’ entre 1 e c. Como ¢’(x) # 0 para x # 1, temos que 1 é o
tnico 0 de ¢.
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12.

13.

3V2
2

a)Asz 9 — 2% —x¥)dx =18 V2,
01 2

b)Azzf <\/2(2—x)—\/4(1—x))dx+2f V22 = x)dx
0 1

2 1 8
:2f \/2(2—x)dx—2f VA1 = x)dx = =
0 0 3

1 —x 0 —X 15
(=-%) d“L(‘” -F)a= T

-,
1

= [ (F- 7=

@I

12
2 x ! 7
Ny (B
1 i 3
0 2
1 e—1
g) A= f 2In(1 + x) dx = [2xIn(1 + x)[5" —f
0 0

-1
= 2(e—1)—2f 1- L dx =2(—-1)-2[x—In|x + 1|]8_1 =2(e—-1)-2(e-1)+2 = 2.
0

X
x+1

dx

x+1
h) Os pontos de interseccdo sioem x = 1ex = -1 e, em [-1,1], In(1 + x?) < In2,
logo

1 1
A:f1n2—1n(1+x2)dx:2f1n2—1n(1+x2)dx
-1 0

2x?

d
x2+1 X

1
=2In2 - 2[xIn(1 + x%)]3 +2f
0

1
x2+1

1

:21n2—21n2+4f 1- dx:4[x—arctgx](1):4(1_%):4_71_
0

a) 1

b) [ (4x—x)dx + [*(dx - ) dx = L.

c) a(lna-1)+1,

d) fom 3_1@x dx = f12 ﬁ id]/ = %ln2 (fazendo y = €Y).

2 N G
¢ fO (x+1)1\/m dx = fl (]/ZZTyl)y dy = [2arctgy], ¥ = I (fazendo y = Vx +2).

e 1
f mdx = || mizdy = —% (fazendo y = Inx).

1+12
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14. De % +y>=1temosy = £,/1- ’ﬁl—z. A 4rea fica (fazendo a substituicdo x = 2sent):

A= 4f ﬂl——dx— chos tdt

—4f (cos2t+1)dt = [Zsen2t+t] = 2m.
0

15. As duas curvas intersectam-se em (-1, V3) e (=1, V3). Temos

! . V3 2rn 23
:f(‘\/él—x \/_x)dx— > +?_T'

(Faga a substituicdo x = 2sent para primitivar V4 — x2).

1
16. A :f arctgx =
0

1 2
17. A:L (arctgx—%xz) dx+£ (g—%xz) dx:—%ln2+%.

18. As curvas intersectam-se nos pontos (1,0) e (¢, 1), e para x € [1,¢], Inx > In®x.
Temos

In2.

1
2

w1 X

A:ﬁe(lnx—lnzx) dx:[x(lnx—lnzx)]i—fx(%—%lnx)dx
:e(1—1)—1(0—0)—[x]‘i+f21nxdx
1

:—e+1+[2xlnx]§—f2dx:3—e.
1
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6 Séries (Solugodes)

6.1 Séries Numéricas (Solugoes)

2.

Por exemplo, para a): de 1.2.15 a) temos que para qualquer n € N,

Zn: 1 _n
i (2k —1)(2k +1) C2n+1

Da defini¢do de série numérica:

i L = lim _n 1
e (2k —1)(2k + 1) O 2n+1 2
As outras alineas fazem-se de forma semelhante (usando 1.2.15 e), ), h) i)).

a) diverge, o termo geral ndo tende para 0;

Z . Z . ~ 2
b) série geométrica de razdo -5, converge uma vez que |ﬁ| <l,es=—2=;

o] 1 _ o] 1 1 2 e . 00
Q) Yo DD = Yoot 77 — 75 € uma série de Mengoli da forma )~ a, — a,.1,
com a, = ==, logo converge e s = a1 — lima, = 3;

(] 1 _ o) 1 1 o) 1 1 2 pon .
d) Xoto 77 = Lom2 oD = 2 =2 7 — nys € uma série de Mengoli da forma
1y oo _ _1 . _ 3.

5 Yoneo @y — Ans2, cOM a, = —, logo converge com s = 5(a; + a3 — 2lima,) = 3;

e) série de Mengoli da forma ), ; 4, — 441, coma, = — \Vn, logo diverge, uma vez

que (a,) diverge;
f) série de Mengoli da forma Yooy Ay — (yy1, COM @, = n, logo converge, uma vez
que (a,) é convergente, com lima, =lim 2l =1, es=1-1=0.
) Yo ()2 = 2 Y (-1 " série geométrica de razdo — 1, converge, porque
g n=1 - n=1 n) 7 g n’ 8¢, porq
|—l| <1l es=2;
n 4 1-mt”
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) 3»1 00 n n 0 n
h) ¥, +(n =y, (%) + (—i) , converge uma vez que (f’;) converge, por

n
ser uma série geométrica de razdo 0 < 2 < 1,e Y, (_411) também converge,

3

por ser uma série geométrica de razao -1, e|-1| < 1. Asomaés=3-1=1;

i) Yoo, ln(nH) = Y1 In(n) — In(n + 1), série de Mengoli da forma )., 4, — a1,
com a, = In(n), logo diverge, uma vez que (a,) diverge;

_1);1e—n+1

n
. (o] _ e [e) 2 22 L ~ =2
J) Lomr = 5 Lonm (—;) , série geométrica de razdo ==, logo converge porque
|—%| <l,es=-

k) Yoo, % =Y, # - ﬁ, série de Mengoli da forma Y., 4, — 4,41, com

_ 1 _ : _
n = =, logo converge com s = a; —lima, = 1.

e .
e+2’

D Yo Bl =y 2y, ¥ L diverge, uma vez que Yoo 2+ diverge por ser uma
série geométrica derazdo 3 > 1e Y.;7 3 converge por ser uma série geométrica
de razdo 0 < 3 < 1. (Alternativamente: diverge uma vez que o seu termo geral
ndo converge para 0.)

m) série de Mengoli da forma ) ,_,4, — a,+2, com a, = n,, logo converge com

s=ay+a —2lima, = 3;

n) Yoo+ D)2 =205 + Yoo (—%)n, converge uma vez quey.,, 3: Con-
verge, por ser uma série geométrica de razdao 0 < 3 <1, e Y,;7, (—%)n também
converge, por ser uma série geométrica de razdo -1, e |[-1| < 1. A soma ¢

_ 2 _ 14.
s—4+3— 5

0) Euma série de Mengoli da forma },_; a,+1—a,, coma, = arctg(n), logo converge

uma vez uma vez que 4, — 5,easuasomaés = lima, —a; = 7.

p) Diverge, uma vez que o seu termo geral ndo converge para 0.

4. Divergentes: a), b), d), f), h), i) j), 1)
Convergentes: ¢), e), g), k).

5. Divergentes: c), f), g) sea > b,

Convergentes: a), b), d), e), g) sea < b.

6. a) Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Comparemos com a série
L 2 % a qual é divergente. Como,
n2
n+l
lim "3+”2+1 =1(# 0, +0) (verifique)

NI

n
concluimos que a série dada e a série ), % tém a mesma natureza. Logo a série
n

2
dada é divergente.
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b)

d)

f)

g)

h)

Trata-se de uma série de termos positivos. Usando o critério de d’Alembert,

2n+l 2

g 2mP+nl) o oonl Cp01o
2n - 2 | " " .0-1=0.
o m+12+Mm+1) (n+1)! ((ZL))' 41

Como este limite é menor que 1, concluimos que a série dada é (absolutamente)
convergente.

Procedendo como em a) concluimos que a série tem a mesma natureza que a
série Y . Logo, é convergente.

Trata-se de uma série de termos positivos. Aplicando o critério de d’Alembert,

2n+1

e _ 2" (2n)! _ 2 o
(22—’:)' 2" 2n+2)!  (2n+1)2n+2)
Como este limite é inferior a 1 concluimos que a série é (absolutamente) con-
vergente.
Como 2 = 224 — —1 # 0, concluimos que a série é divergente.

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Tentemos aplicar o critério da
raiz (ou de Cauchy):

N

n( n )n n 1
= = n -
2n+ \n 2n+\n  2+4nz

Como este limite é inferior a 1 concluimos que a série é (absolutamente) con-
vergente.

Comece por reparar que, contrariamente a e), a sucessdo do termo geral desta
série converge para 0 o que ndo nos permite tirar qualquer conclusdo sobre a
convergéncia ou divergéncia da série. Tratando-se de uma série de termos néo
negativos, podemos tentar usar o critério de d’Alembert:

n+2
T 14+2m2 1430 27D 4 p3n 4

Lzl ] g onl ] 4 Bndl - D=(n#]) 1371 43
1+3"

2
- -
3

Como este limite é inferior a 1 a série é absolutamente convergente. (Alternati-
. i, . - 2 n
vamente: usar o critério geral de comparagdo com }, (5) )

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Tentemos aplicar o critério de
Cauchy:

2
n 2\ 2\
(1+—) :(1+—) — e
n n
Como este limite é superior a 1 concluimos que a série é divergente.
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i)
j)

k)

D)

p)

Como em h), a série converge.

Como em a) concluimos que a série tem a mesma natureza que a série )| %
Logo, é divergente.

Como em a) concluimos que a série tem a mesma natureza que a série ), %
Logo, é divergente.

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Aplicando o critério de d’Alembert,

= ! 1000
. (n+1)t .. n. T _
11 W—llm1000m—llm—n+l—o

n!

Como este limite é inferior a 1, a série é convergente.

oo p=2"

Repare-se que )., , /=% é uma série de termos negativos. Consideramos a
R _on n_ 2 o PR .
série — Y70 =55 = Y.,y 2—%, que é uma série de termos positivos. Aplicando

o critério de d’Alembert,

20y
N B VA
Iim———==-<1
2t—n 3
3”—112

o[ o n_ z
(verifique), logoa série ", #—% converge, e também converge (absolutamente)
L . 00 n=2mn
a série )., _o 5.

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Tentemos aplicar o critério de
Cauchy:

1 1
iy nn 0=t

Logo, a série é convergente.

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Comparando com a série

convergente Y7, -5

arctgn 2
n-1 ton ST 40,00
= arc - .
1 8127
n
L, . A . arctgn
Logo, as séries tém a mesma natureza, ou seja, Yo, % é convergente.
Temos
, 1 . seni  senx
limnsen — = lim = lim =1.
n 1 x—0 X

n

Como o termo geral ndo converge para 0, a série diverge.
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q) Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Comparando com a série

convergente Y7

sen senx
T = = lim

- -0 X
n

lim =1+#0,c0.

Do critério geral de comparacdo, as séries tém a mesma natureza, ou seja,
convergem.

r) Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Comparando com a série

divergente Y, 1

1

n
LA NS
L Inn
n
Logo, - > 1, a partir de determinada ordem, e do critério geral de comparagéo,

a série dlverge

7. a) converge - comparar com )., | ==
* n=1 y37
b) diverge - comparar com )", ;
c) converge - critério d’Alembert;
d) diverge - o termo geral ndo tende para 0;
e) diverge - comparar com Y,,_; 1;

f) converge - critério d’Alembert;

n
g) converge - comparar com ), (%) ;
h) converge - critério d’Alembert;

i) diverge - o termo geral ndo tende para 0;

j) converge - comparar com )., 7 %/_4/— = Yo 1 7

k) diverge - critério d’Alembert;

1
3
2

3 _ (o]
1) converge- Y " o(Vn+1—+n)p =Y, ( \/F+ 7oy, comparar com Yot

n

8. a) diverge - ),-; 1+(2;1)" = Y.,1 & — série harmonica;  b) diverge - o termo geral

ndo converge para 0; c) converge - critério da raiz.

9. a) i) Temos que f(x) = , x > 2, é uma funcgdo crescente e positiva, e que

xIlnx

b

lim dx = lim [lnllnxl]2 = hm In|Inb| —In|In2| = +o0.
boteo ) X In x b—+co
Logo, do critério do integral, a série },_, f(n) = Y,,_, —— diverge.

161



CDI-I 2°Sem. 2014/15 LEIC-A 6.1. SERIES NUMERICAS (SOLUCOES)

ii) Como em i) (neste caso, a série converge).

iii) Temos —1— < . Logo como Y..7, 5 converge, do critério geral de
comparagao, ) . também converge.

iv) Temos

n= Ziﬂlnn

Vilnn \ﬁz

= 5 too.
% Inn

1 1 . . o, .
Logo, Vi > -, a partir de determinada ordem, e do critério geral de

comparagdo, a série diverge.

10. a) Para a, > 0, as séries }.a, e ). f(a,) sdo de termos ndo negativos, ja que se

lim,_o+ & =L > 0, entdo f(x) > 0 em ]0, a[ para algum a > 0, logo f(a,) > 0.

Como a, —> 0%, tem-se

) 169

ay x—@*

lim =L>0.
Como L # 0, +00, segue do critério geral de comparagdo que ) a, e }, f(a,) tém
a mesma natureza.

b) Segue directamente de a), notando que

r—1 arcte(x
Hm 3O Ol i 0
x—0 X -0 X x—0 X

que as séries dadas convergem sse a > 1, por compara¢do com as séries de
o . 1
Dirichlet )’ .

11. e }.(1 +a,) diverge, uma vez que 1 +a, > 1, logo o termo geral ndo converge
para 0.

o) 1 o converge, uma vez que < % e Y, 5 é convergente.

n2+a

12. a) se (b,) é limitada, com |b,| < ¢, entdo |a,b,| < cla,| = ca,, logo pelo critério geral
de comparacao, ), a,b, converge (absolutamente).
b) se }.a, converge, entdo lima, = 0, logo (a,) é limitada, e por (a), também
converge Y a2.

c) coma, = 1 , tem-se Z divergente e Z convergente.
13. a) O termo geral da série é uma sucessdo divergente ja que possui dois sublimi-

tes diferentes: 1 e —1. Logo, como o termo geral da série ndo tende para 0
concluimos que a série é divergente.

b) Comece por observar que, contrariamente ao caso anterior, a sucessdo do termo
geral da série converge para 0 o que ndo nos permite tirar nenhuma conclusao
sobre a convergéncia da série. Observe igualmente que ndo se trata de uma série
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d)

de termos ndo negativos pelo que os critérios anteriormente usados para esse
tipo de séries (comparacdo, d’Alembert, Cauchy) ndo podem ser directamente
aplicados aqui. Estudemos a série de médulos correspondente. Como

por comparagdo desta série de termos positivos com a série convergente Y, 5
concluimos que esta série é convergente e, portanto a série dada é absolutamente
convergente.
Esta série é absolutamente convergente, uma vez que a série dos médulos é dada
3000 . v, .
por Y..7, 5, que é convergente (usando o Critério d’Alembert: 2 — 1 < 1).
n

0o oo (-1y" . L
Yo o(=1)"(Vn+ 1= n) =Y, RUTveE Consideremos a série de termos po-
.. 00 =nr _ oo 1 A 5 o .
sitivos ) ,_, T = Yoo Vi v € comparémo la com a série divergente
1.
r L.
1
(Vnt+l++n) 1

1
1 = — E 75 O, +o0
i JEL+1
logo a série de médulos considerada é também divergente. Concluimos que
a série dada ndo pode ser absolutamente convergente. Tratando-se de uma

série alternada tentemos usar o critério de Leibniz: considere-se a série dada
n _ 1
- =— > 0.
na forma ) (-1)"a, com a, v 0. Como

V- Vn+2
(\/n+2+ Vn+1)(Vrn+1+ \/_)

0 que mostra que a sucessdo de termo geral a, é decrescente, e como a, — 0,
podemos concluir, pelo critério de Leibniz, que a série é convergente. Logo, a
série é simplesmente convergente.

Ape1 — Ay

Uma observagdo: o critério de Leibniz s6 decide da convergéncia de uma
série, nada dizendo sobre a convergéncia ser simples ou absoluta. O resultado
anterior foi obtido depois de termos verificado previamente que a convergéncia
néo poderia ser absoluta.

E uma série alternada. Considerando a série dos médulos correspondente

o0
Z sen( ) vemos que sera dlvergente uma vez que
n=0

sen(%)

1
n

=1

lim
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e portanto a série dos médulos tem a mesma natureza que a série harmonica.
Concluimos que a série dada ndo pode ser absolutamente convergente. Escre-

vendo a série dada na forma )., ,(-1)"a,, com a,, = sen (%), temos que a, — 0

e a, é decrescente, uma vez que a fungdo senx é crescente para0 < x < Zel
é decrescente. Do critério de Leibniz, a série dada converge. Logo, a série é
simplesmente convergente.

f) g) h) i) 1) simplesmente convergentes, j), k) absolutamente convergentes.

14. a) Eumasériealternada. A série dos médulos édadaporY. -, #, que é divergente

o 1

(uma vez que )., 7=

converge sse @ > 1). Concluimos que a série dada néo é

absolutamente convergente. Escrevendo ), (_\/1%" =Y. (-1)"a,, coma, = %,

temos quea, — 0,a, >0e

11 Nn+ —\n
N T Vn+1+/n

ou seja, (1,) é decrescente. Assim, pelo critério de Leibniz, a série é convergente.
Logo, a série é simplesmente convergente.

>0

Ay —Ap1 =

b) E simplesmente convergente (proceder como em a)).

c) Edivergente: o termo geral tem dois sublimites 1 e —1, logo é divergente. Como
o termo geral ndo converge para 0, a série é divergente.

d) E absolutamente convergente: é uma série geométrica de razéo —1.

6.2 Séries de poténcias (Solucdes)

o X x\" . .
1. a) Temos Z T Z (E) ¢ uma série geométrica de razdo 5. Logo, converge
n=0 n=0
absolutamente para |§| <lepk<2e -2<x<2edivergepara (5|21 & x <
—2Ax2>2.
(x+2)"

b) é uma série de poténcias, centrada em -2, cujo raio de con-

e’ (n +2)2"
vergéncia é dado por

n+22" lim 2(n+3) )
—1__ m+2) 7

Logo, a série é absolutamente convergente para [x +2| <2 & -4 <x <0e
divergente para |[x + 2| > 2 & x < —4 A x > 0. Para [x + 2| = 2, temos:
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d)

e Se x = 0: obtemos a ser1e Yo 5, que é divergente por comparagdo com a
série harmonica Y, 1.

e Se x = —4: obtemos a série alternada ), (;+2 Ja vimos que a série dos
modulos correspondente é divergente, logo esta série ndo é absolutamente
1

convergente. No entanto, aplicando o critério de Leibniz, como 0 < —>
="

1=0 -5 € convergente, logo converge simples-

é decrescente, tem-se que ).,

mente.

Conclui-se que Y., (nx:;))zn converge absolutamente para x €] — 4, 0[, converge

simplesmente para x = —4 e diverge para x €] — oo, —4[U[0, +oo[.

Faca-se y = (2x)*:

Esta é uma série de poténcias cujo raio de convergéncia e dado por

1
1
R =1lim &= =1.

n+2

Logo, a série é absolutamente convergente para |y| < 1edivergente para |y| > 1.

Se y = 1 obtemos a série ), ——. Como -~ — 1, esta série tem a mesma natureza
n+1
que a série harmonica Y 1, ou se]a é dlvergente Se y = -1, obtemos a série
=" 1) 1 1 _
alternada } “-7. Dado que ;7 — O e que 115 — 77 = ~rnpry < 0, deduz-se,

1 n
aplicando o crlterlo de Lelbmz que asérie é convergente. Como }, | - +)1 | Y=
e ja vimos que esta série é divergente, concluimos que para y = —1 a série é
simplesmente convergente. Entdo, como

1
<1l & |(x)°<1 o |x|<§,

1 1
yzl@x:E e y:—l@x:—z,

concluimos que a série de poténcias dada é absolutamente convergente se x €

] 5 2[ simplesmente convergente se x = —; e divergente se x € ]—oo —%[ U
[3-+e0]

x —1)12nyn s —4x)" 2yt .

; ()2—nx = nZO‘( 22) = ;‘ g_n' fazendo y = —4x. E uma série de
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absolutamente convergente para |y| < 1 & —i < x < }I e

Z

Logo, a série é
. 1 1 — .
divergente para |y| > 1 & x < —; V x > 7. Para |[y| = 1, temos:

1 L o 1 T ~
e Sex = —1: obtemos a série },,_; 5- que é divergente por comparagdo com a
série Y, 1

e Se x = 1. obtemos a série alternada Y - ey

i el 2n . Ja vimos que a série dos
modulos correspondente diverge, portanto a série ndo converge absoluta-
mente. Do critério de Leibniz, uma vez que ﬁ — 0 e é decrescente, a série
converge, e portanto converge simplesmente.

) e (_1)n22n X"
Conclui-se que Z —_—

2n
1

verge simplesmente para x = } e diverge se x € ]—00, _Z] U ]}I/ +c>0[.

converge absolutamente se x € ]—}L, %[, con-

n=1

nx)" n" . . S
e) Z (TE " )1)n Z mx“ é uma série de poténcias, centrada em 0, cujo raio

de convergéncia é dado por

1 .on+1

R=—  =1lim =1.
n

nn

hm W

Logo, a série é absolutamente convergente para |x| < 1 e divergente para [x| > 1.
Para |x| = 1, temos:

n" (o)

e Sex = 1: obtemos a série Y.,y 57 = Lo (n+1> Uma vez que

no\ 1\ )
(n+1) _(1_n+1) e

concluimos que a série diverge uma vez que o termo geral ndo converge
para 0.

e Sex = —1: obtemosasérie )., ,(-1)" -1~ =e71,logo

1

nil
T +1)n Javimos que lim @ +1)n
n . . . —
-1 (nil)“ tem dois sublimites e™! e —e™!, e a série é portanto divergente,
uma vez que o termo geral ndo converge para 0.

Conclui-se que Y, (51 fl))n converge absolutamente para x €] — 1,1[ e diverge

para x €] — oo, —=1] U [1, +o0[.

nlx-1)" o e N .
f) E o7 ¢umasérie de poténcias, centrada em 1, cujo raio de convergéncia
n!
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b)

é dado por
T S LA (Vo D |
R=lim 75 = m ey e
n+1)!+1

m+1)!+1 5 m+1)!+1

m D+ - ™ G Dt e D

Logo, a série é absolutamente convergente para [x — 1| <1 © 0 <x < 2e
divergente para [x — 1| >1 & x <0V x > 2. Para |[x — 1| = 1, temos:

e Se x = 2, obtem-se a série ) .
1+#0.

e Sex = 0,obtem-seasérie ), =~ —-,
n!(=1)"

- tem dois sublimites —1 e 1, logo o termo geral da série ndo converge
para 0.

que é divergente uma vez que

n=0 n'+1’ n'+1

nl(-=1)"

que também é divergente, uma vez que

nl(x—1)"
n!+1

Conclui-se que Y.,
X €] —00,0]U[2,+00].

converge absolutamente para x €]0, 2[ e diverge para

E uma série geometrlca de razao

+1 4 +1

|<1<:)x>—— ou

n
seja Y., (ﬁ) converge absolutamente para x > —3 e dlverge parax < —1.

R = 1; a a série converge absolutamente para -1 < x < 1, converge simples-
mente para x = —1 e diverge para x < —1 Vx>1.

o raio de convergéncia da série )., ,5-y" é R = 1 e esta série converge ab-

n=0 2n
soutamente para |y| < 1, converge simplesmente para y = —1 e diverge para
n
y < -1Vvy > 1. Fazendo y = £2%, conclui-se que Y.’ 5- (%) converge ab-

solutamente para x > 1, converge simplesmente para x = 1 e diverge para
x> 1.

R =1; a série converge absolutamente para -2 < x < 3, converge simplesmente
parax = -2 ediverge parax < -2V x > 4;

R = 4; a série converge absolutamente para -3 < x < 5 e diverge para x <
-3Vx>b.

yl'l
n=0 2n+1)!
absolutamente para y € R. Fazendo y = x?, conclui-se que a série ),

converge absolutamente para qualquer x € R.

O raio de convergéncia da série ), é R = +00, logo esta série converge
2N

n=0 (2n+1)‘

. A . Z . 1 £ :
O raio de convergéncia da série )., (Zn +)1y R =1, e esta série converge

absolutamente para —1 < y < 1, converge simplesmente para y = 1 e diverge
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=t 2+l —
n=0 2n+1 -

XYt > +)1x converge absolutamente para -1 < x < 1, converge simplesmente

parax =-1Vx=1edivergeparax < -1V x> 1.

para y < -1V y > 1. Fazendo y = x?, conclui-se que a série ).,

c) R = 3;asérie converge absolutamente para -2 < x < 4, divergesex < -2Vx > 4.

d) R = |a; a série converge absolutamente para —a — |a| < x < a — |a| (ou seja, para
a>0,-2a<x<0,paraa <0,0 <x < —-2a)edivergeparax < —a—|a|Vx >a—|a
(se |x +a| = |al, as séries obtidas tém um termo geral que ndo converge para 0).

e) O raio de convergencia da série )~ = é R = 1; esta série converge absoluta-

mente para |y| < 1 e diverge para |y| > 1. Fazendo y = (5x + 1)?, e resolvendo

5x+1)2"
em ordem a x, temos que DINIE - +i

e diverge parax < —2 Vx> 0.

converge absolutamente para —2 < x <0

5. a) No ponto —3 a série dos médulos é dada por

Y lan(=3)"1 = ) 3" = ) ja,3"]

Como no ponto 3 a série é divergente, a série ). a,3" é divergente, e ) |a,3"| é
também divergente. Logo a convergéncia em —3 é simples.

b) Oraio de convergéncia da série é 3, uma vez que a convergéncia em —3 é simples
(se |x| < R, a série converge absolutamente em x, se |x| > R, a série diverge em

x, logo se a série converge simplesmente em x, tem-se [x| = R). Logo a série
converge absolutamente para |x| < 3 e diverge para |x| > 3.

c) Por exemplo, Y -1

n3”

b 2

n.n+2 _ X 00 n_ 1
6. a) HEZO(—l) X" = o1 para |x| < 1 (dado que ), y" = -+ para lyl < 1).
= (-1 2(x—1)
b) =il ,para-1<x <3,

C)Z3”+1: )para—\/§<x< V3.

2x)"
d) Z (4n+)1 = ey para [x| < 2.

e) Z;‘ n!13” X" = ¢3, para x € R (dado que Yo", 1yt =¥, paray € R).

n=0 2n+1)!

f) Z ((n_—) (x+1)>"*! = sen(x+1), parax € R (dado que ¥’ ) 2= /21 = sen y,

p:ara y € R).
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b (—1)" 4"
=~ (2n)!
y € R).

x*" = cos(2x?), para x € R (dado que Y, (2n). yzn = cosy, para

6.3 Séries de Taylor (Solucdes)
1. a) €2x+1:€'€2x:ienz'n n
n=0

X — X — oo_nnn:oo_nnn+1: _1\n—1on-1_n
b) 2x+1_1—(—2x)_x;6( 1)"2 WZ:;( 1)"2"x Z( 1)"2""x", para

=e2".

n=1

|2x| < 1.

Temos f™(0) = n'(—l)”‘12”‘1.
c) cos(x +1)* = ((2 ;| (x + 1)*, parax € R.

n=0
Temos fé)(=1) = (4n)!:: (Zn)' =, f®(=1) = 0, se k # 4n (se ndo é mliltiplo de 4).
, 1. 1 11 =2V (-1,

DA =3 = o 2 ( ) S =2 para

~2| <1 0<x<4. Logo,

1)" 1 n-1
lnx_Zan() (x-2)""+C= ' ) (x=2)"+C

n=1
Fazendo x = 2, temos C = In 2.
Temos f™(0) = n! & Dn S i G2 paran >1e f(0) =In2.

n 211

X / =) _1 n
e) ( f e’ dt) =¥ = n') x*", para x € R. Logo,
0 n=0 :

(o]

: —12 _ (_1)n 2n+1
fe dt_nzz;d—n!(Zn+1)x +C.

0

Fazendo x = 0, temos C = 0.
Temos f@*1(0) = (2n + 1)! ;50 = 2n)t S- e f@0(0) = 0

f) Como e), notando que seny = Y., (271-11-)1)' yz”“.

g) P(ﬁ) x+1 Z( 1)"x" = Z( 1)"'x", para |x| < 1. Logo,

ey +1 7 = Y n(=1y et = Z(n +1)(-1)"x".
n=1 n=0
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Temos £(0) = nl(n + 1)(=1)" = (n + 1I(=1)".

1 1 1 1 >0 (_1)11
h = = — = _1 i’l, _1 2 _1< <3‘
) 1+x 2+(x-1) 2714x1 sz (x-1)", para|x-1| <2 & X

2 n=0
Temos f*)(1) = Z2L.

i) (arctgy) = = Z 1)"y™, para |y?’| <1 & -1 < y < 1. Logo,
n=0

[ee]

Fazendo y = 0, temos C = 0. Temos assim para -1 <x* <1 & -1<x<1

. (_1)n 4n+2
t 2 — n+. .
arctg x L, —Zn n 1x

Temos f“+2(0) = (4n +2)1 EL e £0(0) = 0 para k # 41 + 2.

2n+1 4

i) (In(x*+1)) = —ZxZ( x?) ZZ( 1)"x*"*!, para -1 < x < 1. Logo,

n=0

— 2(-1)" = (-1t
In(x* +1) = %f”” +C= Z ( n) x>+ C.
n=0 n=1

Fazendo x = 0, temos C = O
Temos f@7(0) = (2n)! '( D f(z'”1 0) =
2. a) Zanx”, comag=a3=1,a,=0,n#0,3, parax € R;

n=0
b) Impossivel, a fun¢do ndo estd definida em 0;

s3] 1)
o) In3+ Z (n3’)l x", para x €] - 3,3];
n=1

d) Z:" S+ D(n +2)x", x €] = 1,1
e) Impossivel, a fungdo ndo estd definida em 0;

)y, (1 - %)x x €l -1,1[;
n=0

g) Impossivel, a fun¢do nado estd definida em 0;

- (_1)n 21n+2 .
h)ZZon L xe[-1,1];

(=12 2
)Z PIESTRREE
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3.a)l+(x-1)+(x-12%xeR;
b) Y (-1)"(x—1)", x €]0,2;
n=0

(o] e .
C)ZE(X—D ,x €R;
n=0

d)(x-1)+ Z (_1_)n1)(x ~1)", x €[0,2];

1 b 1n1
3+ Y, -1, x €l 1,31
n=1

f) Z( 1)"(n — 1)(x = 1), x €]0, 2[;

g) Imposswel a funcdo ndo esta definida em 1;
h) Impossivel, a func¢do ndo estd definida em 1;
i) Impossivel, a funcdo ndo é diferencidvel em 1.

x4 (o] o0 (o]
— x4 Z 2n n _ Zznxn+4 — Z 2n—4xn’
1-2x
n=0 n=0 n=4

1 1
para[2x[ <1 & —5 <x < 3.

4. a) Temos

f(”)( )

b) Temos f(0) = f'(0) = f”(0) = f"(0) = 0 e paran > 4,

n!2"* Como f®(0) = 4! > 0, f tem um minimo em 0.

=2t & f(0) =

[o0]

5. (1= 1) = (r=Deer = (r-1e )" LoDy e D ey
n=0 '

n=0

Logo,

f(”>(1) _ e . _
A =1 & [0 =
(x—=1)"

3" \n

6. a) A série de poténcias Z tem raio de convergéncia dado por

1

R = lim =Y = 31im ntl_g
3n+1\/m n

Logo a série converge absolutamente para |x — 1| <3 & -2 <x < 4ediverge
parax < —2Vx > 4. Em x = 4, obtem-se a série Z =, que € uma série divergente

(justifique). Em x = -2, obtem-se a série alternada Z e que é convergente

(critério de Leibniz), e a série dos médulos diverge. Logo a série converge
absolutamente para x €] — 2, 4[.
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g//(l)_L
e _9\/_

s = n(x —1)"! B = (1 + 1)(x — 1)"
g(x)_; Biyn e gl

Escrevendo x = 1 + (x — 1), a série de Taylor no ponto ldex+g'(x)é

0g"(1) = i Temos

b) g(1) =

= (n+1)(x — 1)” 4 o (11 4+ 1)(x — 1)”
+(1+— 1) E
=0 3n+l Vn+1 ( * )(X * — 3n+l \/ +1

1+(x-1)+

7. Tem-se

[o0]

(n(1 +y)) = 11— ; Y- y)”—Z( 'y,

n=0
para |y| < 1. Primitivando obtemos

In(1 + ) = Z(_ Vg C = Z(_ )nl

n=0

Fazendo y = 0, temos C = 0. Conclui-se que, para |x’| <1 & -1 < x < 1, a série de
MacLaurin para ¢ é:

QD(X) = Xh’l(l + x3) = xZ %(x@)n — Z (_1n)n_l X3n+1.
n=1 n=1

Do desenvolvimento acima temos:
(P,(O) — qZ)//(O) — (PN’(O) — 0, ¢(4)(0) =4 > O/
e portanto a fun¢do tem um minimo em 0.

8. Do Teorema Fundamental do Célculo, ¢’(x) = 2xIn(1 + x*). Como In(1 + y) =

Yo C 1) y para |y| < 1 (justifique), temos

1)1 & 2(=1)*1
Q' (x) = ZxZ i 73 = Z 20" n) xntl
n=1 n=1

para |x}| <1 & [x| < 1. Logo, para -1 <x <1,

N 2D e D"
) = Z:n(4n+2 K C= Zn(2n+1) G

Fazendo x = 0, temos C = 0.
Como ¢®(0) =0,k =1,2,3,4,5e ¢p©(0) = 6! 1 > 0, ¢ tem um minimo em 0.
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