IST-LMAC 4 de Fevereiro de 2000

ANALISE COMPLEXA

1° EXAME 99/00

1. Seja T'(z) = ‘Cfifl uma transformacao de Mobius que preserva a recta real, e a sua

orientacao, com ad — bc = 1. Mostre que T' tem dois pontos fixos em R se e s6 se
la +d| > 2.

do

2m
2. Calcule o integral —.
& /0 % + cos? 6
3. Seja p(z) = z* + £ + &. Prove que p tem 3 zeros em B = {z € C: |z| > 1} e calcule
p(ze")
1 44t
Letit

o indice da curva y(t) = t € [0,27], em torno da origem.

4. Seja II(C*) o grupo das classes de homotoia de caminhos fechados em C* = C\{0},
que comecam e acabam em 1, com a operacao de composicao. Prove que a funcao
¢ : II(C*) — Z, dada por ¢(v) = 5 fv & estd bem definida e que é um

homomorfismo de grupos sobrejectivo.

5. Seja h uma fungao inteira, de ordem finita p, cuja sucessao de zeros, de acordo
com as respectivas multiplicidades, é dada por z, = n?, n € Z (isto é, 0 é zero
hz) _

simples e n? > 0 é duplo). Prove que p > % Supondo p =1, lim, o =~ =1,

lim, % = 2e, determine uma factorizacao de h.
(z-1) ¥

6. Seja T' o interior do triangulo de vértices 0, 1,7 € C, e f1, fo duas transformacoes

conformes entre 7' ¢ H = {2z : Imz > 0}.

(a) Prove que fi o f, ! é uma transformacdo de Mébius, e indique a sua forma

mais geral.

(b) Prove que é possivel extender f; a uma fungado meromorfa em C e que essa

funcao resultante é uma funcao eliptica.

7. Prove o teorema de Mittag-Leffler: Se {z,},>1 ¢ um conjunto discreto de nimeros
complexos e p,(z) uma sequéncia de polinémios sem termo constante, entao existe
uma fun¢do meromorfa em C, cujos tnicos polos estdo em {z,} e cuja parte

principal em z,, é pn(ﬁ)



