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20 de Novembro de 2007

Duracao: 90 minutos
(Uma das perguntas 3,4,5 é opcional)
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1. Seja T'(z) = —
1 —az . .
lores que o nao pode tomar? Mostre que T preserva a circunferéncia unitaria

C={z€C:|z|=1} eque, para|a| <1, T(D)=D={2€C:|z] < 1}.

uma transformacao de Mobius, com a € C. Quais os va-

Resolugao: Para que T'(z) seja uma transformacao de Mdobius é necessario que

seja invertivel, o que se traduz na invertibilidade da matriz [ ja _10‘

minante é 1 — |a|?. Assim, para que 7(z) seja transformacio de Mobius, |a| # 1.
Como T'(£1) = % € CeT(i) = {55 € C e as transformagoes de Mobius preser-
vam circunferéncias de C,, T envia a circunferéncia definida pelos trés pontos £1, 7,

(que é C) em C. Alternativamente, podemos verificar que, para |z| = 1, temos

] , cujo deter-

a—z| |Zlla—z |za—-1] [1-az]

T(2)| =

l—az| |l—-az] [1-az] [1-az

Finalmente, como 1" é bijectiva e continua em C, temos T(Coo\C) = T(Cxx\C).
Uma vez que T envia conexos em conexos, sendo D uma componente conexa de
Cxo\C, e que T'(0) = a € D, temos que T'(D) = D.

. Seja € uma regiao no plano complexo, zy € 2, f(z) uma fungao holomorfa em
() e considere a aplicacao

Y :m(Q,29) — C
b [ fee

(a) Mostre que v estd bem definida, é um homomorfismo de grupos e a sua
imagem ¢é um subgrupo abeliano de (C, +). (b) Pode, para certo f(z), a ima-
gem ser um subconjunto denso de R C C? Justifique.

Resolugao: (a) Para ver que v estd bem definida, basta considerar um cami-
nho fechado 7, na classe de homotopia [y] € m1(£2, z0), e mostrar que fﬂﬂ f(z) dz =
f7 f(2) dz. Isto segue do facto que, por hipétese, v e 1 s@o caminhos homotépicos



com os mesmos extremos. A aplicacao ¥ é um homomorfismo de grupos porque

P(Iml*e]) = 1#([71*72])2/ f(z) dz = (2) dz+ [ [(2) dz

Y1*72 71 72

= () + (b)),

onde a operagao de grupo em C é a soma. Além disso, 1([e.,]) = [.. f(2) dz =0,
&)

onde £,, ¢ um caminho constante em zg, e ¥([y]™!) = —f7 f(2) dz, usando as

propriedades das classes de homotopia. Finalmente, a imagem do homomorfismo v

¢ um subgrupo do grupo (C,+), e por isso serd necessariamente abeliano.

(b) Seja Q@ = C\{0,1} e f(z) = 55 (l + {%), por exemplo. Entao fyo f(z)dz=1

z z

e fn f(z) dz = /2, onde 7y e 71 sdo duas circunferéncias com I(vj,j) =1,5 =
0,1, que apenas se intersectam em zy = % Entao, para todo v caminho fechado
com ponto base zg, temos f7 f(z) dz = m +nv2, onde m = I(v,0), n = I(v,1).
Pretendemos mostrar que o conjunto {m +nvV2:m,n € Z} é denso em R. Isto
equivale a mostrar que o conjunto A := {n\/imod 1:ne Z} é denso no intervalo
[0,1]. Todos os termos de A sdo distintos (caso contrario nyv/2 = m teria solugoes
m,n inteiras). Assim, para todo k € N, k > 2, hd pelo menos um par de elementos
de A = {O, v2mod 1, ..., kv/2mod 1} cuja distancia, médulo 1, é inferior a 1/k.
Sejam entao ni,ns € N tais que ‘(nl — n2)v/2mod 1’ < % Assim, a distancia (mod
1) entre quaisquer dois termos consecutivos da sequéncia

{O, (n1 — n2)v2mod 1, (n; — n2)2v2mod 1, } CcA

é menor que 1/k. Como k é arbitrario, concluimos que A é denso em |0, 1].

. Seja g(z) holomorfa no disco aberto centrado na origem de raio 2, e verificando
|g(2)| < 1 na circunferéncia unitdria |z| = 1. Mostre que g tem um tnico ponto
fixo zy (i.e, g(20) = 20) no disco unitério |z| < 1.

Resolugao: E imediato que uma fungado g(z) tem um ponto fixo numa regiao
se e 80 se a funcao h(z) := g(z) — z tem um zero nessa mesma regido. Uma vez que

h(2) + 2] = lg(2)| < 1= 2]

para qualquer z na circunferéncia unitdria e que, tanto h(z) como f(z) := z sao
fungoes holomorfas no disco fechado |z| < 1, podemos aplicar o teorema de Rouché
para concluir que h(z) tem o mesmo nimero de zeros que f(z) em |z| < 1. Este
nimero é 1, uma vez que f tem um unico zero em C em z = 0.

. Considere a seguinte sucessao de polindmios f,(z) =1+ z+---+ %T,L Mostre
que para todo o R > 0 existe um natural N tal que f,(z) para n > N nao
tem zeros em D(0, R). (Sugestdo: prove que ha convergéncia uniforme em
compactos e use o teorema de Hurwitz).

Resolugao: Pela analiticidade de fungoes definidas por séries, sabemos que e* =
n o, ~ . A~ .

Y omeo 5 é uma funcao holomorfa em todo o C, dado que o raio de convergéncia

desta série é co. Mas o mesmo resultado garante que a convergéncia da série é uni-

forme em subconjuntos compactos de C, o que se traduz na convergéncia uniforme



em compactos da sucessao das suas somas parciais, que é precisamente f,(z). Assim,
sendo Cg a fronteira do disco D(0, R), o teorema de Hurwitz garante a existéncia
de um N € N tal que, para todo n > N as fungbes f,,(z) tém o mesmo nimero de
zeros (contados com multiplicidades) que a funcao e*, ou seja, nenhum.

. Seja f uma funcao meromorfa em C e no ponto co. (a) Prove que f é uma
fungao racional, isto é que pode ser escrita na forma f(z) = p(z)/q(z) onde
p(z) e q(z) sdo polinémios. (b) Mostre que a diferenca entre o grau de p e o
de g é precisamente igual a —ord. f.

Resolugao: (a) Sejam zi, ..., z, os polos finitos de f (em ndmero finito pois oo
é polo de f e os pélos de uma fungdo meromorfa sdo pontos isolados). Seja

k

bin. b.

(2 = 25)" z =z
a expansao em série de Laurent de f em torno de zj, j = 1,...,n. Se designarmos
por p;j(z) a parte principal de f no ponto z;, isto é:

bjn; bja

pi(z) = m—i_...—i_z—i%?

entdao a fungao h(z) := f(z) — (p1(2) + -+ pn(2)) é holomorfa em todo C (i.e,
inteira). Para mostrar isto, basta verificar que a sua expansao em série de h(z) em
torno de qualquer ponto zy € C sé tem poténcias positivas (e o termo constante).
Por outro lado, lim,| . |h(2)| = lim|;|_ [ f(2)], pelo que h é meromorfa no ponto
infinito. Assim, h(z) é um polindmio (se a sua série tivesse infinitos termos nao
nulos, h teria uma singularidade essencial no infinito). Finalmente, pela férmula
acima, f(z) é uma soma de um polinémio h(z) com n funcdes racionais p;(z), sendo
por isso uma funcao racional.

(b) Seja f(z) = 28 e sejam n e m os graus de p(z) = a(z — z1) - (2 — zp)

e
q(z) =b(z —wy) -+ (2 — wp,), onde podemos assumir que nenhum dos zeros de p(z)

é zero de q(z) e vice-versa. A ordem de f(z) = % no infinito é igual a ordem de

1 _p(%)_ a(%_zl)'”(%_%) — % m-n (L—2z1) - (1 — 22p)
Tl 1

) b( —wl)---(%—wm) b (1 —zwy) - (1 = zwy,)’

que é m —n, dado que 3 e o limite da fraccao 4 direita quando z — 0 sao nao nulos.



