Complementos de Analise Complexa
Segundo Teste, 15/12/2007

Duracao: 90 minutos
(Uma das perguntas 4,5 é opcional)

. Seja h(z) uma funcao inteira de ordem 1, cujos inicos zeros sao simples e estao
localizados nos inteiros: z, =n, n € Z.
(a) Supondo que h(z) é impar e que lim, o
de Hadamard de h(z).

(b) Mostre que []72, (1 — 1o5) = 22,
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= 7, determine a factorizacao

. Seja f : D — D uma funcao holomorfa do disco unitario nele préprio. Prove
que para todo a € D se tem
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(Sugestao: Considere uma fungao F = ¢10 fopy : D — D com F(0) = 0,
onde ¢1, ¢ sdo certos automorfismos do disco, e aplique o lema de Schwarz.)

. Seja f(z) uma funcdo eliptica em relagdo a um recticulado A, tendo apenas
um poélo num poligono fundamental para A.

(a) Mostre que Res,, f(z) = 0, para todo pdlo w de f(z).

(b) Supondo que a origem é um poélo triplo de f(z) e que esta func¢ao é impar,
prove que f(z) é um multiplo da funcao ©'(z), sendo p(z) a funcao de Weiers-
trass do recticulado A.

. Prove que uma funcao u é harmonica numa regiao €2 se e s6 se satisfaz a
propriedade do valor médio em discos de (2, isto é, se para qualquer z € ) e
disco D(z,7) C 2 centrado em z (r > 0), se verifica:

u(z):m/m( )udxdy.

. Seja f(z) analitica num disco D € C* = C\ {0} e u = Rf harménica em
C*. Seja f,(2), (z € D) a fungao obtida por continuacao analitica ao longo do
caminho v, : [0, 1] — C* dado por 7, (t) = ™ n € Z.

(a) Mostre que, para n fixo, f,(z) — f(z) é constante em D.

(b) Prove que a aplicacdo ¢ : Z — R, definida por ¢(n) = I(fn(2) — f(2)) é
um homomorfismo de grupos, para qualquer z € D.



