Introducao

Os espacos moduli de fibrados vectoriais estaveis ou semiestaveis sobre uma curva
algébrica C' de género g foram construidos ha mais de 30 anos por Mumford, usando
a teoria, por ele desenvolvida, dos invariantes geométricos [Mu]. A geometria e a
topologia destes espacos ¢ muito rica, como comprova o grande ntimero de artigos
dedicados a este assunto,[AB], [NS], [Nel], e outros. Com excep¢ao do caso cléssico
dos fibrados linha, fibrados vectoriais de dimensao 1, pouco é conhecido acerca da
sua geometria, como por exemplo, a existéncia e estrutura das suas subvariedades.

A teoria de Brill-Noether baseia-se no estudo das subvariedades dos espacos mod-
uli constituidas por fibrados vectoriais estaveis ou semiestaveis que tém pelo menos
um certo nimero de secgoes linearmente independentes. A estas subvariedades da-se
o nome de espagos de Brill-Noether e denotam-se por WT];”’;I(C’), onde n é a dimensao
dos fibrados vectoriais, d o seu grau e k o nimero de seccoes.

No caso n = 1, estes espacos sao bem conhecidos desde o século XIX. De facto,
sabe-se que o nimero p = g — k(k — d + g — 1), chamado nimero de Brill-Noether,
caracteriza a existéncia e a conexidade da variedade de Brill-Noether W{f;l((j). Por
exemplo, se p > 0 W{fd_l(C) é nao vazio e se p > 0 Wllfd_l(C) é conexo. A variedade
de Brill-Noether pode ser redutivel, mas cada componente tem dimensao maior ou
igual a p [ACGH].

No caso dos fibrados vectoriais com dimensao superior a 1, o primeiro problema a
abordar na teoria de Brill-Noether consiste em saber, para dados valores de g, n, d e
k, se o conjunto W,’f’gl(C) ¢ nao vazio. Muitos trabalhos recentes tém sido dedicados
a esta questao que ainda nao foi completamente resolvida em geral [Mel], [BGN].
Além deste problema existem muitas outras questoes em aberto, tais como: qual a
dimensao de ngl(C’), o estudo da sua irredutibilidade, o estudo das singularidades,
o numero das cémponentes conexas, a topologia dos espacos de Brill-Noether, etc.
Pode-se ver a extensa lista em [Ne2], [Me2].

Este trabalho esta dividido em duas partes, na primeira vamos estudar o caso em
que a curva ¢ eliptica, isto é, a curva tem género 1, e na segunda o caso de género
maior ou igual a 2. Fez-se esta divisao devido as diferencas que os fibrados vectoriais
sobre uma curva eliptica apresentam em relagao aos fibrados vectoriais sobre uma
curva de género maior.

O ponto de partida para a primeira parte é o artigo de Atiyah [A], que classi-
fica completamente os fibrados vectoriais indecomponiveis sobre uma curva eliptica.
Aqui vamos provar que todo o fibrado vectorial sobre uma curva eliptica é semiestavel
e é estavel se e s6 se a sua dimensao e grau sdo primos entre si [Tu|. Este resultado
¢ importante na caracterizagao do espaco moduli de fibrados vectoriais semiestaveis
sobre uma curva eliptica.

O espago moduli M, 4(C) de classes de S-equivaléncia de fibrados vectoriais
semiestaveis de dimensao n e grau d sobre uma curva eliptica C' pode ser identificado
com o produto simétrico da curva, com dimensao igual a h, o maximo divisor comum
entre n e d, denotado por S"C [Tu]. Com esta identificacao a aplicacao determinante
det : M, 4(C) — J; (variedade jacobiana dos fibrados linha de grau d) corresponde
aplicacdo de Abel-Jacobi o : S"C' — J,,, que a cada ponto de S"C faz corresponder
o fibrado linha a ele associado, tal que o espagco moduli com determinante fixo é



identificado com um espaco projectivo.

Os espacos de Brill-Noether para fibrados vectoriais semiestaveis sobre a curva
eliptica que nao sao triviais vao ser aqueles em que o grau d ¢é igual a zero. Como
neste caso nao existem fibrados vectoriais estaveis e a dimensao do espaco das secgcoes
holomorfas de um fibrado nao estd bem definida no espago moduli para dimensao
n > 1, definem-se e caracterizam-se dois novos espagos de Brill-Noether, Wf’al(‘v’)

e W,’f}gl(zl). O primeiro é o conjunto das classes de fibrados em que todos os seus
representantes tém pelo menos k secgoes linearmente independentes, e o segundo é o
conjunto des classes de fibrados em que existe pelo menos um representante com k ou
mais seccoes linearmente independentes. Analogamente definem-se e identificam-se
espacos de Brill-Noether no espaco moduli com determinante fixo.

A segunda parte aborda o caso em que temos uma curva algébrica projectiva
suave C' com género maior ou igual a 2. Constréem-se os espacos de Brill-Noether
para fibrados vectoriais estaveis com dimensao n e grau d coprimos, a que se da uma
estrutura de variedades determinantais [ACGH, cap.2]. Nao se faz o caso geral para
qualquer dimensao e grau, pois teriamos que usar geometria invariante, que nao
é abordada nesta tese. Assume-se, portanto, que construimos os espacos de Brill-
Noether para toda a dimensao e grau e caracterizamos os seus espacos tangentes de
Zariski em analogia com o caso classico dos fibrados linha estudado em [ACGH].

Seguidamente, define-se a chamada regiao de Brill-Noether, regiao esta onde o
problema de Brill-Noether: “Que condigoes temos que impor a n, d, k e g para que
os espacos de Brill-Noether sejam nao vazios?”- é nao trivial.

Por 1dltimo, vamos examinar o caso n > 2 e d < n que nos fornece um exemplo
nao trivial em que W:f;l é vazio [BGN]. Esta conclusao pode-se estender para d < 2n
[Mel], [Me3].



NOTACOES

C =curva algébrica projectiva de género g sobre um corpo algebricamente fechado
de caracteristica nula.

H°(E) =espago das secgoes holomorfas de um fibrado vectorial holomorfo E
sobre C.

Sna = Sn.a(C) =conjunto dos fibrados vectoriais holomorfos indecomponiveis
de dimensao n e grau d sobre uma curva eliptica C, isto é, uma curva de género 1.

Sna = Sn,a(C) ={classes de isomorfismo de fibrados vectoriais holomorfos inde-
componiveis de dimensao n e grau d sobre uma curva eliptica C'}

h'(E) = dimH'(C, E)

I, =fibrado vectorial holomorfo trivial de rank k.
I = O =fibrado linha trivial.

K =fibrado candénico sobre C'.

Jq(C) = Jy =variedade das classes de isomorfismo de fibrados linha de grau d
sobre C.

T,, =subgrupo de Jy composto pelos elementos de n-torsao, i.e., pelos fibrados
linha L tal que L™ = 1.

M, 4 = M, 4(C) =espago moduli das classes de S-equivaléncia de fibrados vec-
toriais holomorfos semiestaveis de dimensao n e grau d sobre C'.

M, 4 = M, 4(C) =espago moduli das classes de isomorfismo de fibrados vectoriais
holomorfos estaveis de dimensao n e grau d sobre C.

M, ={e€ M,q4| VE € e,det E = det L}(L fibrado linha com grau d).
S"C' =produto simétrico de ordem h da curva C.

Y B =®F;

[[E: = ®FE;

(n,d) = m.d.c.(n,d)
Se g =1:

WEHC) ={E € M,q(C)| Rh(E) >k} (d > 0)

WEN(V) = {e € M,o| VE € e,h%(E) >k}

Wr'3) ={e € M,o| 3E€e:h’(E) >k}

W:,il (V) ={e € M, | VE € e, h%E)>k}.(L fibrado linha com grau 0)
)

W 3) ={e € M,r| 3IE€e:h’(E) > k}.(L fibrado linha com grau 0)

Se g > 2:

Wia'(©) = {E € Mya(C)| h(E) > K}

G(k,V) = grassmaniana dos subespacos de dimensao k de V' (espago vectorial).

Gf;dl(C) ={(E,V)| E € M,q4C),V € Gk, H'(E))}

p(g,n,d,k—1)=n?*(g—1)+1—k(k—d+n(g—1))=ntimero de Brill-Noether,
onde g =género, n =dimensao, d =grau e k — 1 =ntimero de secgoes.



Preliminares

Primeiras definicoes

Vamos comecar por definir algumas propriedades relativas a fibrados vectoriais
holomorfos sobre uma curva algébrica projectiva C', que vao ser usadas ao longo
deste trabalho.

Definigao 1 Seja E um fibrado vectorial holomorfo sobre C. Define-se o declive de

E como sendo pgp = df]fg, em que deg E significa grau de F e rkE a dimensdo de
E.

Definigao 2 Seja E um fibrado vectorial holomorfo sobre C. Diz-se que E é semies-
tavel (resp. estavel) se para qualquer subfibrado proprio F C E tem-se up < g

(resp. pp < pg)-

Definicao 3 Um fibrado vectorial holomorfo E sobre C' diz-se indecomponivel se
nao € soma directa de dois subfibrados proprios.

Definicao 4 Diz-se que um fibrado vectorial holomorfo E sobre uma curva € ndo
especial se h*(E) = 0, caso contrdrio diz-se especial.

O declive de um fibrado vectorial holomorfo vai ter as seguintes propriedades que
vao ser consequencia das definicoes anteriores.

Proposicao 1 1)
I ppep < max(up, (ip)

II. ppor = g + Hp
2) Um fibrado vectorial holomorfo E sobre uma curva C' é semiestdvel sse para
qualquer subfibrado indecomponivel ' C E, pp < pg.

3) Um fibrado vectorial holomorfo estdvel é indecomponivel.

4) Numa sucessio eracta 0 — E' — E — E”" — 0 se E' ¢ E” sao
semiestdvers com o mesmo declive u, entao E € semiestdvel com declive p.

Todo o fibrado vectorial holomorfo F' admite uma filtragao constituida por sub-
fibrados vectoriais de F'

O:F()CFlCCFk:F

. F. ~ . , . E: Fi+1 .
onde os quocientes - sao semiestaveis e u(ﬁ) > M(T) parat=1,....k—1. A

esta filtragdo dé-se o nome de filtragdo de Harder-Narasimhan. Ver [LP].

Por sua vez, todo o fibrado vectorial holomorfo semiestavel £ com declive pu tem
uma filtracao, chamada a filtracao de Jordan-Holder:

0O=ECEiC..CLE,=F



onde os quocientes EE"I sao estaveis de declive . Estes estao unicamente determi-
T

nados a menos de per_mutagéo. Pode-se entao definir o fibrado graduado associado

_ E;

Gr(E) = &5

Define-se entao a seguinte relacao de equivaléncia para fibrados vectoriais holo-
morfos semiestaveis.

Definigao 5 Dois fibrados semiestaveis E e E' dizem-se S-equivalentes e escreve-se
E ~ E' se Gr(E) =2 Gr(E").

Observagao 1 Se E ¢ estdvel entao Gr(E) = E, logo E e E', fibrados estdveis,
sao S-equivalentes sse £ = E'.

Relembramos alguns resultados classicos que vao ser usados neste trabalho:

Teorema 1 (Riemann-Roch) Seja F um feize coerente com dimensdo n e grau
d, sobre uma curva de género g. Entao

RO(F) — h'(F)=d —n(g—1).

Teorema 2 (Dualidade de Serre) Seja F' um feize coerente sobre uma curva C,
entao H*(F) = HY(K ® F*)*, onde K € o feize candnico de C.

Teorema 3 (Clifford) Seja L um fibrado linha com grau d sobre uma curva C' tal
que 0 < d < 2g—1, entdo h°(E) < %l + 1.



Parte 1

Nesta primeira parte vamos caracterizar o espago moduli de fibrados vectoriais
holomorfos semiestaveis sobre uma curva eliptica, isto é, uma curva de género 1
e definir os seus espacos de Brill-Noether e identificd-los. Nesta primeira secgao,
vamos, porém, dar algumas defini¢oes e resultados que sao validos para uma curva
de género qualquer.

[.1-Filtracoes de um fibrado vectorial com muitas seccoes

Sejam F, I' e G fibrados vectoriais holomorfos sobre uma curva C', uma extensao
de F por G é uma sucessio exacta de fibrados vectoriais 0 = G — E 5 F — 0 e
neste caso diz-se que F é uma extensao de F' por G. Uma extensao diz-se trivial se
existir um morfismo q : F' — FE tal que pg é o morfismo identidade de F.

Pode-se construir uma sucessao exacta longa de cohomologia associada a extensao
FE dada por

0 — HY(G) — H(E) — H(F) % HY(G) — HY(E) — H'(F) — ...

Duas extensoes F e E’', de F por (G, sdo isomorfas se existir um isomorfismo
f: E— FE' tal que o diagrama

0 - GG - FE — F — 0
lid lf lz’d
0 - G —-— B —-— F — 0
é comutativo.

Define-se, entao, classe de isomorfismos de uma extensao E como sendo o con-
junto das extensoes que lhe sao isomorfas.

Existe uma correspondéncia 1-1 entre o conjunto das classes de isomorfismos de
extensoes de F por G e o espago vectorial H'(Hom(F,G)) = Hom(H°(F), H(Q))
(ver [A1]). A extensdo trivial vai corresponder ao zero de H'(Hom(F,Q)), por isso
se existir uma extensao nao trivial de F' por G tem-se H'(Hom(F,G)) # 0.

Uma definicdo que nos vai ser util.

Definicao 6 Uma extensio 0 — E' — E — E”" — 0 € E"-completa se o
homomorfismo de cobordo O : H*(C, E") — H'(C, E') é um monomorfismo.

Dualmente, 0 — E' — E — E" — 0 é E'-completa se 0 — E™ —
E* — E"™ — 0 é E"™-completa, isto é, se 0 : H'(C, E™) — HY(C, E"™) é um
monomorfismo.

Lema 1 Se E € indecomponivel entio (F) : 0 — [, — E — E' — 0 €
I.-completa.

Dem. Considere-se a extensio dual de (E) dada por 0 — E"* — E* -
I} — 0. Supondo que O : H°(I}) — H'(E™) nao é um monomorfismo, assim p*
HY(E*) — HY(I}) é diferente de zero, entao para algum u € H*(E*), p*(u) =t # 0.

~



Temos div(t) > div(u) > 0 mas div(t) = 0 porque t € H°(I}). Logo div(u) = 0.
Entao u gera um subfibrado linha trivial [u] de E* que se aplica isomorficamente no
subfibrado linha trivial [t| de I} através de p. Obtém-se o diagrama

E* 5 I
T lq
W] = [
l
0

onde q € qualquer projeccao de I} para o factor directo [t]. Assim E* é decomponivel
e logo E também o vai ser. m

Lema 2 Se h'(E') =k (resp. h*(E"™) = k), existe um tnico fibrado vectorial E, a
menos de isomorfismo, tal que a extensio (E) 0 — E' — E — I;; — 0 € I.-completa
(resp. 0 = I, = E — E' —0).

Dem. Se h'(E') = k, entdo existe um isomorfismo 0 : H°(I,) — H'(E').
Logo existem E fibrado vectorial e a extensao (E) 0 — E' — E — I, — 0 dados
pela correspondéncia 1-1 entre Hom(H°(I},), H'(E")) e as extensoes de I}, por E'.
(E) wai ser Iy-completa porque O é um monomorfismo. A unicidade vem de que
quaisquer dois tais isomorfismos diferem por um automorfismo de H°(I}), e entdo
0s fibrados vectoriais das extensdes correspondentes sao isomorfos. m

Define-se a seguinte relacao entre fibrados linha holomorfos sobre uma curva C'.

Definigao 7 Sejam Ly, Ly dois fibrados linha sobre C, define-se L1 > Ly sse
HD(HOm(L17 Lg)) 7é 0.

Da definicao deduzem-se as seguintes propriedades:

Proposicao 2 1) Ly > Ly sse L1 @ Ly > 1.
II) Ly > Ly entdo degLy > deg Lo.

Seja E/ um fibrado vectorial holomorfo sobre C' de dimensao n, com n > 1, seja
s € H'(E)(s # 0), entao s define canonicamente uma secgao racional § do fibrado
projectivo associado a E, PE. Esta sec¢ao vai ser holomorfa porque s : C' — PE ¢é
uma aplicagao racional e PE é uma variedade completa (ver [Sh]).

Como § é holomorfa, § define um subfibrado holomorfo de F com dimensao 1,
que vamos designar por [s| e chama-se o fibrado linha gerado por §. A fibra de [s]
num ponto x € C' pode ser descrita da seguinte forma:

Seja x € C' e t um parametro centrado em x, pode-se escrever s(t) = t"s'(t) com
s>0e s'(x) #0. Entao [s], é definido como sendo o espago vectorial de dimensao
1 gerado por s'(z). Vé-se facilmente que s é uma secgao de [s].

Define-se o divisor de s por:

div(s) = Z T2T

T

e faz-se deg(s) = deg(div(s)) = > r,. Entao deg(s) = degls].

—



Definigao 8 Diz-se que E tem sec¢oes suficientes se a aplicagio HY(E) — E,
que a cada sec¢io s € HY(E) associa o seu valor s(x) € E, € um epimorfismo para

Vx € C.

Proposigao 3 Seja 0 — E' — E — E” — 0 uma sucessao exacta de fibrados
vectoriais sobre C'. Entao se E tem secgoes suficientes, E"” também tem.

Dem. Tem-se o diagrama comutativo

HY(E) — H(E")
(1)1 |
E, — E =0

onde (1) por hipdtese é um epimorfismo, logo HY(E") — E também o vai ser.
Se E' tem seccgoes suficientes, % também vai ter pela proposicao anterior. Iterando
este facto, tem-se

EO:EL51:££>E2:E_1&

[5] [s1]
onde p; 530 as projeccoes candnicas e s; sao seccoes de E°.

Constroi-se assim uma série de subfibrados de F
O=FE CE, CEy;yC...CE,=F

onde By = [s], By = py ([$1])ses Bno1 = Dy Do ([80-2]) B = p1 ooty ([80-1]) =

E e L; = 7= é um fibrado linha.

A tal série dé-se o nome de decomposigao de E e escreve-se E = (Ly, Lo, ..., Ly,).

Defini¢ao 9 (L4, ...L,) € uma decomposi¢ao mazximal de E se
(I) Ly é um fibrado linha mazimal de E, i.e., Ly tem grau mdzimo.
(II) (Lo, ..., L) € uma decomposi¢cio mazimal de L%

Vamos ver que o grau maximo ¢é finito.
Lema 3 Os inteiros deg(s), s € H'(E) (s # 0) sao limitados superiormente.

Dem. Seja 0 = Ey C By C E; C ... C E, = E uma decomposicao fiza de
E e L; = % Seja s € HY(E) (s # 0), entdo existe i > 1 tal que [s] C E;
mas [s] € E;_y. Seque que eziste um homomorfismo nao nulo [s] — L; e entdo
[s] < L; o que implica que degls] < degL;. Logo qualquer que seja s € H°(E),
deg(s) < maxdeg(L;). m

Algumas propriedades e existéncia da decomposicao maximal:

Lema 4 Seja (L4, ...L,) uma decomposicio maximal de E. Entdo deg L;—deg L; 1 <
2g,1=2,...,n.



Dem. Prova-se por indu¢ao em n.

Para n = 2, temos a sucessao exacta associada a decomposicao de E
0—-Li—FE—Ly—0
tensorizando com L] obtém-se

0—-1—-E®L — Ly® L] — 0.

Se deg(Ls ® L}) > 2g + 1, pelo teorema de Riemann-Roch

R (Ly® L) >29+1—g+1=g+2.
A sucessdo de cohomologia associada € dada por

0— H(I) - H(E®L}) — H(L,® L}) — H(I) - H(E® L}) — 0

A aplicagio em * € zero porque deg(Ly ® L @ K) < —3 e entao H'(Ly ® L}) = 0.

Sabemos que dim H'(I) = g, entdo WW(E® L}) >1+g+2—g=3.

Isto implica que para todo o x € C, ker(H*(E® L}) — (E® L3}),) tem dimensdo
igual a pelo menos um. Entdo existe sec¢io ® € HY(E ® L}) com div® > () e
assim deg ® > 1. [®] € um subfibrado linha de EQ L7 e logo [®|® Ly é um subfibrado
linha de E® L1 ® LT = E. Mas deg([®] ® L1) > 1+ deg Ly, o que é absurdo pois
Ly tem grau mdximo. Logo deg(Ly ® L}) = deg Ly — deg Ly < 2g.

Supondo que o lema € vdlido para todo n' < n, como (Ls, ..., L,) € uma decom-
posicao maximal de Lﬁl, seque pela hipotese de inducao que

deg L; —deg L; 1 < 2g parat=3,...,n.

Falta provar para i = 2. Seja Eo o subfibrado de E com dimensao 2 dado pela
decomposicao de E. Como Ly € um fibrado linha maximal de E, vai ser também de
Ey. Entao (L, Ls) € uma decomposi¢ao mazximal de Es, e pelo caso n = 2

deg Ly — deg Ly < 2g.

Lema 5 Seja E um fibrado vectorial indecomponivel e0 — Ey — E — Ey — 0 uma
sucessdo exacta. Entao H'(Hom(E,, B, ® K)) # 0, onde K € o fibrado candnico.

Dem. As classes de extensoes de Es por FEy sao descritas por elementos de
H'(C, Hom(Ey, E)) e como E é uma extensao ndo trival temos H*(C, Hom(FEs, Ey))
# 0. Pela dualidade de Serre este é dual ao espago vectorial H(Hom(E;, E; @ K)),
logo H'(Hom(E, B2 @ K)) #0. =

Lema 6 Se C' for uma curva de género g e se E for um fibrado vectorial indecom-
ponivel com secgoes suficientes entdo E tem uma decomposi¢ao maximal (L1, ..., Ly)
com degL; > deg Ly — (i — 1)(2g —2),i=1,2,...,n.



Dem. Como HY(E) # 0, E tem um fibrado linha mazimal E, > I. Vamos
provar por indugcao em n.

Supondo que se construiu uma sucessao 0 = Ey C By C Ey C ... C E;, onde L; =
E]il é um fibrado linha de %, j=1,...,ietal que degL; > deg L1 —(i—1)(29—2).
Pée-se E! = EE Eziste f € H(Hom(E;, E!® K)) diferente de zero (lema 5). Como
[ #0, existe um inteiro j, 1 < j <4, tal que f(Ey) =0, k <j e f(E;) #0. Entao
[ induz um homomorfismo nao nulo f': L; — E/QK. Seja s; uma sec¢do nao nula
de Lj (eziste por hipdtese de indugao). Tem-se f'(s;) # 0 e div(f's;) > div(s;), logo
[f's;] > Lj. [f's;] C El® K, entdo [f's;] @ K* C El. Se E tem sec¢oes suficientes,
pela proposicdo anterior E. também tem. Seja L;i; um fibrado linha maximal de
E!, entdo

deg(Lii1) deg[f's;] ® K* > deg L; — deg K
deg Ly — (7 —1)(29 —2) — (29 — 2)

deg Ly —i(2g — 2)

AVARAVANLV]

porque 7 < 1 e pela hipdtese de inducao. m

Lema 7 Seja E um fibrado vectorial indecomponivel de dimensao n e grau d sobre
uma curva suave C de género g, e seja L1 um subfibrado linha com grau mdzrimo.
Entio deg L1 < 4 + (g —1)(n — 1).

Dem. Podemos supor que E tem suficientes sec¢oes, pois se nao tiver usamos
um resultado de [S] que nos diz que existe um r tal que o fibrado E(r) == E® H",
onde H € uma seccao do hiperplano com grau h, tem seccoes suficientes. E entao se
E(r) = (L}, ..., L)) com deg L} < & 4 (g—1)(n—1) tem-se E = (L, ..., L,) onde
Li=L®@ H" edegL; < % + (g —1)(n —1). Supde-se, entio, que E tem secgies
suficientes. Seja (Ly, Lo, ..., L,) uma decomposi¢io mazimal de E com degL; >
degLy — (i — 1)(29g — 2) (se i > 1) (eziste pelo lema 6). E tem-se pelo lema 4,
deg L; —deg L;1 <2g (sei>2 ). Entao

—2(g —1) < deg L —deg L; < (i — 1)(29 — 2)
somando para © = 1,...,n obtém-se
—gn(n—1)<ndegly —d<(9—1)n(n—-1) &
& —gln—1) < deg Ly~ % < (g~ 1)(n 1)

entio degL; <4+ (g—1)(n—1). =

1 N



[.2-Construcao do fibrado de Atiyah

Nesta seccao vamos construir o fibrado de Atiyah a partir do qual se vao poder
escrever os fibrados vectoriais holomorfos indecomponiveis sobre uma curva eliptica.
Assim poderemos decompor qualquer fibrado vectorial holomorfo sobre uma curva
eliptica em fibrados de Atiyah tensorizados com um fibrado linha de grau zero.

Seja C' uma curva eliptica, denota-se por A um fibrado linha fixo sobre C' com
grau 1, que vai corresponder a fixar um ponto base em C'. E sabido que C' pode ser
identificada com a sua Jacobiana, quando se toma o ponto base como sendo zero.

Seja $y,,4(C) o conjunto dos fibrados vectoriais indecomponiveis de dimensao n
e grau d sobre C' e S, 4(C) o conjunto das classes de isomorfismo dos elementos de
%n,d(c’>‘

Considere-se a aplicacao F —— E ® A", esta define uma correspondéncia 1-1
entre I,.4(C) e Sp.arrn(C).

Tendo em conta esta aplicacao podemos assumir que 0 < d < n.
Lema 8 Se degE = d, entio h°(E) — h'(E) = d. (Teorema de Riemann-Roch)

Lema 9 Seja E uma extensao nao trivial de By por 1,0 — E; — E — Fy —
0, entio H°(Hom(FE, Es)) # 0.

Dem. Imediato pelo lema 5, pois temos que K € trivial. m

Lema 10 Seja C' uma curva eliptica e E um fibrado vectorial indecomponivel com
H°(E) # 0. Entio E tem uma decomposi¢cao mazimal (Ly,...L,) com L; > Ly > 1,
1=1,2,...,n.

Dem. Usa-se o mesmo raciocinio da demonstracao do lema 6. Supondo que
E

se tinha a sucessao 0 = By C By C ... C E; com Lj = % fibrado linha de o
Jj=1,.. tal que L; > Ly > I. Seja E! = Eﬁl Da mesma maneira que no lema
6 existe j, 1 < j < i, um homomorfismo nao nulo f' : L; — E! e uma sec¢do
sj, nao nula, de L; tal que [f'sj] > L;. Neste caso como o fibrado canonico K é
trivial concluimos que f's; € uma seccao ndo nula de E!. Se f's; é uma sec¢io
mazimal (tem grau mdximo), toma-se Liy = | f's;j]. Sendo, seja L1y o fibrado
linha maximal, entio deg(L;y1) > deg| f's;] + 1. Como C € eliptica, tem-se

W (Ligalf's;] ™) =R (Lisa[f's;] ") = deg(Lisa[f's;]7") = deg(Liy1)—deg([f's;]) > 1,

lOgO hO(Li+1[f/Sj]_1> > 1< Li+1[f/8j]_1 > 1< Li+1 > [f/Sj]. Ja se tinha [f,Sj] >
L;, entao Liyw > L;j > Ly, por hipdtese de indugao. Encontrou-se o fibrado linha
maximal L,y de E! satisfazendo as condigoes requeridas. Tome-se agora F;yq como
sendo o subfibrado de E cuja imagem é L;11 na projec¢cdo candnica F — E!. m

Lema 11 Seja E € $,4(C), 0<d <n ek =h"E) > 0. Entao E tem subfibrado
trivial I},.
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Dem. Pelo lema 10, E tem uma decomposi¢ao maximal (Ly, ..., L,) onde L; >
Ly > 1. Se degLy > 0, entio d = degFE = ) deg L; > ndeg Ly > n. Absurdo! Logo

i=1
degly =0 e como Ly > I tem-se Ly = 1. Mas Ly € um fibrado linha mazimal de F,
entdo para qualquer t € H°(E), div(t) =0, i.e., H*(E) — E, é um monomorfismo
para todo o x € C. Logo H°(E) gera um subfibrado trivial I, de E. =

Lema 12 Seja E € $,,,,(C). Entio E tem uma decomposi¢cao mazimal (L, ..., L)
com degL = 1.

Dem. Pelo lema 8, k = h°(E) > n. Pelo lema 10, E tem uma decomposi¢ao
mazximal (Lq,...L,) com L; > Ly > 1. Se degly = 0, como no lema anterior E tem
um subfibrado trivial I. Entdo k =n e E = I, absurdo pois E € indecomponivel.
Logo Ly > 1.

n=degk = Z deglL; > ndeg Ly
i=1
Tem-se a igualdade sse L; = Ly para todo o i. Logo tem-se que ter degl, =1 e
L; = Ly para todo o i. m

Lema 13 Seja 0 — I, — E — E' — 0 I;-completa, entio h°(E) = h°(E’).
Dem. Considere-se a sucessao exacta longa de cohomologia
0 — HY(E™) — HY(E*) — H(I}) -% HY(E™) — .
d € um monomorfismo, i.e., kerd = 0. Mas kerd = Im(H°(E*) — H°(I})), logo
HY(E") = ker(H*(E") — H'(I})) = Im(H*(E™) — H°(E")) = H(E")

Por dualidade temos h'(E') = h*(E).
Por outro lado, degE = degE’ — degl), = degE’ — 0 = degFE’. Entao pelo lema
8,
RY(E) = h'(E') +deg E' = h°(E").
[

Vamos escrever S, 4 para denotar 3, 4(C') quando néo for importante mencionar
a curva C.

Com a existéncia de uma decomposicao maximal para fibrados vectoriais holo-
morfos indecomponiveis com grau maior ou igual a zero podemos concluir o seguinte:

Lema 14 Seja EF €S, 4, d > 0. Entao

d se d>0
0 _
(I)h(E)_{Ooul se d=0

(Il) se d < n, E tem um subfibrado trivial Iy, onde k = h°(E) e E’z% é
indecomponivel. Além disso, h°(E') = k.

1 )



Dem. Para d > n, E tem uma decomposi¢io maximal (L1, ..., L,) com L; > I
(ver dem. do lema 12). Entio H'(L;) = 0 e assim H'(E) = 0. Logo pelo lema 8,
H°(E) =d.

Para d < n, tem-se:

Se d=0 e H°(E) =0, ndo hd nada a provar. Vamos supér que H°(E) # 0 se
d=0. Se d >0 tem-se H’(E) # 0. Pelo lema 11, E tem um subfibrado trivial I,
com k = h°(E). Temos a sucessio exacta

(E):0— [, — E—FE —0

Como E € indecomponivel, (E) é I -completa. Pelo lema 13, h°(E') = h°(E) = k,
entdo por dualidade h'(E™) = k. A extensdio (E) corresponde a um monomorfismo
0 : H(I}) — HY(E™), como ambos os termos tém dimensio k conclui-se que O
¢ um isomorfismo. Vamos supor que E' é decomponivel, i.e., E' = F & G, com
F #£0 e G # 0. Pode-se escrever = 0y & Oa, onde 0y : H'(I}) — H'(F*),
9y © HYI}) — HY(G*) sao isomorfismos, f = h'(F*) e g = h*(G*). 01 e s

correspondem a extensoes
(By):0—If— E, — F —0

(Ey): 0 — I, — Ey — G —0

01 @ Oy vai corresponder a (Ey) @ (Es) e logo a (E). Pelo lema 2, E = E; & E».
Absurdo, pois E é indecomponivel. Logo E' € indecomponivel. Falta provar (I) para
0 < d < n, vamos fazé-lo usando inducao em n. Se n = 1 entao k = 0 ou 1.
Supondo que € verdade para qualquer n' < n, em particular é para n — k. Como
E' € S, _k.4, entao por hipdtese de indugao
0 d se d>0
h<E)_{ Ooul se d=0

Mas sabe-se que h°(E') = h°(E) (lema 13). Logo tem-se (I). m

Lema 15 Seja E' € Sy 4, d >0, e se d = 0 supomos que H°(E') # 0. Entao existe
E € SQ,.4, tnico a menos de isomorfismo, dado pela extensio (E) : 0 — [, —
E—FE —0,onden=n"+kek=dsed>0oul sed=0.

Dem. Pelo lema 14(I) temos h°(E') = k. Entao pelo lema 2 existe um tinico
fibrado vectorial, a menos de isomorfismo, tal que (E) € I-completa. Vamos provar
que (E) € Ix-completa sse E é indecomponivel.

< lema 1

= Se E=F®G, com F#0e G#0. Pelo lema 13, h°(FE) = h°(E") =k e
entao H(I,) — H°(E) é um isomorfismo.

Seja WO(F) = f, h°(G) = g com f+g = k. F tem um subfibrado trivial Iy e
G um subfibrado trivial I,, onde Iy & I, = I},. Entio E' = % = % D %, mas B €
indecomponivel logo ou F' = Iy ou G = I,. Se F' = Iy, pensemos na sucessao dual

de (E) dada por 0 — E™* — E* 25 I¥ — 0, entdo E* = It ® G e tem-se o
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sequinte diagrama
* p *
oG - I}
N g
Iy
l
0

onde q € uma projeccao e j inclusao. Tem-se jgp = 1 logo p # 0 e assim p* :
HC(E*) — H(I}) também € nao nula, conclui-se que 0 : HY(I}) — H'(E™) ndo €
um monomorfismo. m

Temos agora o resultado que nos da a existéncia de um fibrado vectorial sobre a
curva eliptica de grau zero e com secgoes.

Teorema 4 (1) Existe F,, € S, tnico a menos de isomorfismo, com H°(F,) # 0.
Além disso, tem-se a sucessao exacta 0 — I — F,, — F,,_1 — 0.

(II) Seja E € S0, entao E = L ® F,, onde L é um fibrado linha de grau zero,
inico a menos de isomorfismo (tal que L™ = det E).

Dem. (I) Considerem-se todos os E € S, com H°(E) # 0 e seja Sno 0
conjunto das correspondentes classes de isomorfismo. Vamos provar por indu¢do
que 3,0 consiste num unico elemento F, :

Para n =1 existe unicamente o fibrado trivial.

Supondo o resultado vdlido para n' < n. Se E € :C}n,o, pelo lema 14(1I), E tem
um subfibrado vectorial trivial I, tal que E' = % ¢ indecomponivel e h°(E') = 1.
Temos a sucessao exacta 0 — I — E — E' — 0 com E' € gnq,o- Por
hipdtese de inducio E' = F,_i. Pelo lema 15 existe um unico elemento E € gn,O
dado pela extensio 0 — [ — E — E' — 0. Logo S, tem um tnico elemento

e a inducao estd concluida.

(II) Seja E € 0, entio E® A € Sy, Pelo lema 12, E® A tem um decom-
posi¢io mazimal (Ly,..., L) com degL; = 1. E® A® L} € S, e entdo por (I)
ERARLI=F,, e, E=2F,® L ® A*. Fazendo L = Ly ® A*, vamos provar que
se I, 2 F,® L entao L =2 I. Como F, ® L € indecomponivel temos pelo lema 14
0 se L#I
1 se L=1
porque tensorizando a sucessao exacta 0 — I — F,, — F,,_1 — 0 com L obtém-se a
sucessao exacta 0 — L — F, ® L — F,,_1 ® L — 0 donde se tira a sucessao exacta
longa de cohomologia

0— H'(L)— H'(F,® L) — H*(F,_,® L) — H'(L) — .
=0 =0

que h°(F,® L) < 1. Mais concretamente tem-se que h°(F, ® L) =

Se n =1 o resultado é imediato.

Supondo que é verdade para todo n' < n, logo h°(F,_1®L) =0 sse L # I. Assim
0 se L#I
1 se L=1

Entao se tivermos F, = F, ® L, como h°(F,) = 1, conclui-se facilmente que
L=1.

Como detk,, = I tem-se detE = det(F, @ L) = L". m

Tem-se as seguintes propriedades:

pela sucessao anterior tira-se que h'(F, ® L) = { para todo o n.
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Coroléario 1 F, = F.

Dem. Por construcao F, ¢é uma extensao sucessiva de fibrados linha triviais.
Em particular F,, tem I como fibrado quociente. Entao F] tem I como subfibrado
e por isso HY(F) # 0.

Assim F € S, e logo pelo teorema 1(I), F,, < F*. m

Corolario 2 Para todo k < n tem-se a sucessao eracta 0 — F, — F, —
Fn—k — 0.

Dem. F, tem um unico fibrado linha trivial I e como % = F,_1, seque que F},
tem para cada k < n um unico subfibrado Ey de dimensdo k que € uma sucessiva

extensao de fibrados linha triviais, e tem-se a sucessio exacta
0—FE, — F,— F,,—0

Trocando k com n — k e dualizando, obtém-se 0 — F} — F; — L, — 0.
Pelo corolario anterior tem-se Fy = Fy e Fy = F,. Mas I}, € uma extensao
sucessiva de fibrados linha triviais, entdo Fy = Fy pela unicidade de Ey. m

No resultado a seguir vamos definir uma aplicagao entre Sy, e ), 4, que nos vai
preparar para a definicao do fibrado de Atiyah.

Teorema 5 Seja A € 311, fizo em C. Entao A determina uma correspondéncia
1-1
e x
Apd  Sho — Snd
onde h = (n,d). Se escolhermos fibrados vectoriais E, representantes das classes de
Sh,0, Qn,a pode ser unicamente determinada pelas sequintes propriedades:

([) Qno = id

(1I) oy gin(E) = 0 a(E) @ A

(III) Se 0 < d < n, tem-se a sucessio exacta 0 — I3 — oy q(E) —
n-aa(E) — 0. Tem-se também que deta, 4(E) = det(E @ A?).

Dem. A determina uma correspondéncia 1-1 3, q «— Sy a+n pela operacao
®A. Pode-se entao considerar 0 < d < n.

Se d=0, h=n e toma-se a, = id.

Se d > 0, pelo lema 14(Il), tem-se para cada E € I, 4 uma sucessao exacta
0— I — E—FE —0, com E' € 3,_44.

Inversamente, para cada E' € ,_q4, pelo lema 15, existe um tnico E € 3y, 4,
a menos de isomorfismo, que € uma extensao de E por 1.

Temos uma correspondéncia 1-1 entre Sy, 4 € Sp_d.d-

Usando este facto em congunto com (11), obtém-se uma correspondéncia 1-1 v, 4 :
%h’o e %md-

O niumero de vezes que (II) e (III) tém que ser usadas e a ordem em que elas
ocorrem € dado explicitamente pelo algoritmo de Euclides para determinar h.

Vamos provar que det o, 4(E) = det E @ A?:
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Por (1) podemos considerar 0 < d < n. Vamos provar por indu¢éo em n e em

d.
Sen=1,d=0
det ayo(E) =2 I = det E @ A°

Se n =1 e supondo que € verdadeiro para todo o d < d.

detar g(E) 2 detai g 1(E) @ A2 det E® AT @ A~ det E @ A% =2 A¢
por (II) e pela hipdtese de indugao. Supondo que é verdadeiro para todo n' < n.

deta, 4(E) = det Iy @ deta, gq(F) = det I; @ det E @ A = det E @ A%,

por (II1) e pela hipdtese de indugio. Logo detoy, q(FE) =2 det E ® A% para todo o n e
para todo o d. m

Finalmente o fibrado de Atiyah.

Definicao 10 Define-se o fibrado vectorial de Atiyah de dimensdo n e grau d como
sendo Ea(n,d) := a,q(F) com h = (n,d).

Defini¢ao 11 Um fibrado linha L € Jo(C') diz-se um elemento de n-torsio se L™ =
I. Denota-se por T,, o subgrupo de Jo(C) constituido pelos elementos de n-torsao.

Coroldrio 3 3,,4(C) pode se identificado com C.

Dem. Pelo teorema 3 (ver mais adiante), para n e d fixvos existe uma aplica¢ao
sobrejectiva

BC) = $a(C)

L — EA(TL, d) ® L

cuja fibra € isomorfa ao grupo T,:, com n' = ) Seja

n : J(](C) — J()(C)
L N )

Tem-se a sucessio exacta 0 — T,y — Jo(C) kN Jo(C) — 0, tira-se que JOT(?) =
Jo(C) e entio
_ Jo(C
3,40 = 2D > oy e

Observacgao 2 Conclui-se que para qualquer dimensao n e grau d, o conjunto de
classes de isomorfismo de fibrados vectoriais indecomponiveis sobre uma curva eliptica
C, S$na(C), tem uma estrutura de variedade projectiva.

Observagao 3 Como Jo(C) = C, existem n* fibrados linha de n-torsao.
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Observacao 4 Temos, entdo, uma correspondéncia 1-1 entre 3, 4(C) e C tal que
det : 3, 4(C) — 31,4(C) corresponde a aplicagao H : C — C, onde

Hz)=hr=z+..+x eh=(nd).

h vezes

Da observacao anterior concluimos

Corolério 4 Seja h = (n,d) = 1. Entdo se E € Sy, 4,
(I) E — det E dd uma correspondéncia 1-1 Sy q4 < 14
(II) E = Ex(n,d) ® L para algum fibrado linha L com grau 0.
(III) Eo(n,d) @ L = E4(n,d) sse L™ = 1.
(IV) Ea(n,d)* = Ex(n, —d).
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[.3-Estrutura Multiplicativa

Na seccao anterior vimos que se pode escrever todo o fibrado vectorial indecom-
ponivel holomorfo de dimensao n e grau d, com (n,d) = 1, sobre uma curva eliptica
C' (curva de género 1), na forma E4(n,d) ® L com L fibrado linha sobre C' de grau
zero e E4(n,d) o fibrado de Atiyah construido na secgdo 1.2. Nesta sec¢ao vamos
ver que se pode escrever qualquer fibrado nesta forma, mesmo no caso (d,n) # 1.
Para isso comecamos por estudar a estrutura multiplicativa dos fibrados vectoriais
holomorfos indecomponiveis de dimensao n e grau 0, com secgoes, sobre C, deno-
tados por F),, cuja existéncia foi provada na seccao anterior. E a seguir passamos
para a estrutura multiplicativa dos fibrados de Atiyah.

Por ltimo vamos provar que todo o fibrado vectorial holomorfo indecomponivel
sobre uma curva eliptica é semiestavel e é estavel se e 80 se a sua dimensao e grau sao
primos entre si. Provamos primeiro para os fibrados de Atiyah e depois generaliza-
se usando o facto de os fibrados vectoriais holomorfos indecomponiveis sobre uma
curva algébrica se poderem escrever como sendo um fibrado de Atyiah tensorizado
com um fibrado linha, que vai ser provado no inicio desta seccao.

Lema 16 (I) h°(F, ® F},) = min(r, k).
(II) Seja L um fibrado linha, entio h°(L ® F, ® Fy) =0 a nao ser que L > 1.

Dem. (I) Seja r < k, vamos provar por indu¢do em r:
Se r=1, h°(F)) = 1.

Supondo que € verdade para r — 1, temos a sucessao exacta

0—I—F, —F_1—0
Se aplicarmos Hom(., F},) d sucessdo tem-se a sucessio ezacta
0 — Hom(F,_,, Fy) — Hom(F,, Fy) 5 Hom(I, F},) — 0

Temos uma injecgao t : F, — Fy (coroldrio 2) e B,(t) é um gerador do espago
vectorial de dimensdo 1, H*(Hom(I, Fy)).

RY(Hom(F,, F},)) = h°(Hom(F,_1, F;)) + 1
F,. = E¥ pelo coroldrio 1, entao Hom(F,, F},) = F, ® Fy, assim
RO(F, @ F) = h°(F,_1 @ Fy,) + 1 = (r—=1)+1=r
tem-se (x) pela hipdtese de indugao.

(1) Fo = (I1,..,1), Fy = (I,1,.., 1) entio L @ F, @ Fy = (L, L, ..., L) assim
H(L® F, ® Fy,) =0 a nao ser que H*(L) #0, i.e., L>1. =

min(r,k)

Lema 17 ., [, = @ F,,, onde ) r; =r.k.
Jj=1 J
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Dem. F, ® F, = @ E;, decomposicao em soma directa com factores indecom-
=1
poniveis.

Tem-se que degE; = 0, Vj. Se ndo, como Y degE; = 0, temos deg E; >

J
0 pelo menos para um j. Seja L um fibrado linha com grau 0 e L 2 I. Entao
HY(L®F, ® Fy) = 0 pelo lema 16. Mas deg(L® E;) > 0= h’(L® E;) > 0 (lema

8). Por outro lado h°(L ® E;) < h°(L @ F, ® F}) = 0, o que dd uma contradigdo.
Logo deg E; = 0 V3.

Entio E; € Sy, 0, usando o teorema 1(II) tem-se E; = L; ® F,,, com L; um
fibrado linha de grau zero.

L; = I, Yy, pois se Lj 2 I, entio HO(L; ® F, ® Fy) = 0 pelo lema 16. Mas
H°(F,,) # 0, absurdo, pois

HY(L; ® F, ® Fi) = 0= H(L; ® E;) = 0 = H°(F}) = 0.

Logo L; = 1, V3.
Como h°(F,,) = 1, tem-se pelo lema 16

N

min(r, k) = h'(F @ F,) = ho(@ Ej)
= WD F,) =3 n'(F,) =N

Proposicao 4 Seja (F,+,.) um anel comutativo com unidade e satisfazendo as
sequintes condigoes:

(a) Com respeito a adigao F € um grupo abeliano livre com os elementos f,,
r=1,2,... como geradores.

min(r,k)

(b) frfx= fr;, onde Y r; = 1.k (observe-se que se tem fi = e).

J J

(¢) frfo=F2=c+ X fr, Vr>1

Entao F € unico a menos de isomorfismo e a sua estrutura multiplicativa é dada
pela formula

fr'fk = frfk+1 + frfk+3 + ..+ fr+k71 (70 > k)
Dem. Se k=1, fr =e e a formula é trivial.
Se k =2, vamos provar que f..fo = fr_1+ fri1-

2
r=2,porc) fofo=e+> fr, =+ fs
j=2

Supondo que é verdadeira para r—1 (r > 3). Seja fof. = fi+ for—s. Considere-se
a equacao

(f2fr—1)f7" = fr—l(for) = fr—l(ft + f2r—t) <*)
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Por hipo’tese de induQZdO f2fr—1 = fr—2 + f?“; entao (for—l)fr = (fr—? + fr)fr; €
este tem 2r — 2 termos. O lado direito de (*) tem min(r — 1,t) + min(r — 1, 2r — t)
termos. Entdao tem-se a igualdade

min(r — 1,¢) + min(r — 1,2r — t) = 2r — 2

entaot >r—1e2r—t>r—1, daqui sai quet=r—1 out=r out=r-+1.

As inicas possibilidades vao ser:

f2f7‘ = frfl + fr+1
f2fr = fr =+ fr = 2fr

Se tivermos a sequnda, entao fof? = 2f? que vai ter 2r termos, mas por outro
lado fofr = fo+ D fofe, = fo+2 3 fr,, € este tem 2r — 1 termos. Absurdo! Logo
J=2 J=2

tem-se que ter fof, = fr—1 + fri1.
Se k> 3.

Por inducao em k. Supomos que a formula € vdlida para k — 2 e para k — 1.
Considere-se a equacao de associatividade

folfu-rfr) = (fafo-1) 1

Aplicando a hipdtese de inducdao no lado esquerdo da equacao e o caso k = 2 no
lado direito, tem-se

folfockra + froprat oo+ fropo) = (foa + fu) fre

Agora, aplica-se a hipdtese de inducdo no lado direito da equagao anterior e o
caso k =2 no lado esquerdo e tem-se

Jrebvrr +2frkp3+ o+ 2frhk—3+ fraw—1 = frokrs + oo + frokas + o S
Logo frfe = frotsr + fropiz + o+ frin—1. W

Lema 18 FE fibrado vectorial de dimensao r, tem-se que End(E) = I ® E’ onde E,
¢ o subespago de End(E,) que consiste nos endomorfismos de trago nulo.

Dem. Seja ®, € End(E,) e traco(®,) = \,. Entio ®, = %136 + (P, — )‘T—le)
dd o isomorfismo candnico, onde 1, é o endomorfismo identidade de E,. m

Usando este resultado, a proposicao 3 e as propriedades de F;. provadas nos lemas
16 e 17, concluimos que a estrutura multiplicativa dos F,. é dada por:

Proposicao 5 Ser >k entao F, Q F), 2 F, ;11 D Fr 3@ ... D Fryp 1.

Vamos caracterizar o fibrado vectorial dos endomorfismos de um fibrado vectorial
holomorfo indecomponivel, que vai ser usado nas demonstracoes dos resultados sobre
a estrutura multiplicativa.
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Lema 19 Seja E € S, 4 com (n,d) = 1. Entdo End(E) = @@ L;, onde L; sdo
i=1
fibrados linha de n-torsao e L; 22 L; se t # j.

Dem. Para cada fibrado linha L; com ordem que divide n tem-se E® L; = F
(coroldrio 3). Entio E* @ E® L; = E* @ E < End(F) ® L; = End(E). I €
parcela directa de End(E), entao End(E) contém cada L; como parcela directa. Mas

712
existem n? tais L; e End(E) é um fibrado com dimensao n?, logo End(E) = @ L;.
i=1

|
Teém-se as seguintes propriedades:

Lema 20 Seja (n,d) =1, entao
(I) Ex(n,d) ® F}, é indecomponivel.

Dem. (I) Seja E = E4(n,d) ® Fy, entao
n? h
End(E) = End(Ea(n,d)) ® End(F,) = @D L; ® @) Far
=1 k=1

pela proposicdao 4 e pelo lema 19. H°(L; @ Fy) = 0 a ndo ser que L; = I (lema
16(I1)), mas isto acontece sé para um i. Entio H°(End(E)) = H°(End(F)),
sendo o isomorfismo dado por Id®@ P «— & onde Id é o endomorfismo identidade de
E4(n,d). Temos um isomorfismo de dlgebras. A estrutura da dlgebra H°(End(E))
determina se E € ou nao é decomponivel. Entao, como F}, € indecomponivel seque
que E = Ex(n,d) ® F}, é indecomponivel.

(II) Vamos provar com dupla indu¢io em n e em h. Supomos que o lema é
vdlido (para h,n > 2)

(a) para h — 1 e para qualquer n

(b) para qualquer h e qualquer k <n — 1.

Se h =1, Fj, = I e tem-se o resultado para qualquer n.

Sen =1, Ex(1,d) = A% e Ex(nh,dh) = A?® F),.

Tem-se a sucessao exacta
0—-I1—F,—F,_1—0
tensorizando com Ea(n,d) obtém-se
0— Ea(n,d) = Ea(n,d) @ Fy, » Ex(n,d) ® F,_1 — 0 (¥*)

Como Ea(n,d) ® A = Ex(n,d+n), é suficiente considerar 0 < d < n. Entdo
0<dh<nheO<dh-—1)<n(h-—1).

Seja E1 = EA(n,d), E2 = EA(n,d) ® Fh; E3 = EA<TL,d) & Fh—l; dz = degEl (&

Entao (*) pode-se escrever 0 — Ey — Ey — E3 — 0. Por (1), E; € S, 4, com
0 < d; < n;. Pelo lema 14, h°(E;) = d; e HY(E;) gera um subfibrado trivial I,

1



r_ Bz, /. ; ! 3 o~ - d: !~
e B = £+ € indecomponivel. Assim Ej € Sp,—q,4, € E; = Ea(ng,d;) sse Ej =

1
E'\(n; — d;,d;). Temos o diagrama de sucessoes exactas

0 0 0
] I l

0 — Iy — 1oy — Iz — O
l I 1

0 — E1 — E2 — E3 — 0
l l l

0 - F — E), - Ef — 0

Aplicando a hipdtese de indugdo (a) na iltima coluna do diagrama, tem-se E3 =
EA(ns,ds) e entao E} = E'\(n3—ds,ds) e outra vez por (a) B = Ex(n—d,d)QF),_.
Também se tem E] = Ex(n —d,d) e assim

O (Hom(E;, ES)) = h(Ey® EY) =h"(Ex(n—d,d) ® Ex(n —d,d)* ® Fj,_,)
= h(End(Es(n —d,d)) ® F_1)
(n—d)?
= W) Li®F)=1(*

i=1

As classes de estensoes de Ej por E} correspondem a elementos de H' (Hom(E}, E})),
e as extensoes correspondentes a a, Aa, onde a € H'(Hom(FE}, E)) e A é uma con-
stante ndao nula, definem fibrados vectoriais isomorfos. Neste caso H'(Hom(E}, E}))
tem dimensdo 1 por dualidade de (**), entdo quaisquer duas extensoes ndo triviais
definem fibrados vectoriais isomorfos.

A dltima linha do diagrama é uma extensao e
0— EA(TL,d) - EA(TZ, d) X Fh - EA(TL,d) X Fh—l — 0

€ outra extensao e ambas sao nao triviais porque Eby e Ex(n,d) ® F}, sdo indecom-
poniveis (por (I)). Entao

Ey 2 Ex(n,d) @ F, = Ea(h(n — d),d) pela hipétese de indugao.
Logo Ey = E4(nh,dh). =
Corolario 5 Para qualquer n, d, Ea(n,d)* = E4(n, —d).
Dem. Seja h = (n,d),

EA(n',d')® F, e entao Es(n,
e pelo corolario 4, Ex(n',d')*
(

=n'h e d = d'h. Pelo lema 20(1l), Es(n,d) =
)2 Ea(n',d)* @ Fy. Mas pelo corolario 1, Fy = F,
Ea(n',—d"). Assim tem-se

SRS

I

EA(TL, d)* = EA n', —d,) (%9 Fh = EA(TL/h, —d,h) = EA(’I’L, —d)
pelo lema 20(11). m

Corolario 6 Para qualquern, d, Ex(n,d)®L = E(n,d) sse L = I, onde (n,d) =
h.
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Dem. Seja n' =2 e d = %. Pelo lema 20(I1), Es(n,d) = Eo(n/,d) ® F},

Supondo que L tem ordem que divide n', entao pelo coroldrio 4, Ex(n',d')® L =
Ea(n',d") e entao

EA(TL, d) X L= EA(n’,d') X Fh X L= EA(n',d’) X Fh = EA(n,d)
Inversamente, supondo que L € tal que Ex(n,d) ® L = Ex(n,d), entdo

End(Ea(n,d) ® L) = End(Ea(n,d)) = End(Ea(n,d")) ® End(Fy,)
n'? h
= Z L; ® Z Fopq
i=1 k=1

este ultimo pela proposicao 4 e pelo lema 19. Assim L = L; para algum 1, i.e.,
"~ =

Lema 21 Seja (n,d) = 1, 0 < d < n e seja L um fibrado linha com grau zero.
Entao temos a sequinte sucessao exacta

0 — Iy — Ea(nh,dh) ® L — Ea(nh —dh,dh) @ L' — 0

onde L' é qualquer fibrado linha tal que L'"~% = [

Dem. O caso h =1 resulta do coroldrio 4. Depois faz-se inducao em h, e para
isso usa-se o diagrama da demonstracao do lema 20(11). m

Podemos entao escrever todo o fibrado vectorial holomorfo indecomponivel sobre
uma curva eliptica a partir de um fibrado de Atiyah.

Teorema 6 Todo o fibrado E € 3,4 € da forma E4(n,d) @ L com L fibrado linha
de grau zero sobre C, e Eao(n,d) ® L = E4(n,d) sse L = I, onde (n,d) = h. Além
disso se apq @ Sho — Spa € a correspondéncia 1-1 dada pelo teorema 2, tem-se
na(Lh @ F) 2 L® ay,q(F,) 2 L® Ea(n,d).

Dem. Inducao em n.
Supondo 0 < d <n (se d=0 temos o teorema 1), tem-se a sucessao eracta
0—-I;,—FE—FE —0.

Por hipdtese de indu¢ao E' = Eq(n —d,d) ® L' para algum fibrado linha L'. Seja

L qualquer fibrado linha tal que L7 =2 L’nﬁd, onde h = (n,d). Pelo lema 21 tem-se
a sucessdo exacta

0—1I;— Es(n,d)®L — Ex(n—d,d)® L — 0
Logo E= Es(n,d)®@ L. m

Caracterizamos, agora, a estrutura multiplicativa dos fibrados de Atiyah.

Lema 22 Seja (n,d) = (n,d') =1, (n,n') =k e Ea(n,d) @ Ea(n/,d') = . E;,

onde E; € Sy, 4,- Entao n; divide "T”/ e (ng, d;) = 1.
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Dem. Seja E = Ea(n,d)@ Ea(n/,d’). Pelo lema 19, EndE = (ZL )LL),
onde L; e Ll sdo fibrados linha com ordens que dividem n e n' respectivamente.
Seja h; = (ni, d;), entdo pelo lema 20 tem-se E; =2 E;@ Fy,, com E; € Sn, a,. Outra

A vhe
vez pelo lema 20(11),

d;

E; 2 B4+ B h)

)®Fh ® L= EA( ® L ® Fy,,

n;
h;’
com L fibrado linha de grau 0. Entio EndE; = (3. L,) ® (3.1, Fy_1), onde Ly
sao fibrados linha cuja ordem divide 3. Mas End(E;) é uma parcela directa de

End(E), entao tem-se que decompor completamente em fibrados linha. FE isto so é

possivel se h; =1, i.e., (ng,d;) = 1. L,, tem que ser da forma L;® L, e entdao tem

ordem que divide ﬂ Logo n; divide ﬂ. ]

Lema 23 Sejam (n,d) = (n1,dy) = (n,n1) = 1. Entio Ea(n,d) @ Ea(ny,dy) =
Ea(nny,nd; + nid).

Dem. Seja E = Ex(n,d) @ Ex(ny,dy). Pelo lema 19, EndE = ). L, ® L),
onde L; € um fibrado linha com ordem que divide n e L, um fibrado linha com ordem
que divide ny. Se L; L, = I entdo L; = L! = I porque (n,n,) =1 e isto ocorre sd
para um par i,m. Assim h°(End(E)) = 1, logo todo o endomorfismo de E é muiltiplo
da identidade. Conclui-se que E ¢é indecomponivel e entao E € Sy, ndy+nid-

det E = (det E4(n,d))™ ® (det E4(ny, d;))" = A% @ AT =2 gdmtdin

det E4(nny, ndy 4+ nyd) =2 Admtdn,

Como (nny,nd; + nid) = 1, pelo coroldrio 4 temos E = E4(nny,nd; +nid). m

Lema 24 Seja (n, d) = 1, n = ny..n, factorizacao de n em poténcias de pri-
mos, i.e., n; = pz' onde pZ sa0 pm’mos distintos. Entao E(n, d) Ea(ny,dy) ®
. ® Ea(n,,d,), com Z( ) = 5 uma decomposicio qualquer de & £. Em particular,

Dem. Se Ej(n,d) = Ex(ny,d;) @ ... ® Ea(n,, d,), igualando os graus de ambos
0s termos tem-se

3 3 d;
d= nlng...ni_ldmiﬂ...nr =N —.
i i

onde n = ny..n,.. Inversamente seja (dy,...,d,) uma sucessio de inteiros tal que
Si(%) =2 Como (n,d) =1 entio (n;,d;) = 1. Como 0s n;’s sdo primos entre
si, podemos aplicar o lema 23 (n — 1) vezes e obter

EA(TL, d) = EA(nl, dl) ®..RQ EA(TLT, dr)
A equagio S (%) = £ tem sempre solugdes (d;) e se (d;) € uma solugdo entio
(d; + min;) com > m; =0 também vai ser: Ea(n;, d; + min;) = Ea(n;, d;) @ A™.

A



Logo

EA(n, d)

12

Ea(ni,d) @ A™ @ ... @ Ex(n,, d,) @ A™
EA(”l, dl) R..® EA(TLT, dr) ® Am1+.,.+mr
Ex(ny,dy) @ ... @ Ea(n,,d,).

1%

12

porque my + ... +m, =0. m

Lema 25 Seja (n,d) = (n',d") = 1. Entdo
(I) Ea(n,d) ® Eqo(n',d") tem um fibrado linha como parcela directa ssen’ =n e
d' = —dmodn.

(II) Ex(n,d) @ Ea(n/,d) = F ® Es(n”,d"), onde F é uma soma directa de
fibrados linha.de grau zero.

Dem. (I) Seque do lema 19.
(1) Deduz-se do lema 19 e de (I). =

Teorema 7 Seja p primo tal que (p,d) = (p,d’) = 1. Entdo Ea(p',d) @ Ea(p®, d') =
I ® (O L) @ Ex(p™,d"), onde L; sao fibrados linha de grau zero, I é um fibrado
vectorial trivial e m e d’ sao inteiros que podem ser determinados.

Dem. Sel > k.

Seja E = Ex(p',d) @ Ex(p*,d') = F @ E(p",d), pelo lema 25(11), onde n < 1
e ' € soma directa de fibrados linha.

Vamos ver que n = [.

Se n <1 —1, operando com E.(p*, —d')® obtém-se

(Z Ll) ® EA(plv d) =F X EA(pka _d,) ® EA(pna d)

com L; fibrados linha cuja ordem divide p* (lema 19). Pelo lema 23, cada parcela
directa do termo direito tem dimensdo < p'~' enquanto no termo esquerdo tém
dimensao igual a p'. Absurdo! Logo n = 1.

Faz-se d" = p'~*d' +d.
Prova-se que ' = IL:

EndE = (Y L)® () L))=(> L)®EndF

onde L; e L’- s@o fibrados linha cuja ordem divide p' e p* respectivamente.
k

Se F = Z L;, entdo Ly ® L} sdo parcelas directas de EndF e entdo de EndE,

t=
pois um dos L =] Tem-se [y, @ LI & L; ® L’ para algum i, j. Entdo L1 ® L} tem

ordem que divide p'. Assim pelo coroldrio 4

L1 ® Ea(p',d") = Ly ® Ea(p', d").
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O que tmplica que
FREA(ph,d") 2 Lr® L1 @ Ex(p',d")

em que L1 @ Ex(p',d") € Sy g

Se | = k. Quere-se provar que E(p', d1) @ Ea(p',do) = L, @Y. Li) @ Ea(p”, d3).
Tem-se que (p!,dy + dy) = p"~" e (d1,p) = (da, p) = 1, basta fazer no caso anterior
d =d3 e d= —dy e o raciocinio € andlogo. ®

Provar a nao existéncia de secgoes para fibrados vectoriais indecomponiveis holo-
morfos, sobre uma curva eliptica, com grau negativo.

Lema 26 Numa curva eliptica, um fibrado vectorial indecomponivel E com grau
neqativo nao tem Secgoes.

Dem. Se E tem a sec¢ao s, seja [s] o subfibrado linha de E gerado por s.
Entdo [s] tem grau > 0. Mas pelo lema 7, 0 < deg[s] < £+ (g—1)(n—1) = £ <0.
Absurdo! Logo E ndo tem seccoes. ®

Vamos provar que todo o fibrado de Atiyah é semiestavel para qualquer dimensao
e grau e ¢ estavel sse a dimensao e grau sao primos entre si.

Lema 27 FE(n,d) € semiestdvel para qualquer n, d.

Dem. Seja p = % o declive de F4(n,d). Supondo que E nao é semiestdvel,
tem-se que existe um subfibrado préprio indecomponivel F C E4(n,d) de dimensao
ng e grau dp tal que pp = :f—“l; > u. Pelo teorema 3, F = Ex(np,dp) ® L com L
fibrado linha de grau zero sobre C. A inclusao F — Ea(n,d) origina uma sec¢ao
nao nula do fibrado Hom(F, Ea(n,d)).

Hom(F,Ex(n,d)) = FEalnp,dp)" @ L*® Ea(n,d)
& EA(nF7—dF)®EA(n,d)®L*

pelo coroldrio 5. Sejam h = (n,d), hp = (np,dr), n = hn', d = hd', np = hpn/y
e —dp = hpdy, tem-se (n',d') =1 e (np,dy) = 1. Sejam p, ..., p, factores primos
comuns de n' e de np, n' = P phrm, nfy = plf/l...p,’f/rm’, onde m e m' nao tém
nenhum dos p;’s como factores. Em particular (m,m’) =1, (p;,m) = 1e (p;,m’) =

1
Pelos lemas 20(11), 23 e 2/ tem-se

EA(TL7 d) = EA(TL,7 d/) ® = EA(plfl, dl) X ... EA(pfr7 dr) & EA(m, l) ® Fy, (1)
e
Ea(np, —dr) = Ea(np, dp)@Fy, = Ea(p)', d)@..@Ea(pl", d,)®Ea(m,l)@F), (2)

para algum d;, d;, 1, I" com (p;,d;) = (pi,d;) =1
Pelo teorema 4,

Ea(p,di) ® Balpl, d) = I'e (S L) @ Ea(pl" ,d!) (3)

J
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onde I' é um fibrado trivial, L, fibrados linha com grau zero e ki, dj inteiros ade-
quados.

Pelo lema 23, Eo(m,l) @ Ex(m/,l') = Ex(mm/,Im’ + ml") (4). Entao, por (1),
(2), (3) e (4) deduz-se que

Ea(np,—dr) ® Es(n,d) @ L" 2 I ® (Z La) ® Ea(n”,d") @ ), @ Fy,,

/

com n” = pll p]f;/mm’, I fibrado trivial, L, fibrados linha com grau zero.

p(I® (> L) @ Ea(n”,d")) = p(I)+p(>_ La) + p(Ea(n”,d")) + p(Fy) + p(Fiy)

1" 1

d
= 04+0+—+04+0=—
n n

Mas,

p(Ea(np, —dp) © Ea(n,d)® L*) = p(Ea(ng, —dp)) + p(Ea(n, d)) + p(L7)

dp d
= 0=t
ng

Assim —pp + p = g—l,i. Se pp = Z—i > 1 entao d” < 0.

H°(Hom(F,Ea(n.d))) = H(I® (Y La)® Ea(n".d"))
>~ 1® Y H(L,® Ea(n”,d"))

Lo®@FE4(n”,d") é um fibrado indecomponivel com grau negativo, logo nao tem secgoes
(lema 26). Assim H°(Hom(F, Ea(n,d))) = 0, absurdo pois contradiz a eristéncia
da aplicagao F — Ex(n,d).

Logo Ea(n,d) é semiestdvel. m

Teorema 8 Todo o fibrado indecomponivel sobre uma curva eliptica € semiestdvel,
e € estavel sse a sua dimensao e o seu grau saGo Primos entre Si.

Dem. Um fibrado vectorial E indecomponivel de dimensdo n e grau d pode ser
escrito na forma
E=FEj(n,d)®L

para algum fibrado linha com grau zero (teorema 3). A propriedade de ser estdvel
ou de ser semiestdvel nao se altera por se tensorizar com um fibrado linha

<= Se (n,d) =1, a estabilidade é equivalente a semiestabilidade, logo o resultado
seque do lema 27.

— Se h = (n,d) > 1, seja n=n'h e d=dh. Temos a sucessao ezxacta
0—1—F,— F,_1—0
tensorizando com Ea(n',d) obtém-se
0— Ea(n,d) — Ea(n',d)® F, — E4(n/,d)® F,_1 — 0
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pelo lema 20(11) tem-se
0— Ea(n',d) — Ex(n'h,d'h) — Ea(n’(h—1),d'(h—1)) — 0
que € igual a
0 — Ea(n',d) — Ea(n,d) —» Ea(n—n',d—d') — 0.

Entao Ea(n',d') é um subfibrado proprio de Ex(n,d) com o mesmo declive, logo
EA(n,d) ndo € estdvel. m
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[.4-Espaco Moduli de Fibrados Semiestédveis

Nesta seccao queremos identificar o espaco moduli de fibrados vectoriais holo-
morfos semiestdveis com dimensao n e grau d sobre uma curva eliptica C' (uma
curva de género 1), ]\7[n7d(0), com o produto simétrico da curva e o espaco moduli
de fibrados vectoriais holomorfos semiestaveis com determinante fixo com um espaco
projectivo. Para isso vamos decompor os fibrados em componentes irredutiveis e us-
ando o resultado da sec¢ao anterior, vamos escreveé-las a partir do fibrado de Atiyah

construido em I1.2.

Pode-se identificar a curva eliptica C' com a sua variedade de Picard, .J;, usando
o seguinte isomorfismo candnico, que é um caso particular da aplicacao Abel-Jacobi

C — Jl
p [p]

onde [p] denota o fibrado linha associado.

Para cada fibrado vectorial holomorfo F, sobre uma curva eliptica C', podemos
obter um representante da sua classe de S-equivaléncia usando os fibrados de Atiyah,
da seguinte forma:

Teorema 9 Todo o fibrado semiestavel de dimensao n e grau d sobre uma curva
eliptica C' € equivalente a um fibrado da forma Ea(n/, d’)®2?:1 M;, onde h = (n,d),
n = hn', d = hd' e M; sdo fibrados linha de grau zero, determinados a menos de
multiplicagao por um elemento de T, .

A aplicacio Ea(n',d)@3"  M; — S MM @A induz um isomorfismo M,, 4(C)
ShC.

Dem. Seja E um fibrado semiestdvel com declive p = %. Seja 0 =V, C V; C

Vo C ... C V,, = E uma filtragao de Jordan-Hdélder para E, com E; = VV; fibrados

estdveis com declive p. Tem-se E ~ Y " | E; (fibrado graduado associado a E).

Do teorema 5 conclui-se que um fibrado estavel com declive p = Z—: tem que ter
dimensao n' e grau d'. Entdo cada E; € estavel de dimensdao n' e grau d'. Logo
vao existir h parcelas directas em » . E;. Como um fibrado estdvel é indecomponivel,
pelo teorema 3, E; = Ea(n',d') @ M; para algum fibrado linha M; com grau zero
definido a menos de multiplicacao por um elemento de T, . Entao

h
E~Ea(n,d)®) M.

i=1
Define-se a aplicacao f : Mmd(C) — S"J, por
h h
EA(TL/,CZ,) (8221\4Z [ ZMZLI ®A
i=1 i=1
[ € um isomorfismo. Como S"J, = S"C tem-se ]\Zmd(C) ~ ShC. =

'aYaY
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Observacao 5 Do teorema 5 conclui-se que M, 4(C) = {

Considere-se a aplicacao de Abel-Jacobi
a:S"C — J,(0)

que associa cada divisor efectivo com grau h ao correspondente fibrado linha.

Teorema 10 Para qualquer n, d, sob os isomorfismos apropriados Mmd(C) >~ ShC
e Jo(C) = Ji(C) (h = (n,d)), a aplicagdo determinante det : M, 4(C) — J4(C') pode
ser identificada com a aplicagao de Abel-Jacobi, i.e., existe um diagrama comutativo

M, 4(C) = ShC
det l la
Jo(C) = Ju(0)

Dem. Seja E = Ex(n',d) @ S0, M; € M, 4(C) e seja f: M, q4(C) — S"J, =
ShC' o isomorfismo do teorema 6, E — Z?:l MY ®A. Como det Ex(n/,d') = A?,

det B = det(Ea(n/,d') ® Y M;) = (A)" o ([ M)” = A& (][ Mo)"

=1 =1 =1

Entio (det E) @ A=%th = H?ZI(MZ-”/ ®A) = ao f(E).
Isto prova a comutatividade do diagrama
~ f
M,.q(C) = ShC
det l la

®A7d+h
Ja(C) = JW(0)
||

Vamos caracterizar o espago moduli de fibrados vectoriais holomorfos semiestaveis
com determinante fixo.

Definicao 12 Seja L um fibrado linha com grau d define-se

M, 1(C) ={e € M,q4(C)| VE €e,det E = detL}.

Teorema 11 Seja L um fibrado linha com grau d sobre C'. Entao ]\;[mL(C) ~ ph-1
com h = (n,d).

Dem. A fibra da aplicagio de Abel-Jacobi o : S"C — J,(C) € o espaco pro-
jectivo P~ [GH]. Como a aplicagdo determinante det : Mp,a(C) — Ja(C) pode ser

identificada com a aplicag¢io de Abel-Jacobi, teorema 7, e como M, ,(C) € uma fibra
de det, temos M, (C) = P! =

YN



[.5-Teoria de Brill-Noether para fibrados vectoriais

sobre uma curva eliptica ¢

Nesta seccao vamos definir os espacos de Brill-Noether para fibrados vectoriais
holomorfos semiestaveis sobre uma curva eliptica (curva de género 1) C, ou seja, os
espagcos das classes de S-equivaléncia de fibrados vectoriais holomorfos semiestaveis
sobre C' que tém um certo nimero ou mais de seccoes holomorfas linearmente inde-
pendentes. O caso mais interessante vai ser o caso em que temos grau igual a zero
e para estudar este caso vamos decompor os nossos fibrados usando os fibrados F,,
fibrados vectoriais holomorfos indecomponiveis sobre C' de dimensao n e grau zero
que tém seccoes, cuja existéncia foi provada na seccao I.2.

Lema 28 Se E ¢ um fibrado semiestdvel com grau d > 0 sobre uma curva eliptica,
entio h°(E) = d. Em particular, E € ndo especial.

Dem. Seja K o fibrado candnico sobre a curva que meste caso, como a curva
¢ eliptica, vai ser trivial. Pela Dualidade de Serre tem-se h'(E) = h°(E*). E* ¢
semiestdvel com grau —d < 0, logo nao vai ter secgoes, i.e., h°(E*) = 0 = h!(E) =
0, i.e., E ndo é especial. Entio pelo teorema de Riemann-Roch h°(E) = deg E = d.
[ |

Uma consequéncia imediata deste lema é que se d > 0, entao quaisquer dois
fibrados vectoriais holomorfos semiestaveis S-equivalentes de grau d tém espaco de
seccoes isomorfos. Entao para d > 0, h° é uma funcao bem definida no espaco ]\;[n,d
(escreve-se em vez de M, 4(C) quando estd implicita a curva que se estd a usar).

Defini¢ao 13 Parad > 0, define-se o espago W:ﬁl(C) = {E € M,4(C)| RE)>
k }, a que se chama espag¢o de Brill-Noether para fibrados vectoriais holomorfos
semiestdveis.

Conclui-se facilmente que:

)

.- Trk—1 o Mnd(c) se d Z k
Proposicao 6 Parad >0, W, (C)—{ 0 se 1<d<k—1

Portanto os casos de interesse vao ser aqueles em que d = 0. Paran = 1 o
resultado é imediato.

Proposicao 7 No caso dos fibrados linha de grau zero,

= | I se k—=1=0
W1,o (C)_{@ se k—1>1

Sejam n > 1, d = 0.
Neste caso nao existem fibrados estdveis em Mn,O (teorema 5). Mais, também

podem existir fibrados vectoriais holomorfos semiestaveis S-equivalentes que nao
tém os seus espacos de seccoes isomorfos.
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Exemplo 1 Fy e I, sio S-equivalentes mas h°(Fy) =1 e h°(Iy) = 2.

Entdo para este caso a aplicacido h° nao estd bem definida no espago M, 4(C),
como se vé no exemplo anterior. Vamos, assim, definir dois novos espagos de Brill-
Noether para fibrados vectoriais holomorfos semiestaveis de grau zero.

Definicao 14 Definem-se os sequintes espacos

Wro (V) = {e € Myo| VE € e h’(E) >k}

Wr'3) ={e € M,o| 3E€e:h(E)>k}
Trivialmente, Wffﬁl(V) c Wrst(3).
Vamos identificar estes espacos.

Lema 29 Seja E um fibrado semiestdvel com grau zero sobre uma curva eliptica.
Entao:

(I) Se h°(E) = 0 entdo para qualquer E' ~ E tem-se h°(E') = 0.
(II) Se h°(E) # 0 entdo existe E' tal que E' ~ E e h°(E') = 1.

Dem. E = > E;, decomposi¢io em factores indecomponiveis. Pelo teorema
1, E; =2 L, ® Fy,, onde L; € um fibrado linha com grau zero e h; = rkE;. Entao
E~ (L& F).

(I) Se h°(E) = 0 tem-se h°(>_(L; ® F},)) = 0 e entdo para qualquer i, h°(L; ®
Fp,) =0. Assim nenhum dos L; pode ser trivial.

Os factores de Jordan-Holder de Fy, sao todos isomorfos ao fibrado linha trivial.
Entao os factores de Jordan-Hélder de E sao os L;’s, cada um repetido h; vezes.
Como L; nao € trivial, tem-se h°(L;) = 0 para todo o i.

Qualquer fibrado E' equivalente a E tem os mesmos factores de Jordan-Hélder
que E. Pensando na sucessao de cohomologia associada a filtragao de Jordan-Holder

de B/, 0=VocVycV,cCc..CV,=F
El
mel
0— H°(V,,1) — H(E') — H°(L;) — ...

=0

0—=Vy1—FE —>L;=

— 0

Entao h°(V,,_1) = h°(E)
O_>Vm72_>vmfl_>[/k_>0

Pelo mesmo raciocinio tem-se h®(Vy,_o) = h®(V,,_1)

Iterando o processo chegamos que h°(E') = h°(L,) = 0 para algum r.

(II) Se h°(E) # 0 entio h°(>(L; ® Fy,)) # 0 e assim existe um k tal que
hO(Ly ® Fy,) # 0. Para este k tem-se h%(Ly) # 0, logo Ly € o fibrado linha trivial.
E ~ > L; com cada L; repetido h; vezes. Juntando as parcelas que sao fibrados
linha triviais escreve-se E na forma E ~ I, ® G, com hD(G) = 0. Mas I, = F,,
entao E ~ F, & G. Logo h°(F, ® G) =h°(F,)+h°(G)=1+0=1. m
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Lema 30 Seja E um fibrado semiestdvel com grau zero sobre uma curva eliptica C.
Entre os fibrados S-equivalentes a E, a soma directa de fibrados linha é a que tem
mais seccoes.

Dem. E = )" E;, decomposi¢cio de E na soma directa de fibrados indecom-
poniveis. Agrupando as parcelas com secgoes escreve-se E na forma,

E2F, ®.®F, &G, comh’(G)=0.

Entdio h°(E) = r.
Se k=37 h; entio E ~ Iy ® > M;, onde M; sdo fibrados linha nao triviais
em C.
WL, ©Y M) =k>h(E)=r
Se E' ~ E entio E' ~ I ® > M;. Usando o mesmo argumento conclui-se que
k>nho(E). =

Podemos entéo caracterizar os espagos Wy (V) e Wri(3).

Teorema 12 Para fibrados semiestdveis de dimensdao n > 1 e grau zero sobre uma
curva eliptica C' tem-se

N 0 se k—1>1
k=1 ~ >
Wao (V)_{ S0 se k—1=0

WEH3) = sk

Dem. Pelo lema 29(11) se todos os representantes de uma classe de equivaléncia
e € ]\an,o téem que ter pelo menos duas sec¢oes linearmente independentes tem-se
Wf,gl(V) = 0 para k —1 > 1 pois pelo lema existe um representante E € e que
satisfaz h°(E) = 1.

Se k—1=0, pelo lema 29(I) dado e € Mn,O; um fibrado semiestdvel E € e tem
h°(E) > 1 sse qualquer E' € e tem h°(E’) > 1. Vamos olhar para o representante
de e que é uma soma directa de fibrados linha, > . | M; € e, este fibrado tem uma
seccao nao nula sse pelo menos um dos M; € trivial, as outras n — 1 parcelas sao
arbitrdrias. Assim W) (V) = S"'C.

Pelo lema 30, e € ijgl(El) sse a soma directa de fibrados linha > M; € e
tem pelo menos k seccoes independentes. Isto quer dizer que k dos termos em
> M; sdao isomorfos ao fibrado linha trivial e os outros podem ser quaisquer, logo
Wrst@) = s"*C. =

Definem-se espacos andlogos aos anteriores mas com determinante fixo.

Definigao 15 Analogamente definem-se para L fibrado linha com grau 0 os espagos

WEI V) ={e€ M,.| VE€eh(E)>k}

WE3) ={e€M,1| IFEce:h(E)>k}
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Teorema 13 Seja L um fibrado linha com grau zero sobre uma curva eliptica C.

Paran > 1,
0 se k—1>1

k=10 ~
Wi (V) = { P2 se k—1=0
Wi (@) =P

Dem. Se e € Wfil(V) com k —1 > 1, pelo lema 29(11) existe E € e tal que
h(E) =1. Logo Wy ' (V) =0 para k —1 > 1.

Sek—1=0:

W3 (V) € a fibra da aplicagdo det : W2 (V) — Jo(C). Pelo mesmo argumento
usado no teorema 7, o diagrama

Wo(v) = $mic
detl la
Jo(C) = J,.4(C)

€ comutativo. Entdo W) (V) = fibra de o = P>

Da mesma maneira tem-se o diagrama comutativo
k—1 ~ n—k
Wao (3 = SvFC

det l la
Jo(C) In—1(C)

de onde se obtém que

W:ll(ﬂ) = fibra de det & fibra de a = P71,
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Parte 11

Nesta segunda parte vamos trabalhar sobre uma curva algébrica projectiva C' de
género maior ou igual 2. O objectivo vai ser estudar os espagos de Brill-Noether para
fibrados vectoriais holomorfos semiestaveis ou estaveis, isto é, os conjuntos de fibra-
dos vectoriais holomorfos semiestaveis ou estaveis que tém um certo niimero ou mais
de seccoes linearmente independentes. Comegamos por construir estes espagos para
0 caso em que a dimensao e o grau sao primos entre si, 0 caso em que Nao sao primos
entre si generaliza-se a partir deste usando a teoria dos invariantes geométricos de
Mumford que nao vamos abordar neste trabalho. Vamos pois supor que construimos
os espagos para qualquer dimensao e para qualquer grau, depois de os termos con-
struido para o caso de dimensao e grau primos entre si.

A seguir caracterizamos os seus espacos tangente, definimos a chamada zona de
Brill-Noether e por tultimo vamos ver alguns casos em que os espacos de Brill-Noether
sao vazios.

I1.1-Construcao dos espacos w*;'(C) para n € d coprimos

Deduzem-se do teorema de Riemann-Roch e da Dualidade de Serre as seguintes
propriedades:

Proposicao 8 (I) Seja E um fibrado semiestavel com u(E) > 2g — 1 e dimensdo
n, entao h'(E) = 0. (E € ndo especial).

(II) Seja E um fibrado semiestdvel com pu(E) > 2g e dimensdo n, entio E ¢
gerado pelas suas secgoes.

Dem. (I) deg K =29 —2 e rk(K) = 1. Assim deg(K ® E*) = (29 — 2)n — d.
d
M(E):ﬁ >29g—1=d>n(2g—2)

Logo deg(K ® E*) < 0 e entao H(K ® E*) = 0. Pela Dualidade de Serre tem-se
HY(E)=0.

(II) Se pw(E) > 2g entio u(E @ O(—z)) = u(E) —1 > 29 — 1 para cada x € C
e assim por (I) tem-se H'(E ® O(—xz)) = 0.

Considere-se a aplica¢ao

HO(E) E,

N
s — s(x)
vamos ver que ela € sobrejectiva. Temos a sucessao exacta

0-E®0(-x) »E—E,—0
e a sucessao exacta longa de cohomologia associada

0— HFE® O(-2)) - HYE) — H(E,) - H'(E® O(-z)) — 0

=0



Logo a aplicacao é sobrejectiva.
Daqui obtém-se o resultado. m

Seja E € M,, 4(C). Fixemos n,d e D um divisor efectivo com grau ¢ > 0. Temos
a sucessao exacta
0—-E—-FE®OD)— Ep—0

e a sucessao exacta longa de cohomologia associada
0— H°E) — H(E®O(D)) % H'(E)p) — H'(E) — 0

Tem-se H'(E ® O(D)) = 0, pois:
wWE ® O(D)) = 40 = 4 4 § > 2g — 1, para § suficientemente grande. Entao

pela proposigao anterior H'(F ® O(D)) = 0.
Lema 31 h°(E) > k sse rank(p) <d+nd —n(g—1) — k.

Dem.

rank(p) = h°(E® O(D)) — dim(ker ¢)
= 1W(E®O(D)) - h(E)
< W(E®OD)) -k

Como h'(E ® O(D)) = 0 pelo teorema de Riemann-Roch temos
W (E® O(D)) =d+nd —n(g—1).

Logo rank(p) <d+nd —n(g—1)—Fk. m

Daqui em diante vamos fixar um divisor efectivo D em C' com grau suficiente-
mente grande tal que H'(E ® O(D)) = 0.

Definicao 16 Define-se familia de fibrados vectoriais de dimensaon e grau d parame-
trizada por um espacgo analitico S como sendo um fibrado vectorial de dimensao n
sobre C' x S, tal que para cada s € S se restringe a um fibrado vectorial de dimensdo
n e grau d sobre C' x {s}.

Duas familias § e § de fibrados vectoriais de dimensdo n e grau d sobre C
parametrizadas por S dizem-se equivalentes se existe um fibrado vectorial R sobre S
tal que F = F R a*R, onde o € a projeccao de C x S para S.

Existe uma familia importante para o que se vai seguir a que se da o nome de
fibrado de Poincaré e denota-se por ‘3. E uma familia de fibrados vectoriais de
dimensao n e grau d parametrizada por M, 4(C), isto é, um fibrado vectorial de
dimensao n sobre C' x M, 4(C'), tal que para cada E € M, 4(C), B se vai restringir a
E em C x{E}. O fibrado de Poincaré goza ainda da seguinte propriedade universal:

Proposicao 9 Seja B um fibrado de Poincaré de dimensao n e grau d. Seja S um
espaco analitico, e € um fibrado vectorial de dimensao n sobre C' x S tal que para
cada s € S, € ox(s) tem grau d. Entao existe uma unica aplicagao f: .S — M, q4(C)
que a cada s faz corresponder € oy sy, tal que (1o x f)*(P) = €® a*R, onde R €
um fibrado vectorial de dimensao n sobre S e a a projec¢ao de C' x S sobre S.

VAl



Sabe-se que o fibrado de Poincaré existe no caso em que n e d sao primos entre
si, ver [LP]. Portanto vamos considerar n e d coprimos.

Temos as projeccoes p : C X M, 4 — Cev:C x M,q— M, Considere-se
I'=D x M,qCCx M, eseja’R o fibrado de Poincaré sobre M, 4 x C.

Considere-se a sucessao exacta de feixes sobre C' x M,, 4
0—=P —->PepOD)— Pr—0

e a sucessao exacta longa de feixes sobre M,, ; das imagens directas associadas a v

0= v B = v (B@pOD) 5 v.(Pr) = BP0

Do teorema de Grauert [H], tira-se que
v (P@p O(D))p = H'(Pp ® O(D)),

v (Bir)e = H (Brp)

R'v.(P@p OD)p = H(E®O(D))
para cada E € M, 4. Deste ultimo isomorfismo sai, como H'(E ® O(D)) = 0,
R'v,. (P @ p*O(D)) =0 e por isso tem-se (*).
Seja agora S um espaco analitico qualquer e seja € uma familia de fibrados

vectoriais de dimensao n e grau d sobre C' parametrizada por S. Sejam 6 : C'x S — §
em:C xS — C projecgoes e ' = D x S. Como antes temos a sucessao exacta

0= 0,8 — 0,(€@70(D)) S 0,(¢r) — R'6,E — 0,

Pela propriedade universal dos fibrados de Poincaré, existe uma tunica aplicagao
f:8— M,4C)eum unico fibrado vectorial F em S tal que (ide x f)*P = ERO*F.

Lema 32 FExistem isomorfismos candnicos entre o nicleo e o conicleo da aplicagao

(@) : [f((B@p O(D))) — f*(v.(B))
e0,E® FE, R0, ® E, respectivamente. Em particular R*0,¢ @ E = f*(R'v,/B).

Dem. Ver [ACGH] pdgina 178. m

No caso em que S ¢ um tnico ponto s, € é um fibrado vectorial de grau d e
dimensao n sobre C' x {s}, f aplica s ao correspondente fibrado & ¢y}, considerado
como fibrado vectorial sobre C, em M, 4(C). Neste caso tem-se pelo lema anterior
que ¢y coincide com .

Assim,

dim v, (Pr @ p*O(D)) = dim H*(Pr @ O(D))
dim H°(E ® O(D))
d+né—n(g—1)
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dim v, (Pr) g = dim H*(Pgp) = dim H*(E)p) 5 no.
(x)h(E) — h°(E © O(D)) + h°(Ejp) — h'(E) = 0 &

sd-n(g—1)—d—nd+n(g—1)+h°(Ep)=0

Definicao 17 Define-se Wf,gl(C’) como sendo a variedade determinantal de ordem
(né—k+d—n(g—1)), a que se chama espago de Brill-Noether para fibrados vectoriais
holomorfos estaveis.

Viu-se que h'(E) > k sse rank(p) < d+nd —n(g — 1) — k. Entao

Supp(W,ﬁ;l(C)) = {F € M, q4(C)|rank(e) <d+nd —n(g—1) — k}
= {E € M,4C)|h°(E) > k}.

Usando resultados sobre variedades determinantais ([ACGH], cap.II), concluimos
que se Wf’gl(C) # () entao tem codimensao

< [d4+né—n(g—1)—d—nd+n(g—1)+k|.[nd —d —nd +n(g—1) + k]
= k(k—d+n(g—1)).

Qualquer componente irredutivel de Wfﬁl(C) vai ter, assim, dimensao
>n*(g—1)+1—k(k—d+n(g—1))

Definicao 18 Como este ultimo nimero é importante define-se o numero de Brill-
Noether como sendo

plg,n,dk—1):=n*(g—1)+1—k(k—d+n(g—1))

em que se supoe que k > d —n(g—1).

DO



I1.2-Espaco Tangente de Zariski de w*;'(¢)

Seja G(k,V') a grassmaniana de subespagos vectoriais de dimensao k do espago
vectorial V.

Em analogia com o caso cldssico dos fibrados linha [ACGH], definimos o seguinte
conjunto:

Definigao 19 Gi ((C) ={(E,V)| E € M,q(C),V € G(k,H(E))}

Observacido 6 G*'(C) pode ser visto como uma subvariedade da Grassmaniana

)

G(k,v.(e @ p*O(D))) sobre M, q4(C).

Vamos escrever G*~! em vez de G*'(C) quando nao for importante mencionar
a curva C.

Definigao 20 Diz-se que o par (E,V), onde E € M,4(C) e V C H(E), é um
Gna' s (B,V) € G5 (C).

Da mesma forma que se definiu o conceito de familia de fibrados vectoriais
parametrizada por um espago analitico, vamos agora definir familias de gﬁ_dl’s também
parametrizadas por um espaco analitico qualquer, e vamos ver que também neste

caso existem fibrados de Poincaré caracterizados por uma propriedade universal.

Definicao 21 Seja S um espaco analitico. Uma familia de gﬁ:il ’s sobre C' parametri-
zada por S consiste em:

(I) Numa familia E de fibrados vectoriais de dimensio n e grau d sobre C
parametrizada por S.

(1I) Num subfeize localmente livre F' de dimensdo k e grau d de o, E, onde a € a
projeccao de C' x S — S, com a propriedade que para cada s € S, o homomorfismo

F®k(s) — H(a (), E® Og-1(5))

¢ injectivo, onde k(s) = 2= € o corpo residual em s € S.

ms

Observagao 7 A propriedade (II) é equivalente a ter que se F @ o*R = (idg X
[)*(B), onde P € o fibrado de Poincaré e f : S — M, 4(C), entdo FF @ R € um
subfibrado vectorial de f*(v.(P @ p*O(D))) (ver lema 2).

Tal como M,, 4(C) parametriza uma familia universal de fibrados vectoriais de di-

mensao n e grau d, vamos agora definir a familia universal de gﬁfil 's que é parametriza-

da por Gy ;' (O).

Definigdo 22 Duas familias (E,F) e (E',F') de gF'’s sobre C' parametrizadas
por um espaco analitico S dizem-se equivalentes se existe um fibrado vectorial R de
dimensao n e grau d sobre S e um isomorfismo tal que E' = E ® o*R e F' pode ser
tdentificado com F @ R através do isomorfismo.
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Definigao 23 Sejac: GZT;(C’) — M, 4(C) a restric¢ao da projec¢ao de G(k, v, (P&
p*O(D))) sobre M, 4(C). A familia universal de gfL;ll 's sobre C' parametrizada por
GZ;ll(C’) € (c*(P),T) onde e € o fibrado de Poincaré e § € a restric¢io a GZ’_dl(C)
do subfibrado universal de G(k,v.(P @ p*O(D))).

A existéncia desta familia universal mostra que G*'(C) tem a propriedade uni-
versal seguinte:

Teorema 14 Para qualquer espaco analitico S e qualquer familia & de gfL;ll ’s sobre
C' parametrizada por S, existe um unico morfismo f de S para Gﬁ;il(C) tal que o

pull-back por idc x f da familia universal parametrizada por Gf;dl(C) € equivalente
a®.

Dem. Seja G = (E,F). Pela propriedade universal do fibrado de Poincaré,
existe um unico morfismo f : S — M, 4(C) e um fibrado vectorial R de dimensdo
n e grau d em S tal que, denotando por o : C' x S — S a projeccao, tem-se
E®a*R = (ide x f)*(P). Ja se viu que F'® R pode ser visto como um subfibrado
de f*(v.(P®p*O(D))) contido em E @ a*R = ker(f*(¢)) (¢ : v«(P @ p*O(D)) —
v«(Pr)).(ver obs.2)

Pela propriedade universal do subfibrado universal da Grassmaniana, FF @ R € o
pull-back deste via uma unica sec¢ao de G(k, f*(v.(P ® p*O(D)))) = G(k,v.(P ®
p*O(D))) X, .S sobre S. Esta secg¢do corresponde a um tinico morfismo de espagos
analiticos sobre M, 4(C)

S — Gk, v.(Pep O(D)))

que se factoriza através da inclusao Gf;dl(C') C G(k,v. (P ®p*O(D))), pois F @ R
¢ anulado por f*(¢). m

Sejaw € Gf;dl(C ), este vai corresponder a ter um fibrado vectorial E de dimensao
n e grau d sobre C', mais um subespaco de dimensao k, W, de H°(E). Sabe-se que

T.(Gyg (C)) = Hom(Spec(Cle]), (G g (C),w))

onde Cle] = ((Cz[g, o anel dos nimeros duais. Tw(Gfl:il(C)) é o conjunto dos morfis-
mos de espagos analiticos entre Spec(Cle]) e GfLTdI(C’), que envia o tnico ponto de
Spec(Cle]) para w.

Do teorema sai que Tw(Gifdl(C)) ¢ o conjunto das classes de equivaléncia de
familias de gﬁ;ll’s sobre C' parametrizadas por Spec(Cle]) que se restringem a (E, W)

em C. A tais familias chamam-se deformagoes de primeira ordem de (E,W).

Tem-se a sucessao exacta
0 — T(cH(E)) = Tu(Gy /(€)= Tp(M,a(C)),

onde ¢ }(E) = G(k, H'(E)). Entao kerc, = T,(c"Y(E)) = Tw(G(k, H'(E))) =
Hom(W, H(;(,E))

Vamos agora caracterizar as deformagoes de primeira ordem de (E, W), em ter-
mos do espago tangente de M, 4(C) em E, que é isomorfo a H'(EndFE). Descreve-

mos os elementos destes espacgos de cohomologia como cocadeias de Cech, verificando
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certas relagoes de cociclo, como descrito em [Gu]. Supondo que E tem {g;;},{U;}
como funcoes de transicdo e cobertura, respectivamente, seja E' uma deformacao
de primeira ordem de E. Tal deformagao correspondera a um fibrado vectorial com
funcoes de transicao dadas por:

Gij = 9i5(1 +€dy;)

Para os g;; satisfazerem a equagao de cociclo tem-se necessariamente que gy;®;;gjx +
¢ = ¢y~ E portanto ¢;; representam um elemento de H'(EndE).

Uma secgao holomorfa s € H°(E) é dada por uma coleccao {s;} de fungoes, com
s; € I'(U;, Oc¢) tal que s; = g;;5; em U; NU;. Uma extensao de s a uma seccao de E’
¢ dada localmente por 3; = s; + €s], onde §; é uma secgao de £’ e entao 5; = §;;35;.
Mas isto é equivalente a que ¢;;s; = g;s; — sj em U; N U;. Assim se definirmos
Vi = ¢;;85, ¥;; define um cociclo em H(E), que vamos designar por ¢.s. Assim
obtemos uma aplicagao H'(EndE) ® H°(E) — H'(E) que ao par (¢, s) associa ¢.s.
Note-se que g;;5;— s ¢ o cobordo 08’ onde s' = {s;}, com s; € CO({U;}, E). ' = {s}}
representa uma seccao de E sse gj;s; — s = 0, isto é, sse ¢.s = 0. Portanto s +¢s’ é
uma sec¢ao da deformacao de primeira ordem de E se ¢.s = 0.

Concluimos entao:

Lema 33 Dado E € M, 4(C) e uma sec¢io s de E, o conjunto dos vectores tan-
gentes

¢ € Te(M, 4(C)) = H'(EndE)

tais que s pode ser estendida a uma sec¢ao da correspondente deformagao de primeira
ordem de E € dado por

{¢p € H(EndE) : ¢.s =0 em H'(E)}.
Proposicao 10 (1) Qualquer componente de Gﬁjdl(C’) tem dimensdo

(II) Seja w € GfL:il(C), a que corresponde um fibrado vectorial E de dimensdo

n e grau d e um subespaco W com dimensdio k de H°(E). Entdo temos a sucessio

exacta
H°(E)

0 — Hom(W, ) = Tu(Gr g (C) = Te(Maa(C))

onde Imc, ={¢ € H'(EndE) : $.W =0 em H'(E)}.

Dualmente Im ¢, = Im(pg )", onde pgy - W@ HY(K ® E*) — H(K ® EndE)
(morfismo de Petri).

(111) dimTw(Gﬁ’_dl(C’)) = p(g,n,d, k—1)+dim(ker g yy,). Em particular, Gﬁ’_dl(C)
€ nao singular com dimensao p em w sse ker pigy, = 0.

Dem. (I) Se k> d—n(g—1), jd foi provado na sec¢do anterior.
Se k < d—n(g—1), entao por Riemann-Roch h°(E) > d —n(g — 1) > k.
Tem-se assim que a aplica¢ao
Gri(C) —  M,a(C)
(E,W) +— E
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¢ sobrejectiva. A fibra sobre um ponto E € M, 4(C) é G(k, H'(F)).

dim G(k, H(E)) = k(h°(E) — k) > k(d—n(g—1) — k).

R—R

Entao
dimeL;il(C’) >n?(g—1)+1+k(d—n(g—1)—k) =p.

(I11) Jd foi provado com excepgao de Tme, = Im(pgyw)*. pow € a restricgio a
W @ H(K ® E*) do chamado morfismo de Petri p, : H'(E) ® H'(K @ E*) —
H°(K ® EndE) definido pela multiplicagao de sec¢oes. Consideremos a dualidade
de Serre e denotemos por (.,.) o par definido pela dualidade entao tem-se

W =0 (¢, (s @1)) = (¢.5,7) =0,Vs € W,r € H(K @ E*).
(I11)

dimT,,(GE(C)) = dimG(k, H(E)) + dimImec,
= k(h"(E) — k) +n*(g — 1) + 1 — dim(Im sty )
k(h°(E) — k) +n*(g— 1) + 1 — kh’(K @ E*) + dim(ker 11 /)
= n’(g—1)+ 1+ k(h°(E) — k — h°(K @ E*)) + dim(ker p /)
= n’(g—1)+1+k(d—n(g—1) — k) + dim(ker 11 )
= p+ dim(ker pg ).

Estamos agora preparados para determinar os espagos tangente a Wf;l(C’).

Proposigao 11 (1) Seja E € W) ;" (C)\W} ,(C) (entio por R-R, k > d—n(g—1)),
0 espago tangente a Wrﬁgl(C) em I é

Tp(Wag'(C)) = (Im prg) ™

Entao WT’Z;I(C') é nao singular com dimensao p em E sse g € injectiva.

(1I) Seja E € W} ,(C), entao Tg(W} (C)) = Te(M,4(C)). Em particular, se
Wf,gl(C) tem dimensio p ek <d—n(g—1) (p<n*(g—1)+1 ) entao E é um
ponto singular de W:gl((}’).

Dem. (1) Segue da proposi¢ao anterior (1) tendo em conta que a aplicag¢do
c: GrMC) — WY HC) € birregular fora de WE ,(C).

(11) Wf};l(C) € localmente o pull-back via uma aplicacio ¢ de um aberto de
M, 4(C) para a variedade M (s,m) das matrizes sxm, da subvariedade M,(s, m) das
matrizes de dimensio no mdzimo v. E € W (C) significa que Y(E) € M,_1(s,m).
Sabe-se que se A € M,_1(s,m), Ta(M,(s,m)) = Ta(M(s,m)) [ACGH],cap.2. Entao

Te(Wag' () = . Ty (M (s, m)))

VL Ty (M(s,m))) = Te(My.a(C)).



[1.3-A Zona de Brill-Noether

Seja C' uma curva de género g > 2.

Quere-se nesta seccao definir uma regiao onde o problema de Brill-Noether, que
consiste em saber para que valores de n (dimensao), d (grau), k (n°de secgoes) e g
os espacos de Brill-Noether, W,’;;l(C), sao nao vazios, € nao trivial.

Vamos comegar por provar uma generalizagao do teorema de Clifford para fibra-
dos linha.

Teorema 15 (Clifford) Seja E um fibrado semiestdavel com dimensao n, grau d e
0 < u(E) <29 —2 sobre uma curva. Entao

RY(E) < n+ g
Dem. Vai-se provar por inducao em n.
Para n =1 o resultado € cldssico e estd demonstrado em [H], [GH] e outros.
Para n > 2, por Riemann-Roch, h°(E) — h*(E) =d —n(g — 1)
se h°(E) =0 € imediato
se h'(E) = 0 entdo h°(E) = d—n(g —1). Temos £ <29 -2 L <g—1,
assim

logo

Podemos entao assumir que h°(E) >0 e h'(E) > 0 (E € especial).

Seja E1 um subfibrado de E com declive maximal e seja Fy = Eﬂl FE; e Ey sao
semiestdveis. Pela semiestabilidade de E tem-se

p(Er) < p(E) <29 —2= p(Er) <29—2

p(E2) = 0.
Este altimo porque se p(Ey) < u(E) entao 0 < pu(E) < u(E2) pois

dy + ds <@@é<d1+d2

ny+ng  No N1 N+ Na

com n; = rk(E;), d; = deg(E;), i = 1,2. Como h°(E) > 0, E tem um subfibrado de

grau ndo negativo e entao p(E;) > 0. Como h'(E) > 0, entio h°(K @ E*) > 0 e

assim p(K @ E3) > 0, logo u(Es) < 2g—2. Aplicando a hipdtese de indugao tem-se
dy

d
hO(Eg)Sng—l—?Q:n—nl%—?

w(E) < p(Er) < < p(Br) < p(E)

d
(B < ny + 51

A



Assim

d d

W(E) = hD(E2)+h0(E1)gn—n1+§+n1+§1=
B dy + dy d
= o =Nty

|
Definem-se os nimeros A = % e = %, 0s quais vao ser uteis na determinagao
da zona de Brill-Noether e, em particular, na sua representacao grafica.

Proposigao 12 (I) Sed <0 ek >0, W,’fﬁl(C’) =0.
(II) Se k <0, Wi H(C) = M, ().
(III) Recta de Riemann-Roch: =X+ g —1
(a) Se p >X+g—1, W:QI(C') = M, 4(C).
(b) Sep>29g—2epu<i+g-—1, Wfﬁl(C’):@.
(IV) Recta de Clifford: p =2\ —2 e 0 < pu <29 — 2.
Se i < 2X\ — 2 entio W1 (C) = 0.

Dem. (I) e (II) sdo triviais.
(III) (a) p > N+ g —1. Seja E € M, 4(C),

d _ k

—>—4+g9g—-1d>k+n(g—1) e k<d—n(g—1) < hO(E).
n-n R-R

Logo h°(E) > k e assim E € Wfﬁl(C’).

(b) Seja E € Wr,'(C), h°(E) > k.
deg(K @ E*) = (29 —2)n—d <0
porque ¢ > 29 —2 < d > n(2g —2). Logo h*(E) = h°(K ® E*) = 0.
Entdo por Riemann-Roch, h°(E) =d —n(g—1) > k & % —(g—1)> % S

A+ g — 1. Absurdo! Logo Wi;l(C') = 0.
(1V)

v

d k
PW<22-2&& —<2—-2&d<2k—2n.
n n

Seja E € WrH(C), entio h°(E) > k.

d d d
§<k—n<:>k>§+n:>h0(E)>§+n

absurdo, pelo teorema de Clifford.

Logo WY HC)=0. m

Recordemos o ntimero de Brill-Noether p = p(g,n,d,k — 1) = n*(g — 1) +1 —
k(k—d+n(g—1)).
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Vamos escrever a condi¢ao p > 1 nas novas variaveis p e A :

p > 1@n2(g_1)—k(k;—d+n(g—1))ZOd, e
ividir por n2
k k d

& g-1l—-—(-—=—+9g-1)>0%
nn n

S g-1-MA—p+g-1)>0&
& g-MA-p+g-1)>1epglipr-1)>1

Definigao 24 Define-se p = p(g,1,u, A — 1) — 1 e chama-se a curva com equagdao
p =0 curva de Brill-Noether.

Esta curva representa a fronteira da regiao onde se espera que os espagos de
Brill-Noether tenham dimensao positiva.

Podemos entao construir a seguinte regiao limitada pelas rectas de Riemann-
Roch e de Clifford, pelos eixos positivos e pela recta yu = 2g — 2:

Zona de Brill-Noether

A parte interessante é a regiao pentagonal que estd sombreada na figura a que
se chama regiao de Brill-Noether, fora desta regiao o problema de Brill-Noether é
trivial, isto é, os espagos de Brill-Noether ou sao vazios ou sao iguais ao espaco
moduli. Vamos denotar esta regiao por P.
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Pela proposicao anterior conclui-se que por baixo e a direita de P, Wfﬁl(C’) =
M, 4(C) e acima a esquerda de P, Wfﬁl(C) = (). Assim a parte importante a
estudar vai ser a zona P.

Simetria de Serre

Se para um ponto de coordenadas (y = %, A= %) existe um fibrado estédvel com
dimensao n e grau d possuindo k seccoes globais independentes, usando o Teorema
de Riemann-Roch e a Dualidade de Serre tem-se

W(K @ E*) = h(E) +n(g—1) —d

Entao K ® E* vai ser um fibrado estével que corresponde ao ponto (29 — 2 — u, A +
g — 1 — ). Isto vai dar uma simetria em P com eixo de simetria dado pela recta

p=g-1
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[1.4-Alguns espacos de Brill-Noether vazios

Assume-se que o fibrado vectorial £ tem dimensao n > 2 e que se E ¢ estavel
entdo u(E) < 1 ou se E é semiestavel entao u(E) < 1. Vamos escrever W:Z;l =

Wf;l(C), onde C' é uma curva algébrica projectiva de género maior ou igual a 2.

Para fibrados vectoriais semiestéveis define-se o conjunto WYIf’;l(C) = {F €

M, 4(C)| h(Gr(E)) >k} (onde Gr(E) é o fibrado graduado associado a E definido
nos preliminares), a que se pode dar, também, uma estrutura de variedade algébrica.
No caso em que n e d sao primos entre si este espaco ¢ igual a Wf;l(C’) cuja
construcao foi feita na seccao I1.1, no caso geral usa-se a teoria dos invariantes
geométricos de Mumford, que nao é abordada neste trabalho, para dar a estrutura
de variedade algébrica.

Proposicao 13 Seja E um fibrado estdvel de grau d, 0 < d < n (ou fibrado
semiestdvel com 0 < d < n) e h°(E) > k > 0. Seja V um subfibrado de E ger-
ado por k secgoes globais independentes de E. Entao V é um fibrado trivial de
dimensao k.

Dem. Temos a sucessao exacta

O—>V—>E—>F:§—>0

Se V' nao € trivial, entdo existe s € H°(E) tal que deg(s) > 0 logo deg[s] > 0 e
wu([s]) > 1. [s] € um subfibrado de E e u(E) < 1. Absurdo! Entao V = I;. =

Observacao 8 1) A proposi¢dao implica que para qualquer E € Wfﬁl, 0<d<n, E

pode ser representado como uma extensao da forma (*)0 — I, - E — F = % — 0.

Da mesma forma, todo o ponto de Wf};l, 0 < d < n tem um representante E que
pode ser representado de maneira andloga.

2) Sed >0 eE € estdvel oud > 0 e E € semiestdvel entio h°(E*) = 0. Ezcepto
no caso d =0 e E semiestdvel pode-se assumir que h°(F*) = 0 na sucessdao (*), pois
F* ¢ um subfibrado de E*.

Teorema 16 W' =0 para d >0, n > d+ (n—k)g e para d = 0.
W,’Z;l:@pamd>0,n>d+(n—k)g epara d=0, k > n.

Dem. Todo o ponto de Wfﬁl pode ser representado como um fibrado E da

forma

E
(*)O—>]k—>E—>F:[——>O
k

Entao W:&l =0sek>nouk=ned>0. Sed=0, (*) contradiz a esta-
bilidade de E logo W:f’;l = (0. Supor k <n ed>0. As extensoes do tipo (*)

sao classificadas pelos elementos do espaco vectorial H = @k HY(F™), isto €, os
k-uplos (e1, ...,ex) com e; € H'(F*). Duas extensoes sao isomorfas se 0s correspon-
dentes pontos estao na mesma orbitra da ac¢ao de GL(k) em H. Se eq,...,ex sao
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linearmente independentes, podemos supor usando esta ac¢ao que e = 0, entdo a
extensao tem um splitting parcial que da O como parcela directa de E, o que vai
contradizer a estabilidade de E, pois um fibrado estdvel é indecomponivel. Como
hY(F*) = 0 pelo Teorema de Riemann-Roch tem-se h'(F*) = d + (n — k)(g — 1),
entdo ey, ..., e sao necessariamente independentes se k > d+ (n—k)(g— 1), isto é,
sen>d+(n—k)g. m

Terminamos com um resultado sobre extensoes que surge naturalmente como
consequencia do teorema anterior.

Corolario 7 Seja F' um fibrado vectorial firo de dimensio n — k e grau d com
hY(F*) = 0. Entdio se n < d+ (n—k)g, as extensoes 0 — I;, - E — F = % — 0
com parcelas nao triviais sao classificadas a menos de automorfismo de I, por uma
variedade de dimensdo k(d+ (n — k)g —n).

Dem. As extensoes desta forma sao classificadas por G(k, H'(F*)) cuja di-
mensao € iqual a

k(WY F*)—k) = k(d+(n—k)(g—1)—k)
= k(d+(n—k)g—n).
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