
Resumo

Tendo como motivação uma observação feita em [2] (Teorema 4) por M. Atiyah, o objectivo
deste trabalho foi descrever a construção de uma fibração F sobre a Variedade de Picard de
uma Superf́ıcie de Riemann X, com fibra sobre L ∈ Pic(X) dada pelo espaço das classes de
equivalência de certas extensões de L. No caso dos fibrados não estáveis usámos como princi-
pal referência o livro de Gunning [5], e para o caso dos fibrados semi-estáveis de dimensão 2
e determinante trivial sobre uma superf́ıcie de género 2, o artigo de Narasimhan e Ramanan
[10]. Neste último caso pode-se mostrar que F é de facto um fibrado vectorial sobre J1, com
fibra em cada L dada pelo espaço das extensões de L por L−1.
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Introdução

Neste trabalho estudamos Fibrados Vectoriais Holomorfos sobre Superf́ıcies de Riemann com-
pactas ou curvas algébricas não singulares. Estes são objectos geométricos bastante conhe-
cidos e para os quais já foi estudado o problema da classificação. Em particular, são bem
conhecidos alguns espaços moduli, por exemplo o chamado moduli de fibrados semi-estáveis
de dimensão r e grau d sobre uma Superf́ıcie de Riemann X. O conceito de Extensão aparece
em vários contextos, nomeadamente quando se consideram sequências exactas de objectos
Algébricos. Neste caso as extensões vão ser sequências exactas curtas de fibrados, ou equiva-
lentemente dos feixes localmente livres das secções desses fibrados. A nossa perspectiva será
usar este tipo de Extensões para obter informação sobre os fibrados.

O ponto de partida foi um resultado enunciado por Michael Atiyah em [2], segundo o
qual se poderia definir um fibrado vectorial F sobre a Variedade Jacobiana de uma curva
algébrica X, em que cada ponto corresponderia a uma extensão de um fibrado linha L ∈
Jac (X). Este fibrado F , quocientado com uma relação de equivalência conveniente, teria
um subconjunto em correspondência biuńıvoca com o conjunto das classes de isomorfismo
dos fibrados indecompońıveis sobre X com dimensão m e grau d.

O primeiro objectivo foi então conhecer a correspondência a estabelecer entre o conjunto
das classes de equivalência de extensões de um determinado fibrado linha e o conjunto das
classes de isomorfismo de fibrados vectoriais holomorfos sobre X. Estudamos apenas os fibra-
dos de dimensão 2.

No primeiro caṕıtulo são apresentados os objectos em causa no caso geral (dimensão m)
e alguns dos resultados que estabelecem entre eles relações de alguma forma naturais. A
partir do momento em que é definido o conceito de Extensão passamos a estudar apenas a
dimensão 2. Introduzimos também o conceito de Estabilidade de um fibrado vectorial. Será
fundamental na obtenção do resultado mais relevante deste caṕıtulo de acordo com os nossos
objectivos - uma correspondência biuńıvoca entre o conjunto PH1

(
X,L2ξ−1

)
que classifica

classes de equivalência de extensões do fibrado linha ξL−1 por um subfibrado L , e o conjunto
dos fibrados não estáveis com determinante fixo ξ que têm o fibrado linha L núcleo dessa
extensão como subfibrado maximal. Nesta fase serviram de referência os artigos [1], [2] e o
livro [5]. Houve uma tentativa de uniformizar e actualizar as notações utilizadas.

No segundo caṕıtulo estudamos o caso dos fibrados semi-estáveis com determinante trivial.
Neste caso o conjunto PH1

(
X,L−2

)
que vai classificar extensões de L ∈ J1 por L−1 aparece

como instrumento fundamental no estudo da subvariedade S de USS (2, 0) (classes de S-
equivalência de fibrados semi-estáveis de dimensão 2 e grau 0 sobre X), constitúıda pelos
fibrados semi-estáveis de determinante trivial, no caso em que X tem género g = 2. Depois
de introduzir o conceito de divisor, naturalmente associado ao de fibrado linha, seguir-se-ão
uma série de resultados apresentados em [10] com o objectivo de mostrar que S é isomorfa
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a um espaço projectivo, interpretado como o sistema linear associado ao divisor 2Θ em J1.
Em particular construimos um fibrado sobre J1, que denotaremos por F com fibra sobre ξ
dada por H1

(
X, ξ−2

)
. Esta construção é feita na proposição 75 seguindo a referência [10],

mas por ser um resultado particularmente relevante, procurámos explicá-lo detalhadamente.
Ao contrário do que foi obtido no 1ocaṕıtulo para os fibrados instáveis, neste caso, fixado

um subfibrado linha ξ−1 de E, com ξ ∈ J1, obtem-se apenas uma sobrejecção entre o fibrado
projectivo P (F ) sobre J1, cuja fibra é dada por PH1

(
X, ξ−2

)
e a variedade S. No entanto,

o facto de qualquer fibrado de dimensão 2 e determinante trivial sobre uma superf́ıcie de
Riemann de género g poder ser, a menos de S−equivalência, dado como extensão de um
fibrado linha de grau g − 1 (teorema 58) sugere a possibilidade de usar as extensões como
instrumento na classificação de fibrados. Tanto quanto sabemos, a imagem inversa de uma
classe de S−equivalência pela sobrejecção estabelecida não é conhecida.

O facto de os mesmos autores de [10] terem publicado mais tarde o artigo [11] dedicado
a um estudo análogo mas para superf́ıcies de Riemann de género g = 3 despertou a curi-
osidade de saber se teriam recorrido a um fibrado projectivo sobre J2 com fibra dada por
PH1

(
X,L−2

)
, L ∈ J2, para fazer o estudo da variedade S. No entanto, e apesar de áı terem

sido generalizados para qualquer género alguns dos resultados que permitiram estabelecer o
isomorfismo do caso g = 2, neste artigo os autores usam também, analogamente ao que ti-
nham feito na proposição 75 de [10] uma sequência exacta de fibrados sobre J1 na construção
do fibrado que desenpenha o papel de F , que vem a ser também um fibrado sobre J1. Pro-
curámos então concluir este trabalho com algumas reflexões sobre uma posśıvel generalização
da construção feita em [10], dando relevância às dificuldades que surgem na passagem do
caso estudado ao caso geral.
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Caṕıtulo 1

Fibrados Vectoriais Holomorfos

sobre Superf́ıcies de Riemann

1.1 Definições

Definição 1 Um fibrado vectorial holomorfo de dimensão m sobre a superf́ıcie de Riemann
X é uma variedade complexa E com uma projecção holomorfa π : E −→ X que verifica:
· ∀p ∈ X, π−1 (p) é um espaço vectorial complexo de dimensão m.
· Para cada p ∈ X existe uma vizinhança U e uma aplicação holomorfa ϕ

U
, a que

chamamos trivialização, tal que o seguinte diagrama é comutativo

π−1 (U)
ϕU−→ U × C m

↘ ↙

U

Definição 2 Uma secção holomorfa de um fibrado vectorial E é uma aplicação holomorfa
s : X → E que verifica π ◦ s = IdX . Localmente, ou seja, composta com uma trivialização
ϕ

U
: π−1 (U) −→ U × C m, s fica definida por uma aplicação

ϕ
U

(s) : U −→ U × C m

p 7→ (p , s
U

(p))
em que sU : U −→ Cm é uma função vectorial holomorfa.

Considerando uma cobertura aberta U = {Uα} de X, o fibrado E fica definido por funções
de transição holomorfas φαβ : Uα ∩Uβ → Gl (m,C) tais que ϕ

Uα
◦ ϕ−1

Uβ
(p, v) =

(
p, φαβ (p) v

)
.

Além disso, para cada p ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ tem-se a condição de cociclo φαβ (p)φβγ (p) =
φαγ (p) . Podemos então usar elementos Φαβ ∈ Gl

(
m,OUα∩Uβ

)
tais que Φαβ (p) = φαβ (p) se

p ∈ Uα ∩ Uβ, para definir E.
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Definição 3 R é um pré-feixe de anéis sobre um espaço topológico X se, para cada aberto
U de X, R (U) for um anel e, sempre que V ⊂ U forem abertos de X, a aplicação restrição
ρU

V : R (U)→ R (V ) que verifica
• ρU

U = idR(U)

• W ⊂ V ⊂ U =⇒ ρU
W = ρV

W ◦ ρU
V

for um homomorfismo de anéis.
Os elementos de R (U) chamam-se secções de R em U.

Definição 4 R é um feixe de anéis sobre um espaço topológico X se for um pré-feixe e se,
para cada aberto U de X e {Ui} cobertura aberta de U, satisfaz o axioma de feixe, ou seja:

Dados si ∈ R (Ui) tais que ρUi
Ui∩Uj

(si) = ρ
Uj

Ui∩Uj
(sj) para quaisquer i, j,

então existe uma única secção s ∈ R (U) tal que ρU
Ui

(s) = si ∀i

Exemplo 5 Se X for uma superf́ıcie de Riemann, os anéis O (U) = {f : U → C holomorfa}
com U aberto de X, constituem o feixe de anéis O.

Definição 6 As fibras Rp do feixe de anéis R são os anéis constituidos pelas classes de
equivalência para a relação entre secções s ∈ R (U) e t ∈ R (V ) dada por:

s ∼ t se existe W ⊂ U ∩V tal que p ∈W e ρU
W (s) = ρV

W (t)

Consideremos um feixe de anéis R e um feixe de grupos abelianos S sobre um espaço
topológico X e sejam τ : R → X e π : S → X as respectivas projecções. Olhando para
R apenas como feixe de grupos abelianos, tem-se que R× S tem a estrutura de um feixe
de grupos abelianos sobre X × X com projecção dada por τ × π : R× S → X × X. A
restrição deste feixe à diagonal X ⊂ X × X é então um feixe de grupos abelianos sobre X
que designaremos por R ◦ S .

Definição 7 Seja R um feixe de anéis.
Um feixe de grupos abelianos S é um feixe de R - módulos se existir um homomorfismo

de feixes R ◦ S → S tal que, para cada p ∈ X a aplicação induzida nas fibras Rp×Sp→ Sp

define em Sp uma estrutura de Rp- módulo.

Para cada U ⊂ X tem-se (R ◦ S) (U) ' R (U)× S (U) , logo o homomorfismo de feixes
atrás referido define em S (U) uma estrutura de R (U)− módulo.

Definição 8 Um feixe de R - módulos isomorfo ao feixe Rm = R⊕...⊕R chama-se feixe

livre de dimensão m.

Definição 9 Se U = {Uα} for uma cobertura aberta de X e os feixes restrição F |Uα forem
feixes livres de dimensão m então F é um feixe localmente livre.

Seja O(E) o feixe das secções holomorfas do fibrado E.
O(E) é naturalmente um feixe localmente livre de O - módulos.
Se U = {Uα} for uma cobertura aberta de X, para cada Uα vai existir um isomorfismo

φα : O(E)|Uα −→ Om
Uα

s|Uα 7−→ sα

, com sα := sUα
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Os isomorfismos φαβ = φα ◦ φ −1
β : Om

Uα∩Uβ
−→ Om

Uα∩Uβ
verificam a condição:

φαβφβγ = φαγ em Om
Uα∩Uβ∩Uγ

(1.1)

e podemos representá-los matricialmente por Φαβ ∈ Gl
(
m,OUα∩Uβ

)
.

Ora, sendoO o feixe das funções holomorfas emX , {Gl (m,OU )} é um pré-feixe de grupos
não abelianos para m > 1. Consideremos então o seu feixe associado que representaremos por
Gl (m,O) . Vamos chamar um 1−cociclo a uma colecção de elementos Φαβ ∈ Gl

(
m,OUα∩Uβ

)
que verifica a condição:

Φαβ (p) Φβγ (p) = Φαγ (p) para cada p ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ .

Considerando uma cobertura aberta U = {Uα} da superf́ıcie de Riemann compacta X,
denota-se por Z1 (U ,Gl (m,O)) o conjunto dos 1− cociclos para a cobertura U . Então, por
(1.1) cada fibrado vectorial holomorfo E sobre X pode ser representado por um 1 − cociclo
(Φαβ) ∈ Z1 (U ,Gl (m,O)) .

Dois cociclos (Φαβ) e (Ψαβ) dizem-se equivalentes se existirem matrizes Θα ∈ Gl (m,OUα)
tais que

Ψαβ (p) = Θα (p) Φαβ (p) Θ−1
β (p) para cada p ∈ Uα ∩ Uβ .

Denotaremos o conjunto das classes de equivalência para esta relação por H1 (U ,Gl (m,O)) .

Por outro lado, considerando dois fibrados isomorfos E e E′ representados respectivamente
por (Φαβ) e (Ψαβ) , vão existir isomorfismos locais θα : Om

Uα
−→ Om

Uα
cuja representação

matricial Θα ∈ Gl (m,OUα) verificará a condição: Ψαβ = ΘαΦαβΘ−1
β . Assim, o iso-

morfismo de fibrados é dado por uma relação de equivalência idêntica à dos cociclos. Resta
verificar que esta não depende da escolha da cobertura aberta U .

Se considerarmos uma outra cobertura V deX que resulte de um refinamento da cobertura
U , ou seja de uma aplicação i : V → U tal que Vα ⊂ i (Vα) para cada Vα ∈ V , ela vai induzir
uma outra aplicação i : Z1 (U ,Gl (m,O)) → Z1 (V,Gl (m,O)) em que a imagem do cociclo
(Φαβ) é o cociclo i (Φ)VαVβ

= ραβΦi(Vα)i(Vβ) com ραβ a aplicação restrição a Vα ∩ Vβ. È
simples verificar que i aplica cociclos equivalentes em cociclos equivalentes e portanto induz
uma aplicação

i∗ : H1 (U ,Gl (m,O))→ H1 (V,Gl (m,O))
Resulta também que para dois refinamentos i e j de U vem i∗ = j∗. Estabelecendo então

uma relação de ordem no conjunto de todas as coberturas de X em que V < U significa que
V é um refinamento de U , vem que i∗ fica uma aplicação bem definida sempre que V < U .
Introduz-se então o conjunto H1 (X,Gl (m,O)) =dir.limU H

1 (U ,Gl (m,O)) .
Assim, o conjunto das Classes de isomorfismo de Fibrados Vectoriais Holomorfos

de dimensão m sobre a superf́ıcie de Riemann X fica em correspondência biuńıvoca
com o espaço de cohomologia:

H1 (X,Gl (m,O))

Aproveitamos agora para descrever também os grupos de cohomologia Hq (X,O(E)) para
os quais usaremos a notação simplificada Hq (X,E) .
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Consideremos uma cobertura aberta suficientemente fina U = {Uα} de X.
Usando a notação Uα0...αq para as intersecções Uα0 ∩ ...∩Uαq , recordemos que um cociclo

f ∈ Zq (U , E) é dado por uma colecção de funções fα0...αq
∈ Γ

(
Uα0...αq , E

)
tais que

q+1∑
j=0

(−1)j f
α0...

a
αj...αq+1

(p) = 0 sempre que p ∈ Uα0...αq+1 (1.2)

A secção fα0...αq
pode ser identificada com um elemento do módulo Γ

(
Uα0...αq ,Om

)
através

do isomorfismo O(E)|Uα

φα' Om
Uα

, sempre que Uα0...αq ⊂ Uα. Sendo zα a aplicação coordenada
de Uα ⊃ Uα0...αq , vamos denotar esse elemento por f̃α0...αq

= fα0...αq
(zα) e reescrever a

condição de cociclo (1.2) como uma condição para funções complexas anaĺıticas

q+1∑
j=0

(−1)j f̃
α0...

a
αj...αq+1

(p) = 0 , com p ∈ Uα0...αq+1 (1.3)

Para uma diferente escolha de coordenada zβ em Uβ ⊃ Uα0...αq temos a relação
fα0...αq

(zβ (p)) = Φβα fα0...αq
(zα (p)) se p ∈ Uα0...αq ⊂ Uα ∩ Uβ

Usemos então a identificação O(E)|Uαq+1

φαq+1' Om
Uαq+1

dada pela vizinhança coordenada

Uαq+1 ⊃ Uα0...αq+1 e a relação entre coordenadas fα0...αq

(
zαq+1

)
= Φαq+1αq fα0...αq

(
zαq

)
para

escrever 1.3 na forma
q∑

j=0
(−1)j f̃

α0...
a
αj...αq+1

(p) + (−1)q+1 Φαq+1αq f̃α0...αq
(p) = 0

sendo a respectiva condição de cobordo dada por(
δf̃
)

α0...αq+1

(p) =
q∑

j=0
(−1)j f̃

α0...
a
αj...αq+1

(p) + (−1)q+1 Φαq+1αq f̃α0...αq
(p)

Em particular, podemos descrever o grupo H1 (X,E) , em termos de um 1 − cociclo

representativo (Φαβ) ∈ Z1 (U ,Gl (m,O)) , como sendo dado por funções complexas anaĺıticas
fαβ : Uα ∩ Uβ → Cm que verificam

fβγ (p)− fαγ (p) + Φγβ (p) fαβ (p) = 0 se p ∈ Uαβγ = Uα ∩ Uβ ∩ Uγ (1.4)

Usaremos a notação hi (E) = dimH i (X,E) .

Exemplos de construções com fibrados vectoriais e respectivos cociclos representativos:

1. Se E1 for representado por
(
Φ1αβ

)
e E2 por

(
Φ2αβ

)
, a soma directa E1 ⊕ E2 vem

representada por (Ψαβ) com

Ψαβ =

 Φ1αβ
0

0 Φ2αβ


2. Se E for representado por (Φαβ) ∈ Z1 (X,Gl (m,O)) , se F for um subfibrado

de E representado por (Ψαβ) ∈ Z1 (X,Gl (k,O)) e G o fibrado quociente E�F
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representado por (Ωαβ) ∈ Z1 (X,Gl (m− k,O)) então E é extensão de F por G e

Φαβ =

 Ψαβ Λαβ

0 Ωαβ

 , com Λαβ ∈Mk,m−k

(
OUα∩Uβ

)

3. Se E for representado por (Φαβ) ∈ Z1 (X,Gl (m,O)), o fibrado linha detE vem
representado por

(
ξαβ

)
∈ Z1 (X,Gl (1,O)) = Z1 (X,O∗) em que

ξαβ = detΦαβ

Definição 10 Um fibrado vectorial E diz-se decompońıvel se se puder escrever como soma
directa de subfibrados: E = E1 ⊕ E2 ⊕ . . .⊕ Ek

Definição 11 Para L fibrado linha sobre X a sua primeira classe de Chern c1 (L) é a imagem
de L pelo morfismo de bordo H1 (X,O∗) δ−→ H2 (X,Z) associado à sequência exacta curta

0 −→ Z −→O −→ O∗ −→ 0

Pelo Teorema de de Rham H∗ (X,R) ' H∗
DR (X) e portanto c1 (L) é um elemento de H2

DR (X)
usando a aplicação natural H2 (X,Z) −→ H2

DR (X).

Definição 12 O grau de E é o número inteiro definido por :

degE = deg (detE) =
∫

X
c1 (detE) ∈ Z

onde c1 é a primeira classe de Chern do fibrado linha detE.

Enunciaremos sem demonstração três teoremas fundamentais na teoria dos fibrados vec-
toriais holomorfos sobre superf́ıcies de Riemann:

Teorema 13 (Riemann-Roch para fibrados vectoriais)
Se X for uma superf́ıcie de Riemann compacta de género g e E um fibrado vectorial

holomorfo de dimensão m sobre X tem-se
h0 (E)− h1 (E) = degE +m (1− g)

Teorema 14 (Dualidade de Serre)
Seja K o fibrado canónico das 1-formas sobre X superf́ıcie de Riemann, então tem-se

H1 (X,E)∗ ' H0 (X,K ⊗ E∗)

Teorema 15 (Teorema B de Serre)
Se L for um fibrado linha positivo (degL > 0) sobre X e E um fibrado vectorial holomorfo

de dimensão m sobre X existe k0 tal que
H1
(
X,E ⊗ Lk

)
= 0 ∀k ≥ k0

Observação 16 Em [4](p.161) é feita uma estimativa de k0 para variedades de Kähler
usando a curvatura associada à métrica de L e os isomorfismos das cohomologias harmónica,
de Dolbeault e de Čech H0,1 (E) ' H0,1

∂
(E) ' H1 (X,O (E)).
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1.2 Redução do Grupo de Estrutura

O resultado seguinte é determinante no tipo de cociclo representativo que vamos obter para
cada fibrado vectorial holomorfo sobre uma superf́ıcie de Riemann X e será demonstrado com
base nos dois lemas que se lhe seguem.

Teorema 17 Qualquer fibrado vectorial holomorfo de dimensão m>1 sobre X tem um sub-
fibrado linha.

Lema 18 Qualquer fibrado vectorial holomorfo sobre X tem uma secção meromorfa não
trivial

Demonstração:
Seja L um fibrado linha positivo e E um fibrado de dimensão m ≥ 1. Usando o Teorema B
de Serre e o Teorema de Riemann-Roch para fibrados vectoriais tem-se:

h0
(
E ⊗ Lk

)
= deg

(
E ⊗ Lk

)
+m (1− g) ∀k ≥ k0.

Como deg
(
E ⊗ Lk

)
= (degE) rk

(
Lk
)

+ rk (E) deg
(
Lk
)

= degE +mk degL, vem
h0
(
E ⊗ Lk

)
= degE +mk degL+m (1− g) ∀k ≥ k0.

Para k ≥ k0 suficientemente grande tem-se então h0
(
E ⊗ Lk

)
> 0 e, como caso particular,

h0
(
Lk
)
> 0 , logo vai existir alguma secção meromofa de L−k e o resultado sai de

E =
(
E ⊗ Lk

)
⊗ L−k .

Lema 19 Se E tiver uma secção meromorfa não trivial então tem um subfibrado linha .

Demonstração: Denotaremos por M o feixe das secções meromorfas do fibrado E de
dimensão m ≥ 1.

Seja s secção meromorfa não trivial de E, s = {sα} com sα ∈ Γ (Uα,Mm) . Refinando
se necessário a cobertura U , podemos garantir que sα seja holomorfa com pelo menos uma
das suas componentes não nula em todos os pontos do aberto Uα, excepto possivelmente
num. Seja zα a função coordenada que aplica esse ponto na origem zα = 0. Então vai existir
um número inteiro rα tal que zrα

α sα é função holomorfa com pelo menos uma das suas
componentes não nula em Uα. Consideremos então uma matriz de componentes holomorfas
Θα ∈ Gl (m,OUα) tal que:

Θα zrα
α sα (p) =

[
1 0 ... 0

]>
∈ C m, ∀p ∈ Uα

Seja (Φαβ) um cociclo representativo de E que verifique sα = Φαβ sβ. Consideremos
um cociclo equivalente (Ψαβ) dado por Ψαβ = ΘαΦαβΘ−1

β e vejamos qual a expressão da
secção s em termos de Ψαβ :

Θαsα = ΘαΦαβ sβ =⇒ Θαsα = Ψαβ Θβsβ =⇒ s = {Θαsα}.
Mas, por definição de Θα , tem-se:

Θαsα (p) =


z−rα
α (p)

0
...

0

∀p ∈ Uα =⇒ s =




z−rα
α

0
...

0




e vem :


z−rα
α

0
...

0

 = ψαβ


z
−rβ

β

0
...

0


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Então Ψαβ tem que ser da forma:

Ψαβ =


ϕ

αβ
∗ · · · ∗

0 ∗ · · · ∗
...

...
. . .

...

0 ∗ · · · ∗


em que z−rα

α = ϕ
αβ

z
−rβ

β . O fibrado linha L representado por
(
ϕ

αβ

)
é subfibrado de E e

tem uma secção meromorfa {z−rα
α } que induz a secção s = {Θαsα} .

Corolário 20 Qualquer fibrado vectorial holomorfo de dimensão m sobre X pode ser repre-
sentado por um cociclo (Φαβ) da forma:

Φαβ =


ϕ1αβ

∗ · · · ∗

0 ϕ2αβ
· · · ∗

...
...

. . .
...

0 0 · · · ϕmαβ


Demonstração:

Seja L1 o fibrado linha representado por
(
ϕ1αβ

)
. L1 é subfibrado de E. A submatriz

que resulta de eliminar as 1as linha e coluna dá origem a um cociclo representativo do fi-
brado quociente E�L1. Pelo teorema anterior vai existir um subfibrado linha L2 de E�L1

representado por
(
ϕ2αβ

)
tal que E�L1 fique representado na forma:

ϕ2αβ
∗ · · · ∗

...
. . .

...

0 ...0 ∗


O resultado sai por indução em m.

Existe então uma filtração de E
0 = E0 ⊆ E1 ⊆ . . . ⊆ Em−1 ⊆ Em = E

em que Li = Ei�Ei−1 é o fibrado linha representado por
(
ϕiαβ

)
.

Atiyah chama à sequência de fibrados linha (L1, L2, ..., Lm) uma decomposição de E.
Porque a redução do grupo de estrutura pode ter várias formas, ou seja, porque existem

várias decomposições posśıveis, é introduzido o conceito de decomposição maximal com
base no seguinte lema:

Lema 21 Os inteiros deg(L), com L subfibrado linha de E são limitados superiormente.

Demonstração:
Feita a redução do grupo de estrutura, seja E representado pelo cociclo

Φαβ =


ϕ1αβ

∗ · · · ∗

0 ϕ2αβ
· · · ∗

...
...

. . .
...

0 0 · · · ϕmαβ


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Comecemos por provar que se um fibrado E assim representado tem uma secção holo-
morfa não trivial, então pelo menos um dos fibrados linha na decomposição tem uma secção
holomorfa não trivial.

Suponhamos que E tem uma secção holomorfa não trivial s = {sα}, então pelo menos uma
das componentes sαi de sα = (sα1 , sα2 , ..., sαm)ᵀ é não identicamente nula. Fixemos então
r ∈ {1, ...,m} tal que sαr 6= 0 mas sαi ≡ 0 para r < i ≤ m, ou seja sα = (sα1 , ..., sαr , 0, ..., 0)ᵀ .

sα = Φαβ sβ =⇒ sαr = ϕrαβ
sβr

, logo sr = {sαr} é uma secção holomorfa não trivial
do fibrado Lr = Er�Er−1 na decomposição de E.

Consideremos então um subfibrado linha L de E.
L−1 ⊗E tem uma secção holomorfa não trivial, logo, para algum r ∈ {1, ...,m} , L−1Lr

tem uma secção holomorfa não trivial e vem
degLr − degL = deg

(
L−1Lr

)
≥ 0 =⇒ degL ≤ degLr

Tem-se então
degL ≤ max

1≤ r≤ m
degLr (1.5)

Definição 22 (L1, L2, ..., Lm) é uma decomposição maximal de E se:
(i) L1 tem grau máximo (finito pelo lema)
(ii) (L2, ..., Lm) é uma decomposição maximal de E/L1.

Observação 23 - Pelo lema acima qualquer fibrado admite uma decomposição maximal
(quando for introduzido o conceito de estabilidade veremos em que caso se tem a unici-

dade).
- Se (L1, ..., Lm) é uma decomposição maximal então degL1 ≥ ... ≥ degLm.

1.3 Extensões

No que se segue considerar-se-á apenas o caso dos fibrados vectoriais holomorfos de dimensão 2:

Definição 24 Diz-se que o fibrado E de rk 2 é extensão do fibrado linha L2 pelo fibrado
linha L1 se existe uma sequência exacta

0 −→ L1 −→ E −→ L2 −→ 0

Definição 25 Duas extensões E e E′ de L2 por L1 dizem-se equivalentes se existir
um isomorfismo de sequências exactas:

0 −→ L1 −→ E −→ L2 −→ 0

Id ↓ ↓ ↓ Id

0 −→ L1 −→ E′ −→ L2 −→ 0

Da secção anterior podemos concluir que todo o fibrado E de dimensão 2 é extensão de
um fibrado linha, já que uma decomposição (L1, L2) não é mais do que uma extensão de um
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fibrado linha L2 por L1 . Não é dif́ıcil ver que a extensões equivalentes correspondem fibrados
isomorfos. Podemos pois garantir a existência de uma sobrejecção: Classes de equivalência de

Extensões de dim 2 e grau d

→
 Classes de isomorfismo de Fibrados

holomorfos de dim 2 e grau d


Resta saber em que casos podemos garantir uma correspondência biuńıvoca.

Observação 26 Seja O (L) o feixe das secções holomorfas do fibrado linha L e
(
ζαβ

)
um

seu cociclo representativo. O grupo de cohomologia H1 (X,O (L)) , para o qual usaremos a
notação simplificada H1 (M,L) , fica definido por funções σαβ : Uα∩Uβ −→ C que verificam
σβγ + ζγβ σαβ = σαγ em Uα ∩ Uβ ∩ Uγ (1.4).

Teorema 27 O conjunto das classes de equivalência de extensões do fibrado linha L2 pelo
fibrado linha L1 está em correspondência biuńıvoca com o grupo de cohomologia

H1
(
X,L1L

−1
2

)
A extensão trivial L1 ⊕ L2 corresponde ao elemento 0 .

Demonstração:
Se L1 e L2 forem fibrados linha representados respectivamente por

(
ϕ1αβ

)
e
(
ϕ2αβ

)
, a

representação de E em termos de cociclos é da forma :

Φαβ =

 ϕ1αβ
λαβ

0 ϕ2αβ


A condição de cociclo Φαβ Φβγ = Φαγ em Uα ∩ Uβ ∩ Uγ reduz-se então à condição:

ϕ1αβ
λ

βγ + λ
αβ
ϕ2β γ

= λαγ (1.6)

De acordo com a observação anterior, substituindo na condição (1.6) as funções λ
αβ

por
σαβ = ϕ−1

1αβ
λαβ obtemos uma condição equivalente em Uα ∩ Uβ ∩ Uγ :

σβγ + ϕ1γβ ϕ
−1
2γβ σαβ = σαγ

Ou seja, por (1.4) os elementos σαβ que definem um cociclo representativo de E como
extensão de L2 por L1 formam um cociclo (σαβ) ∈ Z1

(
U , L1L

−1
2

)
.

Por outro lado, E e E′ serem extensões equivalentes de L2 por L1 significa que ficam
definidas por cociclos equivalentes. Neste caso isto significa que vão existir funções holomorfas
{hα} tais que:

 ϕ1αβ
λ′αβ

0 ϕ2αβ

 =

 1 hα

0 1

 ϕ1αβ
λαβ

0 ϕ2αβ

 1 −hβ

0 1


11



ou, usando as funções σαβ , σαβ (p)− σ′αβ (p) = hβ (p)− hα (p) com p ∈ Uα ∩ Uβ .

Tem-se então que duas extensões são equivalentes quando os cociclos que as definem são
cohomólogos.

Observação 28 Tendo em conta o isomorfismo canónico L−1
2 L1 ' Hom (L2, L1) podemos

referir-nos ao espaço H1
(
X,L1L

−1
2

)
usando a notação H1 (X,Hom (L2, L1)) . Esta é aliás a

notação utilizada em versões mais actuais deste mesmo resultado e mais geralmente na clas-
sificação de extensões de fibrados de dimensão superior 0 −→ F1 −→ W −→ F2 −→ 0. No-
meadamente em [4](p.722) onde o resultado é demonstrado aplicando o functor Hom (F2, ∗)
à sequência exacta e passando à cohomologia:

H0 (X,Hom (F2,W )) −→ H0 (X,Hom (F2, F2))
∂−→ H1 (X,Hom (F2, F1))

A obstrução à decomposição trivial de W vem dada por ∂ (IdF2). Assim o cociclo σ = (σαβ) ∈
H1
(
X,L1L

−1
2

)
que classifica E com extensão de L2 por L1 no teorema 27 vai ser, de acordo

com esta versão, imagem de IdL2 pelo morfismo de bordo ∂: σ (E) = ∂ (IdL2)

Corolário 29 Seja E extensão de L2 por L1.

Se degL1 − degL2 > 2g − 2 então E é decompońıvel em soma directa E = L1 ⊕ L2.

Demonstração:
Pela dualidade de Serre h1

(
M,L1L

−1
2

)
= h0

(
M,KL−1

1 L2

)
.

Como deg
(
KL−1

1 L2

)
= 2g − 2 − degL1 + degL2 = 2g − 2 − (degL1 − degL2) < 0, vem

H1
(
M,L1L

−1
2

)
= {0}

12



1.4 Fibrados Estáveis e Semi-estáveis

Já garantimos a existência de uma decomposição maximal para cada fibrado de dimensão 2.
Vamos procurar condições que garantam a unicidade. A existirem, a correspondência entre
fibrados holomorfos e extensões, quando fixamos um subfibrado, fica, nessas circunstâncias,
biuńıvoca.

Começaremos por fixar o fibrado detE . Ou seja vamos tentar descrever os conjuntos

U (2, ξ) =
{
E ∈ H1 (X,Gl (2,O)) | detE = ξ

}
Note-se que para qualquer fibrado linha L se tem U (2, ξ) ⊗ L = U

(
2, ξL2

)
, pelo que

qualquer conjunto U (2, ξ) é isomorfo a U (2, η) com deg η = 0 ou −1.

Introduziremos agora o conceito de estabilidade de fibrados vectoriais.

Definição 30 O declive de um fibrado E é o valor µ (E) dado por µ (E) =
degE
rkE

.

Definição 31 Um fibrado E diz-se estável (respectivamente semistável) se para qualquer
subfibrado próprio F ⊂ E, se tem

µ (F ) < µ (E) ( respectivamente µ (F ) ≤ µ (E) ).

No caso de um fibrado E de dimensão 2 a estabilidade (respectivamente semi-estabilidade) é
então definida por

degL <
1
2

degE (respectivamente degL ≤ 1
2

degE)

para qualquer subfibrado linha L de E.

Observe-se que, para qualquer fibrado linha L, vem F ⊂ L ⊗ E se e só se L−1F ⊂ E.

Portanto, se E for estável e F ⊂ L⊗ E vem

deg
(
L−1F

)
<

1
2

degE =⇒ degF = deg
(
L−1F

)
+degL <

1
2

degE+degL =
1
2

deg (L⊗ E)

Ou seja, L⊗ E também fica estável.
A estabilidade é portanto preservada pelo produto tensorial com fibrados linha.
Isto permite decompor de forma natural o conjunto U (2, ξ) como união disjunta do sub-

conjunto US (2, ξ) dos fibrados estáveis e do subconjunto UnS (2, ξ) dos fibrados não estáveis
no qual estão incluidos os fibrados estritamente semi-estáveis:

U (2, ξ) = US (2, ξ) ∪ UnS (2, ξ)
De acordo com o resultado (1.5) podemos introduzir a seguinte definição:

Definição 32 Chama-se ORDEM DE DIVISOR de um fibrado E ao número

divE = max
L⊂E

degL
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No caso em que E tem dimensão 2, para (L1, L2) decomposição maximal de E, tem-se
divE = degL1.

Podemos assim definir as componentes de U (2, ξ) da seguinte forma

US (2, ξ) =
{
E ∈ U (2, ξ) | divE <

1
2

deg ξ
}

UnS (2, ξ) =
{
E ∈ U (2, ξ) | divE ≥ 1

2
deg ξ

}

Lema 33 Se X for uma superf́ıcie de Riemann compacta de género g e E ∈ H1 (X,Gl (2,O)),
tem-se a desigualdade

divE ≥ 1
2

degE − g

Se E for decompońıvel tem-se mesmo divE ≥ 1
2 degE.

Demonstração:
Seja L um fibrado linha sobre X. Do teorema de Riemann-Roch sai que

h0
(
X,L−1 ⊗ E

)
= h1

(
X,L−1 ⊗ E

)
+ deg

(
L−1 ⊗ E

)
+ 2 (1− g) ≥

≥ deg
(
L−1 ⊗ E

)
+ 2 (1− g) = −2 degL+ degE + 2 (1− g) = degE + 2 (1− g − degL) .

Sempre que degE + 2 (1− g − degL) > 0⇐⇒ degL < 1
2 degE + 1− g vem que

h0
(
X,L−1 ⊗ E

)
> 0, ou seja L−1 ⊗ E tem uma secção holomorfa não trivial.

Mas nesse caso vai existir um subfibrado linha F ⊂ L−1 ⊗ E com uma secção holomorfa
não trivial, isto é, tal que degF ≥ 0.

Então tem-se FL ⊂ E e divE ≥ degF + degL ≥ degL.
Conclusão, como degL pode ser qualquer número inteiro n, para n < 1

2 degE+1−g vem
divE ≥ n. Daqui sai a primeira desigualdade pretendida.

Se E = L1 ⊕ L2 então degE = degL1 + degL2 ≤ 2divE.

Lema 34 Seja X uma superf́ıcie de Riemann compacta e E ∈ UnS (2, ξ)
(i) Se divE > 1

2 deg ξ existe um único subfibrado linha L de E tal que degL = divE;
(ii) Se divE = 1

2 deg ξ e E for indecompońıvel, existe um único subfibrado linha L de E
tal que degL = divE.

Demonstração:
(i) Seja divE > 1

2 deg ξ e L1 um subfibrado linha de E tal que degL1 = divE. Con-
siderando L2 = E�L1, vem que L1 e L2, são fibrados linha na diagonal da representação
reduzida de E.

Se L for um outro subfibrado linha de E tal que degL = divE, vem que L−1 ⊗ E tem
uma secção holomorfa não trivial e portanto, ou L−1L1 ou L−1L2 têm uma secção holomorfa
não trivial. Mas

deg
(
L−1L2

)
= −degL+ degE − degL1 = deg ξ − 2divE < 0.

Logo vai ser L−1L1 a ter uma secção holomorfa não trivial. Por outro lado,
deg

(
L−1L1

)
= −degL+ degL1 = 0

Logo tem que ser L−1L1 = 1 =⇒ L = L1.

(ii) Seguindo os mesmos passos que no caso anterior chegamos desta vez a deg
(
L−1L2

)
=

0.
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Seja s =

 s1α

s2α

 a secção holomorfa não trivial de L−1 ⊗ E.

Se s2 6= 0 então L−1L2 = 1 e, nesse caso, seria posśıvel definir L−1 ⊗ E por um cociclo

Φαβ =

 ϕαβ λαβ

0 1


para o qual s =

 s1α

c

 com c 6= 0, seria uma secção holomorfa não trivial tal que

s1α (p) = ϕαβ (p) s1β (p) + cλαβ (p) com p ∈ Uα ∩ Uβ

Ter-se-ia então o cociclo (λαβ) cohomólogo ao zero de H1
(
X,L−1L1

)
.

Do Teorema 27(Classificação de extensões) resultaria L−1E decompońıvel ( extensão de
L−1L1 por 1) e, portanto, E também seria decompońıvel. Tem então que ser L−1L1 a ter
uma secção holomorfa não trivial e repete-se a conclusão do caso (i) .

Este resultado garante a unicidade do decomposição maximal para os fibrados não estáveis
nas condições indicadas.

Vamos usar a notação U0 (2, ξ) para nos referirmos ao fibrados decompońıveis sobre X
que tenham determinante ξ. Pelo lema 33 vem U0 (2, ξ) ⊂ UnS (2, ξ) .

Recordemos que a variedade de Picard H1 (X,O∗) se obtém da sequência exacta de coho-
mologia associada à sequência exacta curta

0 −→ Z −→ O −→ O∗ −→ 0 (1.7)

isto é, como extensão
0 −→ Pic0 (X) −→ H1 (X,O∗) −→ Z −→ 0

onde Pic0 (X) é uma variedade abeliana de dimensão g isomorfa a Cg�Λ, sendo Λ ' Z2g um
recticulado maximal.

Observemos agora que U0 (2, ξ) pode ser identificado com o quociente de H1 (X,O∗) pela
involução L −→ ξL−1 , já que, na aplicação

H1 (X,O∗) −→ U0 (2, ξ)

L 7−→ L⊕ L−1ξ

L1 e L2 têm a mesma imagem se e só se L2 = ξL−1
1 .

Como H1 (X,O∗) é uma variedade complexa anaĺıtica de dimensão g, vem que U0 (2, ξ)
também é uma variedade complexa anaĺıtica de dimensão g denominada Variedade de
Kummer, sendo que alguns autores dão este nome apenas ao quociente de Pic0 (X) pela
mesma involução.

Usando o lema anterior podemos definir os conjuntos

UnS (2, ξ, L) =
{
E ∈ UnS (2, ξ) �U0 (2, ξ) | L ⊂ E e divE = degL

}
e garantir que

UnS (2, ξ) = U0 (2, ξ) ∪
⋃

deg L≥ 1
2

deg ξ

UnS (2, ξ, L)
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é uma união disjunta.
Falta agora uma descrição mais detalhada dos conjuntos UnS (2, ξ, L) .

Teorema 35 Numa superf́ıcie de Riemann compacta de género g existe uma correspondência
biuńıvoca entre os elementos do conjunto UnS (2, ξ, L), onde L e ξ são fibrados linha tais que
degL ≥ 1

2 deg ξ, e os pontos do espaço projectivo PH1
(
X,L2ξ−1

)
.
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Demonstração:
Observemos que, de acordo com o Teorema 27, PH1

(
X,L2ξ−1

)
classifica as extensões não

triviais de ξL−1 por L.
Consideremos então L e ξ fibrados linha tais que degL ≥ 1

2 deg ξ , e seja E uma extensão
de L2 = ξL−1 por L.

Como degL2 = deg ξ − degL ≤ deg ξ − 1
2 deg ξ = 1

2 deg ξ, vem degL ≥ degL2 e, pela
majoração (1.5), tem-se divE ≤ degL. Mas, por L ser subfibrado linha de E vem divE ≥
degL. Logo divE = degL ≥ 1

2 deg ξ e portanto E ∈ UnS (2, ξ, L).
Por outro lado, se considerarmos E ∈ UnS (2, ξ, L) , tem-se que L é subfibrado linha de E

e, se chamarmos L2 ao quociente E�L, escolhendo uma cobertura aberta U de X, podemos
representá-lo por um cociclo

Φαβ =

 ϕαβ λαβ

0 ϕ2αβ


em que

(
ϕαβ

)
,
(
ϕ2αβ

)
∈ Z1 (X,O∗) representam respectivamente L e L2. Como detE = ξ

tem que vir ϕαβϕ2αβ = ξαβ logo tem-se L2 = L−1ξ, ou seja E é dado como extensão de ξL−1

por L.
De acordo com a demonstração do Teorema 27 os elementos λαβ são funções anaĺıticas

definidas nas intersecções Uα ∩ Uβ tais que as funções σαβ = ϕ−1
αβ
λαβ formem um cociclo

(σαβ) ∈ Z1
(
U , LL−1

2

)
= Z1

(
U , L2ξ−1

)
. Resta verificar que se considerarmos um fibrado

E′isomorfo a E teremos ambos a corresponder ao mesmo elemento de PH1
(
X,L2ξ−1

)
.

Sejam então (σαβ),
(
σ′αβ

)
∈ Z1

(
U , L2ξ−1

)
os cociclos dados por σαβ = ϕ−1

αβ
λαβ e σ′αβ =

ϕ−1
αβ
λ′αβ em que λαβ e λ′αβ definem E e E′ respectivamente como extensões de ξL−1 por

L. Se E e E′ forem isomorfos vão existir isomorfismos locais θα : O2
Uα
−→ O2

Uα
cuja

representação matricial Θα ∈ Gl (2,OUα) verificará a condição: Φ′αβ = ΘαΦαβΘ−1
β .

Escrevendo explicitamente as matrizes Θα =

 f11α f12α

f21α f22α

 vem

 ϕαβ λ′αβ

0 ϕ2αβ

 f11β f12β

f21β f22β

 =

 f11α f12α

f21α f22α

 ϕαβ λαβ

0 ϕ2αβ

 (1.8)

donde sai a igualdade
ϕ2αβ f21β = f21α ϕαβ (1.9)

Ou seja, (f21α) ∈ Γ
(
X,L−1L2

)
= Γ

(
X,L−2ξ

)
.

Mas recordemos que E,E′ ∈ UnS (2, ξ, L) e que portanto
degL ≥ 1

2 deg ξ ⇐⇒ 2 degL ≥ deg ξ ⇐⇒ −2 degL+ deg ξ ≤ 0⇐⇒ deg
(
L−2ξ

)
≤ 0,

logo a secção (f21α) só pode ser não trivial no caso degL = 1
2 deg ξ ⇐⇒ deg

(
L−2ξ

)
= 0⇐⇒

deg
(
LL−1

2

)
= 0. E nesse caso LL−1

2 ter uma secção não trivial implica que LL−1
2 = 1 ⇐⇒

L = L2. Da igualdade (1.9) viria então que (f21α) seria uma função holomorfa globalmente
definida numa superf́ıcie de Riemann compacta, ou seja, teria que ser uma constante C não
nula. Mas então de (1.8) sairia

ϕ2αβ f22β = Cλαβ + f22α ϕ2αβ ⇐⇒ f22β − f22α = Cϕ−1
2αβ λαβ (1.10)
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Mas Cϕ−1
2αβ λαβ = Cϕ−1

2αβ ϕαβ σαβ = Cσαβ ∈ Z1
(
U , LL−1

2

)
, logo da última igualdade de

(1.10) vem que Cσαβ = 0 emH1
(
X,LL−1

2

)
= H1 (X,O) . Como C 6= 0 tem que ser (σαβ) = 0.

Ora o Teorema 27 diz-nos que neste caso E seria decompońıvel - uma contradição.
Conclusão, a secção (f21α) tem que ser trivial.
Então (1.8) reduz-se às equações

f11α = f11β

f22α = f22β

ϕαβ f12β + λ′αβ f22β = f11α λαβ + f12α ϕ2αβ

As primeiras duas igualdades mostram que f11 e f22 são funções holomorfas globalmente
definidas numa superf́ıcie de Riemann compacta, logo são iguais respectivamente a constantes
a1 e a2 tais que a1a2 6= 0. Resta então a última condição que fica na forma

ϕαβ f12β + λ′αβ a2 = a1 λαβ + f12α ϕ2αβ ⇐⇒ a1 λαβ − λ′αβ a2 = ϕαβ f12β − f12α ϕ2αβ

Multiplicando esta última igualdade por ϕ−1
αβ ficamos com

a1σαβ − a2σ
′
αβ = f12β − f12α ϕ−1

αβϕ2αβ

ou seja, aos fibrados E e E′ são equivalentes se e só se existir uma 0− cocadeia
(fα) ∈ C0

(
U , LL−1

2

)
= C0

(
U , L2ξ−1

)
tal que

a1σαβ (p)− a2σ
′
αβ (p) = fβ (p)− fα (p) com p ∈ Uα ∩ Uβ

Isto significa que E e E′ definidos como extensões de ξL−1 por L pelos elementos σ e σ′ são
equivalentes se e só se existirem constantes a1 e a2 com a1a2 6= 0 tais que a1σ− a2σ

′ = 0 em
H1
(
X,L2ξ−1

)
, ou seja, se e só se a σ e σ′ corresponde o mesmo ponto de PH1

(
X,L2ξ−1

)
.
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1.5 Os conjuntos U (2, ξ) nos casos g = 0 e g = 1

Comecemos pelo caso g = 0, ou seja vamos descrever os conjuntos US (2, ξ) e UnS (2, ξ) no
caso da superf́ıcie de Riemann ser X = P1.

Os elementos E ∈ US (2, ξ) caracterizam-se pela desigualdade divE < 1
2 deg ξ. Mas pelo

lema 33, como g = 0 vem também divE ≥ 1
2 deg ξ. Então neste caso US (2, ξ) = ∅.

Por outro lado o Teorema 35 diz-nos que os conjuntos UnS (2, ξ, L) estão em corres-
pondência biuńıvoca com o espaço projectivo Pn com n = h1

(
P1, L2ξ−1

)
− 1. Ora, pela

dualidade de Serre tem-se h1
(
P1, L2ξ−1

)
= h0

(
P1,KL−2ξ

)
. Mas deg

(
KL−2ξ

)
= −2 −

2 degL+ deg ξ ≤ −2, logo h1
(
P1, L2ξ−1

)
= h0

(
P1,KL−2ξ

)
= 0 e portanto UnS (2, ξ, L) = ∅.

Tem-se então para X = P1

U (2, ξ) = U0 (2, ξ)

ou seja, todos os fibrados vectoriais holomorfos de dimensão 2 com determinante ξ sobre P1 são
decompońıveis. Assim, a classificação destes fibrados sobre P1 fica reduzida à determinação
dos fibrados linha. Basta então usar a sequência exponencial de feixes 1.7 cuja sequência
exacta longa associada nos dá

0 = H1
(
P1,O

)
−→ H1

(
P1,O∗

) c1−→ H2
(
P1,Z

)
= Z −→H2

(
P1,O

)
= 0

Pela dualidade de Poincaré a classe de Chern determina um isomorfismo entre as classes de
isomorfismo de fibrados linha sobre P1 e H2

(
P1,Z

)
' Z, portanto Pic

(
P1
)

= H1
(
P1,O∗

)
=

Z. Não é dif́ıcil ver que um gerador de Pic
(
P1
)

é o fibrado linha L0 definido pelas funções
de transição {φ01 (z) = z} na cobertura {U0 = C, U1 = C∗ ∪ {∞}} de P1. Temos então que
todos os fibrados de dimensão 2 sobre P1 se podem escrever de forma única como O (n1) ⊕
O (n2) com n1 ≤ n2 ∈ Z em que O (n) = Ln

0 .

Em geral, para qualquer dimensão, todos os fibrados vectoriais sobre P1 são decompońıveis
numa soma de fibrados linha, resultado que se deve a Grothendieck (” Sur la classification
des fibrés holomorphes sur la sphére de Riemann”, Amer.J.Math.79, 1957).

De acordo com a identificação já anteriormente sugerida vem
U (2, ξ) = U0 (2, ξ) =Variedade de Kummer= Pic

(
P1
)

�Z2

onde a acção de Z2 envia L em L−1. Logo U (2, ξ) = Z�Z2 onde x ∼ −x, ou seja

U (2, ξ) ∼= N0 = {0, 1, 2, ...}

Consideremos agora o caso g = 1.

Comecemos pelo caso não estável não decompońıvel:
UnS (2, ξ, L) 1−1↔ Pn com n = h1

(
X,L2ξ−1

)
− 1 = h0

(
X,L−2ξ

)
− 1 pela dualidade de

Serre (K = O).
Como deg

(
L−2ξ

)
= −2 degL + deg ξ ≤ 0 vem h0

(
X,L−2ξ

)
= 0 a não ser que ξ = L2,

caso em que H0
(
X,L−2ξ

)
= H0 (X,O) = C. Ou seja

UnS (2, ξ, L) =

 P0 = um ponto se L2 = ξ

∅ se L2 6= ξ
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Isto significa que a 3aparcela na decomposição
U (2, ξ) = US (2, ξ) ∪ U0 (2, ξ)∪

⋃
ξ=L2

UnS (2, ξ, L)

se descreve de acordo com duas possibilidades:
a) Se deg ξ é par, existem 4 soluções da equação L2 = ξ com ξ dado.

Por exemplo, as soluções de L2 = O são os 4 pontos de ordem 2 em Jac0 (X).
b) Se deg ξ é ı́mpar, não existem soluções porque naõ há fibrados de grau semi-inteiro.

Assim,

UnS (2, ξ) �U0 (2, ξ) =

 4 pontos se deg ξ é par

∅ se deg ξ é ı́mpar

O caso decompońıvel resulta novamente da identificação U0 (2, ξ) = Pic (X) �involução
com Pic (X) =

⋃
d

Picd (X) '
⋃
d

X pois Jac (X) ' X ' Picd (X) ∀d ∈ Z pelo Teorema de

Abel-Jacobi para uma curva eĺıptica. Assim,

U0 (2, ξ) =

(⋃
d>0

Picd (X)

)
∪ Pic0 (X) �involução , pois a involução troca o sinal do

grau
(qualquer fibrado é equivalente a um de grau

≥ 0)

=

(⋃
d>0

X

)
∪X�Z2 , pois a involução envia L em L−1, ou seja x em −x.

Não é dif́ıcil provar que X�Z2 ' P1 usando o revestimento ramificado π : X −→ P1,

z 7−→ P (z) dado pela função P de Weierstrass.
Assim, U0 (2, ξ) é a união disjunta de infinitas curvas eĺıpticas e de uma recta projectiva P1.

Finalmente o caso estável US (2, ξ) .
Por definição e usando o lema 33 tem-se 1

2 deg ξ − 1 ≤ divE < 1
2 deg ξ, logo os elementos

E ∈ US (2, ξ) verificam
divE =

[
(deg ξ)+1

2

]
− 1

L. Tu enuncia e demonstra em [15] que para uma curva eĺıptica X:

Teorema 36 Qualquer fibrado E indecompońıvel de dimensão n e grau d é semi-estável.
Além disso E é estável se e só se (n, d) = 1.

Assim:
Se (n, d) = 1 (primos entre si), E é indecompońıvel se e só se é estável.
Se (n, d) 6= 1 então não há fibrados estáveis.
No nosso caso (n = 2) tem-se:

a) Se d = degE = deg ξ é par então US (2, ξ) = ∅.
b) Se d é impar então U (2, ξ) = US (2, ξ) ∪ U0 (2, ξ)

(já vimos que UnS (2, ξ) �U0 (2, ξ) = ∅)

Finalmente, o teorema de Atiyah [2] (Teorema 7) diz que para uma curva eĺıptica X, os
fibrados indecompońıveis de grau fixo U indec (2, d) estão em correspondência biuńıvoca com
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a própria curva de forma a que a aplicação

det : U indec (2, d) −→ Picd (X)

E 7−→ detE

corresponde à aplicação H : X −→ X dada por H (x) = hx = x + ... + x (h vezes) onde
h = (n, d).

Assim, pelo Teorema de L. Tu, quando fixamos o determinante temos, no caso de d ser
ı́mpar,

det−1 (ξ) = US (2, ξ) = 1 ponto

já que se trata de um isomorfismo, e, no caso de d ser par

det−1 (ξ) =
⋃

ξ=L2

UnS (2, ξ, L) = 4 pontos

tratando-se neste caso de uma aplicação de grau 4.

Conclusão:

U (2, ξ) =


U0 (2, ξ) ∪ 4 pontos =

(⋃
d>0

X

)
∪ P1 ∪ 4 pontos se d = 2k

U0 (2, ξ) ∪ US (2, ξ) =

(⋃
d>0

X

)
∪ P1 ∪ 1 ponto se d = 2k + 1

21



Caṕıtulo 2

Classes de S-equivalência de

fibrados semi-estáveis de dimensão

2 e determinante trivial no caso

g = 2

2.1 Divisores

Definição 37 Seja X uma superf́ıcie de Riemann. Um divisor D em X é uma aplicação
D : X → Z com suporte localmente finito, ou seja, ∀K ⊂ X compacto, o conjunto
{p ∈ K | D (p) 6= 0} é finito. Escrevemos

D =
∑
p∈X

D (p) p

Se X for compacta então a soma é finita.
Ao conjunto {p ∈ X | D (p) 6= 0} chamamos suporte de D e escrevemos supp (D)

Definição 38 Dizemos que um divisor é efectivo se D (p) ≥ 0 ∀p ∈ X e que, dados dois
divisores D1 e D2, D1 ≥ D2 se D1 −D2 é efectivo.

Se f for uma função meromorfa definida numa vizinhança U de um ponto p ∈ X, e se z
for uma coordenada local em U com z (p) = 0, escrevemos

ordp (f) =


∞ se f ≡ 0 perto de p

k se f (z) =
∞∑

n=k

anz
n (k ∈ Z) , ak 6= 0

Se s for uma secção meromorfa não trivial de um fibrado vectorial holomorfo E sobre uma
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superf́ıcie de Riemann X, para cada p ∈ X podemos escolher uma vizinhança coordenada
(U, z) , com z (p) = 0 tal que a composição com a trivialização ϕ

U
: π−1 (U) −→ U × C m

fique definida por ϕ
U
◦s (x) = (x, f (x)), x ∈ U , em que f é um n-uplo de funções meromorfas

em U .
Vai existir um número inteiro k tal que f = zkg, em que g é um n-uplo de funções

holomorfas perto de p e g (p) 6= 0. Definimos k = ordp (s).

Definição 39 Se s for uma secção meromorfa de um fibrado vectorial holomorfo E, defini-
mos o divisor de s e denotamos por (s), o divisor

(s) =
∑

p∈X

ordp (s) p

Qualquer divisor pode ser obtido como divisor de uma secção meromorfa de um certo
fibrado.

Em particular numa superf́ıcie de Riemann X seja D =
∑

p∈X

np p um divisor e sejam

p, q ∈ S = supp (D) com sistemas de coordenadas locais {Up, zp} , zp (p) = 0, e {Uq, zq} ,
zq (q) = 0, escolhidos de forma a ter Up ∩ Uq = ∅ se p 6= q. Seja U∗ = X − S e consideremos
f∗ ≡ 1 em U∗, fp = z

np
p em Up. Sejam gij = fi/fj , i, j ∈ I = {∗} ∪ S funções definidas em

Ui ∩ Uj . Tem-se então que , se Ui ∩ Uj 6= ∅ , gij são holomorfas e nunca se anulam nestas
intersecções. Mais, se Ui ∩ Uj ∩ Uk 6= ∅ tem-se gijgjk = gik.

Conclusão {gij} constitui um sistema de funções de transição de um fibrado linha que
denotaremos por LD. Além disso as funções {fi}i∈I definem uma secção meromorfa de LD.

Denotaremos essa secção por sD. Vem então (sD) = D.
Facilmente se verifica que esta identificação não depende da escolha das coordenadas

locais. Obter-se-ão fibrados linha LD isomorfos.
Passamos então a poder usar uma notação alternativa para os espaços de cohomologia

Hq (X,LD) = Hq (X,D) e respectivas dimensões hq (LD) = hq (D).

Observação 40 Uma secção meromorfa não constante s de um fibrado vectorial holomorfo
E é holomorfa se e só se (s) é efectivo.

Observação 41 Se π : L → X for um fibrado linha e se s0 e s1 forem duas secções mero-
morfas de L (com s0 6= 0), então existe uma função meromorfa f em X tal que s1 = fs0.

Definição 42 Dois divisores D1 e D2 dizem-se linearmente equivalentes se existe uma
função meromorfa f em X, f 6= 0, tal que (f) = D1 −D2. Escrevemos D1 ∼ D2.

Lema 43 Dois divisores D1 e D2 são linearmente equivalentes se e só se LD1 e LD2 forem
isomorfos [8].

Definição 44 Um sistema linear completo |D| associado um divisor D é o conjunto de
divisores efectivos linearmente equivalentes a D.

|D| tem uma estrutura de espaço projectivo que está relacionada com o espaço vectorial
H0 (X,LD) . Basta observar que para D̂ ≥ 0 vem D̂ ∼ D se existe uma função meromorfa

23



f em X tal que ordp (f) ≥ −ordp (sD) ∀p ∈ X. A secção f sD ∈ H0 (X,LD). Tem-
se (f sD) = (λf sD) para qualquer constante λ, e (f sD) ∈ |D| e portanto existe uma
correspondência biuńıvoca entre |D| e PH0 (X,LD).

Em geral um sistema linear é um subespaço de um sitema linear completo |D| que
corresponde a um subespaço linear de PH0 (X,LD).

Definição 45 Seja Q um sistema linear numa superf́ıcie de Riemann X. p ∈ X diz-se um
ponto base de Q se para qualquer divisor E ∈ Q se tem E ≥ p.

Proposição 46 Seja D um divisor numa superf́ıcie de Riemann compacta X. Então p ∈ X
é um ponto base de |D| se e só se h0 (D − p) = h0 (D). Logo, |D| não tem pontos base se e
só se h0 (D − p) = h0 (D) − 1 para todo o p ∈ X. Diz-se neste caso que o divisor é amplo

[8].

Se pudermos mergulhar holomorficamente uma superf́ıcie de Riemann X num espaço
projectivo, podemos através de intersecções com subvariedades apropriadas de Pn obter divi-
sores em X. Vamos ver que a rećıproca também é verdadeira. Ou seja ,dado um divisor D,
podemos a partir dele definir um mergulho holomorfo de X num espaço projectivo.

Definição 47 Seja X uma superf́ıcie de Riemann. Uma aplicação φ : X → Pn é holomorfa
num ponto p ∈ X se existem funções holomorfas g0, g1, ..., gn definidas numa vizinhança de
p, não sendo todas identicamente nulas em p, tal que φ (x) = [g0 (x) : g1 (x) : ... : gn (x)] para
todo o x nessa vizinhança. φ é holomorfa se for holomorfa em todos os pontos de X.

Como numa superf́ıcie de Riemann compacta as únicas funções globalmente holomorfas
são as constantes, podemos usar funções meromorfas para definir uma aplicação holomorfa
φ : X → Pn. Mais, toda a aplicação deste tipo pode ser definida desta forma.

Lema 48 Se f = (f0, f1, ..., fn) forem funções meromorfas em X, não todas identicamente
nulas, a aplicação φf : X → Pn definida por φf (p) = [f0 (p) : f1 (p) : ... : fn (p)] em todos os
pontos que não sejam polos de nenhum dos fi nem zeros de todos em simultâneo, estende-se
a uma aplicação holomorfa definida em todo o X [8].

Lema 49 A cada aplicação φ : X → Pn podemos associar um sistema linear |φ| independen-
temente da escolha das funções f0, f1, ..., fn que definem φ [8].

Proposição 50 Seja Q ⊂ |D| um sistema linear sem pontos base com dimensão projectiva
n numa superf́ıcie de Riemann compacta X. Então existe φ : X → Pn tal que Q = |φ|. Além
disso φ é único a menos da escolha de coordenadas em Pn [8].

Dado um divisor D tal que |D| não tem pontos base, denotaremos por φD a aplicação
associada ao sistema linear completo |D|.

Proposição 51 Seja X uma superf́ıcie de Riemann e seja D um divisor em X tal que |D|
não tenha pontos base. Então φD é um mergulho holomorfo, se e só se, para quaisquer
pontos p e q de X, se tem h0 (D − p− q) = h0 (D) − 2. Diz-se neste caso que o divisor é
muito amplo [8].
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2.2 Extensões de fibrados linha e fibrados semi-estáveis

No que se segue consideraremos X superf́ıcie de Riemann compacta com género g ≥ 2.
Denotaremos por J1 a componente de Pic (X) (fibrados linha sobre X) dos fibrados linha de
grau 1.

Teorema 52 Qualquer fibrado E de dimensão 2 e determinante trivial pode ser obtido como
extensão de um fibrado linha de grau g − 1 da forma LL−1

x para algum x ∈ X e L ∈ Jg.

Observação 53 Este resultado melhora a estimativa para divE conseguida com o lema 33
já que garante divE ≥ 1− g no caso em que degE = 0.

Demonstração:
Pelo teorema de Riemann-Roch vem

h0 (L⊗ E) = h1 (L⊗ E) + deg (L⊗ E) + 2 (1− g) ≥
≥ 2 degL+ degE + 2 (1− g) = 2 degL+ 2− 2g = 2

e portanto h0 (L⊗ E) ≥ 2.
Observando que H0 (X,L⊗ E) = H0

(
X,Hom

(
L−1, E

))
, tem-se que, se E 6= L−1⊕L−1,

o morfismo de avaliação

H0
(
X,Hom

(
L−1, E

)) avx−→ Hom
(
L−1, E

)
x

s 7−→ s (x)

não pode ser um isomorfismo para todo o x ∈ X.
Se assim fosse, vinha h0 (L⊗ E) = 2, logo existiriam secções s1 e s2 de L⊗E tais que (s1, s2)
seria uma base de H0 (X,L⊗ E) e (s1 (x) , s2 (x)) uma base de C2 para todo o x ∈ X, ou
seja s1 e s2 nunca se anulariam simultaneamente em nenhum ponto de X e portanto L⊗ E
teria uma secção holomorfa que não se anula em nenhum ponto. Mas isso significa que L⊗E
seria trivial, ou seja E = L−1 ⊕ L−1.

Logo, existe s ∈ H0 (X,L⊗ E) não nula tal que s (x) = 0 para algum x ∈ X.
Consideremos então a sequência exacta curta de feixes sobre X

0 −→ L−1
x −→ O −→ Cx −→ 0

Vamos tensorizá-la com L⊗ E e passar à sequência exacta de cohomologia:

0 −→ H0
(
X,L−1

x L⊗ E
)
−→ H0 (X,L⊗ E) −→ H0 (X,L⊗ E)x −→ ...

Então Ker(avx) = Im
[
H0
(
X,L−1

x L⊗ E
)
−→ H0 (X,L⊗ E)

]
e portanto, como existe s 6= 0

tal que s ∈ Ker(avx), vem

H0
(
X,L−1

x L⊗ E
)
6= 0⇔ H0

(
X,Hom

(
LxL

−1, E
))
6= 0

Ou seja E pode ser definido como extensão de LL−1
x

0 −→ LxL
−1 −→ E −→ LL−1

x −→ 0
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Já vimos no Teorema 27 que a cada elemento σ ∈ H1
(
X,L−2

)
corresponde um fibrado

Eσ de determinante trivial que é extensão de L por L−1, ou seja

0 −→ L−1 −→ Eσ −→ L −→ 0

Lema 54 Se tivermos 0 −→ L−1 −→ E −→ L −→ 0 , L ∈ J1 e a extensão for não trivial,
então E é semi-estável.

Demonstração:
Basta ver que se L′ for um fibrado linha de grau positivo vem Hom (L′, E) = {0}. Se assim
não fosse a composição do homomorfismo não nulo ϕ : L′ → E com a sobrejecção E −→ L

resultaria num homomorfismo não nulo L′ → L e vinha degL′ = 1. Mas se degL′ = 1 então
L e L′ seriam isomorfos e E seria trivial.

Então se L ∈ J1 e σ 6= 0, a propriedade universal do espaço moduli USS (2,O) dos fibrados
semi-estáveis de dimensão 2 e determinante trivial sobre X [10] permite obter uma aplicação
holomorfa

Ψ : PH1
(
X,L−2

)
→ USS (2,O) (2.1)

No 1ocaṕıtulo vimos que existe uma decomposição de E em fibrados linha que de-
notámos por (L1, L2) no caso da dimensão 2, e que é o mesmo que dizer que E se define como
extensão de L2 por L1.

Se E for semi-estável então existe uma filtração 0 = E0 ⊂ E1 ⊂ E2 = E chamada filtração
de Jordan-Holder tal que todos os quocientes Ei�Ei−1 são estáveis e têm o mesmo declive
de E, µ (Ei�Ei−1) = µ (E). Define-se então o fibrado Gr (E) = E1 ⊕ E�E1 e prova-se que
não depende da filtração mas apenas de E. Isto deve-se ao facto dos fibrados semi-estáveis
de declive µ constituirem uma categoria Cµ abeliana e artiniana.

Definição 55 Dizemos que dois fibrados semi-estáveis E e E′ são S − equivalentes se

Gr (E) ' Gr
(
E′
)

Por exemplo, quando dizemos que, para L ∈ J1, 0 −→ L−1 −→ E −→ L −→ 0 pode ser
dado como extensão de j ∈ J0 por j−1, estamos a dizer que E é S − equivalente a j ⊕ j−1.

Denotaremos por U (2, 0) o conjunto das classes de S-equivalência de fibrados semi-estáveis
de dimensão 2 e grau 0 sobre X e por S o sbconjunto das classes de S-equivalência de fibrados
semi-estáveis de dimensão 2 e determinante trivial. Veremos mais tarde que U (2, 0) tem uma
estrutura de variedade algébrica da qual S é subvariedade isomorfa a P3.

Lema 56 Seja E extensão de L ∈ J1 por L−1: 0 −→ L−1 −→ E −→ L −→ 0 e j ∈ J0.

E é S − equivalente a j ⊕ j−1, e portanto não estável, se e só se

σ (E) ∈ Ker
[
H1
(
X,L−2

)
−→ H1

(
X,L−2Lx

)]
para algum x ∈ X

Demonstração:
Seja então j ∈ J0. Como H0

(
X,Hom

(
j, L−1

))
= 0, então H0 (X,Hom (j, E)) 6= 0 se e só se
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H0 (X,Hom (j, L)) 6= 0 e se puder fazer o respectivo levantamento. MasH0 (X,Hom (j, L)) 6=
0⇐⇒ H0

(
X,Lj−1

)
6= 0. Seja então s uma secção não trivial de Lj−1. Se s não se anulasse

em nenhum ponto vinha deg (s) = 0 ⇐⇒ degLj−1 = 0 o que seria uma contradição com o
facto de se ter L ∈ J1 e j ∈ J0. Por outro lado se s se anulasse em pelo menos dois pontos
vinha deg (s) ≥ 2 e cair-se-ia novamente em contradição. Conclusão, Lj−1 tem que ser da
forma Lx para algum x ∈ X. E portanto H0 (X,Hom (j, L)) 6= 0 se e só se j for da forma
LL−1

x para algum x ∈ X.
Consideremos então a aplicação natural ρ : LL−1

x → L.
Temos então um diagrama comutativo de fibrados vectoriais dado por

0 −→ Hom
(
L,L−1

)
−→ Hom (L,E) −→ Hom (L,L) −→ 0

↓ ↓ ↓

0 −→ Hom
(
LL−1

x , L−1
)
−→ Hom

(
LL−1

x , E
)
−→ Hom

(
LL−1

x , L
)
−→ 0

em que as sequências horizontais são exactas e as verticais são induzidas por ρ.
Ao passar para as sequências exactas de cohomologia obtemos outro diagrama comutativo

H0 (X,Hom (L,E)) −→ H0 (X,Hom (L,L)) −→ H1
(
X,Hom

(
L,L−1

))
↓ ↓ ↓

H0
(
X,Hom

(
LL−1

x , E
))
−→ H0

(
X,Hom

(
LL−1

x , L
))
−→ H1

(
X,Hom

(
LL−1

x , L−1
))

O homomorfismo ρ é um elemento de H0
(
X,Hom

(
LL−1

x , L
))

. Por se ter uma sequência
exacta vai existir um levantamento de ρ em H0

(
X,Hom

(
LL−1

x , E
))

se e só se a sua imagem
em H1

(
X,Hom

(
LL−1

x , L−1
))

for 0. Mas por outro lado ρ é imagem da aplicação identidade
de L, e esta, de acordo com a observação 28, tem por imagem em H1

(
X,Hom

(
L,L−1

))
o

elemento σ (E) ∈ H1
(
X,L−2

)
que classifica E como extensão de L por L−1.

A conclusão sai portanto da comutatividade do diagrama.

Vamos agora considerar D = K ⊗ L2, em que K é o divisor canónico, e a aplicação
associada

φD : X → PH0 (X,D)∗ ' PH1
(
X,L−2

)
x 7−→ (f1, ..., fN ) 7−→ [f1 (x) : ... : fN (x)]

Pelo Teorema de Riemann-Roch
h0 (D − p) = h0 (K −D + p) + deg (D − p) + 1− g =

= h0
(
L−2Lp

)
+ 2g − 1 + 1− g =

= h0
(
L−2Lp

)
+ g

Como deg
(
L−2Lp

)
= −2 + 1 = −1 < 0 vem h0

(
L−2Lp

)
= 0 e portanto h0 (D − p) = g

Por outro lado h0 (D) = h0
(
L−2

)
+degD+1− g = 2g+1− g e portanto h0 (D)− 1 = g.

Ou seja D não tem pontos base e portanto φD fica bem definida.

Teorema 57 Seja L ∈ J1, D = K ⊗L2 e US (2,O) o subconjunto de USS (2,O) constitúıdo
pelos fibrados estáveis de dimensão 2 e determinante trivial. Então, sendo Ψ a aplicação
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dada em 2.1, tem-se
USS (2,O) \ US (2,O) = Ψ ◦ φD (X)

Demonstração:
Seja E extensão de L−1 por L ∈ J1, ou seja 0 −→ L−1 −→ E −→ L −→ 0. E é estável se
e só se H0 (X,Hom (j, E)) = 0 sempre que deg j = 0 (Lema54). Ou, o que é equivalente, E
não é estável se e só se for extensão de j ∈ J0 por j−1. Mas, pelo lema 56 isto é equivalente
a ter
σ (E) ∈ Ker

[
H1
(
X,L−2

)
−→ H1

(
X,L−2Lx

)]
para algum x ∈ X.

Como pela dualidade de Serre

Ker
[
H1
(
X,L−2

)
−→ H1

(
X,L−2Lx

)]
= Ker

[
H0
(
X,K ⊗ L2

)∗ −→ H1
(
X,K ⊗ L2 ⊗ L−1

x

)∗]
vamos tentar perceber como é que fica definida a aplicação

H0
(
X,K ⊗ L2

)∗ −→ H0
(
X,K ⊗ L2 ⊗ L−1

x

)∗
Comecemos por considerar mais uma vez a sequência exacta

0 −→ L−1
x −→ O −→ Cx −→ 0

Depois de a tensorizar com o fibrado K ⊗ L2 e passar à sequência na cohomologia obtemos

0 −→ H0
(
X,K ⊗ L2 ⊗ L−1

x

) ⊗sx−→ H0
(
X,K ⊗ L2

)
−→ C −→...

onde sx ∈ H0 (X,Lx) é a secção que define o divisor x e portanto sx (x) = 0. Conclusão,
Ker

[
H0
(
X,K ⊗ L2

)∗ −→ H0
(
X,K ⊗ L2 ⊗ L−1

x

)∗] são os funcionais ϕ ∈ H0
(
X,K ⊗ L2

)∗
tais que ϕ (s⊗ sx) = 0 ∀s ∈ H0

(
X,K ⊗ L2

)
sendo portanto aqueles que ficam definidos

pelo valor que a secção toma em x. Ora

φD : X −→ PH0 (X,D)∗

x 7−→ φD (x) : PH0 (X,D) −→ C

s 7−→ s (x)

e portanto
σ (E) ∈ Ker

[
H1
(
X,L−2

)
−→ H1

(
X,L−2Lx

)]
para algum x ∈ X ⇐⇒ σ (E) ∈ φD (X).
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Consideremos agora o caso em que a superf́ıcie de Riemann X tem género g = 2.

Seja E um fibrado semi-estável de dimensão 2 e determinante trivial e consideremos o
conjunto

CE =
{
L ∈ J1 | H0 (X,L⊗ E) 6= 0

}
Teorema 58 CE depende apenas da classe de S − equivalência de E e se E for S −
equivalente a j ⊕ j−1, com j ∈ J0, tem-se que

L ∈ CE ⇐⇒ L = jLx ou L = j−1Lx

Demonstração:
Se E for S − equivalente a j ⊕ j−1, com j ∈ J0 e portanto ter a forma

0 −→ j−1 −→ E −→ j −→ 0
considera-se a sequência exacta

0 −→ H0
(
X,Lj−1

)
−→ H0 (X,L⊗ E) −→ H0 (X,Lj) −→ H1

(
X,Lj−1

)
Se L ∈ CE então H0 (X,L⊗ E) 6= 0 e portanto ou H0

(
X,Lj−1

)
6= 0 ou H0 (X,Lj) 6= 0.

Isto tem como resultado, ainda segundo a demonstração do lema 56, que ou L = jLx ou
L = j−1Lx. Rećıprocamente, se H0

(
X,Lj−1

)
6= 0 ou H0 (X,Lj) 6= 0 vem: no 1ocaso

L ∈ CE de imediato, no caso de se ter H0
(
X,Lj−1

)
= 0 e H0 (X,Lj) 6= 0 vem

h1
(
X,Lj−1

) R−R= h0
(
X,Lj−1

)
− deg

(
Lj−1

)
− 1 + 2 = 0

e portanto resulta da sequência exacta que L ∈ CE .

Observação 59 Como consequência do Teorema de Riemann-Roch, da dualidade de Serre e
de se ter E ' E∗ vem que CE é invariante para a involução em J1 definida por ξ 7−→ K⊗ξ−1.

Lema 60 Seja X de género g = 2 e E fibrado semi-estável de dimensão 2 e determinante
trivial sobre X. Se L ∈ J1 for tal que H0 (X,L⊗ E) 6= 0 então existe uma extensão não
trivial

0 −→ L−1 −→ E′ −→ L −→ 0

tal que E′ é S-equivalente a E.

Demonstração:
Se E for não estável, como H0 (X,L⊗ E) 6= 0 vem E S- equivalente a LL−1

x ⊕ LxL
−1 para

algum x ∈ X pelo teorema 58. Seja E′ uma extensão não trivial em correspondência com
o núcleo da aplicação H1

(
X,L−2

)
−→ H1

(
X,L−2Lx

)
então, pelo lema 56 vem que E′ é S-

equivalente a LL−1
x ⊕ LxL

−1 e portanto S- equivalente a E.
Se E for estável basta considerar o próprio E.

Lema 61 Seja 0 −→ ξ−1 −→ E −→ ξ −→ 0 extensão não trivial de ξ ∈ J1. Então

CE = {ξ} ∪
{
K ⊗ ξ−1

}
∪
{
L ∈ J1 | σ (E) ∈ Ker

[
H1
(
X, ξ−2

)
−→ H1

(
X, ξ−1L

)]}
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Demonstração:
Consideremos a sequência exacta

0 −→ H0
(
X,L ξ−1

)
−→ H0 (X,L⊗ E) −→ H0 (X,L ξ)

L ∈ CE se e só se H0
(
X,L ξ−1

)
6= 0 ou, se H0

(
X,L ξ−1

)
= 0 se tem H0 (X,L ξ) 6= 0

e existe o respectivo levantamento. O 1ocaso resulta em L = ξ. Quanto à 2apossibilidade
observemos que, nas condições dadas, vem

h0 (X,L ξ) R−R= h0
(
X,K ⊗ ξ−1L−1

)
+ deg (L ξ) + 1− 2

portanto ou L = K ⊗ ξ−1 ou σ (E) ∈ Ker
[
H1
(
X, ξ−2

)
−→ H1

(
X, ξ−1L

)]
. Basta seguir os

passos da demonstração do Lema 56 e o resultado sai da comutatividade do diagrama

H0 (X,Hom (ξ, E)) −→ H0 (X,Hom (ξ, ξ)) −→ H1
(
X,Hom

(
ξ, ξ−1

))
↓ ↓ ↓

H0
(
X,Hom

(
L−1, E

))
−→ H0

(
X,Hom

(
L−1, ξ

))
−→ H1

(
X,Hom

(
L−1, ξ−1

))
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2.3 O divisor 2Θ e a sua relação com as extensões

Nesta secção chegamos finalmente à construção de um fibrado sobre a jacobiana, cujas fibras
estão em estreita ligação com as extensões. Ora, sendo a jacobiana uma variedade de di-
mensão complexa 2 (uma vez que g = 2), acrescentamos ao estudo que tem vindo a ser feito
sobre curvas complexas alguns resultados sobre superf́ıcies complexas. Precisamos então de
definir um divisor numa variedade complexa de dimensão m > 1, e, juntamente com alguns
preliminares que ajudem à sua compreensão, enunciar o Teorema de Riemann-Roch para fi-
brados linha sobre superf́ıcies, já que ajuda a justificar um passo fundamental na construção
que pretendemos fazer.

Comecemos por generalizar a definição de divisor a uma variedade complexa M de
dimensão m > 1, recordando que uma subvariedade anaĺıtica V ⊂ M de dimensão n − 1 é
uma hipersuperf́ıcie se, para cada ponto p ∈ V ⊂M , existe uma vizinhança em que V é dada
como o conjunto de zeros de uma função holomorfa f . Assim,

Definição 62 Um divisor D em M é uma combinação linear formal localmente finita

D =
∑

ai Vi

de hipersuperf́ıcies anaĺıticas irredut́ıveis de M . O divisor D diz-se efectivo se ai ≥ 0 ∀i.

Para p ∈ V e f função de definição local de V tem-se que, para g função holomorfa numa
vizinhança de p, ordV,p (g) é o maior inteiro a tal que se possa escrever g = fah no anel OM,p,
com h 6= 0 em p. Mas este número vai ser independente de p logo fica bem definida ordV (g)
e consequentemente o divisor de uma secção meromorfa de um fibrado sobre M .

É válido tudo o que foi referido para divisores sobre superf́ıcies de Riemann no que diz
respeito à sua correspondência com os fibrados linha sobre a variedade M .

Definiremos agora a intersecção de divisores e enunciaremos a fórmula de adjunção:

Definição 63 O número de intersecção de dois divisores é dado por

D ·D′ = LD · LD′ =
∫

M
ϕ ∧ ψ

com ϕ representante de c1 (LD) e ψ representante de c1 (LD′) , onde LD designa o fibrado
correspondente a D [4](p.470). Prova-se que fica bem definido [4](p.59), ou seja, que não
depende da escolha dos representantes.

Definimos uma curva C numa superf́ıcie M como sendo um divisor efectivo em M.

Se C for uma curva suave e irredut́ıvel de género g em M e denotarmos por KC e KM os
respectivos fibrados linha canónicos, então temos [4]

Fórmula de Adjunção

KM · C + C · C = 2gC − 2

Definição 64 Para E fibrado vectorial holomorfo sobre uma variedade complexa compacta
M a caracteŕıstica de Euler holomorfa de E é dada por

χ (E) =
∑

(−1)p hp (M,E)
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Denotando por OM o fibrado trivial sobre M , temos

Teorema 65 (Riemann-Roch para fibrados linha sobre superf́ıcies)[4](p.471)
Seja M uma variedade complexa compacta de dimensão 2 e L um fibrado linha holomorfo

sobre M . Então
χ (L) = χ (OM ) +

L · L− L ·KM

2
Teorema 66 (Dualidade de Kodaira-Serre para fibrados linha)[4](p.153)

Seja M uma variedade complexa compacta de dimensão m e L um fibrado linha holomorfo
sobre M . Então

Hq (M,L) ' Hn−q
(
M,KM ⊗ L−1

)∗
Teorema 67 (Kodaira-Nakano)[4](p.154)
Se L −→ M for um fibrado linha positivo sobre uma variedade complexa compacta M de
dimensão m. Então

Hq (M,Ωp (L)) = 0 para p+ q > m

e dualizando, se L −→M for um fibrado linha negativo vem Hq (M,Ωp (L)) = 0 para p+ q <

m

Consideremos então uma superf́ıcie de Riemann X compacta de género 2 e J , J1 as
componentes do grupo de Picard constitúıdas respectivamente pelos fibrados linha de graus
0 e 1 sobre X.

X está naturalmente mergulhada em J1. Para ver isto pensemos no fibrado linha sobre
X ×X associado ao divisor diagonal, ou seja aos pontos da forma (x, x). Denotaremos este
fibrado linha por L∆. Podemos interpretá-lo como uma famı́lia de fibrados linha {Lx}x∈X

sobre X parametrizada por X. Desta forma, recorrendo à propriedade universal de J1,
garantimos a existência de um morfismo

t : X −→ J1

tal que t (x) = Lx, que é naturalmente um mergulho.
Observamos mais uma vez que J1 é uma variedade de dimensão 2 e que portanto o

mergulho t define um divisor não singular em J1. Denotaremos este divisor por Θ, e o seu
fibrado linha associado por LΘ. Tem-se

Θ =
{
L ∈ J1 | h0 (L) ≥ 1

}
Seja K o divisor canónico sobre X.

Lema 68 t∗LΘ ≈ K

Demonstração:
Basta observar que t∗LΘ é simplesmente o fibrado normal de X em J1 para o mergulho t.
Considera-se então a sequência exacta

0 −→ (t∗LΘ)−1 −→ V −→ K −→ 0
em que V é a imagem rećıproca por t do fibrado cotagente sobre J1. Mas como J1 é uma
variedade abeliana V é trivial. Basta então considerar detV para obter o resultado.

Observemos que se tem uma involução natural em J1 dada por ι (ξ) = K ⊗ ξ−1.

32



Lema 69 (i) Θ é invariante para a involução ι e existe um levantamento para LΘ da acção
de ι em J1. Tem-se ι∗ (LΘ) ≈ LΘ;

(ii) LΘ é amplo ; Tem-se H i
(
J1, Ln

Θ

)
= 0 para i ≥ 1, n ≥ 1 e h0

(
J1, Ln

Θ

)
= n2, para

n ≥ 1.
(iii) Seja η ∈ J1 e Qη : J1 −→ J1 o morfismo definido por Qη (ξ) = ξ2 ⊗ η−1. Então

Q∗η (LΘ)⊗ L−2
Θ é algebricamente equivalente a L2

Θ.

Demonstração:
(i) h0

(
K ⊗ L−1

x

) D.S.= h1 (Lx) e h1 (Lx) R.R= h0 (Lx)− 1− 1 + 2 = 1. Logo h0
(
K ⊗ L−1

x

)
= 1.

(ii) LΘ ser amplo é um resultado clássico [7](Teo.Lefchetz p.85) e a anulação das cohomo-
logias positivas justifica-se com a dualidade de Kodaira-Serre e com o teorema de Kodaira-
Nakano, já que, por KJ1 ser o fibrado trivial, vem

h2
(
J1, Ln

Θ

)
= h0

(
J1,KJ1 ⊗ L−n

Θ

)
= h0

(
J1, L−n

Θ

)
= 0

h1
(
J1, Ln

Θ

)
= h1

(
J1,KJ1 ⊗ L−n

Θ

)
= h1

(
J1, L−n

Θ

)
= h1

(
J1,Ω0

(
L−n

Θ

))
= 0

porque L−n
Θ é negativo.

Quanto a h0
(
J1, Ln

Θ

)
podemos calculá-la de forma indutiva usando a sequência exacta

0 −→ L
(n−1)
Θ −→ Ln

Θ −→ Ln
Θ|t(X) −→ 0

e o facto de h0
(
J1, Ln

Θ|t(X)

)
= h0 (X,Kn) pelo lema 68.

(iii) Consideremos o seguinte diagrama comutativo

J1 fη−→ J

↓ Qη ↓ ψ2

J1 fη−→ J

com ψ2 (j) = j2, j ∈ J e fη (ξ) = ξ⊗η−1. Como corolário do Teorema do quadrado [7](p.34),
vem que se L for um fibrado sobre J então ψ∗2 (L) é algebricamente equivalente a L4. Logo
vem Q∗η (LΘ) algebricamente equivalente a L4

Θ e portanto Q∗η (LΘ) ⊗ L−2
Θ algebricamente

equivalente a L2
Θ e amplo.

Consideremos agora o seguinte diagrama comutativo

X × J1 τ−→ J × J1

pX ↓ ↓ µ = pJ ⊗ pJ1

X
t−→ J1

em que as aplicações representadas ficam definidas por:

• τ (x, ξ) =
(
Lx ⊗ ξ−1, ξ

)
;

• µ (j, ξ) = j ⊗ ξ

Análogo ao que se passou com o mergulho t também o morfismo τ define um divisor,
desta vez em J × J1. Denotaremos esse divisor por T . Como o diagrama é comutativo vem
que µ−1 (t (X)) = τ

(
X × J1

)
e portanto o fibrado linha associado ao divisor T não é mais

do que µ∗ (LΘ). Denotaremos este fibrado linha por LT .
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Lema 70 Consideremos a aplicação ϕ de J ×X em J1 definida por (j, x)
ϕ7−→ j ⊗ Lx.

A imagem rećıproca de LΘ por esta aplicação define uma famı́lia de fibrados linha sobre
X parametrizada por J , que a cada j faz corresponder um fibrado linha sobre X isomorfo a
K ⊗ j−1.

Demonstração:
Seja ij : X −→ J × X a inclusão x 7−→ (j, x) e consideremos a aplicação λj = ϕ ◦ ij
de X em J1 dada por λj : x 7−→ j ⊗ Lx. O que temos que demonstrar é o isomorfismo
i∗jϕ

∗LΘ = λ∗jLΘ ' K ⊗ j−1 de fibrados linha sobre X para cada j ∈ J .
Pelo lema 68 podemos assumir j 6= e, e portanto K⊗ j−1 fibrado linha de grau 2 sobre X

não isomorfo a K. Então h0
(
K ⊗ j−1

)
= h0 (j) + 2 + 1− 2 = 1, o que significa que existe um

único par de pontos a, b em X tais que K ⊗ j−1 ≈ La ⊗ Lb. Por outro lado se x ∈ X for tal
que λj (x) ∈ t (X) então j⊗Lx = Ly para algum y ∈ X, ou seja, j = L−1

x ⊗Ly =⇒ K⊗j−1 ≈
K ⊗ L−1

y ⊗ Lx. Mas pelo lema 69(i) vem que K ⊗ L−1
y = Lz para algum z ∈ X, e portanto

temos que ter x = a ou x = b, o que significa que λ−1
j (Θ) = {a, b}. Mas deg

(
λ∗j (LΘ)

)
=

deg (λ∗e (LΘ)) = 2 pelo lema 68, logo temos que ter λ∗j (LΘ) ≈ La ⊗ Lb ≈ K ⊗ j−1.

Lema 71 Consideremos a aplicação ν : J × J1 −→ J × J1 definida por ν (j, ξ) =
(
j−1, ξ

)
.

τ∗ν∗LT define uma famı́lia de fibrados linha sobre X parametrizada por J1, que a cada
ξ ∈ J1 faz corresponder um fibrado linha isomorfo a ξ2.

Demonstração:
Seja iξ : X −→ X × J1 a inclusão x 7−→ (x, ξ). O resultado que se pretende demonstrar é o
do isomorfismo i∗ξτ

∗ν∗LT ' ξ2 entre fibrados linha sobre X. Observemos o seguinte diagrama
comutativo:

X
iξ−→ X × J1 τ−→ J × J1 ν−→ J × J1

pX ↓ ↓ µ ↓ µ

X
t−→ J1 −→ J1

(2.2)

Tem-se µ (ν (τ (iξ (x)))) = µ (ν (τ (x, ξ))) = µ
(
ν
(
Lx ⊗ ξ−1, ξ

))
= µ

(
ξ ⊗ L−1

x , ξ
)

= ξ2 ⊗ L−1
x .

Portanto só temos que mostrar que a imagem rećıproca de LΘ pela aplicação x 7−→
ξ2 ⊗ L−1

x é um fibrado linha isomorfo a ξ2. Mas pelo lema 69(i) é suficiente provar que que
a imagem rećıproca de LΘ pela aplicação x 7−→ K ⊗ ξ−2 ⊗ Lx é um fibrado linha isomorfo a
ξ2. Ora isto é uma consequência do lema 70 fazendo j = K ⊗ ξ−2.

Definição 72 [4](p.463)Sejam M e N espaços topológicos e f : M −→ N uma aplicação
cont́ınua.

Se F for um feixe sobre M chama-se i-ésima imagem directa ao feixe f i
∗ (F) sobre N

associado ao pré-feixe
U −→ H i

(
f−1 (U) ,F

)
No caso em que f é própria e hi

(
f−1 (q) ,F|f−1(q)

)
é constante, o feixe f i

∗ (F) é localmente
livre com fibra no ponto q ∈ N dada por H i

(
f−1 (q) ,F|f−1(q)

)
.

Assim, dado um fibrado W sobre M tem-se que f i
∗ (W ) é o fibrado i-ésima imagem directa

sobre N cuja fibra em cada ponto é dada por H i
(
f−1 (q) ,Wf−1(q)

)
. Tem-se ainda o seguinte

resultado [6](p.253) para W fibrado sobre M e V fibrado sobre N

f i
∗ (W ⊗ f∗ (V )) ' f i

∗(W )⊗ V
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Na demonstração do lema que se segue precisamos de usar um resultado chamado ”Seesaw
Theorem”, enunciado e demonstrado por Lange em [7]. Assim tem-se:

Teorema 73 ”Seesaw”
Sejam M uma variedade complexa compacta e conexa, N um espaço anaĺıtico reduzido e

L um fibrado linha sobre M ×N .
(i) O conjunto N0 =

{
q ∈ N : L|M×q é trivial

}
é fechado para a topologia de Zariski;

(ii) Se p0 : M × N0 −→ N0 for a aplicação projecção, então existe um fibrado linha L

sobre N0 tal que
L|M×N0

' p∗0 (L)

Lema 74 Existe um fibrado linha sobre J que vamos denotar por L2Θ0 tal que

p∗J (L2Θ0) ≈ LT ⊗ ν∗LT ⊗ p∗J1

(
L−2

Θ

)
e para η ∈ J1, L2Θ0 é isomorfo ao fibrado linha Lη∗Θ ⊗ L(K⊗η−1)∗Θ.

Demonstração:
Consideremos o divisor em J1 definido pelos elementos j−1 ⊗ Lx com x ∈ X, j ∈ J , que
denotaremos por j∗Θ. Os divisores j∗Θ+

(
j−1
)∗Θ e 2Θ são linearmente equivalentes, já que,

pelo Teorema do quadrado [7](p.33), para a translacção tj : J1 ⊗j−→ J1 se tem

t∗jj−1LΘ ≈ t∗j (LΘ)⊗ t∗j−1 (LΘ)⊗ L−1
Θ

o que é equivalente a L2
Θ ≈ t∗j (LΘ)⊗ t∗j−1 (LΘ) = Lj∗Θ ⊗ L(j−1)∗Θ.

Novamente com a ajuda do diagrama 2.2 podemos verificar que µ [ν (j, ξ)] = j−1 ⊗ ξ e
portanto os fibrados LT | j×J1 e ν∗LT | j×J1 são respectivamente os fibrados associados aos
divisores j∗Θ e

(
j−1
)∗Θ. Assim LT ⊗ ν∗LT | j×J1 é o fibrado linha sobre J1 associado ao

divisor j∗Θ +
(
j−1
)∗Θ e portanto isomorfo a L2

Θ.
Consideremos agora as projecções pJ e pJ1 . Tem-se que LT ⊗ ν∗LT ⊗ p∗J1

(
L−2

Θ

)
é um

fibrado linha sobre J × J1 e a sua restrição a j × J1 é trivial. Então, pelo teorema 73 vai
existir um fibrado linha L2Θ0 sobre J tal que

p∗J (L2Θ0) ≈ LT ⊗ ν∗LT ⊗ p∗J1

(
L−2

Θ

)
Por outro lado, para η ∈ J1 consideremos o divisor η∗Θ em J definido como imagem

rećıproca de Θ pela aplicação j 7−→ j ⊗ η. Tem-se LT |J×{η} ≈ Lη∗Θ e usando o lema 69(i)
vem ν∗LT |J×{η} ≈ L(K⊗η−1)∗Θ. Conclusão L2Θ0 vai ser isomorfo ao fibrado linha Lη∗Θ ⊗
L(K⊗η−1)∗Θ sobre J .

Chegamos então finalmente à construção do fibrado F que referimos na introdução.
Consideramos para isso um fibrado F sobre X × J1, ou equivalentemente uma famı́lia

de fibrados sobre X parametrizada por J1, que a cada ξ ∈ J1 faz corresponder um fibrado
linha isomorfo a ξ−2, e usamos a sua 1aimagem directa pela projecção pJ1 para definir F .
Trata-se de facto de um fibrado já que pJ1 é própria e h1

(
p−1

J1 (ξ) ,F|X×ξ

)
= h1

(
X, ξ−2

)
=

− (1− g − 2) = 3 (ver definição 72). Assim,
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Proposição 75 Existe uma sequência exacta de fibrados sobre J1:

0 −→ F −→ J1 ×H0
(
J1, L2

Θ

)
−→ L2

Θ −→ 0

onde a sobrejecção é a aplicação avaliação e F pode ser identificado com a primeira imagem
directa em J1 de uma famı́lia de fibrados linha sobre X parametrizada por J1, que a cada
ξ ∈ J1 faz corresponder um fibrado linha isomorfo a ξ−2.

Demonstração:
Consideremos a sequência exacta de feixes sobre J × J1:

0 −→ L−1
T −→ OJ×J1 −→ OJ×J1|T −→ 0

e vamos tensorizá-la com o fibrado p∗J (L2Θ0). Obtem-se, de acordo com o lema 74

0 −→ ν∗ (LT )⊗ p∗J1

(
L−2

Θ

)
−→ p∗J (L2Θ0) −→ p∗J (L2Θ0)|T −→ 0 (2.3)

Queremos então saber qual a sequência exacta obtida ao aplicar a imagem directa de ordem
zero (pJ1)∗.

ν∗ (LT ) é a imagem rećıproca pela aplicação j 7−→ j−1 ⊗ ξ de J em J1 do fibrado LΘ,
logo é amplo e portanto H1 (J × {ξ} , ν∗ (LT )) = 0 para qualquer ξ ∈ J1. Ou seja a primeira
imagem directa (pJ1)1∗ de ν∗ (LT ) ⊗ p∗J1

(
L−2

Θ

)
é nula, fazendo da sequência de cohomologia

de 2.3 uma sequência exacta curta. Precisamente a sequência de fibrados vectoriais sobre J1

obtida por aplicação de (pJ1)∗ às componentes de 2.3:

0 −→ (pJ1)∗ [ν∗ (LT )]⊗ L−2
Θ −→ J1 ×H0 (J, L2Θ0) −→ (pJ1)∗ τ∗τ

∗p∗J (L2Θ0) −→ 0 (2.4)

Mas h0 (J × {η} , ν∗LT ) = h0
(
J1, LΘ

)
= 1 pelo lema 69(ii). Logo (pJ1)∗ (ν∗LT ) é um fibrado

linha com uma secção cuja restrição a cada fibra é não nula. Isto significa que (pJ1)∗ (ν∗LT )
admite uma secção que nunca se anula e portanto é o fibrado linha trivial.

Vamos então dualizar a sequência, denotando por F o fibrado dual de (pJ1)∗ τ∗τ
∗p∗J (L2Θ0)

e obter:
0 −→ F −→ J1 ×

(
H0 (J, L2Θ0)

)∗ −→ L2
Θ −→ 0 (2.5)

Para interpretar do fibrado F como primeira imagem directa em J1 de uma famı́lia de
fibrados linha sobre X, parametrizada por J1, que a cada ξ ∈ J1 faz corresponder um fibrado
isomorfo a ξ−2, observemos que, pelos lemas 74 e 68

τ∗p∗J (L2Θ0) = τ∗
(
LT ⊗ ν∗LT ⊗ p∗J1

(
L−2

Θ

))
τ∗LT = τ∗µ∗ (LΘ) = (µ ◦ τ)∗ LΘ = (t ◦ pX)∗ LΘ = p∗X ◦ t∗LΘ ' p∗XK

Por outro lado, pelo lema 71 τ∗ν∗LT pode ser interpretado como uma famı́lia de fibrados
linha sobre X que faz corresponder a cada ξ ∈ J1 um fibrado isomorfo a ξ2.

Conclusão, podemos interpretar τ∗p∗J (L2Θ0) como uma famı́lia de fibrados linha sobre X
que a cada ξ ∈ J1 faz corresponder um fibrado isomorfo a K⊗ξ2, e ter como consequência que
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(pJ1)∗ τ∗τ
∗p∗J (L2Θ0) é a imagem directa de ordem zero dessa famı́lia pela aplicação pJ1 ◦ τ .

Como F = [(pJ1)∗ τ∗τ
∗p∗J (L2Θ0)]

∗, a interpretação pretendida vem pela dualidade de Serre.
Resta então mostrar que a aplicação natural

(
H0 (J, L2Θ0)

)∗ −→ H0
(
J1, L2

Θ

)
dada pela

sequência de cohomologia associada a 2.5

0 −→ H0
(
J1, F

)
−→

(
H0 (J, L2Θ0)

)∗ −→ H0
(
J1, L2

Θ

)
−→ 0

é um isomorfismo.
Pelo Teorema de Riemann-Roch para fibrados linha sobre superf́ıcies e porque KJ é trivial

vem
χ (L2Θ0) = χ (OJ) +

2Θ0 · 2Θ0

2

o que por L2Θ0 ser amplo significa
h0 (J, L2Θ0) = 1− h1 (J,OJ) + h2 (J,OJ) + 2 (Θ0 ·Θ0)

Aplicando a fórmula de adjunção vem Θ0 ·Θ0 = 2gΘ0 − 2 = 2.
Por outro lado h1 (J,OJ) = h0

(
J,Ω1

)
= 2 e h2 (J,OJ) = h0

(
J,Ω2

)
= 1, portanto

h0 (J, L2Θ0) = 4.
Mas pelo lema 69(ii) também temos h0

(
J1, L2

Θ

)
= 4 , logo só temos que mostrar que

H0
(
J1, F

)
= 0, ou equivalentemente, pela dualidade de Kodaira-Serre que H2

(
J1, F ∗

)
= 0.

Da interpretação que fizemos de M = τ∗LT ⊗ τ∗ν∗LT ⊗ p∗J1

(
L−2

Θ

)
vem (pJ1)1∗M = 0 e

(pJ1)2∗M = 0. Vejamos porquê.
M é um fibrado sobre X × J1. Denotaremos na mesma por pJ1 a projecção de X × J1

em J1 já que pJ1 ◦ τ = pJ1 . Então, da interpretação referida anteriormente vem

(pJ1)i
∗M = (pJ1)i

∗
[
p∗X
(
K ⊗ ξ2

)
⊗ p∗J1

(
L−2

Θ

)]
= (pJ1)i

∗
[
p∗X
(
K ⊗ ξ2

)]
⊗ L−2

Θ

Ora, para η ∈ J1 vem

(pJ1)1∗
[
p∗X
(
K ⊗ ξ2

)]
(η) = H1

(
X × {η} , p∗X

(
K ⊗ ξ2

))
' H1

(
X,K ⊗ ξ2

)
' H0

(
X, ξ−2

)∗ = 0

e por outro lado

(pJ1)2∗
[
p∗X
(
K ⊗ ξ2

)]
(η) = H2

(
X × {η} , p∗X

(
K ⊗ ξ2

))
' H2

(
X,K ⊗ ξ2

)
= 0

Tendo presente que F ∗ = (pJ1)∗M , podemos recorrer a um caso degenerado da sequência
espectral de Leray (E2 ' E∞) [6](p.252);[4](p.463) para concluir que

H2
(
J1, F ∗

)
' H2

(
X × J1,M

)
Podemos repetir o mesmo argumento considerando agora M|x×J1 . Ou seja, recordando

novamente o diagrama 2.2, os dois primeiros factores de M surgem, quando restringidos a
x× J1 como imagens rećıprocas de LΘ, respectivamente por uma aplicação constante e pela
aplicação ξ 7−→ ξ2 ⊗ L−1

x e portanto, para cada x ∈ X, vem que M|x×J1 é isomorfo ao
produto tensorial de L−2

Θ pela imagem rećıproca de LΘ por esta aplicação. Tratando-se da
aplicação QLx definida no lema 69(iii), vem como consequência que M|x×J1 ' Q∗Lx

(LΘ)⊗L−2
Θ
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é algebricamente equivalente a L2
Θ e portanto é amplo:

(pX)i
∗M (x) ' H i

(
{x} × J1,M|x×J1

)
' H i

(
J1, L2

Θ

)
= 0 para i ≥ 1

Finalmente conclúımos que

H2
(
X × J1,M

)
' H2 (X, (pX)∗M) = 0

Chamamos a atenção nesta fase para o facto de, além de construido o fibrado F , ter ficado
estabelecida a identificação

(
H0 (J, L2Θ0)

)∗ ' H0
(
J1, L2

Θ

)
sendo que, a partir dela, o morfismo associado ao sistema linear |2Θ| :

ϕ|2Θ| : J
1 −→ PH0

(
J1, L2

Θ

)∗
fica compat́ıvel com o morfismo definido pela inclusão em 2.4:

J1 −→ PH0 (J, L2Θ0)

ξ 7−→
(
L−2

Θ

)
ξ

Vamos então tentar compreender exactamente como fica definido este último morfismo.

Lema 76 Para η ∈ J1 a imagem da aplicação

H0 (J, Lη∗Θ)⊗H0
(
J, L(K⊗η−1)∗Θ

)
−→ H0 (J, L2Θ0)

dada pelo isomorfismo Lη∗Θ ⊗ L(K⊗η−1)∗Θ ≈ L2Θ0 define uma inclusão

(
L−2

Θ

)
η
↪→ H0 (J, L2Θ0)

Demonstração:(
L−2

Θ

)
η

=
[
(pJ1)∗ p

∗
J1

(
L−2

Θ

)]
η

=
[
(pJ1)∗

(
L−1

T ⊗ (ν∗LT )−1 ⊗ p∗J (L2Θ0)
)]

η
.

Mas já tinhamos visto na demonstração da proposição 75 que (pJ1)∗ (ν∗LT ) é o fibrado
trivial.

Portanto
[
(pJ1)∗

(
L−1

T ⊗ (ν∗LT )−1 ⊗ p∗J (L2Θ0)
)]

η
=
[
(pJ1)∗

(
L−1

T ⊗ p∗J (L2Θ0)
)]

η
=

= H0
(
J × {η} ,

(
L−1

T ⊗ p∗J (L2Θ0)
)
|J×{η}

)
=

= H0
(
J, L−1

η∗Θ ⊗ L2Θ0

)
=

= H0
(
J, L(K⊗η−1)∗Θ

)
pelo lema 74.

Ou seja, a aplicação
(
L−2

Θ

)
η
−→ H0 (J, L2Θ0) é induzida por uma secção não nula de

H0 (J, Lη∗Θ).
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Proposição 77 Para ξ ∈ J1 tal que ξ 6= η e ξ 6= K ⊗ η−1 o seguinte diagrama é comutativo

(
L2

Θ

)
η

←− H1
(
X, ξ−1 ⊗ η

)
↑ ↑

H0
(
J1, L2

Θ

)
←− H1

(
X, ξ−2

)
e descreve-se do seguinte modo:

- H0
(
J1, L2Θ

)
−→

(
L2

Θ

)
η

é a aplicação avaliação em η;
- H1

(
X, ξ−2

)
−→ H1

(
X, ξ−1 ⊗ η

)
é induzida por uma secção não nula de ξ ⊗ η;

- H1
(
X, ξ−2

)
−→ H0

(
J1, L2

Θ

)
é a inclusão da fibra Fξ;

- H1
(
X, ξ−1 ⊗ η

)
−→

(
L2

Θ

)
η

é um isomorfismo.

Demonstração:
Consideremos novamente a sequência exacta 2.3 mas desta vez na forma

0 −→ p∗J (L2Θ0)⊗ L−1
T −→ p∗J (L2Θ0) −→ p∗J (L2Θ0)|T −→ 0

Usando o isomorfismo Lη∗Θ⊗L(K⊗η−1)∗Θ ≈ L2Θ0 e observando que h0
(
J, L(K⊗η−1)∗Θ

)
=

h0
(
J1, LΘ

)
= 1, podemos definir um homomorfismo não nulo Lη∗Θ −→ L2Θ0 que induz o

seguinte diagrama comutativo

0 −→ p∗J (Lη∗Θ)⊗ L−1
T −→ p∗J (Lη∗Θ) −→ p∗J (Lη∗Θ)|T −→ 0

↓ ↓ ↓

0 −→ p∗J (L2Θ0)⊗ L−1
T −→ p∗J (L2Θ0) −→ p∗J (L2Θ0)|T −→ 0

Ora p∗J (Lη∗Θ)|T é interpretado como τ∗τ∗ (p∗J (Lη∗Θ)) e τ∗ (p∗J (Lη∗Θ))|X×{ξ} é o fibrado
imagem rećıproca de LΘ pela aplicação de X em J1 definida por x 7−→ η ⊗ ξ−1 ⊗ Lx, logo,
usando o lema 70 com η ⊗ ξ−1 no papel de j ∈ J , vem que τ∗ (p∗J (Lη∗Θ)) define uma famı́lia
de fibrados linha sobre X parametrizada por J1 que a cada ξ ∈ J1 faz corresponder um
fibrado isomorfo a K ⊗ ξ ⊗ η−1.

Então temos que a aplicação p∗J (Lη∗Θ)|T −→ p∗J (L2Θ0)|T do diagrama é induzida por

uma secção não nula de p∗J
(
L(K⊗η−1)∗Θ

)
|T

. Portanto a aplicação induzida

(pJ1)∗
(
p∗J (Lη∗Θ)|T

)
−→ (pJ1)∗

(
p∗J (L2Θ0)|T

)
pode ser interpretada para cada ξ ∈ J1 tal que ξ 6= η e ξ 6= K ⊗ η−1 como a aplicação
induzida por uma secção não nula de ξ ⊗ η :

H0
(
X,K ⊗ ξ ⊗ η−1

)
−→ H0

(
X,K ⊗ ξ2

)
isto porque, para ξ 6= η e ξ 6= K ⊗ η−1 as dimensões h0

(
X,K ⊗ ξ ⊗ η−1

)
e h0 (X, ξ ⊗ η)

mantém-se constantes e iguais a 1.
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Por outro lado a aplicação p∗J (Lη∗Θ) −→ p∗J (Lη∗Θ)|T do diagrama induz a aplicação

H0 (J, Lη∗Θ) −→ H0
(
X,K ⊗ ξ ⊗ η−1

)
que fica definida tomando as imagens rećıprocas das secções de Lη∗Θ pela aplicação
x 7−→ Lx ⊗ ξ−1. Como ξ 6= η e ξ 6= K ⊗ η esta aplicação é um isomorfismo.

Podemos então deduzir do diagrama anterior um outro diagrama comutativo

H0 (J, Lη∗Θ) −→ H0
(
X,K ⊗ ξ ⊗ η−1

)
↓ ↓

H0 (J, L2Θ0) −→ H0
(
X,K ⊗ ξ2

)
Mas pelo lema 76 podemos substituir H0 (J, Lη∗Θ) por

(
L−2

Θ

)
η

e a aplicação H0 (J, Lη∗Θ) −→
H0 (J, L2Θ0) pela inclusão

(
L−2

Θ

)
η
↪→ H0 (J, L2Θ0) . Resta então considerar o diagrama dual

par obter o resultado.

Proposição 78 O morfismo de J1�ι em PH0
(
J1, L2

Θ

)∗ induzido pelo fibrado L2
Θ é injectivo.

Demonstração:
Já vimos que a sobrejecção na sequência exacta da proposição 75 permite identificarH0

(
J1, L2

Θ

)∗
com H0 (J, L2Θ0) e, como consequência tornar compat́ıveis os morfismos ϕ|2Θ| e o que é in-
duzido pela aplicação J1 −→ H0 (J, L2Θ0) que faz corresponder a cada ξ ∈ J1 o subespaço(
L−2

Θ

)
ξ

de H0 (J, L2Θ0). Mas vimos depois no lema 76 que este subespaço corresponde à ima-

gem de H0
(
J, Lξ∗Θ

)
⊗H0

(
J, L(K⊗ξ−1)∗Θ

)
em H0 (J, L2Θ0). Isto significa que o morfismo é

induzido pela aplicação que associa a cada ξ ∈ J1 o divisor ξ∗Θ+
(
K ⊗ ξ−1

)∗Θ em J . Então
ao quocientar J1 pela involução ι obtem-se a injectividade.

N&R mostram em [10] que este morfismo é mesmo um mergulho.

Proposição 79 Se sΘ for uma secção de L2
Θ, denotaremos por DsΘ o conjunto

{
η ∈ J1 | sΘ (η) = 0

}
Então DsΘ1

= DsΘ2
se e só se sΘ1 = λsΘ2 para um escalar λ 6= 0.

Isto significa que qualquer divisor linearmente equivalente a 2Θ fica univocamente deter-
minado pelo seu suporte.

Demonstração:
Consideremos D = Ds1 = Ds2 . Recordando que h0

(
J1, L2

Θ

)
= 4 pelo lema 69(ii), se

dim
{
s ∈ H0

(
J1, L2

Θ

)
: s (D) = 0

}
≥ 2, então o morfismo ϕ|2Θ| : J1 −→ PH0

(
J1, L2

Θ

)∗ dado
por η 7−→ [s1 (η) : s2 (η) : s3 (η) : s4 (η)] , em que {s1, s2, s3, s4} é base de H0

(
J1, L2

Θ

)
, aplica

D em P1, já que se anulam em D duas das coordenadas homogéneas. Mas, pela proposição
78 este morfismo induz um morfismo injectivo de J1�ι em PH0

(
J1, L2

Θ

)∗. Isto significa que
D é invariante para a involução ι, e portanto que D�ι é racional, tendo por isso no máximo
duas componentes racionais obtidas uma a partir da outra por aplicação de ι. Ora isto não
pode acontecer por não haver morfismos não constantes de P1 para J1.
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2.4 A subvariedade S de U (2, 0)

Seja X uma curva algébrica completa irredut́ıvel e não singular de género 2.
Seja S o espaço das classes de S-equivalência de fibrados semi-estáveis de dimensão 2 e de-
terminante trivial sobre X.
Seja J1 o espaço das classes de equivalência de fibrados linha de grau 1 sobre X.
Seja Θ o divisor em J1 definido pelo mergulho natural de X em J1 e LΘ o seu fibrado linha
associado.

Teorema 80 Para um fibrado semi-estável E de dimensão 2 e determinante trivial sobre X,
o conjunto

CE =
{
L ∈ J1 | H0 (X,L⊗ E) 6= 0

}
é o suporte de um divisor positivo DE uńıvocamente determinado e linearmente equivalente
ao divisor 2Θ. Além disso DE depende apenas da classe de S-equivalência de E, e a aplicação
induzida

D : S −→ PH0
(
J1, L2

Θ

)
é um isomorfismo. Ou seja, S é isomorfo a um espaço projectivo de dimensão 3.

A demonstração deste Teorema vai ser feita com base no seguinte lema:

Lema 81 Seja 0 −→ ξ−1 −→ E −→ ξ −→ 0 extensão não trivial de ξ ∈ J1 e σ (E) o
correspondente elemento em H1

(
X, ξ−2

)
(Teorema 27). Seja Fξ = H1

(
X, ξ−2

)
a fibra em

ξ do fibrado F definido na proposição 75. Se a imagem de σ (E) em J1 × H0
(
J1, L2

Θ

)
for

dada por (ξ, sΘ) com sΘ secção de L2
Θ, então

CE =
{
L ∈ J1 | sΘ (L) = 0

}
Demonstração:

Por hipótese ξ ∈ CE . De acordo com a observação 59 vem também K⊗ ξ−1 ∈ CE . Por outro
lado, pela proposição75, vem sΘ (ξ) = 0 e pela proposição 78 sΘ

(
K ⊗ ξ−1

)
= 0. Podemos

então assumir que L 6= ξ e L 6= K ⊗ ξ−1 e provar que L ∈ CE ⇔ sΘ (L) = 0. Pelo teorema
61 vem L ∈ CE ⇔ σ (E) ∈ Ker

[
H1
(
X, ξ−2

)
−→ H1

(
X, ξ−1L

)]
em que esta aplicação é

induzida por uma secção não nula λξ⊗L de ξ ⊗ L. Usando agora o diagrama comutativo da
proposição 77

H1
(
X, ξ−2

)
−→ H1

(
X, ξ−1 ⊗ η

)
σ (E) 7−→ σ (E)⊗ λξ⊗η

↓ ↓ ↓ ↓

sΘ 7−→ sΘ (η)

H0
(
J1, L2

Θ

)
−→

(
L2

Θ

)
η

vem que L ∈ CE sse sΘ (L) = 0.
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Demonstremos então o teorema:
Demonstração:

Pelo teorema 52 e pelo lema 60 vem para cada Ẽ ∈ S a existência de um representante E ∈ Ẽ
tal que σ (E) ∈ H1

(
X, ξ−2

)
para algum ξ ∈ J1, ou seja, tem-se 0 −→ ξ−1 −→ E −→ ξ −→ 0

para algum ξ ∈ J1. Por outro lado, pelo lema 81 acima demonstrado, o conjunto CE é o
conjunto dos zeros de uma secção sΘ de L2

Θ, logo é suporte de um divisor em J1, linearmente
equivalente a 2Θ, que denotámos por DE . Agora, pela proposição 79 DE fica univocamente
determinado por CE , e pelo teorema 58 CE = C eE depende apenas de Ẽ ∈ S.

Consideremos então o seguinte diagrama

P (F )
f−→ PH0

(
J1, L2

Θ

)
s↘ ↑ D

S

em que que a aplicação f é induzida pela aplicação injectiva de 2.5, e s é a aplicação que a um
elemento σ (E) ∈ PH1

(
X, ξ−2

)
que classifique E como extensão de ξ por ξ−1 faz corresponder

a classe de S-equivalência Ẽ ∈ S de E.
Feita a identificação entre o divisor DE eo seu suporte CE = C eE vem D

[
Ẽ
]

= DE e pelo
lema 81 este diagrama comuta. Por um lado f [σ (E)] = sΘ, e por outro DE = (sΘ).

Observemos agora que f é uma aplicação sobrejectiva.
Dada uma secção não trivial s de L2

Θ:
s ∈ PH0

(
J1, L2

Θ

)
, s não trivial =⇒ Cs =

{
L ∈ J1 | s (L) = 0

}
é suporte de um divisor

positivo em J1.
Mas pela sequência exacta 2.5, como av (ξ, s) = 0 para ξ ∈ Cs vem que existe σ (E) ∈ Fξ

que tem (ξ, s) como imagem. Agora, pelo lema 81 Cs = CE e pelo lema 60 vem que E é
S − equivalente a uma extensão não trivial de ξ por ξ−1, ou seja existe σ (E) ∈ P (Fξ) que
tem (ξ, s) como imagem. Então tem-se s = f [σ (E)] e portanto f é sobrejectiva.

Daqui conclúımos que também D é sobrejectiva.
Mostraremos agora que D é injectiva.
Consideremos w1, w2 ∈ S tais que D (w1) = D (w2). Seja ξ ∈ suppD (w1) = suppD (w2).

Novamente pelo lema 60 vão existir σ1, σ2 ∈ P (F )ξ tais que s (σ1) = w1 e s (σ2) = w2.
Pela comutatividade do diagrama tem-se f (σ1) = f (σ2). Mas a restrição de f a cada fibra
coincide com a inclusão da fibra Fξ em PH0

(
J1, L2

Θ

)
dada por 2.5 e portanto é injectiva.

Assim vem σ1 = σ2 e portanto w1 = w2. Temos portanto que D é uma aplicação bijectiva.
O facto de serD um morfismo vem de s ser um morfismo. Por um lado P (F ) é uma famı́lia

de fibrados de dimensão 2 e determinante trivial indexada em J1. Por outro a imagem de
σ (E) pela aplicação natural PH1

(
X, ξ−2

)
−→ H1

(
X,E ⊗ ξ−1

)
ser nula faz com que exista

o levantamento para P (F ) do morfismo de J1 em S [10](lema 3.1) dado pela propriedade
universal [14](teo.8.1), que a cada ξ faz corresponder a classe de S− equivalência de σ (E) ∈
PH1

(
X, ξ−2

)
.
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Observemos novamente o diagrama que permitiu provar este resultado:

P (F )
f−→ PH0

(
J1, L2

Θ

)
s↘ ↑ D

S

Pelo teorema de Riemann-Roch, para ξ ∈ Jg−1 vem h1
(
X, ξ−2

)
= − (1− g − 2 (g − 1)) =

3g−3 = 3. Assim o nosso objecto de estudo P (F ), como espaço total de um fibrado sobre J1

com fibra PH1
(
X, ξ−2

)
, tem neste caso (g = 2) dimensão projectiva igual a 4 = 2 + 2, sendo

estas parcelas as dimensões respectivas da base J1 e da fibra ' P2. Por outro lado, pelo
lema 69(ii), dimH0

(
J1, L2

Θ

)
= 4 e portanto, de acordo com o resultado provado (Teorema

80), dimS = 3. Ou seja, no caso dos fibrados semi-estáveis não temos um isomorfismo entre
P (F ) e J1×PH1

(
X, ξ−2

)
como no caso dos instáveis (Teorema 35), mas apenas a sobrejecção

garantida pelo Teorema 52. Além disso, de acordo com as dimensões observadas, a imagem
inversa de uma classe de equivalência Ẽ ∈ S pela aplicação s será uma variedade projectiva
de dimensão 1, isto é, uma curva algébrica que seria interessante determinar.
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Comentário final

Atiyah enunciava em [2](teorema 4) que “U (n, d) está em correspondência biuńıvoca com
um subconjunto de F/Q em que F é um fibrado vectorial sobre a variedade de Picard de X,
e Q uma relação de equivalência em F preservada pelas fibras”. Aqui U (n, d) representa o
conjunto das classes de isomorfismo de fibrados de dimensão n e grau d. Este fibrado F surgia
do resultado imediatamente anterior (teorema 3) e teria como fibra sobre um fibrado linha
L ∈ Pic (X) o espaço vectorial em correspondência biuńıvoca com as classes de equivalência
de extensões de L.

No 1ocaṕıtulo ficou estabelecida com o Teorema 35 a existência, no caso dos fibrados
instáveis, de uma fibração sobre cada componente JdivE da jacobiana com divE ≥ 0, de fibra
PH1

(
X,L2ξ−1

)
com L ∈ JdivE . Mas, porque a dimensão das fibras varia com L, não se trata

de um fibrado vectorial como sugeria o Teorema acima citado.
O 2ocaṕıtulo é dedicado ao tratamento do caso dos fibrados semi-estáveis para superf́ıcies

de Riemann de género 2 (divE ≤ 0) e limitámo-nos a tentar perceber qual seria o fibrado que
poderia corresponder a Uss (2,O) de acordo com esta motivação. Ou seja, a base em causa
foi a componente da variedade de Picard de X dos fibrados linha de grau 1, e estudámos
apenas os fibrados de dimensão 2 semi-estáveis com determinante trivial. Neste caso fica de
facto estabelecida a existência do fibrado F sobre J1 a que Atiyah se referia.Vai ter como
fibra o espaço das extensões de ξ por ξ−1, H1

(
X, ξ−2

)
. De salientar que a notação usada

neste caṕıtulo atribui ao fibrado linha que denotámos por ξ−1 o papel que tinha o fibrado
linha L no 1ocaṕıtulo, e é o fibrado trivial O que ocupa a posição de fibrado determinante
para o qual usámos a notação ξ no 1ocaṕıtulo. Por isso o espaço projectivo PH1

(
X,L2ξ−1

)
do teorema 35 tem o mesmo papel que a fibra PH1

(
X, ξ−2

)
de P (F ).

Depois de vários resultados preliminares construimos na proposição 75 o fibrado F sobre
J1 que é identificado com a primeira imagem directa em J1 de uma famı́lia de fibrados
linha sobre X parametrizada por J1, que a cada ξ ∈ J1 faz corresponder um fibrado linha
isomorfo a ξ−2. Analisando com detalhe esta construção assinalamos os seguintes como passos
fundamentais:

• A existência de um mergulho canónico t : X −→ J1, t (x) = Lx, que permitiu definir o
divisor Θ =

{
L ∈ J1 | h0 (L) ≥ 1

}
em J1;

• A possibilidade de definir através de imagens rećıprocas de LΘ um fibrado LT ⊗ ν∗LT

sobre J × J1 que é um fibrado de Poincaré [4][11] para os fibrados linha L2Θ0 sobre J
(lema 74);

• O estabelecimento de uma dualidade canónica
(
H0 (J, L2Θ0)

)∗ ' H0
(
J1, L2

Θ

)
.
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Considerando então a projecção pJ1 : X × J1 −→ J1, podemos resumir a construção do
fibrado F do seguinte modo:

F = (pJ1)1∗ (E)

E

em que ↓ é um fibrado sobre X × J1 tal que E|X×ξ ' ξ−2

X × J1

sendo portanto a fibra de F em ξ ∈ J1 dada pelo espaço das extensões de ξ por ξ−1.
O caso g = 3, estudado por Narasimhan e Ramanan em [11], não serve os nossos

propósitos, no sentido em que, a construção feita em analogia com a do fibrado P (F ), desta
vez para demonstrar a existência de um mergulho de S em PH0

(
J2,O (2θ)

)
, é um fibrado

sobre J1 e não sobre J2. No entanto esta seria a componente da Jacobiana que nos garan-
tiria pelo menos a sobrejectividade da correspondência F −→ S de acordo com o teorema
52. No entanto esta construção é precedida por resultados válidos para qualquer género g ≥ 2:

• Definição de um divisor θ em Jg−1;

• A possibilidade de usar imagens rećıprocas de Lθ, em analogia com o lema 74, para
garantir a existência de um fibrado linha LΦ sobre J , e de definir a partir delas um
fibrado sobre J × Jg−1 que é um fibrado de Poincaré [4],[11] para os fibrados LΦ;

• O estabelecimento de uma dualidade canónica H0 (J,O (Φ))∗ ' H0
(
Jg−1,O (2θ)

)
.

O passo seguinte em [11] no entanto usa o facto de, para cada ξ ∈ J1, existir um mergulho
de X em J dado por x 7−→ ξ−1Lx, argumento já utilizado em [10] no caso g = 2. A nós
interessar-nos-ia definir um mergulho de X em J a partir de um elemento de Jg−1, o que
possivelmente não poderá ser feito de forma canónica.

Ainda assim, o facto de para cada ξ ∈ Jg−1, a dimensão de H1
(
X, ξ−2

)
ser constante

(= 3g − 3 pelo Teorema de Riemann-Roch) e do teorema 52 garantir a sobrejectividade de
F −→ S, permite a partir da projecção pJg−1 : X × Jg−1 −→ Jg−1, estabelecer a existência
do fibrado sobre Jg−1:

F = (pJg−1)1∗ (E)

E

em que ↓ é um fibrado sobre X × Jg−1 tal que E|X×ξ = ξ−2

X × Jg−1

sendo portanto a fibra de F em ξ ∈ Jg−1 dada pelo espaço das extensões de ξ por ξ−1.
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