Resumo

Tendo como motivacdo uma observagao feita em [2] (Teorema 4) por M. Atiyah, o objectivo
deste trabalho foi descrever a construcao de uma fibragdo F' sobre a Variedade de Picard de
uma Superficie de Riemann X, com fibra sobre L € Pic(X) dada pelo espaco das classes de
equivaléncia de certas extensoes de L. No caso dos fibrados nao estaveis usamos como princi-
pal referéncia o livro de Gunning [5], e para o caso dos fibrados semi-estéveis de dimenséao 2
e determinante trivial sobre uma superficie de género 2, o artigo de Narasimhan e Ramanan
[10]. Neste tiltimo caso pode-se mostrar que F' é de facto um fibrado vectorial sobre J!, com
fibra em cada L dada pelo espaco das extensdes de L por L.
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Introducao

Neste trabalho estudamos Fibrados Vectoriais Holomorfos sobre Superficies de Riemann com-
pactas ou curvas algébricas nao singulares. Estes sao objectos geométricos bastante conhe-
cidos e para os quais ja foi estudado o problema da classificacdo. Em particular, sao bem
conhecidos alguns espacos moduli, por exemplo o chamado moduli de fibrados semi-estaveis
de dimenséo r e grau d sobre uma Superficie de Riemann X. O conceito de Extensao aparece
em varios contextos, nomeadamente quando se consideram sequéncias exactas de objectos
Algébricos. Neste caso as extensdes vao ser sequéncias exactas curtas de fibrados, ou equiva-
lentemente dos feixes localmente livres das seccoes desses fibrados. A nossa perspectiva serd
usar este tipo de ExtensGes para obter informacao sobre os fibrados.

O ponto de partida foi um resultado enunciado por Michael Atiyah em [2], segundo o
qual se poderia definir um fibrado vectorial F sobre a Variedade Jacobiana de uma curva
algébrica X, em que cada ponto corresponderia a uma extensao de um fibrado linha L €
Jac (X). Este fibrado F, quocientado com uma relagdo de equivaléncia conveniente, teria
um subconjunto em correspondéncia biunivoca com o conjunto das classes de isomorfismo
dos fibrados indecomponiveis sobre X com dimensao m e grau d.

O primeiro objectivo foi entao conhecer a correspondéncia a estabelecer entre o conjunto
das classes de equivaléncia de extensoes de um determinado fibrado linha e o conjunto das
classes de isomorfismo de fibrados vectoriais holomorfos sobre X. Estudamos apenas os fibra-
dos de dimensao 2.

No primeiro capitulo sao apresentados os objectos em causa no caso geral (dimensao m)
e alguns dos resultados que estabelecem entre eles relacoes de alguma forma naturais. A
partir do momento em que é definido o conceito de Extensao passamos a estudar apenas a
dimensao 2. Introduzimos também o conceito de Estabilidade de um fibrado vectorial. Serd
fundamental na obtencao do resultado mais relevante deste capitulo de acordo com os nossos
objectivos - uma correspondéncia biunfvoca entre o conjunto PH! (X , ng—l) que classifica
classes de equivaléncia de extensdes do fibrado linha €L~ por um subfibrado L , e o conjunto
dos fibrados nao estdveis com determinante fixo & que tém o fibrado linha L nicleo dessa
extensao como subfibrado maximal. Nesta fase serviram de referéncia os artigos [1], [2] e o
livro [5]. Houve uma tentativa de uniformizar e actualizar as notagoes utilizadas.

No segundo capitulo estudamos o caso dos fibrados semi-estaveis com determinante trivial.
Neste caso o conjunto PH! (X , L*2) que vai classificar extensées de L € J' por L~! aparece
como instrumento fundamental no estudo da subvariedade S de U°° (2,0) (classes de S-
equivaléncia de fibrados semi-estaveis de dimensao 2 e grau 0 sobre X), constituida pelos
fibrados semi-estaveis de determinante trivial, no caso em que X tem género g = 2. Depois
de introduzir o conceito de divisor, naturalmente associado ao de fibrado linha, seguir-se-ao
uma série de resultados apresentados em [10] com o objectivo de mostrar que S é isomorfa



a um espaco projectivo, interpretado como o sistema linear associado ao divisor 20 em J'.
Em particular construimos um fibrado sobre J!, que denotaremos por F com fibra sobre &
dada por H' (X ,5_2). Esta construgao é feita na proposigao 75 seguindo a referéncia [10],
mas por ser um resultado particularmente relevante, procuramos explica-lo detalhadamente.

Ao contrario do que foi obtido no 1°capitulo para os fibrados instdveis, neste caso, fixado
um subfibrado linha ¢~ de E, com ¢ € J', obtem-se apenas uma sobrejeccao entre o fibrado
projectivo IP (F) sobre J!, cuja fibra é dada por PH" (X, 5_2) e a variedade S. No entanto,
o facto de qualquer fibrado de dimensao 2 e determinante trivial sobre uma superficie de
Riemann de género g poder ser, a menos de S—equivaléncia, dado como extensdo de um
fibrado linha de grau g — 1 (teorema 58) sugere a possibilidade de usar as extensoes como
instrumento na classificacao de fibrados. Tanto quanto sabemos, a imagem inversa de uma
classe de S—equivaléncia pela sobrejeccao estabelecida nao é conhecida.

O facto de os mesmos autores de [10] terem publicado mais tarde o artigo [11] dedicado
a um estudo analogo mas para superficies de Riemann de género g = 3 despertou a curi-
osidade de saber se teriam recorrido a um fibrado projectivo sobre J? com fibra dada por
PH! (X, L*Z), L € J?, para fazer o estudo da variedade S. No entanto, e apesar de af terem
sido generalizados para qualquer género alguns dos resultados que permitiram estabelecer o
isomorfismo do caso g = 2, neste artigo os autores usam também, analogamente ao que ti-
nham feito na proposicio 75 de [10] uma sequéncia exacta de fibrados sobre J! na construcao
do fibrado que desenpenha o papel de F, que vem a ser também um fibrado sobre J'. Pro-
curdmos entao concluir este trabalho com algumas reflexées sobre uma possivel generalizacao
da construcao feita em [10], dando relevancia as dificuldades que surgem na passagem do
caso estudado ao caso geral.



Capitulo 1

Fibrados Vectoriais Holomorfos

sobre Superficies de Riemann

1.1 Definigoes

Definicao 1 Um fibrado vectorial holomorfo de dimensdo m sobre a superficie de Riemann
X € uma variedade complexa E com wma projeccao holomorfa m: E — X que verifica:
-Vp € X, m 1 (p) € um espaco vectorial complero de dimensio m.
« Para cada p € X existe uma vizinhan¢a U e uma aplicagio holomorfa ¢, , a que
chamamos trivializacao, tal que o sequinte diagrama é comutativo

rlU) S Uxcm
NS
U

Definicao 2 Uma sec¢ao holomorfa de um fibrado vectorial E é uma aplicagcdo holomorfa
s: X — FE que verifica wos = Idx. Localmente, ou seja, composta com uma trivializacdo
@, 7Y (U) — U x C™, s fica definida por uma aplicacdo

p,(8):U—UxC™

p — (p,sy(®)
em que s, : U — C™ é uma funcao vectorial holomorfa.

Considerando uma cobertura aberta i = {U,} de X, o fibrado F fica definido por fun¢oes
de transigao holomorfas ¢4 : Uy N U — Gl (m, C) tais que Py © gp;ﬁl (p,v) = (p, bop (D) v).
Além disso, para cada p € U, N Uz N U, tem-se a condigao de cociclo ¢,z (p) ¢s, (p) =
Gor (p) - Podemos entdo usar elementos @5 € Gl (m, OUamUﬁ) tais que ®op (p) = Pap (p) se

p € Uy NUg, para definir E.



Definicao 3 R € um pré-feixe de anéis sobre um espaco topoldgico X se, para cada aberto
Ude X, R(U) for um anel e, sempre que V.C U forem abertos de X, a aplica¢ao restrigao
Pl R(U) — R (V) que verifica

o oy =idrw)

° WCVCU:p%:p‘V/VOpg
for um homomorfismo de anéis.
Os elementos de R (U) chamam-se secgoes de R em U.

Definicao 4 R ¢ um feixe de anéis sobre um espago topoldgico X se for um pré-feixe e se,
para cada aberto U de X e {U;} cobertura aberta de U, satisfaz o axioma de feixe, ou seja:
Dados s; € R (U;) tais que pgszj (s;) = PmeUj (sj) para quaisquer i,j,

entao existe uma tinica secgio s € R (U) tal que pgi (s)=s; Wi

Exemplo 5 Se X for uma superficie de Riemann, os anéis O (U) = {f : U — C holomorfa}
com U aberto de X, constituem o feixe de anéis O.

Definicao 6 As fibras R, do feize de anéis R sao os anéis constituidos pelas classes de
equivaléncia para a relagao entre secgoes s € R (U) et € R (V) dada por:

s~t seexiste WCUNV talque peW e pY (s)=piy (2)

Consideremos um feixe de anéis R e um feixe de grupos abelianos S sobre um espaco
topolégico X esejam 7: R — X e 7m:S — X as respectivas projecgoes. Olhando para
R apenas como feixe de grupos abelianos, tem-se que R x & tem a estrutura de um feixe
de grupos abelianos sobre X x X com projeccao dada por 7 x m : RxS — X x X. A
restricao deste feixe a diagonal X C X x X é entao um feixe de grupos abelianos sobre X
que designaremos por RoS .

Definigao 7 Seja R um feize de anéis.

Um feixe de grupos abelianos S é um feize de R - mddulos se existir um homomorfismo
de feizes RoS — S tal que, para cada p € X a aplicacao induzida nas fibras RpyxSp— Sp
define em S, uma estrutura de Ry,- mddulo.

Para cada U C X tem-se (RoS)(U) ¥R (U) xS (U) , logo o homomorfismo de feixes
atras referido define em S (U) uma estrutura de R (U) — médulo.

Definicao 8 Um feize de R - mddulos isomorfo ao feixe R™ = R®...6R chama-se feixe
livre de dimensao m.

Definicao 9 Se U = {U,} for uma cobertura aberta de X e os feizes restri¢cao F |y, forem
feizes livres de dimensdo m entdo F é um feixe localmente livre.

Seja O(FE) o feixe das sec¢oes holomorfas do fibrado E.
O(FE) é naturalmente um feixe localmente livre de O - médulos.
Se U = {U,} for uma cobertura aberta de X, para cada U, vai existir um isomorfismo

0o O(E)|u, — (’)TU”Q , COm Sy 1= S

slua  — Sa
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Os isomorfismos ¢,5 = ¢, 0 @ ﬁ_l : OZLOU@ — O?QMUB verificam a condigao:

¢aﬂ¢ﬁ'y = ¢av e1m OlnflmUﬂmUW (1.1)

e podemos representd-los matricialmente por ®,53 € Gl (m, OUang) .

Ora, sendo O o feixe das fungoes holomorfas em X , {GI (m, Oy )} é um pré-feixe de grupos
nao abelianos para m > 1. Consideremos entao o seu feixe associado que representaremos por
Gl (m, ). Vamos chamar um 1 — cociclo a uma colecgao de elementos ®,g € Gl (m, OUamUﬁ)
que verifica a condigao:

®.5(p) gy (p) = Pory (p) paracada p e U, NUgNU,.

Considerando uma cobertura aberta U = {U,} da superficie de Riemann compacta X,
denota-se por Z' (U, Gl (m, O)) o conjunto dos 1 — cociclos para a cobertura U . Entdo, por
(1.1) cada fibrado vectorial holomorfo E sobre X pode ser representado por um 1 — cociclo
(®up) € ZF (U, Gl (m,0)).

Dois cociclos (®ag) € (Vo) dizem-se equivalentes se existirem matrizes 0, € Gl (m, Oy,)
tais que

Uos (p) =04 (p) Pag(p) @51 (p) paracada pe U, NUsg.

Denotaremos o conjunto das classes de equivaléncia para esta relacio por H' (U, Gl (m, O)).

Por outro lado, considerando dois fibrados isomorfos E e E’ representados respectivamente
por (®,5) e (Vap) , vao existir isomorfismos locais 0, : Off — O cuja representacio
matricial 0, € Gl (m,Op,) verificard a condigao: Uop = @aq)ag@gl. Assim, o iso-
morfismo de fibrados é dado por uma relacao de equivaléncia idéntica a dos cociclos. Resta
verificar que esta nao depende da escolha da cobertura aberta .

Se considerarmos uma outra cobertura V de X que resulte de um refinamento da cobertura
U, ou seja de uma aplicagao i : V — U tal que V,, C i (V) para cada V, € V | ela vai induzir
uma outra aplicacdo i : Z!' (U, Gl (m,0)) — Z1 (V,Gl(m,O)) em que a imagem do cociclo
(®ap) € o cociclo i(q))vavﬁ = paﬂq)i(va)z‘(vﬁ) com p,g a aplicagao restricio a Vo N V. E
simples verificar que ¢ aplica cociclos equivalentes em cociclos equivalentes e portanto induz
uma aplicacao

i*: HY (U, Gl (m, 0)) — H (V, Gl (m, O))

Resulta também que para dois refinamentos ¢ e j de U vem ¢* = j*. Estabelecendo entao
uma relagdo de ordem no conjunto de todas as coberturas de X em que V < U significa que
VY é um refinamento de U, vem que ¢* fica uma aplicacdo bem definida sempre que V < U.
Introduz-se entdo o conjunto H' (X, Gl (m, ©)) =dir.limy H' (U, Gl (m, O)).

Assim, o conjunto das Classes de isomorfismo de Fibrados Vectoriais Holomorfos
de dimensao m sobre a superficie de Riemann X fica em correspondéncia biunivoca
com o espago de cohomologia:

H' (X, Gl (m,0))

Aproveitamos agora para descrever também os grupos de cohomologia H? (X,O(F)) para
0s quais usaremos a notacao simplificada H? (X ,FE).



Consideremos uma cobertura aberta suficientemente fina U = {U,} de X.
Usando a notagao Uy,...a, Para as intersecgoes Uy, M ... N Uy, recordemos que um cociclo
. € r (Uaomaq,E) tais que

o

f€Zi(U,E) ¢ dado por uma colecgio de fungoes f,

g+1
Z -0 f (p) =0 sempre que p € Uag...ag (1.2)

A seccao f, ., pode ser identificada com um elemento do médulo I (Uao_,a o (’)m) através

. Po . -
do isomorfismo O(E)|y, ~ Oﬁa, sempre que Uyg..a, C Us. Sendo 2, a aplicagao coordenada

de Uy D Uayg...a,, vamos denotar esse elemento por fao'”aq

condigao de cociclo (1.2) como uma condigao para fungoes complexas analiticas

= fug..aq (2a) € reescrever a

q+1
Z (-0 f (p) =0 , com peEUsg.ag (1.3)

Para uma diferente escolha de coordenada zg em Ug D Uag...a, temos a relagao
fao...aq (ZB (p)) = éﬁa faon.aq (Za (p)) se p € UaOu-aq C Ua m Uﬁ

ba
Usemos entao a identificagao (D(E)]U%+1 L oy ) dada pela vizinhanga coordenada
“q+

Uagir 2 Uag...aq1 € a relagao entre coordenadas fao'_'aq (zaqﬂ) =®u, .10, fao'_'aq (zaq) para
escrever 1.3 na forma

SED T @)+ ()™ By Ty () =0

j:O aomajmaq+1
sendo a respectiva condicao de cobordo dada por

(df)ao“a B (p) ZZq) - F (p) + (1) Do 0y Fop ey ()

jZO aomajmaq+1
Em particular, podemos descrever o grupo H' (X,E) , em termos de um 1 — cociclo

representativo (®,5) € Z1 (U, Gl (m, 0)), como sendo dado por fungdes complexas analiticas
fap : Ua NUz — C™ que verificam

foy (0) = fory (0) + Py (D) fap () =0 se p€Uagy =UaNUsNU, (1.4)
Usaremos a notagao h' (E) = dim H* (X ,E).
Exemplos de construgoes com fibrados vectoriais e respectivos cociclos representativos:

1. Se FE; for representado por (<I>1aﬁ) e Fy por ((I)%ﬁ) , a soma directa F1 & Fs vem
representada por (V,3) com

@, 0
0 B,

U, =

2. Se E for representado por (®,5) € Z!(X,Gl(m,0)) , se F for um subfibrado
de E representado por (¥,5) € Z'(X,Gl(k,0)) e G o fibrado quociente E /F



representado por (Qag) € Z! (X,Gl(m — k,0)) entdao E 6é extensio de F por G e

Vo Aus
bus= | | m A € Mun i (O000)
0 Qup

3. Se E for representado por (®,5) € Z' (X,Gl(m,0)), o fibrado linha det E vem
representado por (£,5) € Z' (X,Gl(1,0)) = Z' (X,0%) em que

gaﬂ = det (I)aﬁ

Definicao 10 Um fibrado vectorial E diz-se decomponivel se se puder escrever como soma
directa de subfibrados: E = FE1 @ Es @ ... D Eg

Defini¢ao 11 Para L fibrado linha sobre X a sua primeira classe de Chern ¢y (L) é a imagem

de L pelo morfismo de bordo H' (X, O*) O H? (X,Z) associado a sequéncia exacta curta
0—Z—0—0"—0

Pelo Teorema de de Rham H* (X,R) ~ H},, (X) e portanto c1 (L) é um elemento de H# p (X)
usando a aplicagio natural H* (X,Z) — H#p (X).

Definicao 12 O grau de E € o nimero inteiro definido por :

deg E = deg (det F) = / ci(detE) €Z
X

onde c1 € a primeira classe de Chern do fibrado linha det E.

Enunciaremos sem demonstragao trés teoremas fundamentais na teoria dos fibrados vec-
toriais holomorfos sobre superficies de Riemann:

Teorema 13 (Riemann-Roch para fibrados vectoriais)

Se X for uma superficie de Riemann compacta de género g e E um fibrado vectorial
holomorfo de dimensdo m sobre X tem-se

R (E) — h! (E) =deg E+m (1 —g)
Teorema 14 (Dualidade de Serre)

Seja K o fibrado candnico das 1-formas sobre X superficie de Riemann, entdo tem-se
HY(X,E)" ~ H°(X,K ® E¥)

Teorema 15 (Teorema B de Serre)
Se L for um fibrado linha positivo (deg L > 0) sobre X e E um fibrado vectorial holomorfo
de dimensao m sobre X existe ko tal que

H' (X,E®L*) =0 Vk=>ko

Observacao 16 Em [4]/(p.161) ¢é feita uma estimativa de ko para variedades de Kdhler
usando a curvatura associada a métrica de L e os isomorfismos das cohomologias harmonica,

de Dolbeault e de Cech HO' (E) ~ Hg’l (E) ~ H' (X,0(E)).



1.2 Reducao do Grupo de Estrutura

O resultado seguinte é determinante no tipo de cociclo representativo que vamos obter para
cada fibrado vectorial holomorfo sobre uma superficie de Riemann X e serd demonstrado com
base nos dois lemas que se lhe seguem.

Teorema 17 Qualquer fibrado vectorial holomorfo de dimensdo m>1 sobre X tem um sub-
fibrado linha.

Lema 18 Qualquer fibrado vectorial holomorfo sobre X tem wma seccao meromorfa nao
trivial

Demonstracao:

Seja L um fibrado linha positivo e £ um fibrado de dimensdo m > 1. Usando o Teorema B
de Serre e o Teorema de Riemann-Roch para fibrados vectoriais tem-se:

W(E®LF) =deg(E®@L*) +m(1—g)  Vk= k.
Como deg (E ® Lk) = (deg E) rk (Lk) + 1k (E) deg (Lk) =deg F+mkdegL, vem

K (E® L*) = deg E + mkdegL+m (1 —g) Vk > k.
Para k > ko suficientemente grande tem-se entdo h" (E ® Lk) > () e, como caso particular,
R (Lk) > 0 , logo vai existir alguma seccao meromofa de L~* e o resultado sai de
E=(E@L")@L*. =

Lema 19 Se FE tiver uma sec¢do meromorfa nao trivial entao tem um subfibrado linha .

Demonstragao: Denotaremos por M o feixe das sec¢oes meromorfas do fibrado E de
dimensao m > 1.

Seja s seccao meromorfa nao trivial de E, s = {so} com s, € ' (Uy, M™). Refinando
se necesséario a cobertura I/ , podemos garantir que s, seja holomorfa com pelo menos uma
das suas componentes nao nula em todos os pontos do aberto U,, excepto possivelmente
num. Seja z, a funcao coordenada que aplica esse ponto na origem z, = 0. Entao vai existir
um ndmero inteiro 7, tal que 2]*sq, é funcao holomorfa com pelo menos uma das suas
componentes nao nula em U,. Consideremos entdo uma matriz de componentes holomorfas
O©4 € Gl (m,Op,) tal que:

Oa 25* Sa (p) = 10”.ﬂT6C% Vp € U,

Seja (P,3) um cociclo representativo de E que verifique s, = ®,3 sg. Consideremos
um cociclo equivalente (¥,g) dado por V,g = @ai’a@@gl e vejamos qual a expressao da
seccao s em termos de W,3 :

OnSa = OaPup 55 = Onsq = Vg Opsg = s = {Oysq}.

Mas, por definicao de O, , tem-se:

Zoé_ro‘ (p) Z;TO‘ Zgra Zﬂ*T‘g
0 0 0 0
Ousa (p) = . Vpe Uy, = s= ] e vem : . = q/;aﬂ
i 0 i i 0 1) i 0 | i 0 |




Entao ¥,3 tem que ser da forma:

_¢a5 . *_
0 *
Vg =
0 * - x

em que z,"* = ¢_ 5 zgm . O fibrado linha L representado por <cpa B) é subfibrado de F e

tem uma sec¢a@o meromorfa {z; "} que induz a seccao s = {Oy5,}. ®

Corolario 20 Qualquer fibrado vectorial holomorfo de dimensdo m sobre X pode ser repre-
sentado por um cociclo (®og) da forma:

(plag * N *
0 gp2a . *
(baﬂ = . . 6 .
L O O Spmaﬁ J

Demonstracgao:
Seja Ly o fibrado linha representado por (901a 5) . Ly é subfibrado de E. A submatriz
que resulta de eliminar as 1% linha e coluna d& origem a um cociclo representativo do fi-
brado quociente E,Lq. Pelo teorema anterior vai existir um subfibrado linha Ly de E L4
representado por (¢, ﬁ) tal que £ L fique representado na forma:

802015 koo ok

O resultado sai por inducao em m. m

Existe entao uma filtragdo de

0=EyCFE,C...CE, 1CE,=FE

em que L; = F;, /FE;_1 é o fibrado linha representado por <‘Pia ﬁ)

Atiyah chama & sequéncia de fibrados linha (Lj, Lo, ..., L;;,) uma decomposigao de FE.

Porque a reducao do grupo de estrutura pode ter vérias formas, ou seja, porque existem
varias decomposicoes possiveis, é introduzido o conceito de decomposicao maximal com
base no seguinte lema:

Lema 21 Os inteiros deg(L), com L subfibrado linha de E sdo limitados superiormente.

Demonstracgao:
Feita a reducao do grupo de estrutura, seja E representado pelo cociclo
901,15 * [N *
Dog= | e
L 0 0 somaﬁ i




Comecemos por provar que se um fibrado F assim representado tem uma secgao holo-
morfa nao trivial, entao pelo menos um dos fibrados linha na decomposicao tem uma seccao
holomorfa nao trivial.

Suponhamos que E tem uma sec¢ao holomorfa nao trivial s = {s,}, entao pelo menos uma
das componentes s,, de So = (SaysSags s Say, ) € nao identicamente nula. Fixemos entao
r € {1,...,m} tal que s,, # 0 mas s,, = 0 parar < i < m, ouseja sq = (Says - Sayn, 0y, 0)T.

Sa = Pag S5 = Sa, = ¢p,,; 58, » 1080 sp = {Sq,} ¢ uma seccao holomorfa nao trivial
do fibrado L, = E, /F,._; na decomposicao de F.

Consideremos entao um subfibrado linha L de E.

L~! ® FE tem uma seccao holomorfa nao trivial, logo, para algum r € {1,...,m}, L7'L,
tem uma seccao holomorfa nao trivial e vem

deg L, — deg L = deg (L‘lLT) > 0= degL < deglL,
Tem-se entao
deg L §1<max deg L, (1.5)

<r<m

Definigao 22 (Ly, Lo, ..., L,,) é uma decomposi¢cdo mazximal de E se:
(1) Ly tem grau mdzimo (finito pelo lema)
(13) (La, ..., Ly,) € uma decomposi¢cio maximal de E /L.

Observagao 23 - Pelo lema acima qualquer fibrado admite uma decomposi¢cdo mazximal

(quando for introduzido o conceito de estabilidade veremos em que caso se tem a unici-
dade).
- Se (Ly,..., Ly,) € uma decomposi¢cio maximal entdo deg Ly > ... > deg Ly,.

1.3 Extensoes
No que se segue considerar-se-a apenas o caso dos fibrados vectoriais holomorfos de dimensao 2:

Definicao 24 Diz-se que o fibrado E de vk 2 é extensao do fibrado linha Lo pelo fibrado
linha L1 se existe uma sequéncia exacta

0—IL1—F—1Ly—0

Definigao 25 Duas extensoes E e E' de Lg por Ly dizem-se equivalentes se existir
um isomorfismo de sequéncias exactas:

0—L —F—Ly—0
Id | 1 1 Id

0— L — E — Ly—0

Da seccao anterior podemos concluir que todo o fibrado E de dimensao 2 é extensao de

um fibrado linha, j4 que uma decomposicao (L1, L2) ndo é mais do que uma extensao de um
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fibrado linha Lo por Ly . Nao é dificil ver que a extensoes equivalentes correspondem fibrados
isomorfos. Podemos pois garantir a existéncia de uma sobrejecgao:

Classes de equivaléncia de Classes de isomorfismo de Fibrados

Extensoes de dim 2 e grau d holomorfos de dim 2 e grau d

Resta saber em que casos podemos garantir uma correspondéncia biunivoca.

Observagao 26 Seja O (L) o feize das secgoes holomorfas do fibrado linha L e (Caﬁ) um
seu cociclo representativo. O grupo de cohomologia H'(X,O (L)), para o qual usaremos a
notagdo simplificada H' (M, L) , fica definido por funcgées o0ap : UaNUg — C que verificam
06y +Cy30ap =0ay em Uy NUgNU, (1.4).

Teorema 27 O conjunto das classes de equivaléncia de extensdes do fibrado linha Lo pelo

fibrado linha L1 estd em correspondéncia biunivoca com o grupo de cohomologia
H' (X,LiL3")

A extensdo trivial Li @ Lo corresponde ao elemento 0 .

Demonstragao:
Se Ly e Lo forem fibrados linha representados respectivamente por (gola B) e (802a ﬁ>, a
representacgao de E em termos de cociclos é da forma :

A
@Otﬂ = gplaﬂ Oéﬁ

0 P2,

A condicao de cociclo ®,5 ¢35, = ®,, em U, NUgNU, reduz-se entao a condicao:

Solaﬁ)\B’Y + )\a,8<1025 e = Aa’Y (16)

De acordo com a observagao anterior, substituindo na condigao (1.6) as fungdes A, por
Oap = 901_a1ﬁ Aap obtemos uma condicao equivalente em U, N Ug N Uy:

-1
OBy + P13 @2«/,3 Oap = Oay

Ou seja, por (1.4) os elementos 0,3 que definem um cociclo representativo de E como
extensao de Lp por L; formam um cociclo (o43) € Z1 (U,LILQ_I) .

Por outro lado, E e E’ serem extensoes equivalentes de Lo por Lp significa que ficam
definidas por cociclos equivalentes. Neste caso isto significa que vao existir fun¢oes holomorfas
{hqo} tais que:

Plas )\im L ha Plos  Aap L —hg
0 @2045 0 1 0 @2(1[3 0 1

11



ou, usando as fungdes oag, Tag(p) — 0,5 (P) = hg (p) — ha (p) com p € Uy N Up.
Tem-se entao que duas extensoes sao equivalentes quando os cociclos que as definem sao
cohomélogos. m

Observagao 28 Tendo em conta o isomorfismo candnico L2_1L1 ~ Hom (Lo, L1) podemos
referir-nos ao espa¢o H' (X, L1L2_1) usando a notagcdo H' (X, Hom (L, L1)) . Esta é alids a
notacdo utilizada em versoes mais actuais deste mesmo resultado e mais geralmente na clas-
sificagao de extensoes de fibrados de dimensao superior 0 — Fy — W — F» — 0. No-
meadamente em [4](p.722) onde o resultado é demonstrado aplicando o functor Hom (Fy, )
a sequéncia exacta e passando a cohomologia:

HO (X, Hom (Fy,W)) — H (X, Hom (Fy, Fy)) -2 H* (X, Hom (F3, F}))

A obstrucao a decomposicdo trivial de W vem dada por 0 (Idp,). Assim o cociclo o = (0,8) €
H! (X, L1L2_1) que classifica E com extensao de Lo por L1 no teorema 27 vai ser, de acordo
com esta versao, imagem de Idr, pelo morfismo de bordo 9: o (E) = 0 (Idg,)

Corolario 29 Seja E extensdo de Lo por Ly.
Se deglLi—deglo >2g—2 entdo E € decomponivel em soma directa E = L1 & Ls.

Demonstracgao:
Pela dualidade de Serre h' (M, LiL;") = h° (M, KL 'Ly).
Como deg (KLI_ILQ) =29g—2—degly +degLy =29 —2— (degL; —deg Ly) < 0, vem
HY (M,L1Ly') = {0} m
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1.4 Fibrados Estaveis e Semi-estaveis

Ja garantimos a existéncia de uma decomposi¢cao maximal para cada fibrado de dimensao 2.
Vamos procurar condigbes que garantam a unicidade. A existirem, a correspondéncia entre
fibrados holomorfos e extensoes, quando fixamos um subfibrado, fica, nessas circunstancias,
biunivoca.

Comecaremos por fixar o fibrado det £ . Ou seja vamos tentar descrever os conjuntos
U(2,6)={EcH (X,61(2,0))|det E=¢}

Note-se que para qualquer fibrado linha L se tem U (2,§) @ L = U (2,§L2), pelo que
qualquer conjunto U (2,&) é isomorfo a U (2,n) com degn = 0 ou —1.

Introduziremos agora o conceito de estabilidade de fibrados vectoriais.

E
Definicao 30 O declive de um fibrado E € o valor y (E) dado por j(E) = dele .
,

Defini¢ao 31 Um fibrado E diz-se estdvel (respectivamente semistdvel) se para qualquer

subfibrado proprio F C E, se tem
w(F) < p(E) ( respectivamente p(F) < u(E) ).

No caso de um fibrado E de dimensao 2 a estabilidade (respectivamente semi-estabilidade) é
entao definida por

1 1
deg L < 3 deg B (respectivamente deg L < 3 deg E)

para qualquer subfibrado linha L de E.

Observe-se que, para qualquer fibrado linha L, vem F C L®E seesése L™'F C E.
Portanto, se E for estavel e FC L ® E vem

1 1 1
deg (LilF) < §degE = degF =deg (L*IF)—FdegL < 3 deg E+deg L = §deg (L®E)

Ou seja, L ® E também fica estavel.

A estabilidade é portanto preservada pelo produto tensorial com fibrados linha.

Isto permite decompor de forma natural o conjunto U (2,£) como uniao disjunta do sub-
conjunto U (2, €) dos fibrados estaveis e do subconjunto U™ (2, €) dos fibrados nio estéveis
no qual estao incluidos os fibrados estritamente semi-estaveis:

U(2,6) =U%(2,6) LU (2,€)
De acordo com o resultado (1.5) podemos introduzir a seguinte defini¢ao:

Definigao 32 Chama-se ORDEM DE DIVISOR de um fibrado E ao nimero

divE = max deg L
LCE
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No caso em que F tem dimensao 2, para (L, Ly) decomposi¢do maximal de E, tem-se
divE =deg L;.
Podemos assim definir as componentes de U (2, &) da seguinte forma

us(2,6) = {Eeu(2,£)|divE<;deg§}

U (2,6) = {Eeu(2,§)|divE2;deg§}

Lema 33 Se X for uma superficie de Riemann compacta de género ge E € H (X,Gl(2,0)),
tem-se a desigualdade

1
divE > §degE —g
Se E for decomponivel tem-se mesmo divE > %deg E.

Demonstracgao:
Seja L um fibrado linha sobre X. Do teorema de Riemann-Roch sai que
WX, LT'QE)=h (X,L7'QE) +deg(LT'®E)+2(1—g) >
>deg(L'®E)+2(1—g)=—-2degL+degE+2(1—g)=degE+2(1—g—degL).
Sempre que degFE +2(1 —g—degL) >0<«<=degL < %degE—i— 1—g vem que
R (X7 L '® E) > 0, ou seja L' ® FE tem uma seccio holomorfa nio trivial.
Mas nesse caso vai existir um subfibrado linha F ¢ L™! ® E com uma seccao holomorfa
nao trivial, isto é, tal que deg F' > 0.
Entao tem-se FL C F e divE > deg F +deg L > deg L.
Conclusao, como deg L pode ser qualquer niimero inteiro n, para n < % deg E+1—g vem
divE > n. Daqui sai a primeira desigualdade pretendida.
Se E = L1 ® Lo entdo deg F = deg L1 + deg Lo < 2divE. m

Lema 34 Seja X uma superficie de Riemann compacta e E € U™ (2,¢)

(1) Se divE > %degé existe um unico subfibrado linha L de E tal que deg L = divE;

(7i) Se divE = %degf e E for indecomponivel, existe um tinico subfibrado linha L de E
tal que deg L = divE.

Demonstracgao:

(7) Seja divE > %deg{ e L1 um subfibrado linha de F tal que deg L; = divE. Con-
siderando Lo = E Ly, vem que Ly e Lo, sdo fibrados linha na diagonal da representacao
reduzida de F.

Se L for um outro subfibrado linha de E tal que deg L = divE, vem que L™' ® E tem
uma seccio holomorfa nao trivial e portanto, ou L™'L; ou L~ Ly tém uma seccdo holomorfa
nao trivial. Mas

deg (L‘ng) = —degL +deg EF —deg L1 = deg& — 2divE < 0.

Logo vai ser L™'L; a ter uma seccdo holomorfa nao trivial. Por outro lado,

deg (LilLl) =—degL+degL; =0

Logo tem que ser L™ 'L =1 = L = L;.

(44) Seguindo os mesmos passos que no caso anterior chegamos desta vez a deg (L_ILQ) =
0.
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S1
Seja s = “1a seccao holomorfa nao trivial de L™! @ E.

S2c
Se s9 # 0 entdo L™ 'Ly = 1 e, nesse caso, seria possivel definir L™! ® E por um cociclo

A
(I)aﬁ _ @aﬁ af
0 1
Sla . - - ..
para o qual s = com ¢ # 0, seria uma secgdo holomorfa nao trivial tal que
c

510 (P) = Pap (P) 518 (P) + cAap () com p € Uy NUg

Ter-se-ia entao o cociclo (Ay3) cohomdlogo ao zero de H' (X , L*1L1) .

Do Teorema 27(Classificagio de extensdes) resultaria L~!E decomponivel ( extensio de
L='Ly por 1) e, portanto, E também seria decomponivel. Tem entdo que ser L='L; a ter
uma sec¢ao holomorfa nao trivial e repete-se a conclusao do caso (7). m

Este resultado garante a unicidade do decomposicao maximal para os fibrados nao estaveis
nas condic¢oes indicadas.

Vamos usar a notacio U (2,&) para nos referirmos ao fibrados decomponiveis sobre X
que tenham determinante £. Pelo lema 33 vem U° (2,¢) c U™ (2,¢).

Recordemos que a variedade de Picard H' (X, O*) se obtém da sequéncia exacta de coho-
mologia associada a sequéncia exacta curta

0 —Z—0—0"—0 (1.7)

isto é, como extensao

0 — Pic®(X) — H' (X,0*) — Z — 0
onde Pic® (X) é uma variedade abeliana de dimensdo g isomorfa a C9 /A, sendo A ~ Z29 um
recticulado maximal.

Observemos agora que U (2, ¢) pode ser identificado com o quociente de H' (X, O*) pela
involucdo L — £L~1 | ja que, na aplicacdo

H' (X,0%) — U°(2,¢)
L — Lo L ¢
L1 e Lo tém a mesma imagem se e s6 se Lo = le_l.

Como H! (X, 0*) é uma variedade complexa analitica de dimensdo g, vem que U (2, &)
também é uma variedade complexa analitica de dimensao g denominada Variedade de
Kummer, sendo que alguns autores ddo este nome apenas ao quociente de Pic’ (X) pela
mesma involucao.

Usando o lema anterior podemos definir os conjuntos

U (2,6,L) ={EcU" (2,6 )\U"(2,§) [LCE e divE =deglL)}

e garantir que
U (2,6) =u’(2,) U U u*@ern)

deg L>1 degé
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é uma uniao disjunta.

Falta agora uma descricdo mais detalhada dos conjuntos U™ (2,¢,L).

Teorema 35 Numa superficie de Riemann compacta de género g existe wma correspondéncia
biunivoca entre os elementos do conjunto U™ (2,€, L), onde L e £ sdo fibrados linha tais que
deg L > %deg €, e os pontos do espago projectivo PH?! (X, L2£*1) .
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Demonstracgao:

Observemos que, de acordo com o Teorema 27, PH' (X , L2§*1) classifica as extensdes nao
triviais de L1 por L.

Consideremos entao L e £ fibrados linha tais que deg L > %degf , € seja F uma extensao
de Ly = €L~ por L.

Como deg Ly = degé — deg L < degé — %degﬁ = %deg{, vem deg L > deg Ly e, pela
majoracao (1.5), tem-se divE < deg L. Mas, por L ser subfibrado linha de E vem divE >
deg L. Logo divE = deg L > %degﬁ e portanto E € U™ (2,€, L).

Por outro lado, se considerarmos E € U™ (2,¢,L), tem-se que L é subfibrado linha de F
e, se chamarmos Lo ao quociente E L, escolhendo uma cobertura aberta & de X, podemos

representa-lo por um cociclo

A
Pop = Fap el

0 P2a8
em que (goaﬁ) , (‘P2aﬁ) € Z' (X, O*) representam respectivamente L e Ly. Como det E = ¢
tem que Vir ¢, 509,58 = §ap logo tem-se Lo = L€, ou seja E é dado como extensao de EL~1
por L.

De acordo com a demonstracao do Teorema 27 os elementos \,3 sao funcoes analiticas
definidas nas interseccoes U, N Ug tais que as funcoes 0,3 = gp;ﬁl)\a@ formem um cociclo
(0ap) € Z 1 (Z/l ,LLy 1) = 7! (L{ , L2§_1). Resta verificar que se considerarmos um fibrado
F'isomorfo a E teremos ambos a corresponder ao mesmo elemento de PH* (X L3¢ *1).

Sejam entao (Uaﬁ)7(0-ixﬁ) e 7! (L[, L2§_1) os cociclos dados por o3 = gp;ﬁl)\aﬁ e foﬁ =
cp;ﬁl)\’aﬁ em que A,g € )‘ixﬁ definem E e E' respectivamente como extensdes de ¢L~! por
L. Se E e E’ forem isomorfos vao existir isomorfismos locais 6, : OIQJQ — (9(2](x cuja

representagdo matricial O, € Gl (2,0p,) verificard a condigao: @gﬁ = ®a®ag@/gl.
Escrevendo explicitamente as matrizes ©, = fita - fiza vem
f21a f22a
Pap Ao fug fies || fiia fi2a Pap  Aap (1.8)
0 aap Jo1p  foop Ja1a f22a 0 Yaup

donde sai a igualdade
P20 f218 = fa1a Paps (1.9)

Ou seja, (fa1a) € T (X, L7 Ly) =T (X,L7%) .
Mas recordemos que E, E' € U™ (2,€, L) e que portanto

deg L > } degé <= 2deg L > degé <= —2deg L + deg{ < 0 <= deg (L™%) <0,
logo a sec¢ao (fa14) s6 pode ser nao trivial no caso deg L = %degf <= deg (L‘2€) =0
deg (LLQ_I) = 0. E nesse caso LL2_1 ter uma sec¢ao nao trivial implica que LL2_1 =1«
L = Ls. Da igualdade (1.9) viria entao que (f214) seria uma fungao holomorfa globalmente
definida numa superficie de Riemann compacta, ou seja, teria que ser uma constante C' nao

nula. Mas entao de (1.8) sairia

¥203 f228 = CAap + [220 P08 f228 — fo20 = CSDQ_;@ Aap (1.10)
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Mas Cgo;o}ﬁ Ao = CgoQ_O}ﬁ ap 0ap = Coap € A (L{,LL2_1), logo da ultima igualdade de
(1.10) vem que Conp = Oem H' (X,LLy") = H' (X,0) . Como C # 0 tem que ser (0,4) = 0.
Ora o Teorema 27 diz-nos que neste caso F seria decomponivel - uma contradicao.
Conclusao, a sec¢ao (f214) tem que ser trivial.
Entao (1.8) reduz-se as equacoes
Ji1a = f11p
J22a = fo2p
Pap f128 + Mo f228 = fila Aap + f12a P2ap
As primeiras duas igualdades mostram que fi1 e foo sdo funcdes holomorfas globalmente

definidas numa superficie de Riemann compacta, logo sao iguais respectivamente a constantes
a1 e ao tais que ajas # 0. Resta entao a ultima condicao que fica na forma

©ap 128 T Nop 02 = a1 Aag + f12a Paas <= 01 Aag — Nop 02 = ©up 128 — fi2a Poap

Multiplicando esta ultima igualdade por 4,0;61 ficamos com
01005 — 02005 = f125 — f12a PojPoas

ou seja, aos fibrados E e E’ sao equivalentes se e s6 se existir uma 0 — cocadeia
(fa) €CO(U,LLy") = CO (U, L*¢71) tal que

a10as (p) — a204,5 (p) = f3(p) — fa (p) com p € UaNUp
Isto significa que E e E’ definidos como extensdes de £L~! por L pelos elementos o e ¢’ sdo
equivalentes se e s6 se existirem constantes a; e as com ajas # 0 tais que ajo — azo’ =0 em
H? (X7 L2§_1), ou seja, se e sé se a 0 e o’ corresponde 0o mesmo ponto de PH* (X, L2§_1) .
|
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1.5 Os conjuntos U (2,£) nos casos g=0e g=1

Comecemos pelo caso g = 0, ou seja vamos descrever os conjuntos U° (2,€) e U™ (2,€) no
caso da superficie de Riemann ser X = P!,

Os elementos E € U (2,&) caracterizam-se pela desigualdade divE < %deg £. Mas pelo
lema 33, como g = 0 vem também divE > %deg €. Entdo neste caso U° (2,€) = 0.

Por outro lado o Teorema 35 diz-nos que os conjuntos U™ (2,€&,L) estdo em corres-
pondéncia biunivoca com o espaco projectivo P* com n = h' (IP’I,L2§_1) — 1. Ora, pela
dualidade de Serre tem-se h' (IPl,L2§_1) = h (IPI,KL*%). Mas deg (KIF2§) = -2 —
2deg L + deg &€ < —2, logo h' (IP’l,L2§*1) = A0 (}P’l, KL*2£) = 0 e portanto U™ (2,¢,L) =0.

Tem-se entdo para X = P!

U(2,6) = U (2,€)

ou seja, todos os fibrados vectoriais holomorfos de dimensao 2 com determinante & sobre P! séo
decomponiveis. Assim, a classificacdo destes fibrados sobre P! fica reduzida & determinacio
dos fibrados linha. Basta entao usar a sequéncia exponencial de feixes 1.7 cuja sequéncia

exacta longa associada nos d&
0=H'(P',0O)— H' (P',0*) =5 H* (P',Z) =Z —H* (P',0) =0

Pela dualidade de Poincaré a classe de Chern determina um isomorfismo entre as classes de
isomorfismo de fibrados linha sobre P! e H? (IP’l, Z) ~ 7., portanto Pic (IP’l) =H! (Pl, (9*) =
Z. Nao é dificil ver que um gerador de Pic (Pl) ¢é o fibrado linha Ly definido pelas fungoes
de transicao {@g; (2) = 2z} na cobertura {Uy = C, U; = C* U {oco}} de PL. Temos entdo que
todos os fibrados de dimensdo 2 sobre P! se podem escrever de forma tinica como O (n1) @
O (n2) com ny < ng € Z em que O (n) = Lg.

Em geral, para qualquer dimenséo, todos os fibrados vectoriais sobre P! sao decomponiveis
numa soma de fibrados linha, resultado que se deve a Grothendieck (” Sur la classification
des fibrés holomorphes sur la sphére de Riemann”, Amer.J.Math.79, 1957).

De acordo com a identificagao ja anteriormente sugerida vem

U (2,8 =U°(2,§) =Variedade de Kummer= Pic (P') /Z,
onde a accdo de Zy envia L em L~'. Logo U (2,€) = Z, 7y onde x ~ —x, ou seja

U(?2,8) 2Ny =1{0,1,2,..}

Consideremos agora o caso g = 1.

Comecemos pelo caso nao estavel nao decomponivel:

U (2,6,L) 'S P com n = k' (X,L2%67Y) =1 = B (X, L7%) — 1 pela dualidade de
Serre (K = O).

Como deg (L*2§) = —2deg L +degé <0 vem A (X,szé’) =0 anao ser que & = L?,
caso em que H° (X, L_Qf) = HY (X,0) = C. Ou seja
PY = um ponto se L?=¢

U™ (2,¢,L) =
0 se L2#¢
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Isto significa que a 3*parcela na decomposicao

U(2,6=u’2,9uu’ 2,90 |J U 2.¢1)
£=L2
se descreve de acordo com duas possibilidades:

a) Se deg ¢ é par, existem 4 solucoes da equacao L? = ¢ com ¢ dado.
Por exemplo, as solugoes de L? = O sio os 4 pontos de ordem 2 em Jac? (X).
b) Se deg ¢ é impar, nao existem solugdes porque nao6 hé fibrados de grau semi-inteiro.
Assim,

4 pontos se  degé é par
U™ (2,6)\U° (2,) =
0 se deg& é impar

O caso decomponivel resulta novamente da identificacdo U (2, &) = Pic(X) /involugdo
com Pic(X) :U Pic? (X) :U X pois Jac(X) ~ X ~ Pic? (X) Vd € Z pelo Teorema de

d
Abel-Jacobi para uma curva eliptica. Assim,

= (U Pic? (X)) U Pic® (X) /involu¢io , pois a involugdo troca o sinal do
d>0

(qualquer fibrado é equivalente a um de grau

= (U X) UX,Zo , pois a involucdo envia L em L~!, ou seja x em —z.
d>0
Nao ¢ dificil provar que X /Zo ~ P! usando o revestimento ramificado 7= : X — P!,

z — P (z) dado pela funcao P de Weierstrass.
Assim, U° (2, €) é a unido disjunta de infinitas curvas elipticas e de uma recta projectiva P?.

Finalmente o caso estavel U° (2,€).
Por definicao e usando o lema 33 tem-se %degf —1<divE < %degé , logo os elementos
E e U®(2,¢) verificam
o [(deg€)+1
divE = {%] —1

L. Tu enuncia e demonstra em [15] que para uma curva eliptica X:

Teorema 36 Qualquer fibrado E indecomponivel de dimensao n e grau d € semi-estdvel.
Além disso E € estdvel se e sd se (n,d) =

Assim:
Se (n,d) =1 (primos entre si), £ é indecomponivel se e s6 se é estdvel.
Se (n,d) # 1 entao nao hé fibrados estéveis.
No nosso caso (n = 2) tem-se:
a) Se d = deg F = deg¢ é par entéo us (
b) Se d é impar entdo U (2,€) = U (2,€)
(j& vimos que U™ (2,6)\U (2,€) = 0

2,¢) = 0.
U (2,¢)
)

Finalmente, o teorema de Atiyah [2] (T'eorema 7) diz que para uma curva eliptica X, os
fibrados indecomponiveis de grau fixo U9 (2, d) estdo em correspondéncia biunivoca com
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a prépria curva de forma a que a aplicacao

det : Umdec(2,d) — Pic?(X)
K s detF

corresponde & aplicagdo H : X — X dada por H (x) = hx = z + ... + = (h vezes) onde
h = (n,d).
Assim, pelo Teorema de L. Tu, quando fixamos o determinante temos, no caso de d ser
impar,
det 71 (6) = U7 (2,€) = 1 ponto

ja que se trata de um isomorfismo, e, no caso de d ser par

det ' (¢) = U us (2,¢, L) = 4 pontos
e=12

tratando-se neste caso de uma aplicacao de grau 4.

Conclusao:

U° (2,€) U4 pontos = (U X) UP! U4 pontos se  d=2k
d>0

U2, =
U0(2,§)UZ/{S(2,§):<U X)UIP’lulponto se d=2k+1
a>0
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Capitulo 2

Classes de S-equivaléencia de
fibrados semi-estavelis de dimensao
2 e determinante trivial no caso

g=72

2.1 Divisores

Definigao 37 Seja X uma superficie de Riemann. Um divisor D em X € uma aplicacdo
D : X — 7Z com suporte localmente finito, ou seja, VK C X compacto, o conjunto

{p € K| D (p) # 0} € finito. Escrevemos

D=) D(p) p

peX

Se X for compacta entdao a soma € finita.
Ao conjunto {p € X | D (p) # 0} chamamos suporte de D e escrevemos supp (D)

Definicao 38 Dizemos que um divisor € efectivo se D (p) > 0 Vp € X e que, dados dois
divisores Dy e Do, D1 > Dy se D1 — Dy € efectivo.

Se f for uma funcao meromorfa definida numa vizinhanca U de um ponto p € X, e se z
for uma coordenada local em U com z (p) = 0, escrevemos

perto de p

0
S a2 (k€Z), ap #0
n==k

0o se f=

CCTORE S

Se s for uma sec¢ao meromorfa nao trivial de um fibrado vectorial holomorfo E sobre uma
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superficie de Riemann X, para cada p € X podemos escolher uma vizinhanca coordenada
(U, z), com z(p) = 0 tal que a composi¢ao com a trivializagao ¢, : a1 (U) —UxC™
fique definida por ¢, os(x) = (=, f (7)), € U, em que f é um n-uplo de fungdes meromorfas
em U.

Vai existir um ntmero inteiro k tal que f = zFg, em que g é um n-uplo de funcoes
holomorfas perto de p e g (p) # 0. Definimos k = ord, (s).

Definicao 39 Se s for uma sec¢@o meromorfa de um fibrado vectorial holomorfo E, defini-
mos o divisor de s e denotamos por (s), o divisor

(5) = ordy(s) p

peX

Qualquer divisor pode ser obtido como divisor de uma seccao meromorfa de um certo
fibrado.

Em particular numa superficie de Riemann X seja D =) n, p um divisor e sejam
peX
p,q € S = supp (D) com sistemas de coordenadas locais {Up, zp}, 2, (p) = 0, e {Uy, 24},

zq (q) = 0, escolhidos de forma a ter U, NU; = 0 se p # ¢q. Seja U, = X — S e consideremos
fe =1lem Uy, f, = 2,” em U,. Sejam g;; = fi/f; , 1,5 € I = {x} U S fungdes definidas em
Ui NU;. Tem-se entao que , se Uy NU; # 0, g;; sdo holomorfas e nunca se anulam nestas
interseccoes. Mais, se U; N U; N Uy # 0 tem-se g9k = Gik-

Conclusao {gi;} constitui um sistema de fungoes de transi¢do de um fibrado linha que
denotaremos por Lp. Além disso as funcoes {f;};.; definem uma seccao meromorfa de Lp.
Denotaremos essa sec¢ao por sp. Vem entao (sp) = D.

Facilmente se verifica que esta identificacdo nao depende da escolha das coordenadas
locais. Obter-se-ao fibrados linha Lp isomorfos.

Passamos entao a poder usar uma notacao alternativa para os espacos de cohomologia
H?(X,Lp) = HY(X, D) e respectivas dimensoes h? (Lp) = h? (D).

Observagao 40 Uma sec¢do meromorfa nao constante s de um fibrado vectorial holomorfo
E ¢é holomorfa se e s6 se (s) € efectivo.

Observagao 41 Se 7w : L — X for um fibrado linha e se sy e s1 forem duas secgcoes mero-
morfas de L (com sy # 0), entdo existe uma fun¢do meromorfa f em X tal que s; = fsp.

Definicao 42 Dois divisores D1 e Do dizem-se linearmente equivalentes se existe uma
fung¢ao meromorfa f em X, f #0, tal que (f) = D1 — Ds. Escrevemos Dy ~ Ds.

Lema 43 Dois divisores Dy e Dy sao linearmente equivalentes se e s6 se Lp, e Lp, forem
isomorfos [8].

Definicao 44 Um sistema linear completo |D| associado um divisor D é o conjunto de
divisores efectivos linearmente equivalentes a D.

|D| tem uma estrutura de espago prOJectlvo que ¢ esta relacionada com o espago vectorial
H°(X,Lp). Basta observar que para D >0 vem D ~ D se existe uma fungdo meromorfa
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f em X tal que ord,(f) > —ord,(sp) Vp € X. A secgdao f sp € H°(X,Lp). Tem-
se (f sp) = (Af sp) para qualquer constante A, e (f sp) € |D| e portanto existe uma
correspondéncia biunivoca entre |D| e PH? (X, Lp).

Em geral um sistema linear é um subespago de um sitema linear completo |D| que
corresponde a um subespaco linear de PHY (X, Lp).

Definicao 45 Seja @ um sistema linear numa superficie de Riemann X. p € X diz-se um
ponto base de @) se para qualquer divisor E € () se tem E > p.

Proposicao 46 Seja D um divisor numa superficie de Riemann compacta X. Entdo p € X
¢ um ponto base de |D| se e s6 se h% (D —p) = h° (D). Logo, |D| ndo tem pontos base se e
56 se h9 (D —p) = hY (D) — 1 para todo o p € X. Diz-se neste caso que o divisor é amplo

[8].

Se pudermos mergulhar holomorficamente uma superficie de Riemann X num espago
projectivo, podemos através de interseccoes com subvariedades apropriadas de P™ obter divi-
sores em X. Vamos ver que a reciproca também é verdadeira. Ou seja ,dado um divisor D,
podemos a partir dele definir um mergulho holomorfo de X num espago projectivo.

Definicao 47 Seja X uma superficie de Riemann. Uma aplicagao ¢ : X — P™ é holomorfa
num ponto p € X se existem funcdes holomorfas go, g1, -.., gn definidas numa vizinhanc¢a de
p, ndo sendo todas identicamente nulas em p, tal que ¢ () = [go (z) : g1 () : ... : gn (z)] para

todo o x nessa vizinhanca. ¢ € holomorfa se for holomorfa em todos os pontos de X.

Como numa superficie de Riemann compacta as tnicas fungoes globalmente holomorfas
sao as constantes, podemos usar fungdes meromorfas para definir uma aplicagdo holomorfa

¢ : X — P™. Mais, toda a aplicacao deste tipo pode ser definida desta forma.

Lema 48 Se f = (fo, f1, .- fn) forem fun¢oes meromorfas em X, nao todas identicamente
nulas, a aplicagdo ¢y : X — P" definida por ¢ (p) = [fo (p) : f1(p) : ... : fu (p)] em todos os
pontos que nao sejam polos de nenhum dos f; nem zeros de todos em simultaneo, estende-se
a uma aplica¢ao holomorfa definida em todo o X [8].

Lema 49 A cada aplicagao ¢ : X — P" podemos associar um sistema linear |¢| independen-
temente da escolha das fungoes fo, f1,..., fn que definem ¢ [8].

Proposicao 50 Seja Q C |D| um sistema linear sem pontos base com dimensao projectiva
n numa superficie de Riemann compacta X. Entao existe ¢ : X — P" tal que Q = |p|. Além
disso ¢ € unico a menos da escolha de coordenadas em P™ [8].

Dado um divisor D tal que |D| ndo tem pontos base, denotaremos por ¢ a aplicacdo
associada ao sistema linear completo |D].

Proposicao 51 Seja X uma superficie de Riemann e seja D um divisor em X tal que |D)|
nao tenha pontos base. Entao ¢p é um mergulho holomorfo, se e s se, para quaisquer
pontos p e q de X, se tem h° (D —p—q) = h% (D) — 2. Diz-se neste caso que o divisor é
muito amplo [8].
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2.2 Extensoes de fibrados linha e fibrados semi-estaveis

No que se segue consideraremos X superficie de Riemann compacta com género g > 2.
Denotaremos por J' a componente de Pic (X) (fibrados linha sobre X) dos fibrados linha de
grau 1.

Teorema 52 Qualquer fibrado E de dimensdo 2 e determinante trivial pode ser obtido como
extensio de um fibrado linha de grau g — 1 da forma LL;' para algum x € X e L € J9.

Observagao 53 FEste resultado melhora a estimativa para divE conseguida com o lema 33
ja que garante divE > 1 — g no caso em que deg E = 0.

Demonstracao:
Pelo teorema de Riemann-Roch vem
(L@ E)=h (L®FE)+deg(L®E)+2(1—g) >
>2degL+degE+2(1—g)=2degL+2—2g=2
e portanto h’ (L ® E) > 2.
Observando que H (X,L ® E) = H (X,Hom (L', E)) , tem-se que, se E # L™ '@ L1,
o morfismo de avaliacao

H°(X,Hom (L™',E)) =% Hom (L™'E)_
s — s(x)

nao pode ser um isomorfismo para todo o z € X.

Se assim fosse, vinha h° (L ® E) = 2, logo existiriam secgoes s e so de L® E tais que (s1, s2)
seria uma base de H° (X, L ® E) e (s1(x),s2 (z)) uma base de C? para todo o z € X, ou
seja s1 e sg nunca se anulariam simultaneamente em nenhum ponto de X e portanto L ® E
teria uma seccao holomorfa que nao se anula em nenhum ponto. Mas isso significa que L® F
seria trivial, ou seja E = L~ ' @ L.

Logo, existe s € H (X, L ® E) nao nula tal que s (z) = 0 para algum z € X.
Consideremos entao a sequéncia exacta curta de feixes sobre X

0—L;! —-0—C,—0
Vamos tensorizé-la com L @ E e passar a sequéncia exacta de cohomologia:
0— H(X,L;'L®FE) — H'(X,L®E) — H'(X,L®E), — ...

Entao Ker(avy) =Im [H (X, L;'L ® E) — H" (X, L ® E)] e portanto, como existe s # 0
tal que s € Ker(av,), vem

H° (X,L;'L®E) # 0« H° (X,Hom (L,L™',E)) #0
Ou seja E pode ser definido como extensdo de LL;*
0— L, L' —-E—LL;' —0
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|
J4 vimos no Teorema 27 que a cada elemento o € H' (X , L*Q) corresponde um fibrado
E, de determinante trivial que é extensdo de L por L1, ou seja

O—>L_1—>Eo—>L—>O

Lema 54 Se tivermos 0 — L' — E — L — 0, L € J' e a extensdo for ndo trivial,
entao E é semi-estavel.

Demonstragao:
Basta ver que se L’ for um fibrado linha de grau positivo vem Hom (L', E) = {0}. Se assim
nao fosse a composi¢do do homomorfismo nao nulo ¢ : L’ — E com a sobrejeccao F — L
resultaria num homomorfismo nao nulo L' — L e vinha deg L’ = 1. Mas se deg L' = 1 entao
L e L' seriam isomorfos e E seria trivial. m

Entdose L € J' e o # 0, a propriedade universal do espaco moduli 4/ (2, O) dos fibrados
semi-estdveis de dimensao 2 e determinante trivial sobre X [10] permite obter uma aplicagao
holomorfa

U PH (X, L72) - U5 (2,0) (2.1)

No 1°capitulo vimos que existe uma decomposi¢ao de E em fibrados linha que de-
notamos por (L1, L2) no caso da dimensao 2, e que é o mesmo que dizer que E se define como
extensao de Lo por Lj.

Se E for semi-estavel entao existe uma filtragao 0 = Ey C Fy C Eo = E chamada filtracao
de Jordan-Holder tal que todos os quocientes F; “FE;_1 sdo estaveis e tém o mesmo declive
de E, u(F;/E;_1) = p(F). Define-se entao o fibrado Gr (E) = Ey ® E/FE; e prova-se que
nao depende da filtracdo mas apenas de E. Isto deve-se ao facto dos fibrados semi-estaveis

de declive p constituirem uma categoria €, abeliana e artiniana.

Definigao 55 Dizemos que dois fibrados semi-estdveis E e E' sao S — equivalentes se
Gr(E) ~Gr (E')

Por exemplo, quando dizemos que, para L € J', 0 — L' — E — L — 0 pode ser

1 estamos a dizer que E é S — equivalente a j @ j L.

dado como extensdo de j € J° por j~

Denotaremos por U (2,0) o conjunto das classes de S-equivaléncia de fibrados semi-estéveis
de dimensao 2 e grau 0 sobre X e por S o sbconjunto das classes de S-equivaléncia de fibrados
semi-estdveis de dimensao 2 e determinante trivial. Veremos mais tarde que U (2,0) tem uma

estrutura de variedade algébrica da qual S é subvariedade isomorfa a P3.

Lema 56 Seja E extensio de L€ J' por L™': 0 — L' —FE—L-—0¢jecJ%

L e portanto ndo estdvel, se e so se

E €S — equivalente a j & j~
o(F) € Ker [Hl (X, L_2) — Ht (X, L_QLm)} para algum ¢ € X

Demonstragao:
Seja entao j € J°. Como H° (X, Hom (j, L‘l)) =0, entdo H° (X, Hom (j, E)) # 0 se e s6 se
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H° (X, Hom (j, L)) # 0 e se puder fazer o respectivo levantamento. Mas H° (X, Hom (j, L)) #
0+ H° (X, Ljfl) # 0. Seja entdo s uma seccao nao trivial de Lj~!. Se s ndo se anulasse

1 = 0 o que seria uma contradicdo com o

em nenhum ponto vinha deg(s) = 0 <= deg Lj~
facto de se ter L € J' e j € J°. Por outro lado se s se anulasse em pelo menos dois pontos
vinha deg (s) > 2 e cair-se-ia novamente em contradicdo. Conclusdo, Lj~! tem que ser da
forma L, para algum z € X. E portanto H° (X, Hom (j, L)) # 0 se e sé se j for da forma
LL;"! para algum z € X.

Consideremos entdo a aplicacdo natural p: LL;! — L.

Temos entao um diagrama comutativo de fibrados vectoriais dado por

0—  Hom(L,L7%) —  Hom(L,FE) —  Hom/(L,L) —0

! ! !
0— Hom(LL;l,L*I) — Hom(LL;l,E) — Hom(LL;l,L) — 0

em que as sequéncias horizontais sao exactas e as verticais sao induzidas por p.
Ao passar para as sequéncias exactas de cohomologia obtemos outro diagrama comutativo

H°(X,Hom (L,E)) — H°(X,Hom (L, L)) —  H'(X,Hom (L,L™"))

l l l
H°(X,Hom (LL;*,E)) — H"(X,Hom (LL;',L)) — H'(X,Hom (LL;',L7"))

O homomorfismo p é um elemento de H° (X , Hom (LL; l,L)). Por se ter uma sequéncia
exacta vai existir um levantamento de p em H° (X ,Hom (LL; L E)) se e sO se a sua imagem
em H! (X, Hom (LL;l, L_l)) for 0. Mas por outro lado p é imagem da aplicacao identidade
de L, e esta, de acordo com a observacao 28, tem por imagem em H' (X, Hom (L, L_l)) o)
elemento o (E) € H! (X, L‘2) que classifica E como extensdo de L por L.

A conclusao sai portanto da comutatividade do diagrama.
|

Vamos agora considerar D = K ® L2, em que K é o divisor canénico, e a aplicacdo
associada

ép: X —PH°(X,D)* ~PH' (X,L?)

T [— (fl,...,fN) [— [fl (.%') Cee st fN (1‘)]

Pelo Teorema de Riemann-Roch
W (D—p)=h"(K—-D+p)+deg(D—p)+1—g=

=hY(L2Ly) +29—1+1—g=

=" (L72Ly) + g
Como deg (L_QLp) = -2+4+1=-1<0vem h° (L_QLp) =0 e portanto h% (D —p) = g
Por outro lado h° (D) = h° (L_2) +degD+1—g=2g+1—geportanto h (D) —1 = g.
Ou seja D nao tem pontos base e portanto ¢, fica bem definida.

Teorema 57 Seja L € J', D= K® L? e U (2,0) o subconjunto de U (2,0) constituido
pelos fibrados estaveis de dimensdo 2 e determinante trivial. Entdo, sendo ¥ a aplicagcdo
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dada em 2.1, tem-se
U (2,0)\U? (2,0) = Vo gy (X)

Demonstracgao:
Seja E extensdo de L™! por L € J', ouseja 0 — L™! — E — L — 0. E é estavel se
e sé se HY (X, Hom (j, F)) = 0 sempre que degj = 0 (Lemab4). Ou, o que é equivalente, E
nao é estavel se e s6 se for extensdo de j € JY por j7!. Mas, pelo lema 56 isto é equivalente
a ter
o(F) € Ker [Hl (X, L*Q) —s H! (X, L*QLx)] para algum z € X.
Como pela dualidade de Serre

Ker [H' (X,L7%) — H' (X, L72L,)] = Ker [H* (X, K @ L?)" — H' (X,K @ [*® ;)]
vamos tentar perceber como é que fica definida a aplicacao
H (X, KeL*) — H (X, Ko L* L")

Comecemos por considerar mais uma vez a sequéncia exacta

0— L' —0—C, —0
Depois de a tensorizar com o fibrado K ® L? e passar & sequéncia na cohomologia obtemos

0— H (X,KeL*oL;') 25 H (X,K® L?) — C —...

onde s, € H°(X,L,) é a seccio que define o divisor z e portanto s, (r) = 0. Conclusdo,
Ker [HO (X,K ®L2)* — HO (X,K® L? ®L;1)*] sdo os funcionais ¢ € H° (X,K® L2)*

tais que ¢ (s®s;) =0 Vs € HO (X S K® L2) sendo portanto aqueles que ficam definidos
pelo valor que a seccao toma em z. Ora

ép: X — PHY(X,D)"

r — op (x): PHO(X,D) — C
s — s (x)
e portanto
o(E) € Ker [H' (X,L™?) — H' (X,L™2Ly)] para algum z € X < o (E) € ¢p (X).
[
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Consideremos agora o caso em que a superficie de Riemann X tem género g = 2.

Seja E um fibrado semi-estdvel de dimensao 2 e determinante trivial e consideremos o

conjunto

Cp={LeJ"|H*(X,L®E)#0}

Teorema 58 Cg depende apenas da classe de S — equivaléncia de E e se E for S —

1

equivalente a j ® j7L, com j € J°, tem-se que

LeCp<=L=jL, ou L=j"L,

Demonstragao:

—1 com j € JY e portanto ter a forma

1

Se E for S — equivalente a j & j

0— 3"
considera-se a sequéncia exacta

0— H(X,Lj ") — H°(X,L® E) — H°(X,Lj) — H' (X,Lj™")

Se L € Cg entao H° (X,L ® E) # 0 e portanto ou H° (X,Lj_l) # 0 ou H°(X,Lj) # 0.
Isto tem como resultado, ainda segundo a demonstracao do lema 56, que ou L = jL, ou
L = j7'L,. Reciprocamente, se H® (X,Lj~') # 0 ou H°(X,Lj) # 0 vem: no 1°caso
L € Cg de imediato, no caso de se ter H (X, Lj_l) =0e H°(X,Lj) #0 vem

WX, L) T2 RO (X, L) —deg (L) —142=0

e portanto resulta da sequéncia exacta que L € Cgp. =

Observagao 59 Como consequéncia do Teorema de Riemann-Roch, da dualidade de Serre e

de se ter E ~ E* vem que Cg € invariante para a involugio em J' definida por & — K @& .

Lema 60 Seja X de género g = 2 e F fibrado semi-estdvel de dimensdo 2 e determinante
trivial sobre X. Se L € J' for tal que H° (X,L ® E) # 0 entdo existe uma extensdo ndo
trivial

0—L ' ——F —L-—0
tal que E' € S-equivalente a E.

Demonstracgao:
Se E for ndo estdvel, como H° (X,L ® E) # 0 vem E S- equivalente a LL,;' @ L,L~! para
algum z € X pelo teorema 58. Seja E’ uma extensao nao trivial em correspondéncia com
o niicleo da aplicacio H'! (X, L_Q) — H! (X, L_2Lx) entao, pelo lema 56 vem que E’ é S-
equivalente a LL;' @ L,L~" e portanto S- equivalente a E.

Se E for estavel basta considerar o préprio £. m

Lema 61 Sejo 0 — £ — F — £ — 0 extensdo ndo trivial de & € J'. Entdo
Cp = {S}U {K®5_1} U {L € Jl ‘ O‘(E) € Ker [Hl (X7§_2) — - H! (ng—lL)]}
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Demonstracgao:
Consideremos a sequéncia exacta

0— H (X, L&) — HY(X,L®E)— H(X,L¢)
LeCpseesése H (X,LE!) #0ou, se H (X, L&) = 0se tem HO(X,L &) # 0

e existe o respectivo levantamento. O 1°caso resulta em L = £. Quanto a 2%possibilidade
observemos que, nas condicoes dadas, vem

WO (X, L&) "= (X, K @€' L") + deg (L &) +1 -2

portanto ou L=K @ ¢ L ou o (E) € Ker [Hl (X,§_2) — H! (X, §_1L)] . Basta seguir os
passos da demonstracao do Lema 56 e o resultado sai da comutatividade do diagrama

HY(X,Hom (£, E)) —  H°(X,Hom(,€) —  H'(X,Hom (£¢7Y))

! ! !
H° (X,Hom (L7Y,E)) — H°(X,Hom (L7%,¢)) — H'(X,Hom (L7%¢™))
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2.3 O divisor 20 e a sua relagcao com as extensoes

Nesta seccao chegamos finalmente a construgao de um fibrado sobre a jacobiana, cujas fibras
estdo em estreita ligacdo com as extenstes. Ora, sendo a jacobiana uma variedade de di-
mensao complexa 2 (uma vez que g = 2), acrescentamos ao estudo que tem vindo a ser feito
sobre curvas complexas alguns resultados sobre superficies complexas. Precisamos entao de
definir um divisor numa variedade complexa de dimensao m > 1, e, juntamente com alguns
preliminares que ajudem a sua compreensao, enunciar o Teorema de Riemann-Roch para fi-
brados linha sobre superficies, ja que ajuda a justificar um passo fundamental na construcao
que pretendemos fazer.

Comecemos por generalizar a definicdo de divisor a uma variedade complexa M de
dimensao m > 1, recordando que uma subvariedade analitica V' C M de dimensao n — 1 é
uma hipersuperficie se, para cada ponto p € V' C M, existe uma vizinhanga em que V' é dada
como o conjunto de zeros de uma funcao holomorfa f. Assim,

Definicao 62 Um divisor D em M € wma combinagado linear formal localmente finita

D:ZaiVi

de hipersuperficies analiticas irredutiveis de M. O divisor D diz-se efectivo se a; > 0 Vi.

Para p € V e f funcao de definicao local de V' tem-se que, para g funcao holomorfa numa
vizinhanca de p, ordy,, (g) é o maior inteiro a tal que se possa escrever g = f*h no anel Oy p,
com h # 0 em p. Mas este nimero vai ser independente de p logo fica bem definida ordy (g)
e consequentemente o divisor de uma seccao meromorfa de um fibrado sobre M.

E valido tudo o que foi referido para divisores sobre superficies de Riemann no que diz
respeito a sua correspondéncia com os fibrados linha sobre a variedade M.

Definiremos agora a interseccao de divisores e enunciaremos a féormula de adjuncao:

Definicao 63 O nimero de intersec¢do de dois divisores é dado por
D'D'ZLD'LD’:/ QNP
M

com @ representante de c¢1 (Lp) e 1 representante de ¢y (Lpr) , onde Lp designa o fibrado
correspondente a D [4](p.470). Prova-se que fica bem definido [4](p.59), ou seja, que ndo
depende da escolha dos representantes.

Definimos uma curva, C numa superficie M como sendo um divisor efectivo em M.
Se C' for uma curva suave e irredutivel de género g em M e denotarmos por K¢ e Ky os
respectivos fibrados linha candnicos, entao temos [4]
Férmula de Adjuncao
KM'C+C'C:290—2

Definicao 64 Para E fibrado vectorial holomorfo sobre uma variedade complexa compacta

M a caracteristica de Euler holomorfa de E é dada por

X(B)=) (-1)" h* (M, E)
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Denotando por Oy o fibrado trivial sobre M, temos

Teorema 65 (Riemann-Roch para fibrados linha sobre superficies)[4](p.471)

Seja M uma variedade complexa compacta de dimensdo 2 e L um fibrado linha holomorfo
sobre M. Entao
L-L-—L-Ky
X (L) = x (Oy) + =M
Teorema 66 (Dualidade de Kodaira-Serre para fibrados linha)[4](p.153)

Seja M uma variedade complexa compacta de dimensao m e L um fibrado linha holomorfo
sobre M. Entao

HY(M,L)~H" 9 (M,Ky @ L))"

Teorema 67 (Kodaira-Nakano)[4](p.154)
Se L — M for um fibrado linha positivo sobre uma variedade complexa compacta M de
dimensao m. Entdo

HY (M, QP (L)) =0 parap+q>m

e dualizando, se L — M for um fibrado linha negativo vermn HY (M, QP (L)) = 0 para p+q <
m

Consideremos entdo uma superficie de Riemann X compacta de género 2 e J, J' as
componentes do grupo de Picard constituidas respectivamente pelos fibrados linha de graus
0 e 1 sobre X.

X esta naturalmente mergulhada em J!'. Para ver isto pensemos no fibrado linha sobre
X x X associado ao divisor diagonal, ou seja aos pontos da forma (x,z). Denotaremos este
fibrado linha por La. Podemos interpreta-lo como uma familia de fibrados linha {L.}
sobre X parametrizada por X. Desta forma, recorrendo & propriedade universal de J',

garantimos a existéncia de um morfismo
t: X — J!

tal que ¢ (x) = L,, que é naturalmente um mergulho.

Observamos mais uma vez que J!' é uma variedade de dimensdo 2 e que portanto o
mergulho ¢ define um divisor ndo singular em J'. Denotaremos este divisor por O, e o seu
fibrado linha associado por Lg. Tem-se

©={LeJ' (L) >1}

Seja K o divisor canénico sobre X.
Lema 68 t*Lg =~ K

Demonstracgao:
Basta observar que t*Lg é simplesmente o fibrado normal de X em J!' para o mergulho t.
Considera-se entao a sequéncia exacta
0— (t*Le) ' —V —K—0
em que V é a imagem reciproca por t do fibrado cotagente sobre J'. Mas como J' é uma
variedade abeliana V' ¢ trivial. Basta entao considerar det V para obter o resultado. m
Observemos que se tem uma involucdo natural em J' dada por ¢ (¢) = K ® €71,
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Lema 69 (i) © ¢ invariante para a involugdo v e existe um levantamento para Lo da ac¢do
de v em J'. Tem-se 1* (Lo) ~ Lo;

(ii) Lo é amplo ; Tem-se H' (Jl,Lg) =0parai>1n>1¢eh (Jl,L’(Z)) = n?, para
n > 1.

(iii) Sejan € J' e Qy : J* — J' 0 morfismo definido por Q, (&) = € @ n~'. Entdo
Q5 (Lo) ® Lé2 é algebricamente equivalente a L%,

Demonstracgao:
(i) B (K @ L;1) ™2 hl (Ly) e hY (Lp) RO (L) —1—1+2=1. Logo h° (K ® L;1) = 1.
(ii) Lo ser amplo é um resultado cldssico [7](Teo.Lefchetz p.85) e a anulagao das cohomo-
logias positivas justifica-se com a dualidade de Kodaira-Serre e com o teorema de Kodaira-
Nakano, ja que, por K ;1 ser o fibrado trivial, vem

h? (Jl,L’é) =hn0 (Jl,KJ1 ®LC:)”) =h0 (Jl,LC:)”) =0
ht (Jl,LTé) =ht (Jl,KJ1 ®L(§") =h! (Jl,L(f)") =ht (Jl,QO (Lé")) =0

porque Lg" é negativo.

Quanto a h® (J L L’é) podemos calculd-la de forma indutiva usando a sequéncia exacta

0— L(enil) — Ly — Lg\t(X) — 0

e o facto de h? (Jl,Lg“(X)) = hY (X, K") pelo lema 68.

(i4i) Consideremos o seguinte diagrama comutativo

Ji I, J
L Q@ LYy
gl n, J

com Py (j) =42, j€ Je fn(§) =E&@n~t. Como coroldrio do Teorema do quadrado [7](p.34),
vem que se L for um fibrado sobre J entdo % (L) é algebricamente equivalente a L*. Logo
vem @y (Lo) algebricamente equivalente a Lé e portanto @)y (Lo) ® LE)Q algebricamente
equivalente a L% e amplo.

Consideremos agora o seguinte diagrama comutativo

X xJ' s JgxJt
DX l l H=pjRpsn
X — J1

em que as aplicagOes representadas ficam definidas por:

o 7(2,8) = (L, ®&71,8);
o 1(j,§)=j®¢

Andlogo ao que se passou com o mergulho ¢ também o morfismo 7 define um divisor,
desta vez em J x J'. Denotaremos esse divisor por 7. Como o diagrama é comutativo vem
que p~! (t(X)) = 7 (X x J') e portanto o fibrado linha associado ao divisor T’ ndo é mais
do que p* (Le). Denotaremos este fibrado linha por Lyp.
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Lema 70 Consideremos a aplicacio ¢ de J x X em J' definida por (j,x) LN j® L.

A imagem reciproca de Lo por esta aplicacao define uma famidlia de fibrados linha sobre
X parametrizada por J, que a cada j faz corresponder um fibrado linha sobre X isomorfo a
K®j %

Demonstracgao:

Seja i; : X — J x X a inclusdo x —— (j,z) e consideremos a aplicacdo \; = ¢ o i;
de X em J' dada por Aj t v j® L;. O que temos que demonstrar é o isomorfismo
i;p*Le = A;L@) ~ K ® j~! de fibrados linha sobre X para cada j € J .

Pelo lema 68 podemos assumir j # e, e portanto K ® j ! fibrado linha de grau 2 sobre X
nao isomorfo a K. Entao h° (K ® jfl) =hY(j)+2+1—2 =1, o que significa que existe um
tinico par de pontos a,b em X tais que K ® j~! ~ L, ® L. Por outro lado se x € X for tal
que \j (x) € t(X) entdo j® L, = L, para algum y € X, ouseja, j = L; '@ L, = K®j 1 ~
K® L;l ® L,. Mas pelo lema 69(i) vem que K ® L;l = L, para algum z € X, e portanto
temos que ter x = a ou x = b, o que significa que )\j_l (©) = {a,b}. Mas deg ()\;‘ (L@)) =
deg (A{ (Le)) = 2 pelo lema 68, logo temos que ter \j (Le) ~ Lo ® Ly = K ®ji7l m

Lema 71 Consideremos a aplicagio v : J x J* — J x Jb definida por v (j,£) = (jfl,ﬁ).
T*v* Ly define uma familia de fibrados linha sobre X parametrizada por J*, que a cada

¢ e J' faz corresponder um fibrado linha isomorfo a &2.

Demonstragao:
Seja ig : X — X x J' a inclusdo z — (z,&). O resultado que se pretende demonstrar é o
do isomorfismo zéT *v* L ~ €2 entre fibrados linha sobre X. Observemos o seguinte diagrama
comutativo: 4
X5 XxJb D gxJt L gx gt

PX I L w L (2'2)
X — J! — J1

Temese p (v ( (i (2)))) = (v (7 (,€)) = 1 (v (Lo @ €7,6)) = (€0 L;1,€) = €2 0 L3,

Portanto sé temos que mostrar que a imagem reciproca de Lg pela aplicacao = ——
£ L' é um fibrado linha isomorfo a £2. Mas pelo lema 69(i) é suficiente provar que que
a imagem reciproca de Lg pela aplicacio z — K ® £ 2 ® L, é um fibrado linha isomorfo a
€2. Ora isto é uma consequéncia do lema 70 fazendo j = K @ €72, m

Definicao 72 [}/(p.463)Sejam M e N espagos topoldgicos e f : M — N uma aplicagdo
continua.

Se F for um feize sobre M chama-se i-ésima imagem directa ao feize fi(F) sobre N
associado ao pré-feixe

U—>HZ( ), F)

No caso em que f é prépria e h’ ( f! .7:| F1 ) é constante, o feixe f? (F) é localmente
livre com fibra no ponto ¢ € N dada por HZ (f_ ( )5 Flp-1 (q)).

Assim, dado um fibrado W sobre M tem-se que f! (W) é o fibrado i-ésima imagem directa
sobre N cuja fibra em cada ponto é dada por H* (f_l (q), Wf—l(q)). Tem-se ainda o seguinte
resultado [6](p.253) para W fibrado sobre M e V fibrado sobre N

W f (V) ~ filw)eV
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Na demonstragao do lema que se segue precisamos de usar um resultado chamado ” Seesaw
Theorem”, enunciado e demonstrado por Lange em [7]. Assim tem-se:

Teorema 73 7 Seesaw”
Sejam M uma variedade complexa compacta e conexa, N um espago analitico reduzido e
L um fibrado linha sobre M x N.
(i) O conjunto Ny = {q EN: Ljpyxg € tm’m’al} € fechado para a topologia de Zariski;
(i) Se po : M x Ny — Ny for a aplicagdo projec¢io, entio existe um fibrado linha L
sobre Ny tal que
£|M><NO ~p; (L)

Lema 74 Existe um fibrado linha sobre J que vamos denotar por Lag, tal que
Py (L2ey) = Lt @ V"Lt @ pl (Lg?)

e paran € J', Lag, € isomorfo ao fibrado linha Ly ® Liggn-1ye0-

Demonstracao:
Consideremos o divisor em J' definido pelos elementos j~' ® L, com = € X, j € J, que
denotaremos por j*©. Os divisores j*© + ( j _1)* O e 20 sao linearmente equivalentes, ja que,

pelo Teorema do quadrado [7](p.33), para a translacgdo t; : J* B, J1 se tem
tr1Le ~ 17 (Le) @ t51 (Le) ® Lg'

o que é equivalente a L2 ~ ti(Le) ® i (Le) = Lj*e ® L(j-1y+e-

Novamente com a ajuda do diagrama 2.2 podemos verificar que p[v (j,€)] = ;71 @€ e
portanto os fibrados Lz| j 1 € v*Lyp| j, 1 sao respectivamente os fibrados associados aos
divisores j*© e (jfl)* ©. Assim Ly ® v*Ly| jxpn € o fibrado linha sobre J ! associado ao
divisor j*© + (j_l)>k © e portanto isomorfo a L%.

Consideremos agora as projecgoes py € pyi. Tem-se que Ly @ v*Ly ® p’, (Léz) é um
fibrado linha sobre J x J! e a sua restricdo a j x J! é trivial. Entdo, pelo teorema 73 vai
existir um fibrado linha Lsg, sobre J tal que

Pl (Loe,) = Lt @ v* Ly @ p' (Lg?)

Por outro lado, para n € J! consideremos o divisor n*© em J definido como imagem
reciproca de © pela aplicagao j — j ® 7. Tem-se Ly|jx(,; =~ Lye e usando o lema 69(i)
vem V' Ly jxiyy & L(ggy-1)*e- Conclusao Lag, vai ser isomorfo ao fibrado linha Ly-e ®
L(ggn-1y7@ sobre J.

Chegamos entao finalmente a construgao do fibrado F' que referimos na introdugao.

Consideramos para isso um fibrado F sobre X x J!, ou equivalentemente uma familia
de fibrados sobre X parametrizada por J', que a cada ¢ € J! faz corresponder um fibrado
linha isomorfo a €2, e usamos a sua 1%magem directa pela projeccdo p,i para definir F.
Trata-se de facto de um fibrado j& que pj1 é prépria e h' (p;} 3] 7-7:|Xxg) = ht (X,§*2) =
— (1 —g—2) =3 (ver defini¢ao 72). Assim,
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Proposicao 75 Eziste uma sequéncia exacta de fibrados sobre J':
0— F— J'xH(J',L}) — L — 0

onde a sobrejeccao € a aplicacdo avaliacdo e F pode ser identificado com a primeira imagem
directa em J' de uma familia de fibrados linha sobre X parametrizada por J*, que a cada
€ € J' faz corresponder um fibrado linha isomorfo a € 2.

Demonstracgao:
Consideremos a sequéncia exacta de feixes sobre J x J!:

0—>L;1 —>O]><J1 —)OJXJI\T — 0
e vamos tensorizé-la com o fibrado p% (L2g,). Obtem-se, de acordo com o lema 74
0— v (L) ®ph (LC:)Q) — pj (Lae,) — Pl (L2ey)ir — 0 (2.3)

Queremos entao saber qual a sequéncia exacta obtida ao aplicar a imagem directa de ordem
zero (pi),.

v* (L7) é a imagem reciproca pela aplicacdo j — j7! ® € de J em J! do fibrado Le,
logo é amplo e portanto H' (J x {¢},v* (Lt)) = 0 para qualquer ¢ € J!. Ou seja a primeira
imagem directa (p Jl)i de v* (L1) ® % (L(SQ) ¢é nula, fazendo da sequéncia de cohomologia
de 2.3 uma sequéncia exacta curta. Precisamente a sequéncia de fibrados vectoriais sobre J*
obtida por aplicacao de (py1), as componentes de 2.3:

0 — (py), V" (Lr)] ® Lg® — J* x H (J, Laey) — (p1), 775 (Lag,) — 0 (2.4)

Mas h° (J x {n} ,v*Ly) = h° (J!, Le) = 1 pelo lema 69(ii). Logo (p1), (v*L7) é um fibrado
linha com uma sec¢@o cuja restrigao a cada fibra é nao nula. Isto significa que (pj1), (v*Lr)
admite uma seccao que nunca se anula e portanto é o fibrado linha trivial.
Vamos entao dualizar a sequéncia, denotando por F' o fibrado dual de (p 1), 7.7*p% (L2e,)
e obter:
0— F — J' x (H°(J,Lse,))" — LE — 0 (2.5)

Para interpretar do fibrado F' como primeira imagem directa em J! de uma familia de
fibrados linha sobre X, parametrizada por J', que a cada ¢ € J! faz corresponder um fibrado
isomorfo a £ 2, observemos que, pelos lemas 74 e 68

DY (Log,) =T* (LT QU*Ly ®p§1 (LéQ))
"Ly =7 u* (Le) = (po7)* Lo = (topx)* Le = p ot*Le ~ p\ K
Por outro lado, pelo lema 71 7*v* L7 pode ser interpretado como uma familia de fibrados
linha sobre X que faz corresponder a cada ¢ € J' um fibrado isomorfo a &2.

Conclusao, podemos interpretar 7*p% (L2g,) como uma familia de fibrados linha sobre X
que a cada & € J! faz corresponder um fibrado isomorfo a K ®&2, e ter como consequéncia que
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(py1), TP (L2e,) ¢ a imagem directa de ordem zero dessa familia pela aplicagao pj o 7.
Como F = [(py1), T+7*p% (L2e,)]", a interpretacdo pretendida vem pela dualidade de Serre.

Resta entao mostrar que a aplicacao natural (HO (J, LQ@O))* — HO (Jl, L%) dada pela
sequéncia de cohomologia associada a 2.5

0— HY(JY,F) — (H°(J,Lse,))” — H° (J',L}) — 0

é um isomorfismo.
Pelo Teorema de Riemann-Roch para fibrados linha sobre superficies e porque K ; é trivial

vem

200 - 20¢

X (L2e,) = x (O) + 5

o que por Lgg, ser amplo significa
Ko (J, Lg@o) =1-hn! (J, OJ) + h? (J, Oy)+2(Og- @0)
Aplicando a férmula de adjungao vem Qg - ©¢ = 2gg, — 2 = 2.
Por outro lado h' (J,0;) = h® (J, Ql) =2eh?(J,05) =h° (J, (22) = 1, portanto
RO (J, Lag,) = 4.

Mas pelo lema 69 (4) também temos h° (J I,L%) = 4 , logo s6 temos que mostrar que
HO (J LR ) = 0, ou equivalentemente, pela dualidade de Kodaira-Serre que H? (J LF *) = 0.

Da interpretacao que fizemos de M = 7" Ly ® 7*v* L @ p’, (Léz) vem (le)i M=0e
(py)i M = 0. Vejamos porqué.

M é um fibrado sobre X x J!. Denotaremos na mesma por p;1 a projeccao de X x J!
em J' ji que pj1 o7 = p ;1. Entdo, da interpretacao referida anteriormente vem

(p)e M = (pp). [px (K@ &) @phn (LeP)] = (o)L [Pk (K ©&%)] @ L
Ora, para 7 € J' vem
(p)s [Px (K@) (n) = H' (X x {n} ,pk (K®€)) ~ H' (X, K0 &) ~H* (X,67%) =0
e por outro lado
(p)? [Px (K ©&)] (n) = H* (X x {n},px (K © &%) ~ H* (X, K ®€*) = 0

Tendo presente que F* = (p 1), M, podemos recorrer a um caso degenerado da sequéncia
espectral de Leray (E2 ~ Ey) [6](p.252);[4](p.463) para concluir que

H*(JLF*) ~H* (X x J', M)

Podemos repetir o mesmo argumento considerando agora M),, j1. Ou seja, recordando
novamente o diagrama 2.2, os dois primeiros factores de M surgem, quando restringidos a
x x J' como imagens reciprocas de Lg, respectivamente por uma aplicacio constante e pela
aplicacdo & — €2 ® L' e portanto, para cada z € X, vem que Mgy € isomorfo ao
produto tensorial de Lé2 pela imagem reciproca de Lg por esta aplicagao. Tratando-se da
aplicacdo Qr,, definida no lema 69 (iii), vem como consequéncia que M,y ~ QF (L@)@Lé2
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é algebricamente equivalente a L2@ e portanto é amplo:
(px). M (2) = H' ({2} x J' Myor) ~ H' (J*, LE) = 0 para i > 1
Finalmente concluimos que

H? (X x J' M) ~ H* (X, (px), M) =0

Chamamos a atenc¢ao nesta fase para o facto de, além de construido o fibrado F', ter ficado
estabelecida a identificagao

(H°(J,Lse,))" ~ H° (J*, L)

sendo que, a partir dela, o morfismo associado ao sistema linear |20 :
ey i I — PHO (J', L)

fica compativel com o morfismo definido pela inclusao em 2.4:

J' s PHO(J, Lse,)
£ — (L(SQ)g

Vamos entao tentar compreender exactamente como fica definido este iltimo morfismo.

Lema 76 Paran € J' a imagem da aplicagdo
HO(J, Lype) ® H" (Jv L(K@n—l)*@) — H°(J, Lae,)
dada pelo isomorfismo Ly+e ® Ligg,-1y e ~ Loe, define uma inclusao
(L(:f)?7 s H°(J, Lyo,)

Demonstracao:
(Le), = (). Py (LS7)], = {(PJI)* <L%1 ® (V' Lr) ™ @ph (Lze)o))}n

Mas ja tinhamos visto na demonstragao da proposicao 75 que (pj1), (v*Lr) é o fibrado
trivial.

Portanto [(pjl)* (L;l ® (V*LT)*1 ® pY (Lg@o)ﬂn = [(pJ1)* (L;1 ® pY (Lg@O))]77 —
=H’ (J x {n}, (L:Fl ® ph (L2@0))|Jx{n}> =
=H"’ (‘L L;a}@ & L2@0> =
= HO (J,L(K®n71)*@) pelo lema 74.

Ou seja, a aplicagao (L(SQ)U — HY(J, Lyg,) ¢ induzida por uma sec¢io nao nula de
HO(J,Lyo). =
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Proposicao 77 Para &€ € J' tal que £ #1n e & # K ®n~! o sequinte diagrama é comutativo

(L8), — H (X&' @)
T T
HY(J',L3) — H' (X, &P

e descreve-se do sequinte modo:
- H° (Jl,Lge) — (L%;))77 € a aplicacdo avaliacdo em n;
- H! (X,§_2) — H! (X,é_1 ® n) € induzida por uma sec¢do nao nula de £ @ n;
-H! (X 572) — HO (Jl,L%) ¢ a inclusao da fibra Fg;
-H! (X,f_l ® n) — (L%)n € um isomorfismo.

Demonstracgao:

Consideremos novamente a sequéncia exacta 2.3 mas desta vez na forma
0 — ply (Leey) ® Ly — py (Lae,) — by (Leey);p — 0

Usando o isomorfismo Ly-¢ ® Liggy-1)e = L2e, € observando que R (J, L(K®77_1)*@> =

ho (J 1,L@) = 1, podemos definir um homomorfismo nao nulo L,+¢ — L2g, que induz o
seguinte diagrama comutativo

0— pi(Lye)® L}l — Y (Lyre) — DY (Lﬁ*@)|T —0
! ! !
0— pj(Lagy) @ Ly'  — pfy (Laey) — 1 (Lagy)ir — 0

Ora p% (Ln*@)\T ¢ interpretado como 7.7* (p (L)) e 7" (p} (LW*Q))\Xx{g} é o fibrado
imagem reciproca de Lg pela aplicacio de X em J' definida por z — n® €' @ L, logo,
usando o lema 70 com 7 ® £ no papel de j € J, vem que 7* (% (Ly+e)) define uma familia
de fibrados linha sobre X parametrizada por J! que a cada & € J! faz corresponder um
fibrado isomorfo a K @ £ @ n~ 1.

Entao temos que a aplicacao p% (LU*9)|T — pY (Lg@o)‘T do diagrama é induzida por

uma sec¢ao nao nula de p% (L( K®n‘1)*@>| . Portanto a aplicacao induzida
T

(). (25 (Lyro)yp ) — (). (P (L260)1 )

1

pode ser interpretada para cada & € J! tal que £ # ne & # K ® n~! como a aplicacio

induzida por uma seccao nao nula de £ @ 7 :
H (X, K®ton ') — H (X,K 2¢%)

isto porque, para ¢ # ne & # K @ n~! as dimensdes h° (X,K®§®77_1) e O (X, £®@n)
mantém-se constantes e iguais a 1.
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Por outro lado a aplicagao p% (Lye) — p7 (Ln*@)|T do diagrama induz a aplicagao
HY(J,Lype) — H (X, K®&t@n™!)

que fica definida tomando as imagens reciprocas das seccoes de L,-g pela aplicacao
z+— L, ®&1 Como & # 1 e & # K ®n esta aplicacio é um isomorfismo.
Podemos entao deduzir do diagrama anterior um outro diagrama comutativo

HY(J,Lye) — HY(X,K®&t@n™!)
! !
HO (J, Lag,) — HO (X,K@EQ)

Mas pelo lema 76 podemos substituir H° (.J, L,-e) por (L(:)QL7 e a aplicacao HY (J, Lye) —
HY (J, Lag,) pela inclusio (L(:)Q)17 — HY(J, Lag,) . Resta entdo considerar o diagrama dual
par obter o resultado. m

Proposicao 78 O morfismo de J' /1 em PH° (Jl, L%)* induzido pelo fibrado L% € ingjectivo.

Demonstragao:
J4 vimos que a sobrejeccdo na sequéncia exacta da proposicao 75 permite identificar H° (J 1 L%) -
com HY (J, Lyg,) €, como consequéncia tornar compativeis os morfismos Pl20| € 0 que € in-
duzido pela aplicacio J! — H (J, Leg,) que faz corresponder a cada ¢ € J! o subespago
(Lgf) ¢ de HO (J, Lse,). Mas vimos depois no lema 76 que este subespago corresponde & ima-

gem de HO (J, Le-o) © HO (J, Ljee
induzido pela aplicacdo que associa a cada & € J' o divisor £*© + (K ®RE 71)* © em J. Entao

)*6) em HY (J, Lag,). Isto significa que o morfismo é

ao quocientar J! pela involucdo ¢ obtem-se a injectividade. m

N&R mostram em [10] que este morfismo é mesmo um mergulho.

Proposicao 79 Se sg for uma sec¢do de Lé, denotaremos por Dsg o conjunto

{neJ'|se(n =0}

Entao Dse1 = DS(_)2 se e sO se So, = AS@, para um escalar A # 0.

Isto significa que qualquer divisor linearmente equivalente a 20 fica univocamente deter-
minado pelo seu suporte.

Demonstracgao:
Consideremos D = Dy, = Ds,. Recordando que h° (Jl, L%) = 4 pelo lema 69(ii), se
dim {s € H° (J,L}) : s (D) = 0} > 2, entdo o morfismo Ppe) J' — PHO (Jl,L%)* dado
por 1 +— [s1(n) : s2(n) : s3(n) : 84 (N)] , em que {s1, so, 53,54} é base de HY (Jl, L2@), aplica
D em P!, ja que se anulam em D duas das coordenadas homogéneas. Mas, pela proposicio
78 este morfismo induz um morfismo injectivo de J' /v em PH? (J L L%)*. Isto significa que
D é invariante para a involugao ¢, e portanto que D /¢ é racional, tendo por isso no maximo
duas componentes racionais obtidas uma a partir da outra por aplicacao de ¢. Ora isto nao
pode acontecer por nao haver morfismos nio constantes de P! para J!. m
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2.4 A subvariedade S de U (2,0)

Seja X uma curva algébrica completa irredutivel e nao singular de género 2.

Seja S o espago das classes de S-equivaléncia de fibrados semi-estaveis de dimensao 2 e de-
terminante trivial sobre X.

Seja J! o espaco das classes de equivaléncia de fibrados linha de grau 1 sobre X.

Seja © o divisor em J! definido pelo mergulho natural de X em J! e Lg o seu fibrado linha
associado.

Teorema 80 Para um fibrado semi-estdvel E de dimensao 2 e determinante trivial sobre X,

o conjunto
Cp={LeJ' |H°(X,L®E)+0}

€ o suporte de um divisor positivo Dg univocamente determinado e linearmente equivalente
ao divisor 20. Além disso D depende apenas da classe de S-equivaléncia de E, e a aplicagdo

induzida
D:S—PH?(J' L)

€ um isomorfismo. Ou seja, S € isomorfo a um espago projectivo de dimensdo 3.
A demonstracdo deste Teorema vai ser feita com base no seguinte lema:

Lema 81 Seja 0 — ¢} — E — ¢ — 0 eatensio ndo trivial de ¢ € J* e o (E) o
correspondente elemento em H' (X,ﬁfz) (Teorema 27). Seja Fr = H' (X, 572) a fibra em
¢ do fibrado F definido na proposi¢io 75. Se a imagem de o (E) em J' x H (Jl,L%) for
dada por (&,se) com sg secgdo de L2@, entao

Cp={LeJ'|se(L)=0}

Demonstragao:
Por hipé6tese ¢ € C. De acordo com a observacio 59 vem também K ® ¢~ € Cg. Por outro
lado, pela proposigao75, vem sg (§) = 0 e pela proposicao 78 sg (K ® 5_1) = 0. Podemos
entdo assumir que L # £ e L # K ® ¢! e provar que L € Cg < sg (L) = 0. Pelo teorema
61 vem L € Cp < o (F) € Ker [Hl (X,§_2) — H! (X,f_lL)] em que esta aplicagao é
induzida por uma secgao nao nula A\¢gr de § ® L. Usando agora o diagrama comutativo da
proposicao 77

H' (X,¢7?) — H' (X, ¢ ')
o(E) +— 0(E)® Aean
! ! | |
se se (1)
HO (J', L) — (L),

vem que L € Cg sse s (L) =0. m
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Demonstremos entao o teorema:

Demonstragao:
Pelo teorema 52 e pelo lema 60 vem para cada E € S a existéncia de um representante I/ € E
tal que o (E) € H! (X,§_2) para algum & € J', ou seja, tem-se 0 — ' — F — £ — 0
para algum & € J!. Por outro lado, pelo lema 81 acima demonstrado, o conjunto Cg é o
conjunto dos zeros de uma secgao sg de L2@, logo é suporte de um divisor em J', linearmente
equivalente a 20, que denotdmos por Dg. Agora, pela proposicdo 79 Dp fica univocamente
determinado por CE, e pelo teorema 58 Cr = C'z depende apenas de E€s.

Consideremos entao o seguinte diagrama

P(F) -5 PHO(J',12)

CAN T D
S

em que que a aplicacao f é induzida pela aplicagao injectiva de 2.5, e s é a aplicacao que a um
elemento o (E) € PH! (X € _2) que classifique F como extensao de & por £ ! faz corresponder
a classe de S-equivaléncia F € S de F.

Feita a identificagao entre o divisor Dg eo seu suporte Cg = Cz vem D [E} = Dg e pelo
lema 81 este diagrama comuta. Por um lado f [0 (E)] = se@, e por outro Dg = (sg).

Observemos agora que f é uma aplicagao sobrejectiva.

Dada uma seccao nao trivial s de L%:

s € PH? (Jl,L%), s nao trivial = Cs = {L eJ'|s(L)= 0} é suporte de um divisor
positivo em J!.

Mas pela sequéncia exacta 2.5, como av (§,s) = 0 para £ € Cs vem que existe o (E) € F
que tem (&, s) como imagem. Agora, pelo lema 81 Cs = Cg e pelo lema 60 vem que F é
S — equivalente a uma extensio nao trivial de & por €71, ou seja existe o (E) € P(F) que
tem (£, s) como imagem. Entdo tem-se s = f [0 (F)] e portanto f é sobrejectiva.

Daqui concluimos que também D é sobrejectiva.

Mostraremos agora que D ¢é injectiva.

Consideremos wi,wy € S tais que D (w1) = D (w2). Seja & € suppD (w1) = suppD (wa).
Novamente pelo lema 60 vao existir 01,02 € P (F), tais que s(01) = w1 e s(02) = wa.
Pela comutatividade do diagrama tem-se f (1) = f (02). Mas a restricao de f a cada fibra
coincide com a inclusao da fibra F; em PH 0 (J 1 Lé) dada por 2.5 e portanto é injectiva.
Assim vem o1 = 09 e portanto w; = ws. Temos portanto que D é uma aplicacdo bijectiva.

O facto de ser D um morfismo vem de s ser um morfismo. Por um lado P (F’) é uma familia
de fibrados de dimensdo 2 e determinante trivial indexada em J!. Por outro a imagem de
o (E) pela aplicacao natural PH! (X, 5_2) — H! (X, E® f_l) ser nula faz com que exista
o levantamento para P (F) do morfismo de J* em S [10](lema 3.1) dado pela propriedade
universal [14](teo.8.1), que a cada £ faz corresponder a classe de S — equivaléncia de o (E) €
PH' (X,£7%). =
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Observemos novamente o diagrama que permitiu provar este resultado:

P(F) -1 PHO(J',12)
s\, T D
S

Pelo teorema de Riemann-Roch, para ¢ € J97 ! vem h! (X, 672) = —(1—-g—2(g9—1)) =
39 —3 = 3. Assim o0 nosso objecto de estudo P (F), como espaco total de um fibrado sobre J!
com fibra PH! (X, 5_2), tem neste caso (¢ = 2) dimensao projectiva igual a 4 = 2+ 2, sendo
estas parcelas as dimensdes respectivas da base J' e da fibra ~ P2. Por outro lado, pelo
lema 69(ii), dim H° (J 1,L%) = 4 e portanto, de acordo com o resultado provado (Teorema
80), dim S = 3. Ou seja, no caso dos fibrados semi-estaveis nao temos um isomorfismo entre
P(F)e J'xPH! (X, 5_2) como no caso dos instéveis (Teorema 35), mas apenas a sobrejec¢ao
garantida pelo Teorema 52. Além disso, de acordo com as dimensoes observadas, a imagem
inversa de uma classe de equivaléncia EeS pela aplicacao s serd uma variedade projectiva

de dimensao 1, isto é, uma curva algébrica que seria interessante determinar.

43



Comentario final

Atiyah enunciava em [2](teorema 4) que “U (n,d) estd em correspondéncia biunivoca com
um subconjunto de /@ em que F é um fibrado vectorial sobre a variedade de Picard de X,
e (Q uma relagao de equivaléncia em F preservada pelas fibras”. Aqui U (n,d) representa o
conjunto das classes de isomorfismo de fibrados de dimensao n e grau d. Este fibrado F surgia
do resultado imediatamente anterior (teorema 3) e teria como fibra sobre um fibrado linha
L € Pic(X) o espago vectorial em correspondéncia biunivoca com as classes de equivaléncia
de extensoes de L.

No 1°capitulo ficou estabelecida com o Teorema 35 a existéncia, no caso dos fibrados
instéveis, de uma fibracao sobre cada componente J¥'¥ da jacobiana com divE > 0, de fibra
PH! (X L3¢ 71) com L € J¥E  Mas, porque a dimensio das fibras varia com L, nio se trata
de um fibrado vectorial como sugeria o Teorema acima citado.

O 2°capitulo é dedicado ao tratamento do caso dos fibrados semi-estaveis para superficies
de Riemann de género 2 (divE < 0) e limitdmo-nos a tentar perceber qual seria o fibrado que
poderia corresponder a U%* (2,0) de acordo com esta motivagdo. Ou seja, a base em causa
foi a componente da variedade de Picard de X dos fibrados linha de grau 1, e estudamos
apenas os fibrados de dimensao 2 semi-estaveis com determinante trivial. Neste caso fica de
facto estabelecida a existéncia do fibrado F sobre J!' a que Atiyah se referia.Vai ter como
fibra o espaco das extensoes de & por £, H! (X ,5_2). De salientar que a notacao usada
neste capitulo atribui ao fibrado linha que denotdmos por €1 o papel que tinha o fibrado
linha L no 1°capitulo, e é o fibrado trivial O que ocupa a posi¢ao de fibrado determinante
para o qual usdmos a notacdo & no 1°capitulo. Por isso o espaco projectivo PH? (X L3¢ 71)
do teorema 35 tem o mesmo papel que a fibra PH? (X, 5_2) de P(F).

Depois de varios resultados preliminares construimos na proposi¢ao 75 o fibrado F' sobre
J' que é identificado com a primeira imagem directa em J!' de uma familia de fibrados
linha sobre X parametrizada por J!, que a cada ¢ € J' faz corresponder um fibrado linha
isomorfo a € 2. Analisando com detalhe esta construco assinalamos os seguintes como passos
fundamentais:

e A existéncia de um mergulho canénico ¢t : X — J!, t (x) = L,, que permitiu definir o

divisor © = {L € J' | R®(L) > 1} em J*;

e A possibilidade de definir através de imagens reciprocas de Lg um fibrado Ly ® v* Ly
sobre J x J! que é um fibrado de Poincaré [4][11] para os fibrados linha Lyg, sobre .J
(lema 74);

e O estabelecimento de uma dualidade candnica (HO (J, LQ@O))* ~ HY (Jl, L%).
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Considerando entdo a projeccio pj1 : X x J! — J!', podemos resumir a construcio do
fibrado F' do seguinte modo:

F=(pp), ()

&
em que ! é um fibrado sobre X x J! tal que Exxe =~ £2
X x Jt

sendo portanto a fibra de F' em & € J' dada pelo espaco das extensoes de & por €71,

O caso g = 3, estudado por Narasimhan e Ramanan em [11], nao serve os nossos
propdsitos, no sentido em que, a construgao feita em analogia com a do fibrado P (F'), desta
vez para demonstrar a existéncia de um mergulho de S em PH? (J2,0 (26)), é um fibrado
sobre J! e ndo sobre J2. No entanto esta seria a componente da Jacobiana que nos garan-
tiria pelo menos a sobrejectividade da correspondéncia F' — S de acordo com o teorema
52. No entanto esta construgao é precedida por resultados validos para qualquer género g > 2:

e Definicio de um divisor § em JI97!;

e A possibilidade de usar imagens reciprocas de Lg, em analogia com o lema 74, para
garantir a existéncia de um fibrado linha Lg sobre J , e de definir a partir delas um
fibrado sobre J x J9~1 que é um fibrado de Poincaré [4],[11] para os fibrados Le;

e O estabelecimento de uma dualidade canénica H° (J,0 (®))" ~ H? (J971, 0 (20)).

O passo seguinte em [11] no entanto usa o facto de, para cada ¢ € J!, existir um mergulho
de X em J dado por z — ¢ 'L, argumento j4 utilizado em [10] no caso g = 2. A néds
interessar-nos-ia definir um mergulho de X em J a partir de um elemento de J97!, o que
possivelmente nao poderé ser feito de forma candnica.

Ainda assim, o facto de para cada & € J97!, a dimensdo de H! (X ,5_2) ser constante
(= 39 — 3 pelo Teorema de Riemann-Roch) e do teorema 52 garantir a sobrejectividade de
F — S, permite a partir da projecciao pyg-1 : X x J9=1 — J971 estabelecer a existéncia
do fibrado sobre J971:

F = (pjo1); (€)

£
em que ! é um fibrado sobre X x J97! tal que Elxxe = £2

X x Jo-1

sendo portanto a fibra de F' em & € J9~! dada pelo espaco das extensdes de & por €71
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