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1. Designemos por Pic(X) o grupo dos divisores modulo equivalência linear numa
superf́ıcie de Riemann compacta X, e seja d : Pic(X) → Z a aplicação que associa
a cada classe de divisores o seu grau. Mostre que d é uma aplicação bem definida,
e que quando X é a esfera de Riemann, d é um isomorfismo.

2. Seja X = C/Λ um toro complexo, onde Λ é o recticulado Z⊕ τZ, com Im τ > 0.

a) Prove que qualquer aplicação holomorfa F : X → X é não ramificada.

b) Mostre que o grau d de qualquer aplicação holomorfa F : X → X é um quadrado,
isto é d = n2, para certo n ∈ N, e construa explicitamente aplicações holomorfas
para todos os graus posśıveis.

3. Seja X a superf́ıcie de Riemann hipereĺıptica dada pelo polinómio y2 = h(x), onde
h(x) é um polinómio com ráızes distintas de grau 2n + 1, n ≥ 1.

a) Mostre que wk = xk

y
dx define uma forma diferencial holomorfa em X se k ∈

{0, 1, . . . , n− 1}.
b) Conclua que {w0, . . . , wn−1} é uma base de Ω1(X).

4. Considere a sequência de feixes sobre X

0 → C → O d→ Ω1 → 0,

onde dU(f) = df, para uma função f ∈ O(U).

a) Prove que esta sequência é exacta.

b) Usando a sequência exacta longa de cohomologia associada, mostre que existe
um isomorfismo de grupos

H1(X, C) ∼= H1(X,O)⊕ Ω1(X).

5. Seja D um divisor numa superf́ıcie de Riemann compacta X.

a) Mostre que h1(D) = 0 implica que h1(D + p) = 0, para todo ponto p ∈ X.

b) Se D for tal que h1(D − p− q) = 0, para todos os pontos p, q ∈ X, mostre que
D é muito amplo, isto é, que

h0(D − p− q) = h0(D)− 2,

para todos os pontos p, q ∈ X.


