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Resumo

Nesta dissertacao pretende-se descrever o conjunto das classes de isomorfismo dos fibrados
vectoriais algébricos quase-parabdlicos simples de caracteristica 2 sobre P! com n (n > 0)
pontos marcados. Este conjunto tem uma cobertura por um ntmero finito de espacos
projectivos e tem a propriedade universal de um espaco de moduli grosseiro. No entanto nao
¢ Hausdorff. Sera estudado com detalhe o caso de P! com 4 pontos marcados. Identificar-
se-4 explicitamente o espago moduli para o problema de moduli da classificacao das classes
de isomorfismo de fibrados quase-parabélicos simples sobre P! com 4 pontos marcados, com

o minimo de identificacoes adicionais que permite obter um espaco quociente Hausdorff.

Palavras-chave:
Fibrados Vectoriais, Fibrados Vectoriais Quase-Parabodlicos, Feixes, Cohomologia, Recta

Projectiva, Espaco Moduli.
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Abstract

In this dissertation we intend to describe the set of the isomorphism classes of simple quasi-
parabolic algebraic vector bundles of rank 2 over P! with n (n > 0) marked points. This set
has a covering by a finite number of projective spaces and has the universal property of a
coarse moduli space. However it is not Hausdorff. The case of P! with 4 marked points will
be studied in detail. We will explicitly identify the moduli space for the moduli problem of
classifying the isomorphism classes of simple quasi-parabolic vector bundles of rank 2 over
P! with 4 marked points, with the minimum of additional identifications needed to obtain

a Hausdorff quotient space.

Key-words:
Vector Bundles, Quasi-Parabolic Vector Bundles, Sheafs, Cohomology, Projective Line,
Moduli Space.
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Introducao

Nesta dissertagao estudamos os fibrados vectoriais algébricos quase-parabélicos simples de
caracteristica 2 sobre P! com n (n > 0) pontos marcados. Dada uma curva algébrica C
nao singular com n pontos marcados (n > 0), um fibrado vectorial sobre C diz-se um fi-
brado quase-parabdélico se estd munido de uma estrutura quase-parabdélica, que consiste em
considerarmos bandeiras nas fibras correspondentes aos pontos marcados. Se além disso
considerarmos alguns pesos associados a estas bandeiras, munimos o fibrado de uma estru-
tura parabdlica, obtendo-se assim um fibrado parabolico sobre C. A associacao de pesos as
bandeiras permite definir grau parabdlico e consequentemente atribuir sentido as noc¢oes de
fibrados vectoriais parabolicos semi-estaveis e estaveis, generalizando as correspondentes
nocoes em fibrados vectoriais, que assumem importancia na construcao do espago moduli
em geral. Os fibrados parabolicos assumiram especial importancia na generalizacao do
Teorema de Narasimhan e Seshadri, [NS 65|, a curvas algébricas perfuradas, por Mehta e

Seshadri, [MS 80].

Os fibrados vectoriais quase-parabolicos sao tteis no estudo das propriedades que nao
dependem dos pesos associados as bandeiras. O objectivo deste trabalho é averiguar até
que ponto é possivel descrever o espaco moduli sem recorrer & estrutura fornecida pela
associacao de pesos as bandeiras. O ponto de partida para este estudo foi a seccao 8 do
artigo de Furuta e Steer [F'S 92|, onde é feito um estudo do espago moduli dos fibrados
quase-parabolicos simples de caracteristica 2 sobre P! com n (n > 0) pontos marcados.
Pretendemos, neste trabalho, descrever o conjunto das classes de isomorfismo destes fibra-

dos. Este conjunto tem, de facto, a propriedade universal de um espaco de moduli grosseiro
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(proposi¢ao 4.6) mas, embora admita uma cobertura por um niimero finito de espagos pro-
jectivos ndo ¢, em geral, um espaco Hausdorff. Se considerarmos P' com quatro pontos
marcados, podemos verificar que o espago Hausdorff obtido deste conjunto, considerando
trés identificacoes adicionais, ¢ homeomorfo a P. Este estudo sera feito no tiltimo capitulo
da dissertacao.

Apresentamos de seguida um breve resumo de cada capitulo.

No capitulo 1 é introduzida notacao e sao enunciados alguns resultados importantes
da teoria dos fibrados vectoriais sobre uma curva algébrica nao singular.

No capitulo 2 sao apresentados os objectos de estudo desta dissertacao, os fibrados
vectoriais algébricos quase-parabolicos, e sao demonstrados alguns resultados que nos per-
mitem conhecer melhor esta classe de fibrados vectoriais.

No capitulo 3 & feita a classificacao dos fibrados vectoriais sobre a recta projectiva P!
Esta classificacao é feita num teorema conhecido por Teorema de Birkhoff-Grothendieck
ou Teorema de Grothendieck. Terminamos o capitulo com a descricao do grupo de auto-
morfismos de um fibrado vectorial de caracteristica 2 sobre P*.

O capitulo 4 é o capitulo mais importante desta dissertagao. Neste capitulo é descrito o
conjunto das classes de isomorfismo dos fibrados quase-parabdlicos simples de caracteristica
2 sobre P! com n (n > 0) pontos marcados. Terminamos o capitulo com um resultado que
afirma que este conjunto tem a propriedade universal de um espaco de moduli grosseiro.

O capitulo 5 aplica a teoria apresentada no capitulo anterior ao estudo do caso de
P! com 4 pontos marcados. Vemos que, considerando trés identificacoes adicionais no
conjunto das classes de isomorfismo de fibrados quase-parabolicos simples, obtemos um
espaco Hausdorff homeomorfo a P*. Construimos assim o espaco moduli para o problema,
de moduli da classificacao de fibrados quase-parabolicos simples a menos de isomorfismo,

com essas identificacoes adicionais.



Capitulo 1

Fibrados Vectoriais Algébricos

Neste capitulo vamos introduzir notagao e enunciar alguns resultados que serao usados
mais tarde.
Ao longo de toda a dissertacao consideraremos como corpo base o corpo dos nimeros

complexos, C, e todas as variedades serao munidas da topologia complexa (Hausdorff).

As principais referéncias para este capitulo sao [P 97|, [Mi 97| e [Hart 77].

1.1 Definicoes

Seja X uma variedade algébrica.

Definicao 1.1. Um fibrado vectorial algébrico de caracteristica r sobre X é uma variedade
algébrica F com uma aplicacao regular sobrejectiva p : E — X de variedades algébricas

que verifica:

e Para cada x € X, a fibra sobre z, p~!(z), tem a estrutura de um espago vectorial

complexo de dimensao r. Denotaremos a fibra sobre x por E,.

e Paracada z € X existe uma vizinhanca aberta U de x e um isomorfismo de variedades

o p 1 (U) — U x C" a que chamamos trivializacdo, tal que para cada x € U a

3



4 Fibrados Vectoriais Algébricos

aplicacao induzida ¢, : E, — C" ¢é linear, e o seguinte diagrama ¢ comutativo:
p N U) % UxCr

N /
U

Um fibrado vectorial de caracteristica 1 é chamado um fibrado linha.

Identificaremos por vezes, cometendo um abuso de notagao, o fibrado vectorial £ com
o morfismo p: K — X.

Denotamos a caracteristica de E por rk(E).

Para cada conjunto aberto U C X, escrevemos F|y para indicar a restrigdo de E a U,
p Y U) = U.

Se @i : Ely, — Uy x C" e ¢; : Ely, — U; x C" sdo duas trivializages sobre os
subconjuntos abertos U; e U; respectivamente, entao a aplicagao definida sobre U;; = U;NU;
por

(pio<p;1: UyjxCr — U xCr
(z,v) = (z,9i(z)v)
onde g;; : U;j; — GL(r,C) é uma aplicacdo de variedades algébricas. As aplicagdes g;; sao

chamadas funcoes de transicao. Elas satisfazem as seguintes condicoes:

a) gi(x) - gji(r) = Ider, Vo € Uy

b) glj(x) . g]k(a:) = glk(as), Vr € Uijk = Uz N Uj N Uk (11)

Seja U = {U, };e; uma cobertura aberta de X. Suponhamos que é dada uma coleccao
de fungoes g;; : U;; — GL(r,C), para U;; # 0, satisfazendo as condicoes a) e b) acima.
Podemos entdo construir um fibrado vectorial sobre X com funcées de transigao {g;;}.

Consideremos o quociente

E= (HUix(C’”>/N
icl
sob a relagdo de equivaléncia ~ que identifica os pontos (z,v) € U; x C" com (2/,v") €

U; x C" quando = = 2’ e v/ = g;;(z)v. Consideremos neste conjunto a topologia quociente.
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Temos entao uma projecgao continua p : £ — X e um homeomorfismo sobre U;:
Ely, > U; x C". (1.2)

Podemos assim dar ao espaco topoldgico quociente F a estrutura de variedade algébrica
induzida da estrutura de variedade algébrica de U; x C". Sobre U;; as estruturas induzidas
de U; x C" e U; x C" coincidem. Podemos também transportar a estrutura de espaco
vectorial das fibras: esta estrutura de espago vectorial em E, nao depende do i. Obtemos,
assim, um fibrado vectorial £ — X e por definicao, o isomorfismo 1.2 da uma trivializacao.

Vimos entao que o fibrado vectorial E fica definido pelo seu sistema de funcoes de

transicao.

Definicao 1.2. Um morfismo entre dois fibrados vectoriais £ e F sobre X, de caracte-
risticas r e s respectivamente, ¢ dado por uma aplicacao regular de variedades algébricas

f+ E — F tal que o seguinte diagrama ¢ comutativo:

E L F
N /
X

e para cada x € X, f, = f|g, : £z — F, é uma aplicacao linear de espagos vectoriais.

O morfismo f diz-se um isomorfismo entre os dois fibrados vectoriais £ e F' se ¢ um
isomorfismo entre as variedades algébricas F e F' tal que para cada x € X, a aplicacao f,
¢ um isomorfismo linear de espagos vectoriais. Dois fibrados vectoriais dizem-se isomorfos

se existe um isomorfismo entre eles.

Sep:E|ly = UxC"et: F|ly — U x C* sao trivializacoes dos fibrados E e F sobre
o mesmo conjunto aberto U, entéo as aplicacoes f = Yfe U xCr — U x C*® sao as

expressoes locais de f nas cartas ¢ e ¢, e sdo escritas como

(z,0) = (z,9(z)v),

onde g : U — L(C",C?) é uma aplicacdo de variedades algébricas, de U para o espaco

vectorial L(C", C?) das aplicacoes lineares C" — C°.
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E imediato que f é um isomorfismo se e s6 se todas as suas expressoes locais, f, sao

isomorfismos.

Definicao 1.3. Um fibrado vectorial p : £ — X diz-se um fibrado vectorial trivial de
caracteristica r se é isomorfo a X x C", com a estrutura de espago vectorial standard em

C", que nao depende de z € X.

Definicao 1.4. Um subfibrado F' de caracteristica m de um fibrado p : ' — X de carac-
teristica r (r > m) é uma subvariedade F' C FE tal que, para cada = € X, a interseccao

F' N E, é um subespaco vectorial de F, de dimensao m e tal que o morfismo induzido
plp: F— X

é localmente trivial.

Nota 1.5. A inclusdo i : F' — F é um morfismo de fibrados.

Definicao 1.6. Seja p : E — X um fibrado vectorial de caracteristica r sobre X. Uma
sec¢ao reqular de E sobre um conjunto aberto U é uma aplicacao s : U — E de variedades

algébricas tal que p(s(x)) = x para todo z € U.

Localmente, ou seja, composta com uma trivializagdo ¢; : Ely, — U; x C", s fica

definida por uma aplicagao

i(s) = (id,s;) : Uy — U; xC’

x = (x,8(x))

em que s; : U; — C" é uma fungao regular em Us.

Seja U um conjunto aberto de X. Designemos por O(U) a algebra das fungoes regulares
em U e por I'(U, E) o conjunto das secgoes regulares de F sobre U. Podemos dar ao
conjunto I'(U, E') a estrutura de um modulo sobre a algebra O(U). As operagbes sao

definidas por

(s +£)(x) = s() + () e (as) () = a(z)s(z)
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onde s,t € I'(U, E) e « € O(U).
Nota 1.7. Seja p : E — X um fibrado vectorial de caracteristica r sobre X e s: X — FE
uma secgao regular global de E. Numa trivializagao local ¢; : E|y, — U; x C" do fibrado
vectorial, a seccao fica:
wi(s): Uy — U;xC"
o= (7,8(2))
e ¢ entao definida por uma funcao regular s; : U; — C". No conjunto U;; = U; N Uj, estas

funcgoes locais estao relacionadas por
Si = YijSjs

e podemos pensar numa sec¢ao global s como uma colec¢ao de fungoes locais {s;} que se
relacionam desta forma. O espacgo de todas as secgoes globais de E é um espaco vectorial

sobre C, que denotamos por I'(X, E) ou H°(X, E).

Ezemplo 1.8. Consideremos C = P! com a cobertura usual:

U = {l[oo:z]€P i2#£0} ={1:x]cP'} e
U, = {[2’0221]GPIZZ]%O}:{[Z()Z]_]G}Pﬂ}

A funcdo de transicdo go1([20 : 21]) = <j—(1)) em Uy N U; define um fibrado linha que se
denota geralmente por O(n). Uma secgao deste fibrado linha é dada pelas fungoes sq e s;
em C relacionadas por

So = go151
em Uy N U;. Expandindo estas funcoes como polinémios de Laurent nas suas respectivas
coordenadas locais, 2y e z1, e usando o facto de zy = %, temos, em Uy N U
k
1
E apzt = 2 E b | — | -
<1
£>0 k>0
Equacionando os coeficientes, encontramos a;, = b, = 0 para k > n e ag = b,, a1 = b,_1,

...y ap = bg. Entao a secgao global sera dada por

n
2 n—k  k
k=0
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que ¢ um polinémio homogéneo de grau n. Assim, para n > 0 a dimensao de H°(P', O(n))

é n+ 1. Em particular, para n < 0 a tnica secgao global ¢ a secgao nula.

Construcoes:

1. Sejam L e L dois fibrados linha sobre X. Podemos formar o seu produto tensorial
L ® L, que & um fibrado linha com fungdes de transicio g;;(L ® L) = g;;(L)gi;(L).
Podemos construir o fibrado dual L*, também denotado L™}, tendo este funcoes de
transicao g;;(L*) = gigl(L). Note-se que L ® L* = I, onde I denota o fibrado linha

trivial (isomorfo a X x C).

2. Dados dois fibrados vectoriais sobre X, F/ e E/ de caracteristicas r e s respectivamente,

podemos formar a sua soma directa E @ E, tendo este fibrado como funcoes de
9i(E) 0

transicio g;(E®E) : U;; — GL(C" ®C?) definidas pela matriz
0 g4(E)

Note-se que a caracteristica de E' @ Eér+s.

3. Dados dois fibrados vectoriais sobre X, F e F, podemos construir os fibrados F® E,
Hom(E, E), o fibrado dual E* := Hom(E, I), o produto exterior A*(E). Temos os
isomorfismos Hom(E,E) 2 E*Q E, (E® E)* 2 E*® E* e (E® E)* = F* @ E*,

4. Sejam p : F — X um fibrado vectorial de caracteristica r sobre X e f:Y — X um

morfismo de variedades algébricas. Definimos o fibrado vectorial pullback de E via

[ [7E, por

E={(y,q) €Y x E: f(y) =p(q)}

Este fibrado tem caracteristica r e tem funcoes de transicao g;;(f*E) = ¢;;(E) o f.

5. Seja E um fibrado vectorial de caracteristica r sobre X. O produto exterior mais
alto forma um fibrado linha denominado fibrado linha determinante de E: det(E) =

N (E). Este fibrado linha tem como fungoes de transicao det(g;;(E)).
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1.2 Fibrados Vectoriais e Feixes

Vimos que as seccoes de fibrados vectoriais sao dadas por fungoes regulares s; em U; e que
fibrados vectoriais sao também dados por funcoes de transicao g;; em U; NU;. Iremos usar
a tecnologia da teoria de feixes e da sua cohomologia para trabalharmos globalmente com

estas nocoes.

Definicao 1.9. Seja X um espago topologico. Um pré-feize de grupos F em X é uma
colecgao de grupos F(U), um para cada subconjunto aberto U C X, e uma coleccao de

homomorfismos de grupos p¥ : F(U) — F(V) para V C U, tal que
o F(2) é o grupo trivial com um elemento,
o oY =idem F(U), e
e se W CV CU, entao pl, = pyy o p¥.

Os homomorfismos pf, sio chamados as aplicagoes restricio do pré-feixe. Os elementos de
F(U) sao geralmente chamados as secgdes de F sobre U. Os elementos de F(X), que sdo

as seccoes de F sobre todo o espaco X, sao chamados as seccoes globais de F.

Podemos também considerar a nogdo de pré-feixe de anéis, onde cada grupo F(U) é,

de facto, um anel, e as aplicacoes restricao sao homomorfismos de anéis.

Definicao 1.10. Um feize sobre um espago topologico X é um pré-feixe F sobre X que,
para cada aberto U de X e cobertura aberta {U;} de U, satisfaz o axioma de feixe, ou seja,
dados s; € F(U;) tais que pg](sl) = pgjj(sj) para todos i e j, onde U;; = U; N Uj, entao

existe uma unica seccio s € F(U) tal que pfj (s) = s; para cada 1.

FEzemplo 1.11. Seja X é uma variedade algébrica. O feixe Oy sobre X, com Ox(U) =
{f :U — C regulares}, chamado feize de estrutura ou feize de fungoes regulares em X, é
um feixe de C-algebras, em particular é um feixe de anéis. Quando nao existir duvida na

variedade considerada, representaremos este feixe simplesmente por O.
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Definicao 1.12. Sejam F e G dois pré-feixes sobre um espaco topologico X. Um morfismo

¢ : F — G entre os pré-feixes F e G ¢ uma coleccao de homomorfismos
¢U . F(U) — Q(U),

para todo o subconjunto aberto U de X, que comuta com as aplicacoes restricao dos dois

pré-feixes, ou seja, o diagrama

FU) 2 g
ot | )y |
FV) 2% G(v)
comuta, onde V' C U é um subconjunto aberto, p e p' sdo as aplicacoes restricao de F e G

respectivamente. Se F e G sao feixes em X, a aplicacao ¢ diz-se um morfismo de feixes.

Definicao 1.13. Seja ¢ : 7 — G um morfismo de pré-feixes sobre um espago topolédgico
X. O pré-feize nicleo, K, de ¢ é o pré-feixe dado por K(U) = ker(¢p(U)) e o pré-feize
imagem, Z, de ¢ é o pré-feixe dado por Z(U) = im(¢(U)), para U subconjunto aberto de
X.

Note-se que se ¢ : F — G é um morfismo de feixes, entao o pré-feixe ntcleo de ¢ é
um feixe, mas o pré-feixe imagem de ¢ nao é, em geral, um feixe. Podemos considerar, no
entanto, um feixe associado ao pré-feixe imagem de ¢. Remetemos o leitor para a referéncia

[Hart 77].
Definicao 1.14. Uma sequéncia de feixes de grupos abelianos

FYR 2SR — . —F S F

% i+l T e

diz ezacta se imp; = keryp;,1 para todo 1.

Uma sequéncia exacta de feixes da forma
0— F 25 F 25 F3 — 0 (1.3)

diz-se uma sequéncia exacta curta.
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Defini¢ao 1.15. Dizemos que a sequéncia exacta ( 1.3) se cinde se qualquer uma das

seguintes condigoes equivalentes é satisfeita:

i) Existe uma aplicacao a : F3 — F» tal que @9 0 @ = idz,.
ii) Existe uma aplicacao §: Fo — F tal que fo ¢ = idx,.
iii) O feixe F; é isomorfo a soma directa de F; e Fj.

Definicao 1.16. Seja A um feixe de anéis num espaco topologico X. Um feize de A-
modulos é um feixe de grupos abelianos M tal que para qualquer subconjunto aberto U
de X o conjunto M(U) é um A(U)-moédulo e a restri¢do respeita a multiplicagdo, isto é,

(a-m)|ly = aly - m|y para V aberto em U.

Definicao 1.17. Um feixe de A-mddulos isomorfo ao feixe A*, a soma directa de A consigo

proprio k vezes, chama-se feize livre de caracteristica k.

Definicao 1.18. Um feixe de A-modulos, M, diz-se localmente livre se existe uma co-
bertura aberta X = |JU; tal que os feixes restricio M|y, sao feixes de A|y,-modulos

livres. Um feixe de A-modulos localmente livre diz-se de caracteristica k se todos os M

U;
tém caracteristica k. Um feixe de A-modulos localmente livre de caracteristica um diz-se

mvertivel.

Exemplo 1.19. Se E é um fibrado vectorial de caracteristica r sobre uma variedade algébrica
X, o feixe de Ox-modulos sobre X, Ox(F), com Ox(E)(U) = '(U, E), é localmente iso-
morfo a O%, pelo que é um feixe localmente livre de caracteristica r. Em particular, tendo
em conta a nota 1.7, Ox(I) = Ox, onde I denota o fibrado linha trivial sobre X. Quando
nao existir divida na variedade considerada representaremos este feixe simplesmente por

O(FE) e designa-lo-emos por feize das secgoes requlares de E sobre X.

Proposicao 1.20. O functor que associa o feize de modulos de sec¢oes requlares a um
fibrado vectorial E € uma equivaléncia de categorias entre a categoria dos fibrados vectoriais

algébricos sobre X e a categoria dos feizes localmente livres de caracteristica finita em X.
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A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [P 97, Capitulo 1 (1.8)].

Tendo em conta o exemplo 1.19 e a proposicao 1.20 anteriores, vemos que dado um
feixe localmente livre de caracteristica r em X, podemos identifici-lo com um fibrado
vectorial algébrico de caracteristica r sobre X. Em particular, os fibrados linha sobre
X podem ser identificados com os feixes invertiveis em X. Por causa disto, e quando
nao resultar qualquer confusao, usaremos indiferentemente as palavras "fibrado vectorial"e
"feixe localmente livre", identificando o fibrado vectorial E' com o feixe das sec¢des regulares

de E sobre X, O(F).

1.3 Cohomologia

Se X é um espaco topoldgico e M é um feixe de grupos abelianos em X, podemos construir
os grupos de cohomologia H?(X, M) com coeficientes em M. Consideremos uma cobertura
aberta U = {U, };cr de X, com [ totalmente ordenado. Para qualquer coleccao de indices
(ig, ... ,4p), com p > 0, denotemos a intersec¢do dos correspondentes subconjuntos abertos
por

Ui = U

20

Nn...NU;

05:-+50p ip

e consideremos
— Ui

10 yeesifoseenrip 03— 15k+41-slp*

Sejam
UM = [[mw)
clu,M) = [[MU,)

1<j

CP(Q,M) = H M(Ui07i17---7ip)'

10<i1<...<ip

Nota 1.21. Um elemento o de C?(U, M) é determinado dando um elemento

Tig,...sip € M(Uio,il,...,ip),
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para cada (ig,...,%,) onde iy < ... < i, sao elementos de I.
Pode definir-se, de forma natural, o, ; para (i, ...,i,) que nao satisfazem ic < ... <
ip. Se existe um indice repetido no conjunto {io,...,7,}, definimos Tig,...iy, = 0. Se 08

indices sdo todos distintos, definimos o;,,..;, = (=1)70+,....+i,, onde 7 é a permutagao para

a qual 7ig < ... < Tip,.

Definicao 1.22. Um elemento o de C?(U, M) é chamado uma p-cocadeia de M sobre a

cobertura aberta U.
Definicao 1.23. O operador cobordo é a aplicacao
§:CP(U,M) — CPTHU, M)

definido pela formula

1
P+ U

(60 )ig.oipir = D (=1 p " gy )

BQseeeyigesipt ]
Jj=0
Em particular, se 0 = {0;;} € C'(U, M), (00);jx = 0ij + 0jx — 01 em U j .

Defini¢ao 1.24. Uma p-cocadeia 0 € CP(U, M) é chamada um p-cociclo se 6o = 0 e é

chamada um p-cobordo se o = §7 para algum 7 € CP~(U, M).
Um célculo simples demonstra a seguinte proposicao.
Proposigao 1.25. 6% = 0.

Como 4% = 0, vemos que um cobordo é um cociclo. Podemos entdo fazer a seguinte

definicao.

Definicao 1.26. O p-ésimo grupo de cohomologia de M em relacio a U é

_ Z* (U, M)
(U, M) = im(0 : CP~1 — (CP)

onde ZP(U, M) = ker(§ : C? — CP*1).
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Estes grupos de cohomologia dependem da cobertura considerada. A definicao de gru-
pos de cohomologia que sejam independentes da cobertura pode ser feita considerando o
limite directo sobre o conjunto de todas as coberturas de X parcialmente ordenado por
refinamento. Denotamos o p-ésimo grupo de cohomologia de M sobre X por

HP (X, M) = lim H"(U, M).
U
Para uma exposi¢ao mais detalhada remetemos o leitor a [Mi 97| ou a [Hart 77].
Ezemplo 1.27. Consideremos uma curva algébrica nao singular C e uma cobertura aberta
de C, U = {U;}. Sejam L um fibrado linha sobre C e O(L) o feixe das secgbes regulares de
L.

L. Seja f ={f;} € C°(U,O(L)). Entao (6f)i; = fj—fi em U;NU;. Assim, 0 f € nula se as
secgoes locais f; se juntam para dar uma seccao global, ou seja, H°(C,O(L)) = kerd

¢ 0 espagco das secgoes regulares globais de L, I'(C, O(L)) (conferir nota 1.7).

2. Suponhamos agora que L tem funcoes de transicao {g;;}, relativamente a {¢;}, onde
@i : Ly, — U; x C sao as trivializagoes locais de fibrado. As funcoes de transicao
{g9:;; € O*(U;NU;)} representam uma 1-cocadeia de O, o feixe das funcoes regulares
nao nulas em C. Considere-se o grupo O*(U) com a operagao multiplicagao. As
condicoes( 1.1) satisfeitas pelas funcoes de transicao dizem-nos apenas que 0 ({g;;}) =
1, isto €, {gi;} € um 1-cociclo, {g;;} € Z' (U, O¥).

As trivializacoes ¢; nao sao tnicas. Considere-se trivializa¢oes alternativas de L sobre
U:

w; = hipi
para h; € O*(U;) uma qualquer coleccao de fungoes regulares nao nulas. Temos

fungdes de transiao g;; para L relativamente a {;} dadas por:
-1 -1
gz/‘j = 90;(90;) = higijhj (1.4)

Como qualquer trivializacao de L sobre U pode ser obtida da maneira acima, vemos

que colecgoes {g;;} e {g;;} de fungdes de transicao definem o mesmo fibrado linha se
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e s0 se existem funcoes h; € O*(U;) satisfazendo 1.4, isto é, gl’-jgi;1 = hih;1 = (0h)j,
ou seja, a diferenga {g;; -gi;l} ¢ um 1-cobordo. Consequentemente, vemos que as
classes de isomorfismo de fibrados linha numa curva algébrica nao singular sdo dadas
por elementos do grupo de cohomologia de feixes H'(C,O*). Assim, H'(C,0*) ¢ o
grupo de Picard, Pic(C), das classes de isomorfismo dos fibrados linha (a estrutura

de grupo de Pic(C) é dada pelo produto tensorial, propriedade 1 da pagina 8).
Enunciaremos agora, sem demonstrar, um teorema que iremos usar no nosso estudo.
Teorema 1.28. Seja X um espaco topoldgico paracompacto e seja
0 —F —Fp,— F3—0

uma sequéncia exacta curta de feixes de grupos abelianos sobre X. FEntdo existe uma

sequéncia exacta longa de grupos de cohomologia associada:

0 — H'X,F) — HYX,F) — HYX,F3) — H' (X, F) — ...
— HP(X,F)) — HY(X,F,) — H(X,F3) — H""' (X, F) — ...

1.4 Fibrados Vectoriais sobre Curvas Algébricas

Neste trabalho vamos focar o estudo essencialmente em fibrados sobre a variedade P!, que
¢ uma curva algébrica nao singular de género 0. Vejamos alguns resultados conhecidos de
fibrados sobre curvas algébricas nao singulares.

Seja agora C uma curva algébrica nao singular de género g > 0.

Pretendemos definir o grau de um fibrado vectorial de caracteristica r sobre C. Iremos
enunciar alguns resultados que nos conduzirao a esta definicao.

Nao vamos expor detalhadamente a teoria de divisores numa curva algébrica, remetemos
o leitor a [Mi 97].

Denotemos por Div(C) o grupo dos divisores de C (a estrutura de grupo é dada pela

soma de divisores).
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Seja k(C) o corpo das funcoes racionais em C. Representemos por div(f) o divisor de

uma fungao racional ndo nula, f € k(C)*:
div(f) =) _ordy(f)-p.
p

Qualquer divisor desta forma é chamado um divisor principal em C.
Cada divisor, D, na curva C determina um feixe invertivel, O¢(D), em C. Seja
D=Y"D(p)p
peC
um divisor na curva C. O feixe O¢(D) é o feize das fungoes racionais com pdlos limitados

por D:
Oc(D)(U) ={f € k(C)* : div(f) > —D em todos os pontos de U} U {0}

ou seja, f € Oc(D)(U) se, para todo o p € U, f tem um polo em p com multiplicidade
menor ou igual a D(p) se D(p) > 0, e f tem um zero com multiplicidade maior ou igual
a —D(p) se D(p) < 0. Desta forma, Oc(D)(U) é um O¢(U)-modulo, e se U C U’ entdo
Oc(D)(U") C Oc(D)(U). Definimos a aplicacao restri¢ao por esta inclusdo. Assim, O¢(D)
é um feixe de Oc¢-modulos. Suponhamos que D é um divisor principal num subconjunto

aberto U C C, seja D|y = div(g) para alguma funcdo racional ndo nula g. Entao
Oc(D)(U) = {f € K(C)* : div(fg) = 0 em U}U {0},

Portanto temos um isomorfismo
Oc(D)(U) — Oc(U)
Y
Estes isomorfismos comutam com as aplicacoes restricao para U’ C U, pelo que obtemos

um isomorfismo

Oc(D)|y = Ocu.

Como qualquer divisor D é localmente principal, concluimos que O¢(D) é localmente iso-
morfo a O¢, ou seja, ¢ um feixe invertivel. Se D é mesmo um divisor principal, entao

Oc(D) é trivial.
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Tendo em conta a proposi¢ao 1.20 concluimos que cada divisor, D, na curva C determina
um fibrado linha, Lp, identificado com o feixe invertivel O¢(D).

O namero

deg(D) = Z D,
p
é chamado o grau de D.

Lema 1.29. Todo o fibrado linha L sobre uma curva C € isomorfo a Lp para algum

D € Div(C).

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [Mu 03, Capitulo 9 (9.2)].

Nota 1.30. Os fibrados Lp e Lp sao isomorfos se e s6 se D e D’ sao linearmente equiva-

lentes, isto é, diferem por um divisor principal.

Definicao 1.31. Seja L um fibrado linha sobre C. O grau de L, denotado por deg(L), é
deg(L) = deg(D)

onde L = Lp.

Definicao 1.32. Seja E um fibrado vectorial de caracteristica r sobre C. O grau de E é

definido por
deg(E) = deg(det(E)).

Propriedades:

1. Sejam Lp e Lp: dois fibrados linha de C associados aos divisores D e D’ respectiva-

mente. Entao

Lp® Lp = Lpyp, Ly =L p. (1.5)

Daqui segue que dados dois fibrados linha sobre C, L e L, o grau satisfaz

deg(L ® L) = degL + degL, degL™" = —degL.
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Os isomorfismos ( 1.5) permitem-nos definir um homomorfismo de grupos:
Div(C) — Pic(C)
D — LD.

Como Lp = I, onde I é o fibrado linha trivial, se e s6 se D é um divisor principal,

concluimos que

Pic(C) = Div(C)/PDiv(C)

onde PDiv(C) denota o subgrupo dos divisores principais em C.

. Se um fibrado linha L sobre C tem uma sec¢do s € H°(C,O(L)) que se anula nos

pontos py, ..., p, com multiplicidade my,...,m, entdo L = Lp onde D = div(s) =
> m; - p;, pelo que degl = degD = > m;. O grau de L é independente da sec¢ao

considerada.

. Sejam E e FE dois fibrados vectoriais sobre C, com caracteristicas r e 7 respectiva-

mente. Entao

det(E ® E) = det(F) @ det(E),
det(E @ E) = (detE)®" @ det(E)®".

Daqui segue que o grau satisfaz

deg(E @ E) = degE + degE,

deg(E @ E) = idegE + rdegE.

Ezemplo 1.33. No exemplo 1.8, construimos o fibrado linha O(n) em P, com n > 0, usando

n
a funcao de transicao (j—;) em Uy N U; onde P' = Uy U U, é a cobertura usual. Além

disso, vimos que uma sec¢ao s € H°(P', O(n)) é dada por um polindmio homogéneo de

grau n. Consideremos uma secgao global deste fibrado, por exemplo, a seccao s = z§. O

divisor associado a esta secgdo é D = n - p, com p = [0 : 1], pelo que O(n) = Lp, e assim
deg(O(n)) = deg(D) = n. Denotemos O(n)* por O(—n). Note-se que deg(O(—n)) =
deg(O(n)*) = —n.
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Seja . um fibrado vectorial de caracteristica r sobre C. Usando a identificacao de E
com o feixe das secgoes regulares de E sobre C, O(F), o grupo de cohomologia H'(C, O(E))
serd escrito H'(C, F).

Usaremos a notac¢ao h'(E) = dimH'(C, E).

Enunciaremos agora, sem demonstragao, dois teoremas fundamentais na teoria dos
fibrados vectoriais sobre curvas algébricas nao singulares.

Denotemos por K o fibrado cotangente das 1-formas sobre C, chamado fibrado linha

canonico.

Teorema 1.34 (Dualidade de Serre). Se E ¢é um fibrado vectorial numa curva algébrica

nao singular C, entao existe um isomorfismo natural
HY(C,F) =~ H(C,K ® E*)".
Para a demonstracao deste teorema remetemos o leitor a [Hart 77, Capitulo III (7)].

Teorema 1.35 (Riemann-Roch). Se C for uma curva algébrica nao singular de género

g e E um fibrado vectorial de caracteristica r sobre C, temos:
R (E) — h'(E) = degE + r(1 — g).

A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em [Mu 03, Capitulo 10 (10.1)].
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Capitulo 2

Fibrados Vectoriais Quase-Parabolicos

Neste capitulo sao apresentados os fibrados vectoriais quase-parabolicos e alguns resultados
que nos permitem conhecer melhor esta classe de fibrados vectoriais. Terminamos o capitulo
com a definicao de fibrados vectoriais parabélicos, uma nocao importante que é necessaria

para a construcao do espaco moduli em geral.

Definicao 2.1. Seja V' um espaco vectorial complexo de dimensao r. Uma bandeira des-

cendente de V' é uma filtragao por subespacos vectoriais:
V=ViD>V,D...DV, D Vi ={0},

com k € N. Chamamos tipo da bandeira ao vector m = (my, ..., my) onde a multiplicidade
m; & m; = dimV; — dimV;,, para 1 < i < k. Designemos por F(V] W{) o conjunto das

bandeiras de V' de tipo ni, a que chamamos uma variedade bandeira.
)

Esta terminologia é justificada pelo facto de poder ser dada uma estrutura de variedade
a F(V,m). ([Harr 92])
Exemplo 2.2. O espaco projectivo de dimensao r sobre C, P", pode ser interpretado como

o conjunto das bandeiras de C"*! de tipo (r,1):
Ct' =V, DV, {0},

onde V5 é um subespaco vectorial complexo de dimensao 1. A variedade bandeira F(C™*!, (r, 1))

pode entao ser vista como P".

21
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Ezemplo 2.3. Sejam B = (e, ...,e,) a base canénica de C" e m = (myq,...,my), com
k € N em; € N para todo 1 < i < k. Podemos definir em C" uma bandeira £(B), de tipo
m, dada por:

§(B) =&(B)1 D &(B)2> ... D &(B)r 2 {0},
onde {(B); = Ce; @ ... @ Cep, para §; = dim{(B); = mj +mj1 + ... +my, 1 < j < k.
Vamos designar esta bandeira por bandeira standard de tipo m em C .

Seja C uma curva algébrica nao singular de género g.

Definicao 2.4. Seja {p;}? ,; um conjunto finito ndo vazio de pontos distintos de C. Um
fibrado quase-parabdlico E de caracteristica r sobre C com pontos marcados p; é um fibrado
vectorial algébrico Ey sobre C equipado com uma estrutura quase-parabolica, ou seja, para
cada ponto p; temos uma bandeira descendente de (Ej),,, isto é, (Ey),, estd munida de

uma filtracao por subespacos vectoriais:
(EO)I%: = Lp;1 D E’pi,Q DD Epiﬁpi - Epﬂpi-i-l = {0}

Denotamos o tipo da bandeira sobre p; pelo vector 7, = (my,1,...,Mp, , ) onde a
multiplicidade m,, . € mp, . = dim(E,, k) — dim(E,, k1), para 1 < k <r,..

Chamamos dados quase-parabolicos do fibrado ao sistema (1, )i=1,. -
Cometeremos, por vezes, o abuso de notacao de identificar £ e Ej.

Definicao 2.5. Sejam E e F' dois fibrados quase-parabolicos sobre C com pontos marcados
D1y -« -5 Pn. Dizemos que um isomorfismo de fibrados vectoriais algébricos ¢ : F — F é um
1somorfismo quase-parabolico se para todo o ponto marcado p; com a estrutura quase-

parabolica sobre E dada por

B, =E,1DE,2D...0E,, D{0}
e a estrutura quase-parabdlica sobre F' dada por

By =Fp1DFp2D...DF,, D{0}

temos que Y(E,, ;) = Fp, ;, para todo 1 < j <r,,.
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Proposicao 2.6. Sejam p, ..., p, pontos marcados de C e seja E um fibrado vectorial algé-
brico de caracteristica r sobre C, com o sistema de dados quase-parabdlicos (mpi)izlmn. As

estruturas quase-parabolicas de E sao parametrizadas pelo produto de variedades bandeira

n

R=]][so(C" . E,)/B)),

i=1
onde Iso(C", E,,) € o conjunto dos isomorfismos de C" para E,, e B; é o subgrupo parabélico

de GL(r,C) que deiza invariante a bandeira standard de tipo m,, em C".

Demonstracao. Consideremos a fibra £,, munida de uma filtracao por subespagos vec-

toriais:
By =Ep1DE,22...0 E,,, D{0}.
Seja
B = dimE,, j = mp, ; + My, j41+ ...+ Mop, e 1<j<rp.
Consideremos uma base de E,,, ¢ = (¢1,...,&,). Seja

f(&“)j = CEl D...D Ce’-jﬂj

. . _ . N
e denotemos por £(¢) a bandeira de tipo ni,, em E, associada a base e:

£(e) =&(e)1 D &(e)2 D ... &(e)r,, D {0}

Note-se que qualquer bandeira de E, ¢é desta forma para alguma base de E,. Sejam

B = (ey,...,e,.) a base candnica de C" e g € Iso(C", E,,). Podemos construir a aplicagio

Iso(C", E,,) — F(E,, m,)
g = £(gy)
onde £, = (g(e1),...,9(e.)) é a base de E,, associada ao isomorfismo g. Esta aplicacao é
sobrejectiva mas nao é injectiva. Vejamos que induz uma aplicacao injectiva. Consideremos
o grupo GL(r,C) = {f : C" 5 C"} e a ac¢do & direita deste grupo em Iso(C, E,,) dada
por

g-f=golf, (2.1)
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com g € Iso(C",E,,) e f € GL(r,C). Esta ac¢do induz uma accdo a direita de GL(r,C)
em F(E,,, mi,,):

§(eg) - f = ¢(egp)- (2.2)
Seja g € Iso(C", E,,) e consideremos a bandeira associada a g, £(g,) € F(E,,, m,,). O

estabilizador, pela accdo ( 2.2), de &(g,) é

Stab(§(eg)) = {f € GL(r,C) : &(eg.5) = &(eq)} -

Logo temos F(E,,, ni,,) = I1so(C", E,.)/Stab(é(g,)). Note-se que g~ *(&(g,)) é a bandeira

7

standard de tipo mi,, em C", ou seja, g~}(¢(g,)) = £(B), onde

§(B) =&(B)1 D &(B)2D ... D &(B)r, D {0},

com £(B); = Ce; @ ... ® Ceg,. Temos que £(B) € F(C",mi,,). Consideremos a accio a
direita, andloga & acgdo ( 2.2), de GL(r,C) em F(C", mi,,) dada por

§(eg) - f =E&(egp),

onde f,g € GL(r,C) e ¢, = (g(e1),...,g(e,)) é a base de C" associada ao isomorfismo g.
Note-se que £(B) = £(g14), Id € GL(r,C). Assim,

Stab(&(B)) = Stab(é(gy)), (2.3)

considerando as respectivas acgdes de GL(r,C). Além disso, Stab((B)) é o subgrupo das

matrizes invertiveis r X r da forma

ATPi * *

0 A, *
0

*

0 . 0 A

onde A; € GL(m,, ;,C). Tal grupo de matrizes é o subgrupo paraboélico de GL(r,C) que

deixa invariante a bandeira standard de tipo 7i,, em C" e, por ( 2.3), em E,,. Denotamos
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este subgrupo parabolico por B;. Assim, considerando o espago quociente Iso(C", E,,)/B;,

onde g ~ h se e s0 se existe algum f € B; tal que h = go f, para g, h € Iso(C", E,,), temos
um isomorfismo
]SO(CT7 EPi)/Bi - F(Epw mpi)
g = &(eg)-
Concluimos entdo que Iso(C", E,.)/B; é a variedade das bandeiras de tipo mi,, em E,,, pelo

R . L1 —
que as estruturas quase-parabolicas de E com o sistema de dados parabolicos (niy, )1, »

sao parametrizadas pelo produto de variedades bandeira:

n

R = H (Iso(C",E,,) /B;).
|

Nota 2.7. O grupo dos automorfismos algébricos de E, Aut(FE), age em R. O espaco
quociente é o conjunto das classes de isomorfismo de todos os fibrados quase-parabdlicos
com o sistema de dados parabodlicos (m}pi)izlw,yn cujo fibrado subjacente é E (comparar

com a defini¢ao 2.5).

Corolario 2.8. Sejam p1,...,p, pontos marcados de C e seja E um fibrado vectorial
algébrico de caracteristica 2 sobre C tal que as bandeiras em pq,...,pn sao do tipo (1,1)
e as bandeiras em pyi1, ..., pn $G0 do tipo (2). As estruturas quase-parabdlicas em E sdo

parametrizadas por

R = | (Iso ((CQ, Epi) /B) =~ (PH)Y,

onde Iso(C? E,,) é o conjunto dos isomorfismos de C* para E,, e

a b
B=<{MeGL(2,C): M = com a,b,c € C
0 c

€ o subgrupo parabolico de GL(2,C) que deiza invariante a bandeira standard de tipo (1,1)
em C2.
Demonstracao. Como a caracteristica de E ¢ 2, cada fibra de E ¢ isomorfa a C? e

portanto podemos ter dois tipos de bandeiras, correspondentes as duas possiveis filtragoes

descendentes de C?:
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e C2D>C DO, de tipo (1,1)
e C? D0, de tipo (2).

A cada tipo de bandeira corresponde o subgrupo parabolico de GL(2,C), B, que deixa

invariante a bandeira standard do mesmo tipo em C?:
b
e B=(MecGL(2,C): M= com a,b,c € C »,

e B=GL(2,C),

respectivamente. Por hipotese, temos N bandeiras do primeiro tipo em E e estamos a
considerar os pontos p; ..., p, ordenados de modo que as bandeiras em py,...,py sejam
do primeiro tipo e as bandeiras em py.1, ..., P, sejam do segundo tipo. Vimos na propo-
sicao 2.6 que as estruturas quase-paraboélicas de F sao parametrizadas por um produto de

variedades bandeira

n

R = II (Iso (C*,E,,) /B) x [] (Iso(C* E,)/GL(2,C))

j=N+1

onde
N
H (Iso (C* E,,) /B)
=1

parametriza as bandeiras do tipo C2 > C D0 e

n

[[ (Iso(c? E,)/GL(2,C))

j=N+1

parametriza as bandeiras do tipo C? D 0 e, portanto, é trivial. Assim,

N

R = ][ (Iso(C% E,) /B)

i=1
onde

B=<{MeGL(2,C): M = com a,b,c € C
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¢ o subgrupo parabolico de GL(2,C) que deixa invariante a bandeira standard de tipo
(1,1) em C2
Tendo em conta a demonstracao da proposicao 2.6, vemos que qualquer bandeira de

tipo (1,1) em E,, é da forma

Ey, = &(e)h D €(e)2 D {0},

onde

5(6)1 = (C€1 S5 Cég

f(é‘)g = CéTl
para alguma base ¢ = (e1,¢9) de E,,. Seja (e1,e2) a base canoénica do espago vectorial
complexo C2. Fixemos uma base (¢1,2) de E,, e seja g : E,, — C* o isomorfismo definido
por g(e1) = ey e g(e2) = ey. Consideremos a aplicagao

I50(C% E,) — C2\{0}
f — g(f(er))

Esta aplicacao nao é injectiva mas, pelo que vimos anteriormente, induz o isomorfismo

Iso(C% By)/B % (C\{0}) /C" =P
] —~  lg(flen)

Concluimos entao que
N
R =[] (Uso(C* E,)/B) = PN
=1

Definicao 2.9. Consideremos a curva C com um niimero finito de pontos marcados p, ..., p,.
Seja T uma variedade algébrica irredutivel nao singular. Uma familia algébrica de fibra-
dos quase-parabolicos de caracteristica r e dados quase-parabolicos (1, )1, , sobre C

parametrizados por T' é dada por:
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e um fibrado vectorial algébrico E — C x T de caracteristica r sobre C x T, tal que

considerando as aplicacoes
pi: T — CxT

t = (piv t)
comt?=1,...,n, temos que E]{pi}xT > <p;‘E — T é um fibrado vectorial de caracte-

ristica r sobre T
e para cada i =1,...,n, uma filtracao
QO:E = E@l D...D Ei,rpi D) {0}

onde Ei,k — T,para 2 < k < r,, é um subfibrado vectorial algébrico de ng‘E de

- k-1
caracteristica r — > 77, my, ;.

Quando nao houver perigo de confusdo (da familia com o fibrado) designaremos a
familia algébrica por £ — C x T.
Nota 2.10. Seja t € T'. Consideremos a aplicacao

@Dt:C—>CXT

x — (x,t)

Temos que E lexqy = w;‘E — C é um fibrado quase-parabolico de caracteristica r e sistema

de bandeiras (1, )1, sobre C, que designaremos por E,. A bandeira em p; é dada por:

(@Z):E) = <g0jE> = (Ei71> D) <E~12‘72> D...D <Ei,rp,.> D) {0}
pi t t t St
Nesta dissertagao nao nos vamos referir aos fibrados parabélicos. No entanto, parece-

nos relevante terminar este capitulo com a definicao de fibrados parabdlicos pois esta no¢ao

é necessaria para a construcao do espago moduli em geral. ([MS 80])

Definicao 2.11. Seja {p;}!; um conjunto finito ndo vazio de pontos distintos de C. Um
fibrado parabdlico E' de caracteristica r sobre C com pontos marcados p; é um fibrado

vectorial algébrico sobre C equipado com uma estrutura parabdlica, ou seja, é um fibrado
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quase-parabolico E sobre C com bandeiras pesadas, isto é, para cada ponto p; associamos

4 bandeira descendente

Ep =Ep1DEp2D...D quﬁﬂ”pi - Epiﬂ"pi‘H = {0}

uma sucessao de numeros reais:
0<ap1<apz2<...<apr <L

Chamamos a cada a,, 0 peso associado ao subespaco vectorial E,, .
Pis DPis
Designamos o sistema (ay, r)1<i<n1<k<r,, POT sistema de pesos para E'.

Dizemos que m,, , ¢ a multiplicidade do peso ayp, j.

Definicao 2.12. Sejam E e F' dois fibrados parabolicos sobre C com pontos marcados
P1s---,Pn. Um morfismo parabdlico entre E e F' ¢ uma aplicagao de fibrados vectoriais
algébricos ¢ : EF — F', que respeita as estruturas parabolicas, isto é, para todo o ponto

marcado p; com a estrutura parabolica sobre £ dada por

By = Epi1DEp2D...0 Epiﬂ“pi(E) > {0}

0 < apnl(E) < api,Q(E) <...< apz‘ﬂ‘pi(E)(E) <1
e a estrutura parabdlica sobre F' dada por
Fp, = FpaDlp2D...0 Fp’ivrpi(F) > {0}

0 < a,pi71(F) < Clpz.72(F) <...< CLpl.,rpi(F)(F) <1

temos que
aPi,j(E) > a’m,k(F> = wpi(EPiJ) C Fpi,k—l-l-

Dizemos que v é um isomorfismo parabolico se é um isomorfismo de fibrados vectoriais

algébricos e se 1~! é um morfismo parabélico.

Tendo em conta a definicao 2.5, vemos que se dois fibrados paraboélicos sao isomorfos

como fibrados parabélicos entao tém o mesmo sistema de pesos e sao isomorfos como
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fibrados quase-paraboélicos. Vemos também que se dois fibrados parabolicos sao isomorfos
como fibrados quase-parabdlicos e tém o mesmo sistema de pesos entao sao isomorfos como

fibrados parabolicos.

Nota 2.13. Dado um fibrado parabélico E sobre C com pontos marcados py,...,p,, de-
notemos por ParAut(E) o grupo dos automorfismos parabolicos de E. Consideremos um
desses automorfismos, v : £ — FE. Como v é um morfismo parabdlico, devemos ter
Yy (Ep, ;) = Ep, j. Assim, concluimos que ParAut(E) é independente dos pesos, isto é,

depende apenas da estrutura quase-parabodlica de E.

Definigao 2.14. Um fibrado parabdlico E' é um fibrado parabdlico simples se Par Aut(E) =
C*.

Tendo em conta a nota 2.13, vemos que a definicao anterior é independente dos pesos,

pelo que faz sentido a nocao de fibrado quase-parabélico simples.



Capitulo 3

Fibrados Vectoriais sobre P!

Neste capitulo pretendemos classificar os fibrados vectorias sobre a recta projectiva P!.
Esta classificacao é feita num teorema conhecido por Teorema de Birkhoff-Grothendieck
ou Teorema de Grothendieck, que demonstramos de seguida. A nossa demonstragao do

teorema segue a referéncia [HSW 99, Capitulo 2.4].

Teorema 3.1. Se E ¢é um fibrado vectorial algébrico de caracteristica m sobre P!, entdo
E=Z0(a)®...®0(an)

para alguns a; € 7.

Demonstracgao. Iremos provar este teorema por inducao na caracteristica de FE.

Comecemos por considerar rk(E) = 1, ou seja, E ¢ um fibrado linha sobre P!. Tendo
em conta a Propriedade 1 da pagina 17, sabemos que Pic(P') & Div(P')/PDiv(P'). Além
disso, em P!, um divisor D é principal se e s6 se deg(D) = 0. Assim temos um isomorfismo
de grupos Div(P')/PDiv(P') — Z, pelo que concluimos que Pic(P') & Z e entao o grau
classifica os fibrados linha em P!, a menos de isomorfismo algébrico. Logo, tendo em conta
o exemplo 1.33, E é isomorfo a O(n) para n = deg(F).

Suponhamos agora que F é um fibrado vectorial de caracteristica m. Consideremos

E(n) = E® O(n). Usando Teorema de Riemann-Roch, vemos que para n suficientemente

31
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grande F(n) tera seccoes regulares globais. Consideremos a sequéncia exacta curta
0— O(E(n—1)) 25 O(E(n)) — 8§ — 0, (3.1)

onde S ¢ o feixe quociente, p € P! e localmente em torno de p temos s,(z) = 2. Se consi-

derarmos a sequéncia exacta longa associada podemos deduzir que a aplicacao induzida
HO(PY, E(n— 1)) = H(P', E(n))

é injectiva. Notemos que esta aplicagdo ou é apenas injectiva ou ¢ um isomorfismo. Su-
ponhamos que estes grupos tém a mesma dimensao. Entao a aplicagao acima deve ser
um isomorfismo, o que implica que todas as sec¢oes globais de E(n) devem anular-se em
p. Uma vez que isto é verdade para todos os pontos p € P!, temos uma contradi¢ao (s6
terfamos a secgao nula). Assim, h°(E(n — 1)) < h°(E(n)), e entao existe um inteiro n tal
que

HY(P', E(n—1))=0 e HP',E(n)) #0.
Considerando este inteiro n, a sequéncia exacta longa aparece agora como
0 — 0—H(P', E(n))—H(P",S) — H'(P*, E(n —1)) — ...

Se s é uma seccao global nao trivial de F(n), entdo, tendo em conta a sequéncia exacta
( 3.1), a aplicagao para H°(P', S) ¢ dada por avaliando s no ponto p (o feixe S é um feixe
arranha céus). Pela exactiddo, esta aplicagdo é injectiva e assim s(p) # 0 para todo o
ponto p € P, pelo que s é uma seccdo ndo nula. Assim, podemos definir uma inclusdo do

fibrado linha trivial O em E(n) por:
O=P'xC — FE(n)
(m, \) — As(m).
Entao temos uma sequéncia exacta

0— O — E(n) - Q—0, (3.2)

onde @ ¢é o fibrado quociente e o € H°(P', Hom(E(n),Q)). Para que E(n) seja decompo-

nivel, a partir de O, numa soma directa, requeremos uma copia de ) dentro de E(n) que
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é complementar a O. Isto é a cindi¢ao da sequéncia exacta ( 3.2), ou seja, a existéncia de
um homomorfismo @@ — E(n) que da a identidade em @ quando composto com «a. Para
mostrarmos que este homomorfismo existe, consideremos a sequéncia exacta curta obtida

da ( 3.2) fazendo o produto tensorial com Q*

0 — Q" = Hom(Q,0) — Hom(Q, E(n)) — Hom(Q,Q) — 0,
e a correspondente sequéncia exacta longa
0 — H(P', Q") — H'(P', Hom(Q, E(n))) == H"(P', Hom(Q,Q)) — H'(P', Q") — .

Existe claramente uma secgao global nao nula de Hom(Q, Q) dada pela aplica¢ao identi-
dade de Q para Q, idg. Gostariamos de mostrar que idg é enviada para zero em H'(P', Q*),
uma vez que isto significaria que ela se levantaria a uma secgao global de Hom(Q, E(n)),
que é o que queremos. Pela nossa hipotese de indugao, como rk(Q) = m — 1, @ cinde-se

numa soma directa de fibrados linha
Q=00b)®...5O(by-1).
Consideremos a sequéncia exacta curta
0 — O(=1) — O(E(n - 1)) — O(Q(-1)) — 0,

que se obtém da sequéncia exacta ( 3.2) fazendo o produto tensorial com O(—1), e a

correspondente sequéncia exacta longa
0— HO(Plu O(_l)) - HO(PIJ E(n_1>) - HO(P17Q(_1)) - Hl(]P)la O(_l)) 7.

Como O(—1) tem grau negativo, o primeiro destes grupos é nulo. O segundo grupo é nulo
devido & maneira como escolhemos n. Aplicando o Teorema de Riemann-Roch a O(—1),

vemos que

hH(O(=1)) = h*(O(~1)) — deg(O(-1)) — 1 =0,

e assim concluimos que o quarto grupo é também nulo. Logo

HO(P', Q(~1)) = @H“(Pl, O(b; — 1)) =0,
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e segue que b; — 1 deve ser negativo para todo o ¢, uma vez que para n > 0, O(n) tem
um espago de seccoes de dimensado n + 1 (conferir exemplo 1.8). Assim b; < 0. Aplicando

agora o Teorema de Riemann-Roch a O(—b;), vemos que
hH(O(=bi)) = h*(O(=b;)) — deg(O(=b;)) =1 =0

pois as secgoes de O(—b;) sao polinomio homogéneos de grau —b;. Daqui vem que

H'(P', Q") = @ H'(P', O(=b;)) = 0.

i=1
Assim, idg levanta-se a HO(P', Hom(Q, E(n))), ou seja, existe uma sec¢do global de
Hom(Q, E(n)) que quando composta com « da idg, o que significa que E(n) cinde-se
como O @ @, ou seja,

E(n)20&00)&...5O0(bn1).

Entao, fazendo o produto tensorial com O(—n), temos
E=0(-n)a0b;—n)& ... O(bp-1 —n),

o que conclui a demonstracao. W

Nota 3.2. Seja E um fibrado vectorial algébrico de caracteristica m sobre P!. Entdo, pelo
teorema anterior,

para alguns a; € Z. Sem perda de generalidade, assumamos que a1 < ay < ... < ayy.
Temos que (ay, ..., a,) é unicamente determinado por E. Chamemos a (ay, ..., a,) o tipo
de E.

O principal objectivo deste trabalho é descrever o conjunto das classes de isomorfismo
dos fibrados vectoriais algébricos quase-parabolicos simples de caracteristica 2 sobre P!
com n (n > 0) pontos marcados, o que sera feito no proximo capitulo. Nesse sentido,
o lema seguinte descreve o grupo de automorfismos de um fibrado vectorial algébrico de
caracteristica 2 sobre P!, que pelo Teorema 3.1 ¢ da forma O(a;) ® O(ay), para alguns

ay,as € 7.
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Lema 3.3. Consideremos E = O(ay) ® O(as) um fibrado vectorial algébrico de caracteris-

tica 2 sobre P'.

1. Se ay = aq, entao o grupo de automorfismos de E é Aut(F) = GL(2,C).

2. Se ay < ag, entao o grupo de automorfismos de E é

Aut(E){<61 0 ) te,c0 € C esEF(O(agal))}.

Demonstragao. Seja f € Aut(E) =T (Hom (O(ay) ® O(az), O(a1) ® O(as)))

[ Ola) ®Oa2) — O(a1) @ Ofaz)
(ﬁ,y) = f(:v,y) = (fl(xvy)7f2(l‘7y))

Temos que

flzy) = f(z,0)+ f(0,y)
= (f1(95,0),f2($,0))+(f1(0,y),f2(0,y))
= (fu(@) + fiz(y), for (@) + f2(y))

com fi; : O(a;) — O(a;), i,j = 1,2, definidas por fi(z) = fi(2,0), fia(y) = f1(0,y),
for(z) = fa(x,0) e faa(y) = f2(0,y). Podemos representar f matricialmente:

B fir fiz T\ fu(z) + fia(y)
for fa Y far(z) + for(y)

1. Neste caso, como Aut(E) =T (Hom (O(a;) ® O(ay),O(ay) ® O(ay))), vem que para
i,j = 1,2, fiy € T (Hom (O(a1),0(a1))) = T (O(a)* @ O(ay)) = T'(0(0)) = C*,

pelo que dada f € Aut(F), f pode ser representada matricialmente por

()

com a, b, c,d € C*, ou seja Aut(F) = GL(2,C).
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2. Pelo que vimos antes, neste caso temos

fuu € T'(Hom(O(a1),0(ar))) = C’
far € T (Hom(O(az),0(as))) = C*

fie € T'(Hom(O(az), O(a1))) = T (O(ar —az)) = 0
fa € T'(Hom(O(a1), O(as))) = I' (O(az —a1))

Logo

Auzf(E){(c1 0 ) :01,02GC*eSGF(O(aQ—al))}.



Capitulo 4

Fibrados Quase-Parabodlicos de

Caracteristica 2 sobre P!

Um espaco moduli é, grosso modo, uma variedade que parametriza alguma classe de ob-
jectos geométricos. Problemas de moduli em Geometria Algébrica estao ligados com a
classificagao de certos objectos (por exemplo curvas algébricas, fibrados vectoriais numa
variedade algébrica fixa, conjuntos de pontos de P™) sob uma relagao de equivaléncia (por
exemplo isomorfismo de curvas, isomorfismo de fibrados, equivaléncia projectiva).
Pretendemos descrever o conjunto das classes de isomorfismo dos fibrados vectoriais
algébricos quase-parabolicos simples de caracteristica 2 sobre P! com pontos marcados
P1,--.,Pn. Podemos ver que este conjunto tem uma cobertura por um nimero finito de
copias de P! com mudancas de carta algébricas mas nao é Hausdorff, pelo que nao é um
espaco moduli. O caso de P! com quatro pontos marcados serd tratado no tltimo capitulo.
A principal referéncia para este capitulo é [F'S 92, seccao §].
Denotemos por 0,1 e oo os pontos [0 : 1],[1: 1] e [1: 0] de P!, respectivamente.
Consideremos o grupo projectivo PGL(n,C) = GL(n,C)/C*, onde C* = C\ {0} ¢
considerado o subgrupo dos miltiplos escalares da matriz identidade.

Comecgamos por enunciar um teorema conhecido de que vamos precisar mais a frente.

Teorema 4.1. Se pi,ps, p3 sdo trés pontos distintos de P!, entdo existe um tinico T €
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PGL(2,C) tal que T(p1) =0, T(p2) =1 e T(p3) = oc.

A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em [JS 87|.
Sejam agora M o espaco projectivo P! com pontos marcados p, ..., pn, e E um fibrado
vectorial algébrico de caracteristica 2 sobre M.
Pelo teorema 3.1, como E é um fibrado vectorial algébrico sobre P! entao tem a de-
composicao
E=0(a1) ® O(ay)
para alguns ay,as € Z.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que £ = O(a;)®O(az) para alguns a;, as €

Vejamos como pode ser considerada uma estrutura quase-parabodlica em E. Como a
caracteristica de /' ¢ 2, cada fibra de F & isomorfa a C? e portanto podemos ter dois tipos

de bandeiras, correspondentes as duas possiveis filtracoes descendentes de C:
e C2D>C DO, de tipo (1,1)

e C? D0, de tipo (2).

Seja N o nimero de bandeiras do primeiro tipo em E. Consideremos os pontos p; ..., p,
ordenados de modo que as bandeiras em pq, ..., py sejam do primeiro tipo e as bandeiras
em Py, ---,Pn sejam do segundo tipo.

Vimos no corolario 2.8 que, neste caso, as estruturas quase-paraboélicas em FE sao pa-
rametrizadas por (P)V.

Queremos estudar o conjunto das classes de isomorfismo dos fibrados quase-parabélicos
simples (conferir definigdo 2.14) que tém E como fibrado subjacente.

Comecemos por identificar o conjunto dos fibrados quase-parabolicos simples que tém

E como fibrado subjacente.

Lema 4.2. Consideremos E = O(ay) @& O(az), como antes.
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1. Se a1 = as, entao os fibrados quase-parabolicos simples que tém E como fibrado

subjacente formam o conjunto

Slar,a1) = {(X1,...,Xn) € (P : [{X1,..., Xn}| > 3}.

2. Se ay < ag, entao os fibrados quase-parabilicos simples que tém E como fibrado

subjacente formam o conjunto

S(ar,a2) == {(X1,...,Xn) € PV : |[{i : X; # 0} > as — a1 +2 e X; # 0,00 para algum i } .

Demonstragao. Vimos no lema 2.8 que as estruturas quase-parabolicas em F sao para-

metrizadas por (P1)V.

1. Vimos no lema 3.3 que, neste caso, o grupo de automorfismos de E é GL(2,C).
Um elemento de (P')Y representa um fibrado quase-parabdlico simples se e s6 se o
estabilizador desse elemento ¢ C* C GL(2,C), considerando a acc¢do de Aut(E) =
GL(2,C) em (PY)V, ou seja, o estabilizador é a Id, considerando a acgao de PGL(2, C)
em (PH)N,

Seja P = (X1, Xs,...,Xn) € S(ay,ay). Suponhamos, por conveniéncia de notacao,
que X7 # Xo # X3 # X (nos outros casos o raciocinio é anéalogo). Seja g €
PGLy(C). Temos que g - (Xy,...,Xn) = (¢ X1,...,9- Xn). Pelo teorema 4.1,
sabemos que existe um tnico h € PGLy(C) tal que h- X7 =0, h- Xy =1, h- X3 = 0.
Se g € Stab(P) entao, pela unicidade de h, vem que h-g = h, o que implica
que g = Id. Logo Stab(P) = {Id}, pelo que P é um fibrado quase-parabolico
simples. Inversamente, suponhamos agora que P € (P')" ndo tem pelo menos trés
coordenadas distintas, seja, por exemplo, P = (X1, X5, X3,..., X;) com X; # Xs.
Considerando o teorema 4.1 temos que para cada X € P! existe um tinico f €
PGLy(C) tal que f(X;) = Xy, f(X2) = Xg e f(X) = oo, pelo que f € Stab(P).
Além disso, se X # oo, entdo f # Id. Logo Stab(P) # {Id} pelo que P nao é um
fibrado quase-parabolico simples. De modo analogo vemos que se P = (Xq,..., X7),

entao P nao é um fibrado quase-parabdélico simples.
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Fibrados Quase-Paraboélicos de Caracteristica 2 sobre P!

2. Como vimos no lema 3.3, neste caso o grupo de automorfismos de E é

0
Aut(E) = “ tc,00 € Cresel(O(az — ay))

S C9

Um elemento de (P!)" representa um fibrado quase-parabdlico simples se e s6 se o
estabilizador desse elemento ¢ C* C Aut(E), considerando a acgdo de Aut(E) em
(PH*Y.

Fixemos um isomorfismo f : P(E,,) 5 P!, tal que a linha O(a;),, € enviada para
oo = [1:0] € P! e alinha O(ay),, ¢ enviada para 0 = [0 : 1] € P'. Assim, para

1 <4 < N, como as bandeiras em FE,, sao da forma

Epi = Epul DE 2 2 {O}

onde E,, = C? e E,, » = C, entao sdo definidas por pontos X, = [a : b] € P!, com
(a,b) € C*\{(0,0)}, onde E,, » corresponde a X, via a funcao f.

Consideremos as fungoes injectivas da forma
o:A{L,...,a0—a1 +2} = {1,...,N}
com o(l) < ... < o(ag — ay + 2), e os subconjuntos de S(ay, az) dados por

UU = {(Xl, c. ,XN) . Xa(l), Ce ,Xg(a2_a1+1) 75 Oe XO—(GQ_a1+2) 7§ 0, OO}

Temos assim que

S(al, CLQ) = U UO.

Seja P € S(ay,ay). Consideremos que P = (X1,..., Xoy a1, Xag—ar 425+ - XN)
com X1, ..., Xoy—a;41 # 0e Xoy 0,12 7# 0,00 (nos outros casos o raciocinio ¢ analogo).
Sejam, para 1 < i < ay — ay + 1, as bandeiras em p; dadas por X; = [1 : b;] com
b; € C e a bandeira em p,, 4,12 dada por X, 4,12 = [1 : bay—q, 2] cOM by, g, 12 € C*.
Existe g € Aut(E) tal que gX; =ocopara 1 <i<as—a;+1e gX,, o442 = 1. Note-

se que o fibrado linha O(as — a1) tem grau (as — a1) pelo que uma sua seccado fica
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definida se for conhecido o seu valor em (ay — a; + 1) pontos. Assim, em particular,

existe um tnico g € Aut(E) da forma

g:

tal que gX; = oo paral < i < ay—a; +1e gX, 412 =1, pois a seccao s fica
definida por s(p;) = —b; paral <i<as—a;+1ec=5(pay—a,+2) + bay—a;+2. Temos
que Stab(P) = g~ 'Stab(gP)g pelo que Stab(P) = C* se e s6 se Stab(gP) = C*.

Vejamos entao que o estabilizador de gP = (o0, ...,00,1,9X 4, a,43,---,9Xn) é C*.

Seja
C1 0
f= € Aut(E).
h Co
Como temos (az — a3 + 1) pontos em que a bandeira é definida por co = [1 : 0],

para que f € Stab(gP), a seccao h € I'(O(as — a;) tem que ser a sec¢ao nula. Logo
temos que Stab(gP) C C* x C*. Além disso, para que f preserve a bandeira em
Dag—ay+2, que € definida por 1 = [1 : 1], temos que ter ¢; = co. Concluimos entdo
que Stab(gP) = C*. Logo Stab(P) = C*, pelo que P é um fibrado quase-parabolico
simples. Assim, temos que S(aq, as) ¢ um subconjunto dos fibrados quase-parabolicos
simples. Queremos ver que S(aj,as) é, de facto, o conjunto de todos os fibrados

quase-parabolicos simples que tém E como fibrado subjacente.

Comecemos por ver que um fibrado quase-parabolico dado por (X1, ..., Xy) € (PHY
tal que |{i : X; # 0}| < ay — a; + 1, ndo é um fibrado quase-parabolico simples.
Notemos que Aut(E) preserva O(az) C E = O(ay) ® O(az), pelo que nos pontos
pi € M onde X; =0, ou seja, £, » = O(az),,, a bandeira é preservada por qualquer
automorfismo de F. Consideremos agora um ponto p; € M tal que X; # 0, ou seja,

a bandeira em E,, ¢ definida por X, = [1: b;] € P!, com b; € C. Seja

0
g= € Aut(E),
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com c1,c2 € C* tal que ¢; # co. Para que g preserve a bandeira em E,, temos que

ter g,, (Ep, 2) = Ep, 2, isto é, tem que existir A € C* tal que

1 ca O 1 1
bi s(pi) c2 bi bi

ou seja, A = ¢y e s(p;) = (c1—c2)b;. Note-se que se forem dados valores em (as—a;+1)
ou menos pontos de M, existe pelo menos uma sec¢ao s € I'(O(ay — a1)) que toma
esses valores. Em particular, se forem conhecidos valores em exactamente (ax—a;+1)
pontos, entdo existe uma tunica seccao s € I'(O(ay — a1)) que toma esses valores.
Como estamos a considerar que |{i : X; # 0}| < as — a1 + 1, entdo existe uma
seccao s € I'(O(a; — az)) tal que g preserva as bandeiras em E,, para todo i. Ainda
que s fique definida como a seccao nula, como estamos a supor que ¢; # ¢, temos
que g # k- Id, k € C*, e g preserva as bandeiras em E,, para todo ¢, pelo que
o estabilizador de (X1,...,Xy) ndo é C* e assim (X1,..., Xy) ndo representa um

fibrado quase-parabolico simples.

Por outro lado, um fibrado quase-parabélico dado por (X,..., Xy) € (PN onde
para todo o i temos X; = 0 ou X; = oo, nao é um fibrado quase-parabdlico simples

pois o estabilizador de um fibrado definido desta forma contém C* x C*.

Logo os fibrados quase-parabélicos simples formam o conjunto

Slar,a2) = {(X1,...,. Xn) € PYY : [{i: X; # 0} > a2 — a1 +2 e X; # 0,00 para algum i} .

Considerando o lema anterior, vemos que quando E = O(a;) ® O(ay), se N < 3, ou
seja, se M tem menos de trés pontos marcados com bandeiras do tipo C2 D C D 0, entao
S = (), isto ¢, nao existem fibrados quase-parabolicos simples que tém FE como fibrado
subjacente. De forma anéloga vemos que quando E = O(a;) ® O(az) com a; < ag, se
N < as — a; + 2 entao nao existem fibrados quase-paraboélicos simples que tém E como

fibrado subjacente.
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Nota 4.3. Seja E = O(ay) ® O(ay) como anteriormente.
1. Suponhamos que a; = ay. Consideremos as funcoes injectivas da forma
o:{1,2,3} - {1,...,N}
com (1) < 0(2) < (3), e os conjuntos dados por
Up = {(X1s- -, X)) Xoq) # Xo) # Xop) 7 Xoy}-

Tendo em conta a proposicao anterior temos que
S(ab a‘l) = U Ua7
g

ou seja, | J, U, forma uma cobertura do conjunto dos fibrados quase-parabdlicos sim-

ples que tém E = O(a;) & O(a;) como fibrado subjacente.

2. Suponhamos que a; < ay. Consideremos as funcgoes injectivas definidas na demons-

tracao da proposicao anterior
o:A{l,...,a0—a1 +2} = {1,...,N}
com o(1) < ... <o(az —ai +2), e os conjuntos dados por

Ut7 = {(Xl, Ce 7XN) . Xg(l), . ,XU(GQ,alJrl) 7§ 0e Xg(az,alJrg) 7é 0, OO}

Tendo em conta a proposicao anterior temos que
S(a1>a2) = U Us,
g

ou seja, |, U, forma uma cobertura do conjunto dos fibrados quase-parabolicos sim-

ples que tém E = O(ay) @ O(ay) como fibrado subjacente.

O grupo dos automorfismos de E, Aut(E), age em S(ay,az). Como ja foi referido na
nota 2.7, temos que o espaco quociente ¢ o conjunto das classes de isomorfismo de todos
os fibrados quase-parabolicos simples que tém E como fibrado subjacente. Denotemos este
espaco quociente por

S(ay,as) == S(ay, a2)/Aut(E).
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Proposicao 4.4. Seja E = O(a;) ® O(az), como anteriormente.
1. Se ay = as, entdo o conjunto S(ay,ay) tem uma cobertura por um ndmero finito de
copias de (P1)N3,
2. Seay < ag, entdo o conjunto S(ay,az) é, de modo semelhante, coberto por um nimero
finito de copias de (PY)N—(e2—a1+2),

Demonstracao.

1. Vimos no lema 4.2 que neste caso os fibrados quase-paraboélicos simples formam o

conjunto
Slar,ar) = {(X1,..., Xn) € BYY : [{Xq,..., XN} >3},

Vimos também no lema 3.3 que quando F = O(a,)®O(ay) entao Aut(E) = GL(2,C).
Assim, o conjunto das classes de isomorfismo dos fibrados quase-parabolicos simples
¢ dado por

S(a1,a1)/GL(2,C).

Na nota 4.3 foi dada uma cobertura do conjunto dos fibrados quase-parabdlicos sim-
ples que tém E como fibrado subjacente, seja essa cobertura {U,},. Consideremos
um elemento dessa cobertura, o raciocinio é analogo nos restantes casos. Por conve-

niéncia de notagao, consideremos o conjunto

{(X1,..., XN): X1 # Xo # X5 # X1}
Temos que o quociente de

{(X1,..., XN): X1 # Xo # X5 # X1}
por GL(2,C)/C* = PGL(2,C) é identificado com

{(0,1,00, X4,..., Xn)} = (PHN73,

Tendo em conta a cobertura dada na nota 4.3 concluimos que conjuntos quociente

semelhantes a este cobrem o espaco todo.
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2. Vimos no lema 4.2 que neste caso os fibrados quase-parabélicos simples formam o

conjunto
Slar,a2) = {(X1,...,. Xn) € PYY : [{i: X; # 0} > a2 —a; +2 e X; # 0,00 para algum i} .

O conjunto das classes de isomorfismo dos fibrados quase-parabdlicos simples é dado
por

S(al, CLQ)/AUf(E)

Na nota 4.3 foi dada uma cobertura do conjunto dos fibrados quase-parabdlicos sim-
ples que tém E como fibrado subjacente, seja essa cobertura {U,},. Consideremos
um elemento dessa cobertura, o raciocinio é analogo nos restantes casos. Considere-

mos, por conveniéncia de nota¢ao, o conjunto
{(Xl,...7XN) :Xi#Opara 1 Sigag—a1+1 eXa2_a1+g %0,00}

Tal como vimos na demonstragao do lema 4.2, existe um tunico g € Aut(FE) da forma

g:
s 1

tal que gX; =ocoparal <i < as—aj+1egX,, 4, +2 = 1. Note-se que apenas elemen-
tos de C* C Aut(F) levam um elemento da forma (oco,...,00,1, Xo, 443, -+, XnN)

noutro da mesma forma. Assim, temos que o quociente de
{(Xq,..., Xn): X;#Oparal <i<as—a;+1e Xy 442 # 0,00}
por Aut(E) é identificado com
{(00,...,00,1, Xap—ays3, ..., Xn)} = (PN~ (a2-ar$2),

Tendo em conta a cobertura dada na nota 4.3 concluimos que conjuntos quociente

semelhantes a este cobrem o espaco todo. l

Nota 4.5. Pode provar-se que as aplicagoes mudanca de carta entre os conjuntos da co-

bertura vista na proposi¢ao anterior para S(ay, as), para alguns a;, as € Z, sdo aplicagoes
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algébricas. Isto serd visto no capitulo 5 para o caso dos fibrados quase-parabolicos simples
de caracteristica 2 sobre P! com quatro pontos marcados. Tendo em conta a proposicio
anterior, note-se ainda que os conjuntos quociente que formam a cobertura para S(ag, ay),

com a; € Z, tétm como maior subconjunto comum
{(X1,...,XnN): Xq,..., Xy todos distintos} /GL(2,C).
No caso de S(aq, az), se considerarmos por exemplo os conjuntos quociente da sua cobertura

{(007 e 00 17 Xa27a1+3> Xa27a1+4> < aXN)}

{(007 <, 00, Xag—a1+27 17 Xag—a1+47 e aXN)} )

vemos que estes tém como maior subconjunto comum
. * *
{(OO,...,OO,X(L2_Q1+2,... 7XN) . Xa2_a1+2,Xa2_a1+3 # 0,00}/(C x C )

Consideremos o espaco S(aq,as) equipado com a topologia quociente. A proposigao
anterior poderia levar-nos a pensar que podemos definir uma estrutura de variedade em
S(aq,az). No entanto tal nao é possivel porque S(ay, az) nao é, em geral, Hausdorff. Isto
serd visto com detalhe no capitulo 5 para o caso dos fibrados quase-parabélicos simples de
caracteristica 2 sobre P! com quatro pontos marcados.

Seja T' uma variedade algébrica irredutivel nao singular. Suponhamos que E—MxT
é uma familia algébrica de fibrados quase-parabolicos simples de tipo (a1, az), caracteristica
2 e dados quase-parabolicos (Wz}pi)izl,m,N sobre M parametrizados por T (conferir defini-
¢ao 2.9 na pagina 27). Note-se que estamos a considerar apenas os pontos com bandeiras
nao triviais, ou seja, para todo ¢+ = 1,..., N temos que 77_1>pi = (1,1). Consideremos a
aplicacao f, no sentido da teoria de conjuntos, que classifica as classes de isomorfismo dos
fibrados parametrizados

f: T — S(ay,az)
o= [Et]

Y
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onde E, é o fibrado sobre M definido na nota 2.10. Vamos ver, na proposicao seguinte, que
esta aplicagao é localmente algébrica, mostrando assim que S(aq,az) tem a propriedade

universal de um espaco de moduli grosseiro ([N 78]).
Proposicao 4.6. A aplicacio f € localmente algébrica.

Demonstracio. Tendo em conta a definicio 2.9, temos que E é um fibrado vectorial
algébrico de caracteristica 2 sobre M x T, pelo que O(E) ¢ um feixe localmente livre de
caracteristica 2 sobre M x T'. Consideremos a projeccao my : M x T — T sobre T'. Sejam

(M x T), =y (t) = M x {t} e O(E), = O(E)|arxry, = OE)|asxyy, onde t € T.

1. Suponhamos que a; = as. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que a; =
as = 0 pois existe uma identificacao
§(0,0) —  S(ar,a1)
[E] = [E®O(a)

Vejamos que existe U C T subconjunto aberto tal que E~|M><U ~ (M x U) x C2

Temos que

dime 1 (M x T), O(B)) = 1 (M x{t}, OB) i)
= 2,
pois O(E)\Mx{t} =0 (E|Mx{t}), que corresponde ao fibrado E, = O(ag) @ O(ay).
Assim, o feixe sobre T, R%(m,), E, definido por R%(my),E(U) = H(m; *(U), E) onde
U ¢ um aberto de T', é um feixe localmente livre de caracteristica 2 (conferir [K 93,

Prop. 9.5.2]). Logo existe uma cobertura aberta de T', U = {U,},, tal que

RO(']TZ)*E

v, = Or(U;) & Orp(U;).

Temos que Or(U;) @ Or(U;) representa o fibrado trivial de caracteristica 2 sobre
T restrito a U, isto &, Op(U;) @ Op(U;) = U; x C% Assim, podemos obter uma

trivializacao de R(my).E em Uj:

Wi RO(W2>*E|U1- — U; x C?
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que nos da uma trivializacao algébrica de E em M x Uy
P E‘Min — (M x U;) x C2.
Temos que

R(m) B(U) = H° (=), )
— H° (M X UE) ,

e como ; é uma trivializacao, podemos definir

o7l Uy xC* — RY(m).Ely,

(t,(a,b)) — @'t (a,b)): M x U; = E|yxu,.
Assim, podemos definir a aplicacao
Y7l (M xU) xC? —  E|ux,
((z,1),(a,0)) = o (t,(a,0) (1),

que é um isomorfismo, ou seja, temos uma trivializagao algébrica, v;, de Eem M x U,.

Logo existe um subconjunto aberto de T, U, tal que E|yp = (M x U) x C2.

Vimos no lema 2.8 que as estruturas quase-parabolicas em M x C? sao parametrizadas
por P! x ... x P = (PY)¥. Neste caso, o subconjunto aberto de T', U, parametriza

fibrados quase-parabolicos simples de tipo (ai,a;), caracteristica 2 e dados quase-

RN P! x ... x P!

(4.1)

t — (Xq(t),...,Xn(1),
com fi1(U) C {(X1,...,Xn): [(X1,...,Xn)| > 3}. Pela segunda parte da defini-
¢ao 2.9, a aplicagao ( 4.1) é algébrica em cada coordenada, pelo que é uma aplica¢ao
algébrica. Podemos supor, sem perda de generalidade, que para cada ¢t € T' temos

uma ordenacao dos pontos p; € M de modo que Xi(t) # Xa(t) # X5(t) # Xi(t).

Basta assim mostrar que a aplicacao quociente

(X1, LX) X1 # X # Xs £ X} — {(Yy, ..., Yy)} = (PHY 3 (4.2)
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que envia (Xq,..., Xy) em (gXy,...,9Xy) para g € PGL(2,C) tal que gX; = 0,

gXs = 1 e gX3 = oo é algébrica. Temos que a aplicacdo ( 4.2) é a composta de
aplicagoes algébricas:

(X, Xy) X £ X2 X5 B {010 vy} & @)v?

(X1,..., XN) — (0,1,00,9X4,...,9XNn) — (9X4,...,9XN).

Note-se que fy é algébrica porque a aplicacao g é algébrica e, pela forma como

¢ construida, g varia algebricamente com Xi, X5 e X3. Concluimos entao que a
aplicacdo ( 4.2) é algébrica e assim a aplicagdo f = f3 o fy o f1 é algébrica em U, ou

seja, f é localmente algébrica.

2. No caso a; < ay o raciocinio é analogo. Remetemos o leitor a [F'S 92, Prop. 8.2|.
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Capitulo 5

Caso de P! com 4 Pontos Marcados

Seja M o espaco projectivo P! com pontos marcados pi,ps,ps, ps. Seja E um fibrado

vectorial algébrico de caracteristica 2 sobre M. Pelo teorema 3.1, E tem a decomposicao
E= O(al) D O(ag)

para alguns aq,as € Z. Vamos considerar que a; = a,. Suponhamos que, dada uma

estrutura quase-parabolica em F, a bandeira em cada ponto marcado de M é da forma
C?* > C > {0},

j& que as bandeiras do outro tipo possivel, C* D {0}, sdo triviais.

Pelo lema 2.8 temos que as estruturas quase-parabolicas em FE sao parametrizadas por

4

R = H (ISO (Cz,Epi) /B) = (P')*

i=1
onde B é o subgrupo parabolico de GL(2,C) que deixa invariante a bandeira standard de
tipo (1,1) em C2.

Queremos estudar o espaco moduli dos fibrados quase-parabdlicos simples que tém E

como fibrado subjacente.

o1
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5.1 Conjunto dos Fibrados Quase-Paraboélicos Simples

Pelo lema 4.2, vemos que os fibrados quase-paraboélicos simples que tém E como fibrado

subjacente formam o conjunto
S = {<X17X27X37X4) € (]P)l)4 : |{X17X27X37X4}| Z 3} g (]P)l)4-

Vamos considerar P! munido da topologia complexa (Hausdorff), (P*)* munido da topo-
logia produto e o subespago S C (P')* munido da topologia induzida. Consideremos o0s

conjuntos:

S = {(X,X,)Y,2): XY, ZcP e X£AY # 7 # X}
Sis = {(X,)V,X,2): XY, ZcP e X£Y # 7 # X}
Sy = {(X,)Y,Z2,X): X,)Y,ZcP e X£Y # 7 # X}

Sor = {(X,Y,2,Y): XY, Z€P e X£Y £ 7 # X}

(
(
(
Sys = {(X, V)Y, 2): XY, ZeP e X4Y # 7 # X}
(
Ssy = {(X,)Y,2,2): XY, ZcP e X4£Y #+ 7 # X}
(

So = {(X,Y,Z,W):X,Y,Z,W € P todos diferentes}.
O conjunto S ¢ dado por:
S = S12 U S13 U S14 U Sa3 U Syq U S34 U Sp.
Podemos também considerar uma cobertura aberta de S:
S=U,UU,UU; (5.1)
onde

U = S\ (S2US13U83)={(X,Y,Z,W)e (PY': X#Y #7Z+ X}

Uy = S\ (S3USuUSs) ={(X,Y,ZW)e (PY: Y AZ+W £Y}

U3 = S\(513U514U534):{<X,}/,Z,W) S (P1)4X7£Z#W7£X}
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5.2 Conjunto das Classes de Isomorfismo dos Fibrados

Quase-Parabdlicos Simples

Pelo lema 3.3 temos que Aut(E) = GL(2,C). Assim, o conjunto das classes de isomorfismo

dos fibrados quase-parabolicos simples é dado por
S =S5/GL(2,C),

ou seja, S é o espaco das orbitas da acgdo de GL(2,C) em S. Consideremos a aplicacao

sobrejectiva

7 S — S§=S/GL(2,C)
(XY, Z,W) — [(X,Y.Z,W)]=1{g-(X,Y,Z,W): g€ GL2,C)}.

(5.2)

Temos que o espago das orbitas da accao de GL(2,C) em S, S, é dado por:

S=n(S) = Si/GL(2,C)U S13/GL(2,C) U S1s/GL(2,C) U Sy3/GL(2,C) U
USa4/GL(2,C) U S34/GL(2,C) U Sy/GL(2,C),

e tendo em conta o teorema 4.1, vem que

S = {[(07 0,1, OO)]7 [(0’ L0, OO)]? [(07 1, 00, 0)]7 [(Oa L1, OO)]? [(07 1,00, 1)]7
[(0,1,00,00)],[(0,1,00, X)] : X #0,1,00}.

Por ( 5.1), considerando o espago S munido da topologia quociente e tendo em conta que
Ui, Uy e Us séo invariantes pela accdo de GL(2,C), temos também uma cobertura aberta

para S:

S = n(U1) Un(Us) Un(Us),
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onde

7(Uy) = U/GL(2,C)
= S14/GL(2,C) U Spu/GL(2,C) U S34/GL(2,C) U Sy /GL(2,C)
= {[(0,1,00,X)]: X € P'}

7(Us) = Us/GL(2,C)
= S12/GL(2,C) U S13/GL(2,C) U S14/GL(2,C) U Sy/GL(2,C)
= {[(X,0,1,00)] : X € P'}

7(Us) = Us/GL(2,C)
= S12/GL(2,C) U S3/GL(2,C) U Say/GL(2,C) U Sy /GL(2,C)
— {[(0,X,1,00)] : X € P'},

ou seja, S tem uma cobertura por trés copias de P

Proposicao 5.1. As aplica¢oes mudanca de carta entre w(Uy), m(Us) e w(Us) sao algébri-

cas.
Demonstracao. Comecemos por ver que
120 T(U)lewsy —  7(U2)|x@n)
(0,1,00,X) +— (g(0),0,1,00)
¢ algébrica, onde g € PGL(2,C) é tal que g(1) =0, g(co) = 1 e g(X) = co. Vejamos qual
¢ a (unica) aplicacdo g € PGL(2,C) nestas condiges. Seja X = [z7 : x2]. Note-se que
X # 1,00 pois (0,1,00, X) € m(U;) N7w(Us), pelo que xo € C* e x1 # 5. Suponhamos que

g & representada matricialmente por

a b
G = ,

com a,b,c,d € C tais que ad — bc # 0. Temos que
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com \; € C*, pelo que

a+b=0
c+ d= )\1
Também temos
1 A
G —| 7,
0 A2
com Ay € C*, pelo que vem
a=c
Temos ainda que
x A
G L 3 7
i) 0
com A3 € C*, pelo que vem
— _ X3
T x1—x9 .
_ A3
d= _Ig(xsl—lacz)

Assim, g é representada matricialmente (a menos da multiplica¢do por um nimero com-

plexo nao nulo) por:

1 1
G — r1—T2 T1—T2
1 1 ’
T1—x2 z2(z1—x2)
e g(0) ¢ dado por
0 1 1
G = -
1 Tr1 — T2 Z1
z2
Logo
Y12 - W(Ul)’n(Uz) - 71'(U2>|TF(U1)

(0,1,00,[x1 : xa]) +— ([wg: x1],0,1,00)
pelo que é uma aplicacao algébrica. De modo anilogo vemos que @13 é dada por
Y13 7(U1) | (ws) - ™(Us)|x(wn)

9

(0,1,00, [z : x3]) +— (0, [x2: xo — 21],1,00)

pelo que é uma aplicacao algébrica, e o3 é dada por
¥23 : W(UQ)‘W(U:%) - 71-(U3)’7r(U2)

I

([x1: 22],0,1,00) +— (0, [z1 : 213 — 23], 1,00)



56 Caso de P! com 4 Pontos Marcados

pelo que é uma aplicacao algébrica. W

O espaco S é um espaco localmente Hausdorff, ou seja, cada ponto de S pertence
a um aberto U C S que é Hausdorff. Vejamos que o espaco S nao é, no entanto, um
espaco Hausdorff. Sejam U e V subconjuntos abertos de S tais que [(0,0,1,00)] € U e
[(0,1,00,00)] € V. Vejamos que U NV # (). O conjunto S estd munido da topologia
quociente, pelo que como U é aberto de S entao p~*(U) = U & aberto de S tal que

Si2={(g-0,9-0,g-1,9-00): g € GL(2,C)} C U,
e como V é aberto de S entdo p~ (V) = V & aberto de S tal que
Ss={(g-0,9-1,9-00,9-00): g€ GL(2,C)} C V.

Além disso, é 6bvio que U e V sdo invariantes pela accio de GL(2,C).
Por hipotese, temos que (0,0,1,00) € S13 C U C S C (PY)* e (0,1,00,00) € S34 CV C
S C (PYH%. Assim, para z € C suficientemente perto de 0 € C, vem que

0,[z:1],1,00) € U, (5.3)

e para y € C suficientemente perto de 0 € C, vem que

(0,1,[1:y],00) € V. (5.4)

Seja x =y # 0 tal que ( 5.3) e ( 5.4) se verificam, isto é, consideremos os pontos

(0,[z:1],1,00) € U e (0,1,[1: z],00) € V.
Seja g € GL(2,C) a aplicacdo representada matricialmente por

10
0 =z

Temos que

g-(0,[x:1],1,00) = (0,1,[1 : z],00)

pelo que, como

GL(2,C)-U=U e GL(2,C)-V =V,
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vem que
(0,[z:1],1,00) € UNV e
g-(0,[z:1],1,00) = (0,1,[1:2],00) €UNV,
isto é,
0AUNV=p (U)Nnp (V) C S
e logo

UnvV #0

pois existe X # 0 tal que [(0, X, 1,00)] € UNV. Concluimos assim que S nao é Hausdorff.
Note-se que as aderéncias em (P!)* das 6rbitas de (0,0,1,00) e (0, 1,00, 00) se intersec-
tam em (0,0, 00, 00).
De modo anélogo, vemos que dados U e V subconjuntos abertos de S tais que [(0, 1,1, 00)] €
Ue[(0,1,00,0)] € V temos que UNV # (), e dados U e V subconjuntos abertos de S tais
que [(0,1,0,00)] € U e [(0,1,00,1)] € V temos que U NV # (.

5.3 Espaco Moduli dos Fibrados Quase-Parabodlicos Sim-
ples

Vimos na sec¢ao anterior que o espago S nao ¢ Hausdorff. Queremos agora identificar o

espaco Hausdorff, Sy, obtido de S:
Syp=8§/~ (5.5)

onde dados P, € S temos P ~ @ se e s6 se Up NUg # () para todas as vizinhangas Up e
Ug de P e Q, respectivamente. Tendo em conta o estudo anterior do espago S, concluimos

que sao necessarias trés identificagoes:
[(07 07 1?00)] ~ [(07 17OO7OO>]
[(0,1,1,00)] ~ [(0,1,00,0)] (5.6)
[(0,1,0,00)] ~ [(0,1,00,1)]
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Consideremos o espago Sz = S/ ~, onde a relacao ~ ¢ definida pelas identificagoes ( 5.6),

munido da topologia quociente dada pela aplicacao:

T S — Sg
(X,Y, ZW)] — [(X,Y,Z,W)].

(5.7)

onde [(X,Y, Z,W)|. = {[(X,) Y, Z W] eS:[(X,Y,Z W] ~[(X,Y,Z,W)]}. Que-
remos ver que estas sao, de facto, as tnicas identificacoes que devem ser feitas em S para

obtermos o espaco Sy. Note-se que
S =7(Uy) U{[(0,1,0,00)],[(0,0,1,00)],[(0,1,1,00)] }

e que em Sy estamos a identificar cada um dos pontos [(0, 1,0, c0)], [(0,0,1,00)] e [(0, 1,1, 00)]

com um ponto de 7(Uy), pelo que
Si = {[(0,1,00, X)] : X € P'}.

Seja (X,Y, Z, W) € U;. Pelo teorema 4.1 temos que existe um unico g = g(X,Y, Z) €
PGL(2,C) tal que g - (X,Y,Z,W) = (0,1,00,g - W). Considerando X = [X; : X3],
Y =MW Y, Z =1[Z: Z], W = [Wy : W], com Xy, X5, Y1,Ys, 21, Zo, W1, W5 € C, e
fazendo alguns célculos, vemos que, a menos do produto por uma constante complexa, g é

representada matricialmente, por:

_ XQ Xl

_ X1Y2—XoY1 X1Y2—XoY
Zs oz

Yi1Z5—-YoZ, Yi1Z5—-YoZ,

Note-se que X1Y; — XoY; # 0 e Y125 — Y5 Z; # 0 porque, por hipotese, (X,Y, Z, W) € U,
pelo que X #Y # Z # X. Seja h : Uy — P! a aplicagao definida por

h(X,Y,Z,W)) = g(X,Y,Z)- W
[Nt Wy ZW - 4, 58)
XY= XY YiZo —YaZ, '

= (Y12 = YaZy)(=Xo Wi + XaWa) = (X Ys — XoV1)(ZoWh — Z1Wa)].

Temos que h é uma aplicacao continua.
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Consideremos agora a aplicacao v : S — P! definida por

;

WMX,Y,Z,W) se (X,Y,Z,W) €U,
0 se (X,Y,Z, W) € Sag,
WX, Y, 2, W) = (5.9
1 se (X,Y,Z, W) € S,
00 se (X,Y,Z,W) € Sia.

\

Proposicao 5.2. A aplicacio v : S — P! € continua.

Demonstracao. A restricao de 1 ao aberto Uy C S é continua pois h é uma aplicacao
continua. Basta entdo provar que ¢ é continua nos pontos de S\ U; = S12 U Si3 U Sag.
Vamos provar a continuidade em Si,. Seja (X, X, Z, W) € Si5. Consideremos uma sucessao
em S, P, = (X, Yn, Zy,W,), com lim P, = (X, X,Z,W). Vejamos que lim¢(P,) =
(X, X, Z, W) = oo. Note-se que ((X,, Xn, Zn, W,)) = 00, pelo que podemos assumir
que X, # Y,, sem perda de generalidade. Mas entdo temos que, a partir de determinada

ordem n, (X, Yy, Z,, W,,) C U; e assim

¢((XnyynaZn7Wn)) - h<Xn7Yn7ZnaWn) — OQ,

n—oo

pelo modo como definimos a aplicacao h em ( 5.8). Logo ¢ é continua em Si;. De modo

andlogo vemos que ¢ é continua em Si3 e em Sy3. M

Corolario 5.3. A aplicacao induzida

(R Sg — P!
[(0,1,00, X)] +— X

(5.10)

€ continua.

Demonstragao. Considerando as aplicagoes 7, em ( 5.2), 7, em ( 5.7), e ¢, em ( 5.9)
s 4 p

ToT l /
Si



60 Caso de P! com 4 Pontos Marcados

temos que
p=vor ol

Seja [(0,1, 00, X)]. € Sz. Temos que

Y ((r o ) ({1(0,1,00, X)]})) = {X},

ou seja, ¥ é constante em cada conjunto (7~ o7 ™1) ({[(0, 1, 00, X)]~}), para [(0, 1, 00, X)]. €

Sj. Seja U um subconjunto aberto de P'. A continuidade de ¢ implica que
W) = (7o i) (7H(D)

é aberto em S. Como 7 e 7 sao aplicacoes quociente entao QZ_I(U) tem que ser aberto em

Sj, concluindo-se assim que ¢ & continua. W
Corolario 5.4. O espago Sz € Hausdorff.

Demonstracao. Sejam P, () € Sj e consideremos as suas imagens D(P) e (Q). O espaco
P! com a topologia complexa ¢ Hausdorff, pelo que existem abertos U,V C P! tais que
Y(P) e U, ¥(Q) e VeUNV =0. A aplicacio ¢ é continua (corolario 5.3) pelo que
Y1 (U) e ¥~ 1(V) sdo subconjuntos abertos de S tais que P € ¢~ (U) e Q € ¢~ (V).
Além disso, como @ZNJ ¢ uma aplicacao injectiva, temos que @Z‘l(U) N 1/;_1(‘/) = (0. Logo o
espaco S € Hausdorff. W

Concluimos deste modo que as identificagoes ( 5.6) feitas em Sz s@o as identificacoes
necessarias e suficientes para obtermos o espago Hausdorff Sy descrito em ( 5.5), pelo que
Sg=3Sn.

Consideremos agora a aplicacao definida por:

o: Pt — Sp
X +— [(0,1,00, X)]~ '

Temos que ¢ = Tomop, onde 7 é a aplicagdo definida em ( 5.7), 7 é a aplica¢ao definida

em ( 5.2) e ¢ é a aplicacao:

0: P! — S
X - (0,1,00,X)’
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pelo que, como as aplicagoes 7, m e ¢ sao continuas, concluimos que ¢ é uma aplicagao

continua. Além disso, temos que

<
O
Ayl

— [d]pl

<
(@]
<

= [dSI:Ia
ou seja, ¢ ¢ a aplicagao inversa de 12 Temos entao a seguinte proposicao,
Proposicao 5.5. Os espacos Sy e P! sdo homeomorfos.

Vimos, deste modo, que o espaco moduli Sy dos fibrados quase-parabdlicos simples que
tem F = O(a;) ® O(ay), a; € Z, como fibrado subjacente é homeomorfo a P!. Definimos

assim Sy = P! como variedade.

Proposicao 5.6. O espaco Sy € um espaco moduli grosseiro para o problema de moduli
da classificacao dos fibrados quase-parabdlicos simples a menos de isomorfismo, com as

identificagoes adicionais dadas em ( 5.6).

Demonstracao. Tendo em conta a proposicao 4.6 vemos que Sy tem a propriedade uni-

versal de um espaco moduli grosseiro. B
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