Minimos quadrados

Esmeralda Sousa Dias

E frequente ser necessario determinar uma curva bemdguatam conjunto de
dados obtidos experimentalmente. Por exemplo, suponhaame resultado de uma
certa experiéncia se obtém a seguinte tabela de dados:

yl‘y2“yn

(1)

Os dadogz;,y;) podem representar-se por pontos do plano. Pretende-se assi
contrar a curvay = f(z) que melhor se ajusta aos dados (pontos) obtidos. Na figura
seguinte indicam-se algumas possibilidades.

(@ (b) (©
y=a+br y=a+ br+cx? y=a+br + cx? + da®

Figura 1: Ajuste de curvas a um conjunto de pontos.

Comecemos por analisar o caso em que se pretende determimaregta de
equacaq) = a + bxr que melhor se ajuste aos dados da Taliéla (1). Em Estatistica
este problema & conhecido como modelo de regressao. lig&aos pontosgz;, y;)
sao colineares entdo os coeficientes b satisfazem o sistema de equacdes lineares
seguinte

Y1 = a+ bxry
IO y-ax @
Yn = a + bxy
com

U1 1 =
Yo 1 @

y=1].], x= H , A= .

. b . .

Yn 1 =z,

Se os pontosz;, y;) hdo sao colineares (como é o caso na Fiflra 1-(a)) ens#& o
temal2) & impossivel. Quando o sisterha = y & impossivel, o melhor que se pode



AL 2007/2008 2

esperar &€ encontrar um vectoipor forma a quedx esteja o mais proximo possivel
do vectory. Ou seja, podemos pensar em encontrar um vectal que Ax seja uma
aproximacao do vectgr. Assim, quanto menor fdfy — Ax|| melhor & a aproximagao.

Definicdo 1.1. Se A € uma matrizz x p ey € R", uma solu@o de ninimos
guadradospara o sistemg = Ax &€ um vectok deRP? tal que

ly — A%|| < |ly — Ax(, ®3)

para todo ax deRRP.

Geometricamente, determinar uma solucao de minimodrgdasx = [Z] para

o sistemallR) permite-nos obter a regta: a + bz indicada na FigurBl 1-(a).

A designacao "minimos quadrados” (ou least squares glashesta relacionada
com o facto dely — Ax|| ser a raiz quadrada de uma soma de quadrados e de se
pretender minimizar esta quantidade.

Para encontrar uma solu¢gao de minimos quadrados pastemsy = Ax iremos
aplicar os conhecimentos adquiridos neste cursé\Igebra Linear. Relembremos
portanto alguns resultados essenciais:

() Seja qual for o vectokx a expressacix € uma combinagao linear das colunas
de A, isto € Ax pertence ao espaco das colunasidabreviadament&C'(A)).

(i) A equacaol(B) € equivalente a dizer gdi# esta mais proximo dg que qualquer
outro vector deFC'(A). Logo, pelo teorema da melhor aproximacao, isto quer
dizer que:

AR = projpc(a) Y- (4)

EC(A)
Figura 2: O vectordx esta mais proximo dg do que qualquer outro vectotx €
EC(A).
Nota: Note que a equacald (4) € sempre possivel ja que ambesWEePToj pe(4) Y
e Ax pertencem ao espaco das colunaside

O teorema da decomposicao ortogonal diz-nos que qualgator de um espaco
linear pode escrever-se como a soma da projeccao ortogesse vector sobre um
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subespaco com a projeccao ortogonal sobre o subespagoenentar. Assim, 0
vectory — AX =y — projgc(a) y & um vector do complemento ortogonal do espaco
das colunas del. Como o complemento ortogonal de espaco das colunas de uma

matriz € o nlcleo da sua transposta, temos:
(y—AX) L EC(A) <= (y—A%) e N(AT) <= AT (y — A%) =0 )
— ATy —ATAx=0«= ATAx = ATy.

Podemos entao concluir que uma solu¢ao de minimos gdaslk, satisfaz a equacao
AT Ax = ATy, (6)

A equacaol(6) é designada pyuago normal para o sistemg = Ax.

Acabamos de mostrar que uma solucao de minimos quaddadgistemadx = y
satisfaz a equacao normal. Podemos também mostrar ltadesinverso, isto €, que
uma qualquer solu¢ao da equacao normal & uma soldganinimos quadrados do
sistema referido. Este € o resultado enunciado no teoreguense.

Teorema 1.1.0 conjunto de solu¢des de minimos quadrados do sistema y
coincide com o conjunto (n&o vazio) das solucdes da éguaormalA” Ax =
ATy,

Demonstragio. Ja mostramos que o conjunto das solu¢des de minimasapes &
nao vazio, e que uma solugao de minimos quadrados esiferjuacao normal. Basta
portanto mostrar que qualquer solucao da equac¢ao hérormaa solucao de minimos
quadrados do sistema. Para tal, suponha-sexgéesolucao da equag¢ao normal e
mostre-se qué& & uma solucao de minimos quadrados do sistdma= y (ou seja,
que Ax é a projeccao ortogonal gesobreEC(A)). Como,

% solucdo ded” Ax = ATy «= AT Ax = ATy,
entao por[(b) tem-se qug — A%) L. EC(A). Logo,
y= A% +(y - A%),
€EC(A)  cpc(A)L

é a decomposi¢cao ortogonal gtlena soma de um vector déC'(4) com um vector
de EC(A)*. Da unicidade da decomposi¢ao ortogonal tem-seAgi¢em de ser a
projeccao ortogonal dg sobreEC(A). O

Exemplo 1. Suponha que se fizeram as seguintes observacoes:
z|1 2 3
y|l1l 2 2

Estas observagdes correspondem a trés pontos no plamepresentados na Fi-
gura3. Vemos claramente que nao existe nenhumagyesta+bx que passe por estes
trés pontos. Esta afirmacao & equivalente a dizer qusensa seguinte & impossivel

1 1 1
1 2|x=|2| <= Ax =Y. @)
1 3 2
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Figura 3: Recta de minimos quadrados do Exerfplo 1.

Pretende-se determinar a regta- a+ b gue melhor se ajusta aos pontos observados.
Isto &, pretende-se determinar um vectoe R? que seja uma solucio de minimos
quadrados delx =y.

Usando o Teorenfad.1, a equagao normal &:

T o T 3 6 a o 5
AlAx = A"y — [6 14] M = [11].

Como a matrizA” A & invertivel entio o sistema de equacdes normais téngzsm
nica dada poftA” A)~1 ATy. Ou seja:

-3
|
—_
—_
-
wino

15

|
—_
N~
N~

A equacao da recta de minimos quadradog :’e:% + %x
¢

Sendak uma solucao de minimos quadrados do sistdwa= y, entdoAx € uma
aproximacao dg (a melhor aproximacgao). A distancia dek ay € designada por
erro de minimos quadrados ou sejd|y — Ax||. O vectord = y — A% & denominado
por vector dos desvios

Para o Exempl@l1 calcule-se o vector dos desvios, bem comspeatvo erro
de minimos quadrados. Recorde-se que a solucao de asirgoadrados obtida &
%= (2,1)ey =(1,2,2). Logo, o vector dos desvios é&:

302

7 _1
6 6

1
v — A% — S T IR
d=y—Ax= |2 3|1 =1 3

2
13 _1
6 6

O erro de minimos quadradog|d| = @ Na Figurd ¥ encontram-se representados
os desviosdy, d; e ds, ou seja as componentesde-= (d;, ds, d3).
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Figura 4: Desvios para o Exemplb 1.

No ExempldL o problema de minimos quadrados possui golugica o que nem
sempre se verifica. POe-se naturalmente a questao decgareto € que um sistema
Ax = y tem solucao Unica de minimos quadrados. Note que a @quamrmal &
um sistema de equag¢des cuja matriz dos coeficierdtes, & quadrada. Portanto, a
unicidade de solucao de minimos quadrados & equiwaterkisténcia de inversa da
matriz AT A. O resultado que se segue da-nos um critério para a udéitdia solugao
de minimos quadrados em termos da matriz

Teorema 1.2. A matriz AT A & invertivel se e so se as colunas4lsao linear
mente independentes. Neste caso, 0 sistdma= y tem solucao de minimgs
quadrados Unica, dada por

x=(ATA)'ATy.

Demonstrado. Quando a matrizA” A & invertivel entdo, da equacio normal segue
gue a solucao de minimos quadrados & dada pela express@orema. Falta pois
mostrar que a matrizi” A & invertivel se e sb se as colunas Alesao linearmente
independentes. A prova deste resultado sera feita em degog: (i) mostrar que o
nicleo ded é igual ao nicleo de” A; (ii) usar (i) para mostrar o resultado.
(i) Mostrar queN (A) = N (AT A):

Sex pertence adV(A), isto &,Ax = 0, entdo pertence ao nicleo dé A, ja que

Ax =0 = AT Ax = 0.

Ou sejaN (A) ¢ N(AT A).
Para a implicagao inversa, suponha-se agoraqueV (AT A), isto &,A7 Ax = 0.
Entao
ATAx =0 = x"ATAx = 0.

Porém,
xTATAx = 0 <= ||Ax||? = 0 <= Ax = 0 <= x € N(A).

(i) Suponha-se qud’ A & invertivel, entdo o sistema homogénébAx = 0 tem
exclusivamente a solug&o= 0, ou sejaN (AT A) = {0}. Como, por (i),N (AT A) =
{0} = N(A), entdo a equacadx = 0 tem sbmente a solucao nula.
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Por definicdo de independéncia linear, dizer-seAxie= 0 tem sobmente a solu¢ao
nula, & equivalente a afirmar que as colunagl@@o linearmente independentes.

Para a implicacao inversa: Se que as colunad d&ao linearmente independentes
entdaoAx = 0 se e sO s& = 0, isto &,N(A) = {0}. Logo, N(AT A) = {0} = N(A).

SeN (AT A) = {0} entdo, pelo teorema da dimensao, a matriz quaddddatem
caracteristica maxima e portanto & invertivel. O

Nota: No caso ded ser uma matriz quadrada invertivel, a solucao de misiqua-
drados paralx = y, dada pelo Teorenial.2, reduz-sk & A~'A - TATy = A~ ly.
Neste caso, 0 sisteméx = y, para o qual se pretende determinar uma solucao de
minimos quadrados, nao & impossivel e a solucao démos quadrados coincide
com a solucao do sistemx = y.

A técnica descrita para ajustar uma recta a um conjunto desdgeneraliza-se
facilmente quando a curva & definida por um polindbmio (coma@aso da Figural 1-
(b),(c)). Por exemplo, suponha-se que se pretende detarmipolinbmioy = ag +
a1z + - - - + axz® que melhor se ajuste aos dados:

x‘xl xI9 Ip
ylv w2 o un

Entao substituindo em = ag + a1z + --- + axz® osn valores der e dey da
tabela, obtemos equacoes lineares

a0+a1w1+"'+akw'f:y1
ao+a1m2+-~—|—akaz’§:y2

— Ax =y.
a0+a1xn+~-—|—akx’fl:yn

Resolvendo, como anteriormente, a equacao noAhalx = A”'y obtemos os coefi-
cientesa; (i = 0,..., k) do polinbmio de minimos quadrados.

Exemplo 2. Nos primeiros 5 meses do ano, as vendas (em milhares de deros)a
certa empresa foram: 2, 2.2, 2.6, 3.2 e 4. Marcamos estes aadgrafico abaixo e
conjecturamos que as vendas podem ser aproximadas porlimdnpio de grau 2.

Milhares de Euros
]
I
I
I
I
I
:
®

Meses do ano

Figura 5: Dados do Exempld 2.



AL 2007/2008 7

Pretende-se determina(r) = ag + a1« + asz? que melhor se ajuste aos dados
obtidos, e usar esta funcao para deduzir qual o volume gageque a empresa ira
realizar no Gltimo més do ano.

Vamos portanto determinar a aproximac¢ao de minimosradad para o sistema:

a + a1 + ag =2 1 1 1
ag + 2a1 + 4day =22 1 2 4
ap + 3a1 + 9a2 =26 |1 3 9 |x=Yy,
ag —+ 4da; + 16ag = 3.2 1 4 16
ag + bay + 2bay =4 1 5 25
comx = [ag a ay]  ey=1[2 22 26 32 4.
A equagao normal é:
5 15 55 14
ATAx = ATy < |15 55 225|x= | 47
55 225 979 185.4

A solucao de minimos quadrados para o sisteima=y é:
2
%= (ATA) ATy = |01
0.1

O polinémio procurado &(x) = 2 — 0.1z + 0.122. Assim, prevé-se que as vendas da
empresa no Ultimo més do ano sejaydé2) = 15.2 mil euros.
¢

2 Leitura suplementar: Aproximacao de fun@es; Sries de
Fourier.

Esta matéria nao sera leccionada nas aulas mas édaclestas notas a titulo infor-
mativo.

No espaco linear das fungdes reais continuas no itefwab| (abreviadamente
C(la, b])) pode definir-se o seguinte produto interno:

b
(f.g) = / f(@)g(x) dx ®)

Pretende-se aproximar uma dada funca@'de:, b|) usando somente fungdes de
um subespaco d€([a, b]). Por exemplo:

(i) Determinar a melhor aproximacgao é& no intervalo|0, 1] pelo polindmio de
segundo gradg + a;x + agz>.

(i) Determinar a melhor aproximacao da fungBi@) = x no intervalo[0, 27| por
uma fun¢ao da forma

ag + a1 cos x + ag cos(2x) + by senx + b sen(2x).
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O subespago do exemplo (i) & o subespac@’¢l6, 1]) gerado por{1,z,z?} e para
(ii) & o subespaco dé([0, 27]) gerado poK 1, cos z, cos(2x), sen x, sen(2x) }.

A primeira questao que se coloca & a de saber o que se ergendmelhor
aproximacao”. Como é sabido, tendo definido um produterio num espaco li-
near, podemos sempre definir uma norma e consequentemeafdisiémcia. No caso
do produto internd{8), a norma e a distancia entre dua®assao dadas respectiva-
mente por:

b b
112 =/ fla)yde e dist(f.g)=|f—gll = \// (f(2) = g(2))* dz (9)

Pelo Teorema da melhor aproximacao, a funcao de um dédmspace de C([a, b))
que melhor aproxima uma dada funcaale C([a, b]) & a projec¢ao ortogonal dé
sobreS. Ou seja, a funcag € S que minimizal| f — g|| para qualquey € S (Ver
Figural®).

Figura 6: Melhor aproximacao de uma fung@por uma funcao do subespago

O erro (global) cometido ao aproximar uma dada funfgela fungéof € dado

por .
e=1f - fl =/

e & designado habitualmente msro médio quadréticcﬂ. Geometricamente, o erro
médio quadratico é a area da regiao situada entreafisgs def e def (ver Figurd).
Resumindo:

J@) = f(@)] dz,

A solucdo do problema de aproximacao de uma funtae C([a,b]) por
fun¢des de um subespaco, de dimensao fifitde C'([a, b]), & a projeccao ortg
gonal def sobresS, isto &,

[ =projs f.

Esta fungao minimiza o erro médio quadratico e & deslgrporaproximacao
de minimos quadradosde f por fungdes de.

Para determinar a projeccao ortogonal de um vector sabnrsubespaco de di-
mensao finitad, devemos encontrar uma base ortogonal para

A raz&o da designag&o "erro médio quadratico”edticienada com o Teorema do valor médio para
integrais
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Figura 7: Erro médio quadratico.

No caso deB = {g1, g2, - .., gx} S€r uma base ortogonal ¢ entdo a expressao
para a aproximac¢ao de minimos quadradog éedada por

f = projs f = proj,, f + projy, f + -+ proj, f

Tl T e T T

Recorde que, conhecida uma base para o subespagurocesso de ortogonalizacao
de Gram-Schmidt permite obter uma base ortogond.de

Exemplo 3. Vejamos como obter uma base ortonormada para o subespagfde]),
S, gerado poK 1, z, z2}.
Designe-se as fungdész ez porh; = 1, hy = x e hs = 22. Entao,

Palf? = fy 1dz = 1 = [l =1

lhe? = [} 2%dz = 2|3 =

Wl

1
Ihs|)? = fy a'de = %[, =

U=

Uma base ortogonal pafj seja{g, 92, g3 }, obtida pelo processo de ortogonalizacao
de Gram-Schmidt é:

g =h=1
g2 = ha —projy, hy = hy — <ﬁl921’ﬁ§) g1 = ha — (h2,91)
=z — fo rdr =z —

Sh=z-3=lol’=4%

g3 =hs— IDI“OJ'g1 hg — projy, hs = h3 <||gl||z>91 <||g323ﬂ3>g2
=x —foazdaz—12w——f0 (x—1)da

=2l @-Y=22-r= gl =4
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A aproximac¢ao de minimos quadrados para a fur¢guor funcdes de& é

f — broj R NG N o g2 _

(€*,1) +12(e", (x — %)> <x - %) +30(e®, 2? — x)(2? — )

=(e—1)+638—¢)(z— %) +30(e — 3)(2® — 2)

Séries de Fourier

Dada uma fungao continud, no intervalo|0, 27|, pretende-se aproxima-la por uma
funcaot do tipo

t(r) =ao+ajcosx + -+ ay cos(nxr) + by senz + - - - + b, sen(nz).
Isto &, pretende-se aproximAmpor uma fun¢ao do subespaco gerado por
V = {1,cos x,cos(2x),- - - , cos(nz), senz,sen(2z) - - - ,sen(nz)}.

A fungaot & conhecida pela designacaom@inoémio trigonomeétrico (de ordemn,
sea,, eb, sao ambos nao nulos).

Pode mostrar-se qué & um conjunto linearmente independente e, portanto, uma
base pard/ = Span V.

Para determinar a aproximac¢ao de minimos quadrados déungéof € C([0, 27])
por uma funcao déV, & conveniente encontrar uma base ortogonal (ou ortor@ma
paraWW. Se{go,91, " ,9n,h1, -+ , hy} fOr uma base ortonormada pdia entdo a
aproximacao de minimos quadrados pAsera:

f=projy f={(f,90)90 + (f,91)91 + -+ {f,gn)gn + (fs h1)h1 + -+ (f, hn) Py,
= apgo +a191 + -+ angp + brhy + -+ byhy,.

Relativamente ao produto intergg, g) = 02” f(x)g(x) dx, podemos verificar qUE
& uma base ortogonal d&. Normalizandd//, isto & dividindo cada fung¢ao dé pela
sua norma, obtemos a base ortonormada

1 1 1
=——,01 = —=COSZx, ---,gp=—=cos(nz
1 1
hy = ﬁsenw, N ﬁsen(nw).

Logo, a aproximacao de minimos quadradog dera

A~

f=rprojy f = % + [aj cosz + - - - + ap, cos(nx)] + [by cosx + - - - + by, cos(nz)]

a n
_ 70 + kz_l (ay cos(kx) + by sen(kx))
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onde
2 2 1 27
—=(f. 9 / dx = — f(x)dx
\/—< O \/— 7 Js ( )
L(f 91) /27T f(x 1 cos xdx = L f(z) cos xdx
Ve T m 7 ™ Jo
Lo =z [ 1@ = costnade = 2 [ ) cosfra)a
- 7gn = —=cos(nx)dr = — x)cos(nx)adx
f f f T Jo
L (f.) /%f L cenade =2 [ faysenad
— 5 —Senx ZL'—— X )Ssen xrax
SR TR NG 0
b, = i(f hyp) = 1 /wa(:n)isen(nm)dm _1 27T f(x)sen(nx)dx
Os coeficientesg, ay, ..., an, b1,. .., b, Sa0 conhecidos como oseficientes de Fou-
rier def.

Fixadon, o polinbmio trigonométrico de ordem menor ou igual gue aproxima
a funcaof é:

fla)~ 2

5 T Z (ag cos(kx) + by sen(kx))

k=1
Sob certas condi¢cdes sobre a fungag@ode mostrar-se que o erro médio quadratico
se aproxima de zero a medida gudende para infinito. Isto significa quépode
identificar-se como sendo o limite da soma finita quandende para infinito, isto &,

ao . - ao -
f(z) = E—FJI_)H;O kz_l (ay cos(kx) + by sen(kz)) = E—i-kz_:l (ay cos(kx) + by sen(kz)) .

A Ultima igualdade & designada p&rie de Fourier de f no intervalo|0, 27].

Exemplo 4. Determinar a aproximacdo de minimos quadradosfde = = em
[0, 27], por um polinémio trigonomeétrico de ordem menor ou igudl a
Calculemos os coeficientes de Fourigrai, as, by, bo, bs:

1 27 .1:2 A 1 27

ao:_/ ZL'dZL':— =27 (11:—/ ZJ‘COS(x)dl’:O
T Jo 2mlo ™ Jo
1 27

as = —/ xcos(2z)dr =0
T Jo
1 27 1 27

by = —/ ;psen(;p) drx = —2 by = —/ QZ‘SGD(2$) de = -1
™ Jo ™ Jo
1 27 2

by = — 3z)dr = —=

3 7T/0 xsen(3x) dx 3

Assim, a aproximacao d&xz) = = por um polindbmio de ordem menor ou igual a trés
é:

2
x~mT—2senx — sen(2z) — 3 sen(3x).
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Na Figurd® encontram-se representados os polinomiamtigétricos, respecti-
vamente de ordens menores ou iguais a 1, 2 e 3, que aproxfifidmn= x.

} 1 2 3 4 5 6 27

Figura 8: Aproximacao d¢(x) = x pelos polinbmios trigonométricosf; = = —
2sen(z), fo = m — 2sen(z) — sen(2z) € f3 = m — 2sen(z) — sen(2z) — 2 sen(3x).
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