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2°S — 2007/08

2% Lista: SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES;
INVERSAO DE MATRIZES

Sistemas de equacoes lineares

1. Quais das seguintes equagoes sao equacoes lineares em x, y e 27
a) x+5y—v2z =1 b) x+5y—v2z =1 c)x=—2y+m
d) z 45y +cosz =0 e)z?4+y—3z=-3

2. Determine a equacao da pardbola, y = ax? 4 bz + ¢, que passa pelos pontos

(17 3)7 (2a 4) e <_17 _1)

3. Use os resultados do problema anterior para determinar o polinémio p de grau

menor ou igual a dois, que toma os valores indicados na tabela seguinte

z |1 2 -1
plx) |3 4 -1

4. Diga para que valores de o e de o sistema seguinte é possivel:

-2z + 10y =«
8r — 40y =7
5. Considere as rectas x —y = 10 e z + 2y = 4. Diga se sao verdadeiras ou falsas

as afirmagoes seguintes:

(a) As rectas intersectam-se no ponto (100, 90).
(b) O ponto (100, 90) pertence a uma das rectas e nao ¢ ponto de intersecgao

das duas rectas.
(c) As rectas sdo paralelas.

6.Sendo ¢ a unidade imagindria (i.e. i* = —1), diga se (21, 22) = (2 — 3,1 — 1)
¢é ou nao solucao do sistema:
Z - z9 = 1—21
(1 + i)ZQ 2.
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7. Quais das seguintes matrizes 3 X 3 sao matrizes em escada por linhas? Indique
as respectivas caracteristicas.

1 00 1 00 010 100
a) |0 10 by |0 10 c) |0 01 d) 0 1
[0 0 1 000 | 0 0 0 [ 0 0 0|
[0 1 0] 1 10 (1 0 0] [0 0 0]
e) 1 0 f) 1010 g) | 000 h) |0 0 0
|0 0 0 000 [0 0 1 [0 0 0
0 2 0 2 10 [2 1 0 2 -1 0
i) |0 10 i) |0 =10 kY [0 —1 2 D 0o 0 -1
000 0 1 1 |0 00 0o 0 2

8. Determine a caracteristica de cada uma das matrizes seguintes (i denota a
unidade imaginaria /—1):

(0) —1 1—1—2@']

@)[—3+i5+5¢

— = =
— = =
Ot = W

9. Considere as seguintes matrizes aumentadas em escada de linhas. Resolva
cada um dos respectivos sistemas de equacoes lineares.

1 -3 4|7 108 —5|6
a [0 1 2]2 () [0 1 4 —9/3
0 0 15 001 1|2

10. Considere as matrizes reais A e b:
1 -1 1 0
O P R R |
(a) Determine a caracteristica da matriz A e da matriz aumentada [A b] em
funcao do parametro o € R.

(b) Use os resultados da alinea anterior para discutir (em fungao de «) os
sistemas, Axr = b, indicando em cada caso a solugao geral.
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11. Considere o sistema homogéneo Ar = 0 onde A é n x p. Diga quais das
afirmagoes seguintes sao verdadeiras.

(a) A caracteristica de A e da matriz aumentada do sistema podem ser dife-
rentes.

)
(c) O sistema tem exclusivamente a solugao nula se n = p.
(d) Se n > p entdo a caracteristica de A é menor ou igual a p.
(e) Se n > p e cracteristica de A é igual a p entao o sistema é indeterminado.
(f) O ntcleo de A é a solucao geral do sistema.

12. Construa uma matriz aumentada para um sistema de equagoes lineares cuja
solucao geral seja:

@)K&L5H

(b) {(3,t,5): t € R}.

(©) {(2y+2,9.2): v,z € R},
(d) {(z,2z,4z) : = € R}

13. Resolva cada um dos sistemas de equacoes lineares, utilizando o Método de
Eliminacao de Gauss.

r + vy + 2z = 8 r — vy + 22 - w = -1
(@) ¢ —x — 2y + 3z = 1 (b 2t + y — 22 — 2w = -2
3r — Ty + 4z = 10 —r 4+ 2y — 4z + w = 1

14. Faca a discussao de cada um dos seguintes sistemas de equagoes lineares
nas variaveis x, y, z em fungao dos respectivos parametros e determine a solugao
geral em caso

20 — vy = -3 ar + Bz = 2
(a) az = 0 (b) ¢ ar + ay + 4z = 4
xr — by — bz = b ay + 2z = [

- 2z = 0 r + y + z = 4

(¢) cy + 4z = d (d) 2 = 2
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Inversao de matrizes

15. Considere a seguinte matriz:
1 0
A= -5 0
0 -2

S = O

a) Encontre matrizes elementares tais que Ej...E1A = Id.
b) Escreva A~' como um produto de k matrizes elementares.
c¢) Escreva A como um produto de k matrizes.

16. Mostre que a matriz

0 a 0 00
b 0 ¢ 0 O
A=10d 0 e O
00 f 0y
00 0 h O

nao é invertivel para quaisquer entradas a, b, c,d, e, f, g, h reais.

17. Utilizando o Método de Gauss-Jordan, calcule, sempre que existir, a matriz
inversa de cada uma das seguintes matrizes.

3 4 —1 —1 3 —4 101
a) | 1 0 3 b) 2 4 1 c) |0 11
(2 5 —4 -4 2 -9 110
_ (100 0 8 17 2 1
2 6 6 3
1 300 4 0 2 -9
5
CD;;? 1135 0 Dl o o006 o
L 135 7 —1 13 4 2

18. Calcule, sempre que existir, a matriz inversa de cada uma das seguintes
matrizes

B, 0 0 O 0 0 0 Kk E 0 00
a) 0 k& 0 O b) 0 0 k O ) 1 £ 00
0 0 ks O 0 ks 0 O 01 kO
0 0 0 k4 ks, 0 0 O 001k

em que kq, ko, k3, ks e k sao reais.

19.Senda A e B duas matrizes n X n invertiveis, diga justificando quais das
matrizes seguintes sao invertiveis, indicando nesses casos a expressao da matriz
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inversa. Nos casos em que a matriz nao seja necessariamente invertivel, ilustre
as diferentes possibilidades através de exemplos.

a)AB b)A+ B c)A™'B APBIATIB™(p,q € N)

20. Sejam A e B duas matrizes quadradas tais que AB = Id. Calcule a matriz
BA? — A.

21. Considere o sistema nao homogéneo Ax = b onde A é n x n. Diga quais das
afirmacoes seguintes sao verdadeiras.

(a) Se b é uma combinagao linear das colunas de A entao o sistema é possivel.
(b) Se o sistema é possivel entdo a caracteristica de A é n.

(c) Se A é invertivel entao o sistema pode ser indeterminado.

(d) Se A é invertivel entao a caracteristica de A é menor ou igual a n.

(e) Se o sistema é possivel e determinado entao o nicleo de A possui um vector
nao nulo.

Exercicios de escolha miltipla

a [ -1
22. Para a matriz A = | —1 1 0 |, diga qual das afirmagoes seguintes é
1 1 0

verdadeira.

[0 A caracteristica de A é 3.
[0 A caracteristica de A é 2.
(] A caracteristica de A depende dos valores de « e de f3.
[0 A caracteristica de A é 1.

23. A matriz A = (1) (1) ) é uma matriz elementar. Sendo B uma matriz 2 x 2,

entdao BA é a matriz que se obtém de B:

(] trocando a 1° linha com a 2° linha .

[] trocando a 1° coluna com a 2° coluna .

[] substituindo a 2° linha de B pela soma da 2° linha com a 1° multiplicada
por 2.

[] substituindo a 2° coluna de B pela soma da 2° coluna com a 1° multiplicada
por 2.
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24. Diga qual das afirmacoes seguintes é verdadeira para A uma matriz quadrada
e b um vector nao nulo.

0 Se z é solugao do sistema Au = 0 e y solugao do sistema Au = b, entao
(x —y) é solugao de Au =b.

[1 Se x é solucao do sistema Au = 0 e y solucao do sistema Au = b, entao
(x — y) é solugdo de Au = —b.

[J Se x é uma solugao de Au = 0 entao necessariamente x = 0.

[1 Se A nao é invertivel entao x = 0 é a tnica solucao de Au = 0.

1 0 3
25. A= | 4 5 0 | é a matriz inversa de A. Entao a solucao do sistema
010
1
Az =| 0 | ¢é
1
O (3,4,0). O (4,4,0). O (4,9,1). 0 (2,9,1).

Exercicio resolvido

26. Faca a discussao do sistema homogéneo A,z = 0 em termos do parametro
a, onde

0 1 1 1
1 1 -1 1
Ao = 4 4 —a? o
2 2 =2 «

Resolugao: Aplique-se o método de eliminagdo de Gauss a matriz dos coefici-
entes do sistema:

01 1 1 11 -1 1 11 -1 1
11 -1 1 — 01 1 1 — 01 1 1
44 a2 2| P20y e 2| BTy g o a2y
22 —2 a 22 —2 a 2 92 -2 o
11 -1 1
o 01 1 1
L4—2L1 00 4—a? a?—4
00 0 «a—2
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Note que a caracteristica de A, é :

2 se a=2
car(A,) =< 3 se a=-2
4 se a#+£2

Logo, para o # 12 o sistema tem exclusivamente a solu¢do nula.
O sistema dado é equivalente ao sistema:

T + Yy — z + w = 0

y + z + w = 0
(4—a?)z + (@*—Hhw= 0 (1)

(a=2w= 0

Quando o = 2 o sistema (1) reduz-se as duas primeiras equagdes. Resolvendo
a segunda equagao obtemos y = —z — w e substituindo na primeira equacdo vem
x = 2z. Logo a solugdo geral do sistema (para a = 2) é:

{(m,y,z,w): y:—z—w/\x:Zz/\zER/\wER}:
={(2z,—z —w,z,w) : z,w € R}

Quando o = —2 o sistema reduz-se a
r +y — z + w= 0
y + z + w= 0
—4w = 0.
Logo, da ultima equagao vem w = 0, que substituido nas duas primeiras equac¢oes
dd y = —z e x = 2z. A solugdo geral do sistema (para o = —2) é:

{(z,y,z,w): y=—2Nz=22Nz€ R} ={(22,—2,2,0): z € R}.

Concluindo:
O sistema é sempre possivel pois é um sistema homogéneo.
Se a # 2 e a # —2 o sistema é determinado com solugdo tnica (0,0,0,0).
Se a = 2 o sistema é indeterminado com grau de indeterminacdo 2 e solucdo
geral:
{2z, -2z —w, z,w) : z,w € R} .

Se a = —2 o sistema € indeterminado com grau de indeterminacdo 1 e solucdo
geral:

{(2z,—2,2,0): z € R}.



