Algebra Linear

Cursos: MEEC, MAmb, LMat, LQ, LEIC-A, MEQ
2°S — 2007,/08

4* Lista: ESPACOS LINEARES (ou vectoriais)

Notacoes: Seja A uma matriz e S um conjunto de vectores.

Niicleo de A: Nuc(A), Ker(A) ou N(A).

Espago das colunas de A: EC(A).

Espago das linhas de A: EL(A).

Ezxpansao linear de S ou conjunto gerado por S: L(S) ou Span(S).
Caracteristica de A: car(A) ou rank(A).

Dimensdo de um espago linear X: dim(X).

Coordenadas do vector x na base B: zp.

Coordenadas do vector x na base candnica: rpc ou T.

Subespacos de R"

1. Determine o ntcleo (espago nulo) das seguintes matrizes:

5 1 9 0 2.6 0 2 010 0
(a)A:{42_40}(b)B: 0120| (¢C=|002 0
1301 000 -3

2. Exprima cada um dos seguintes vectores de R® como combinacao linear de
u=(2,1,4),v=(1,-1,3) e w = (3,2,5).

(a) (—9,-7,—15)
(b) (6,11,6)
(¢) (0,0,0)

3. Considere vi = (2,1,0,3), va = (3,—1,5,2) e v = (—1,0,2,1), vectores em
R*. Quais dos vectores seguintes pertencem a expansao linear Span({vy, v, v3})?



AL-2S 2007/2008 2

4. Para os conjuntos representados na figura acima justifique por que é que nao
sao subespacos de R2.

5. Na figura seguinte estao representados os vectores vy, vy, v3 € v4. Considere
ainda os conjuntos seguintes

A={v, v}, B=A{v,v3} C={v,v,v4}, D={ve,u4}, E ={v1,vs,03,04}.

Diga quais destes conjuntos gera R2.

Uy

Vg

6. Diga, justificando, quais dos seguintes conjuntos sao subespagos lineares de
R*:

(a) O conjunto de vectores da forma (a,0,0,1) com a real

(b) O conjunto de vectores da forma (a,b,0,0) com a, b reais.

(¢) O conjunto de vectores da forma (a,b,c,d) com b =a+c—dec = 2d,
sendo a, b, ¢, d reais.

(d) O conjunto de vectores da forma (a,b, ¢, d) com a,b, ¢, d positivos.

(e) O conjunto de vectores da forma (a,b,c,d) com ¢ =a+b+1ed=2a—b,
sendo a, b, ¢ reais.
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7.Dé um exemplo de uma matriz A, 2 x 2, e de um vector b de R? tal que b nao
pertenca ao conjunto gerado pelas colunas de A.

8. Construa uma matriz real 3 x 3, que nao esteja em escada de linhas, cujas
colunas nao geram R3.

9. Seja A uma matriz real 4 x 4 e b um vector de R* para o qual o sistema Az = b
tem solucao tinica. Explique o porqué das colunas de A gerarem R*.

10. Diga, justificando, quais dos seguintes conjuntos sao subespagos lineares.

{(z,y) €R?: ay =0}
{(x,y,2) ER®:04+2y —2=0Az—2y — 2z =0}
{(z,y,z,w) eER : 2 +y + 2+ w =2}

Independéncia linear; Bases; Dimensao

11. Determine se o conjunto S = {uy, ug, us, us} é ou nao linearmente indepen-
dente. Caso o nao seja, indique um subconjunto linearmente independente com
o maior nimero possivel de vectores e escreva os restantes elementos de S como
combinagao linear desses vectores.

1,2,2,2), ug = @z3$em_u23®
10 ) Uz = ( )GU4—(1,2,2).

12. Determine a dimensao e uma base para a solucao geral de cada um dos
sistemas seguintes:
try-—z =0 3x+y+z+t = 0
(a)  —2x—y+2z = 0 (b){Bx—y—l—z—t _ 0
—r+z = 0

13. Para cada uma das matrizes seguintes, encontre a dimensao e uma base para
o espago nulo (ou nicleo) da matriz, para o espaco gerado pelas linhas da matriz,
e para o espaco gerado pelas colunas da matriz:

1 =30 1 0 1 s 2 -1 0 1
A=]0 1 0 -1 ;B:{Gg_%}; c=13 5 7 -1
0 0 0 0 1 4 2 7

14. Utilize a informagao da tabela seguinte para determinar a dimensao do espaco
gerado pelas linhas da matriz A, do espacgo gerado pelas colunas de A, do nicleo
de A e do niicleo de AT (matriz transposta de A).
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A 3x3|13x3[3x3[5%x9[9x5[4x4]6x2
car A 3 2 1 2 2 0 2

15. Utilize a informacao da seguinte tabela para determinar se o correspondente
sistema de equacoes lineares nao-homogéneo AX = b é possivel. Em caso afir-
mativo, indique o nimero de variaveis livres que entram na solucao geral.

(&) | (b) | (¢ | (d) | (e | (f) | (&)

A 3x3|3x3[|3x3|5x9|9x5]|4x4|6x2
car A 3 2 1 2 2 0 2
car (A b) 3 3 1 2 3 0 2

16. Seja A uma matriz real 4 x 4. Responda as questoes seguintes:

(a) Se o espaco das colunas de A nao é R* que pode dizer a respeito do nticleo
de A?

(b) Se o niicleo de A nao é o subespago {0} que pode dizer a respeito do espaco
das colunas de A?

(c) Se o espago das colunas de A é R? que pode dizer a respeito das solugoes
do sistema Az = b para b € R*?

(d) Se o nicleo de A é {0} que pode dizer a respeito das solugoes do sistema
Ax = b para b € R*?

17.Dada a base B e x5 (coordenadas de x na base B), determine x.

on- (5Ll (3) oo {[ [ - [

18. Determine as coordenadas de x na base B para

e s (L) oo [ o[
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19. Diga se ¢ verdadeira ou falsa cada uma das proposicoes seguintes, justificando
a sua resposta:

(a) O conjunto de todas as solugbes de um sistema homogéneo de n equagoes
lineares a k incognitas é um subespaco de R™.

(b) As colunas de uma matriz real, n x n, invertivel, formam uma base para
R™.

Espacos lineares

9 binacio li q 2 1 1 -1
como combinagao linearde | - |, | 1 3

20. Exprima a matriz [ (5) 5
. 3 2
0 5|
21. Determine se os vectores seguintes sao ou nao linearmente independentes.

Caso 0 nao sejam, indique um subconjunto linearmente independente com o maior
numero possivel de elementos.

(a) No espaco dos polindmios de grau menor ou igual a 3: pi(t) = 1, po(t) =
T+t ps(t) =1+t +t2epy(t) =1+t + 1>+ 13
(b) No espago Myyo(R) das matrizes quadradas de ordem 2 com entradas reais:

i) o) e b 5]

22. Diga quais dos seguintes conjuntos sao subespacos lineares, e no caso afir-
mativo diga qual a sua dimensao e indique uma base.

a) W={(z,y,z,w) eR*: 2 —y+2—w=0A—-4y+2=0Az—w=0}

(
a b

(b) { |:C d:| € M2><2<R) a e Z}

(¢) Em Msy5(R), o conjunto das matrizes invertiveis.

(d) No espago linear dos polinémios de varidvel real de grau menor ou igual a
5, o conjunto dos polindmios ag + a;t + ayt? tais que ag + a; = 0.

(e) Span(S), onde S é o subconjunto do espago das fungoes reais de varidvel
real, com as operacoes usuais, definido por S = {cos?(t) — sin®(¢), cos(2t) +
sin(t), sin(t)}.

23. Mostre que se U e V sao subespacos lineares de um espaco W, entao U NV
eU+V :={u+v:ueclUweV} também sdo subespacos lineares de W. Nota:
U + V é, por definigao, o conjunto {u+v:u € U,v € V}.
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24.Seja V o espaco linear dos polinémios reais de variavel real de grau menor
ou igual a 3, com as operacgoes usuais de adi¢ao e multiplicacao por um numero
real.

(a) Diga qual a dimensao de V' e indique uma base ordenada para V. Indique
as coordenadas do polinémio (1 —¢)(1 + ¢) nessa base.

(b) Considere o subconjunto S C V dado por S = {1—2¢, 1+t%, ¢, 1+2t—3¢t2, t*}.
Diga, justificando, se S é uma base para V.

(c) Diga qual a dimensao do espago linear Span(S), e determine uma base para
esse espago.

(d) Seja T' o subconjunto de todos os polinémios de V' que se anulam em 0.
Diga se T' é um subespaco linear de V. Em caso afirmativo, indique a sua
dimensao e uma base.

Exercicios de escolha miltipla

25. Seja A uma matriz n X p tal que a dimensao do ntucleo de A é 2, a dimensao
do nicleo de AT é 1, e a dimensao do espaco das linhas de A é 2. Entao

On=4ep=5. HOn=5ep=4 Un=3ep=4. Un=4ep=23.

26. Diga qual das afirmacoes seguintes é verdadeira para
V={(zy,2) R’ : 2z +y—2=0}.
[0 V nao é subespaco linear de R3.
O {(1,2,0),(0,1,1)} é uma base de V.
O {(1,2,0),(0,1,1),(1,3,1)} é uma base de V.
O {(1,0,2),(0,1,1)} é uma base de V.

27. Sejam wu,v,w vectores linearmente independentes de um espago linear real
U. Entao:
J A dimensao de U é 3.
O A dimensao de Span ({u, v, w,u+v}) é 4.
[0 A dimensao de Span ({u, v, w, u + v}) é igual & dimensao de Span ({u, v, w}).
O A dimensao de U é inferior a 3.

28. Seja B = (1,1+t,2t +t?) uma base ordenada para o espago linear dos
polinémios de grau menor ou igual a 2. Entao as coordenadas de p(t) = 3+t + 2
na base B sao:

0 (8,-3,1) O (5,—1,1) 0 (6,-1,1) O (4,-1,1)




