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5% Lista: Valores e vectores prdprios. Diagonalizacao de

matrizes
100
1. Diga quais dos vectores seguintes sao vectores proprios da matrizA = |0 2 1
2 0 3

Em caso afirmativo, indique o valor proprio correspondente.
CL) (07272) b) (0757()) C) (07070) d) (_17_172) 6) (_27_272)
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1 2
2. Verifique se A = 3 é ou nao um valor prépriode | 0 3 4 |, e em caso
1 5

-1
afirmativo determine um vector préprio associado.

3. Sem efectuar quaisquer cédlculos determine um valor préprio de
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dois vectores proprios linearmente independentes.

4. Suponha que v é um vector préprio de uma matriz invertivel M. Mostre que
v também é um vector préprio de M1 e determine o valor préprio de M~! que
lhe estd associado.

5.Suponha que a matriz M tem um vector préprio v associado a um valor
préprio A. Mostre que v é um vector préprio de M? associado ao valor préprio
)\2

6. Para cada uma das matrizes seguintes encontre os valores préprios e uma base
para cada espaco proprio.
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7. Mostre que para uma matriz A, 2 X 2, a equacao caracteristica é dada por
A — tr(A)X\ +det(A) =0,

onde tr(A) designa o trago de A.
Diga ainda qual o valor de tr(A) e det(A) se Ay =5 e Ay = 8 s@o os valores
préprios de uma matriz A, 2 x 2.

8.Seja A uma matriz quadrada cuja soma de cada uma das suas linhas é cons-
tante igual a k. Mostre que k é um valor préprio de A. (Sugestao: determine um
vector préprio).

0.97 0.05

9. Considere a matriz A = 0.03 0.95| Cwa soma por colunas é constante, e o
vector g = 0.3
O o7l

(a) Use o problema anterior e propriedades do determinante para justificar que
A =1 é um valor préprio de A. Mostre ainda que A = 0.92 é também um
valor proprio de A.

. 1] .
(b) Use a alinea anterior para mostrar que v = E} eu = {_J sao vectores

préprios, indicando quais os valores préprios associados.
(c) Dada a sucessdo zx1; = Azy (kK = 0,1,2,...), mostre que pode escrever

Tpe1 = C1 [g] + ¢2(0.92)F {_11} (Sugestao: escreva xy como combinagao

linear de u e v e use o facto de u, v serem vectores préprios de A.
(d) Use os resultados das alineas anteriores para determinar o limite: limg o Tg11.

10. Um dos teoremas fundamentais da Algebra Linear é o teorema de Cayley-
Hamilton que diz que uma matriz quadrada A, n x n, verifica a sua equagao
caracteristica. Isto é, se

@+ A+ -+ ap AT AT =0
é a equacao caracteristica de A, entao também se verifica

aol + a A+ -+ a, 1AV 4+ A" = 0.

Verifique o Teorema de Cayley-Hamilton para a matriz A = [g _11} )
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11. Determine quais das matrizes sao diagonalizaveis. Em caso afirmativo en-
contre a matriz S que diagonaliza a matriz dada A (ou seja tal que S™'AS ¢
diagonal).

- 300 2 0 =2
a)éH b){éﬂ(;)ozo o3 o
L 01 2 00 3
[0 —1 0
e) |1 0 0
0 0 2
12. Considere a matriz
-1 -2 =2
A= 1 2 1
-1 -1 0

(a) Verifique que A é diagonalizével e determine uma matriz diagonal D ¢ uma
matriz P tal que A = PDP~!.

(b) Use a alinea anterior para calcular A* e encontrar os seus valores préprios
e uma base para cada espago proprio.

13. Para uma matriz quadrada real A, n xn, diga, justificando se sao verdadeiras
ou falsas as afirmagoes seguintes:

(a) Se existe uma base de R™ formada por vectores préprios de A entdao A é
diagonalizavel.
(b) A é diagonalizavel se tem n vectores proprios.
(c) A é diagonalizavel se e s6 se tem n valores préprios contando as suas mul-
tiplicidades.
) Se A é diagonalizavel entao tem n valores préprios distintos.
(e) Se A tem n valores proprios distintos entao é diagonalizavel.
(f) Se A ¢é diagonalizavel entao é invertivel.
) Sen =3 e A tem dois valores préprios tal que a dimensao de cada espago
proprio é 1 entao A é diagonalizavel.
(h) A é uma matriz 5 x 5 com dois valores préprios para os quais a dimensao
de um espaco préprio é 3 e do outro é 2. Entao A é diagonalizdvel.

14. Um subespago S C R” diz-se um subespaco invariante para uma fungao
F:R™ — R" se a imagem de S por F' estd contida em S, isto é F'(S) C S.
Considere a fungao F' : R® — R” definida por F(x) = Az, onde A ¢ uma
certa matriz real n x n.

(a) Mostre que os subespagos préprios de valores préprios reais sdo subespagos
invariantes.
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(c) Verifique que a fungao F' da alinea anterior representa uma reflexdo em
relacao a recta y = x. Represente geometricamente os subespacos invarian-
tes que encontrou na alinea anterior, e diga se existem outros subespagos
invariantes para F'.

(b) Considere A = . Determine subespagos invariantes para F'.

15. Seja A uma matriz 3 x 3 que verifica
N(A-2I)={0}, N(A)#{0} e dimN(A-3I)=1.
Diga quais das afirmagoes seguintes sao verdadeiras:

(a) 2 nao é valor préprio de A.

(b) A nao é invertivel.

(¢) Zero nao é um valor préprio de A.

(d) 3 é um valor préprio de A cuja multiplicidade algébrica é igual a multipli-
cidade geométrica.

(e) Sedim N(A) = 2 entao a matriz A é semelhante a matriz diagonal diag(0, 0, 3).

(f) A matriz A — 21 é invertivel.

Exercicios de escolha multipla

16. Sejam u,v e w vectores nao nulos de R3 e A uma matriz 3 x 3 tal que
Au = 2u, Av =0 e Aw = w. Diga qual das afirmagoes seguintes é verdadeira:

O B = (u,v,w) nao é uma base de R?.
[0 A matriz A nao é invertivel.

[0 A matriz A nao é diagonalizavel.

(0 A =1 nao é um valor préprio de A.

17. Seja A = [a;]; j=1,2 uma matriz real tal que aj; +ax = 0 e det(A) = 1. Diga
qual das afirmacoes seguintes é verdadeira:

[0 Zero é um valor préprio de A.

[0 O polinémio caracteristico de A é p(A\) = A2 + 1
[0 A matriz A nao tem valores proprios complexos.
[0 1 e —1 sao valores proprios de A.




