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6* Lista:
Ortogonalidade.

Topico I: Minimos quadrados

Nos exercicios onde ndo é especificado qualquer produto interno,
considere o produto interno usual (Euclideano) de R".

Produto interno em R": Nocoes basicas

1. Para os vectores u = (4,1,4,5), v = (1,2,0,2), calcule as expressoes:

(@) [[utoll - O)ull o]l (c)=3ull+[3u] (d)ﬂ%ﬂv (6)‘ 1

— U
o]

(f)£(u,v).

2. Diga para que valores de k os vectores seguintes sao ortogonais:
(a) u=(2,1,3),v = (k,1,2) (b) u=(2,1,3,4),v = (k,—1,2k,1).
3. Verifique a desigualdade de Cauchy-Schwarz para os seguintes vectores.
(@) u=(-3,1,0) e v =(2,—1,3) (b) u=(-4,2,1,6,—1) e v = (8,—4,-2,2,1)

4. Determine todos os vectores u de R? tais que o angulo que v faz com o vector
(1,2) é de % radianos e |[ul| = 1.

5. Para u,v € R™ mostre a igualdade
lu+vl* + flu = v]|* = 2[Jull* + 2]]v]*
Dé uma interpretacao geométrica desta igualdade para vectores de R2.

6. Mostre que se u e v sdo vectores ortogonais tais que ||u|| =1 e |[v|| = 2 entao
a distancia de u a v é d(u,v) = V5. Interprete geometricamente este resultado
para vectores de R2.
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7.Sejam x = (\f \_/1) ey = (\%,\%) Diga para que valores de k& # 0 o

conjunto {z,y} é um conjunto ortonormado.

8. Designe por proj, u a projeccao ortogonal do vector u sobre o vector v. Calcule
proj(1,2,3) (37 Oa ]-)7 proj(l,?,S)(_ﬂ-a _27T7 _37T) € proj(1,2,3)(_20007 10007 O)

Complementos ortogonais

—1

9. Considere a matriz A = 0
2

— o
— Ot N
[T )

(a) Sem efectuar quaisquer cédlculos, justifique se sdo verdadeiras ou falsas as
afirmagoes:

e dim EL(A) + dim N(AT) = 4.
e dim EC(A) + dim N(AT) = 4.
(b) Determine uma base para o complemento ortogonal do nucleo de A.

(c) Determine uma base para o complemento ortogonal do nticleo de A7

10. Mostre que para uma matriz real A, n x k, se verifica a seguinte igualdade
entre nucleos:

N(A) = N(ATA).
11. Encontre uma base para o complemento ortogonal do subespago U, dado por

(a) U =Span ((1,1,-1,-1,1),(1,2,3,4,1), (2,1, -6, —7,1)).
(b) U =Span((1,2,3,4),(2,4,6,8)).

12.Seja W o plano de R? definido pela equacao x — 2y + z = 0. Encontre uma
equacao para W=.

13. Determine uma equacao para

1,2,1).
(0,0,1).

(a) a recta que passa pelos pontos (2,2,0) e (
(b) o plano que passa por (1,1, —1),(0,1,0) e
14. Determine a distancia de (2,0, 1) ao plano z —2y — z = 0, bem como o vector
do plano mais préoximo de (0,2, 1).

15.Seja W a recta de R? definida pelas equacoes paramétricas z = 2t,y =
—t,2 =4t (—o0 < t < 00). Determine uma equacio para W+,

16. Considere o subespago W de R3 gerado pelos vectores u; = (0,1,0) e uy =
(%7 O? _g) :
Exprima w = (1,2, 3) na forma w = w; + wy, em que w; € W e wy € wt.
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17. Prove que as colunas de uma matriz A, m X n, sao ortogonais se e s6 se AT A
¢ uma matriz diagonal, e sao ortonormais se e s6 se AT A ¢ a matriz identidade.
A uma matriz com esta tltima propriedade chama-se matriz ortogonal.

18. Seja A uma matriz real, n x n. Mostre que A é uma matriz ortogonal se e
s6 se as colunas de A formam uma base ortonormada de R".

19. Diga se existe algum valor de k € R para o qual as matrizes seguintes sao

ortogonais:
O P IR e BN

20. Mostre que qualquer matriz ortogonal, 2 x 2, de determinante igual a 1, se
cosf —sin 6’}

escreve na forma | .
sinff cosf

21. Seja A uma matriz real, n X k, cujas colunas sao linearmente independentes.

(a) Mostre que AT A é invertivel.

(b) Mostre que P = A(ATA)~'AT é uma matriz de projecgao, isto é P? = P
(P diz-se idempotente).

(c) Mostre que para qualquer b € R™ se tem: Pb = bse b € EC(A) e que
Pb=0seb Ll EC(A). Ou seja P é a matriz que da a projeccao ortogonal
de R™ sobre o espaco das colunas de A.

Processo de Gram-Schmidt

22. Utilize o processo de Gram-Schmidt e a normalizacao para transformar numa
base ortonormal a base {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}.

23. Determine uma base ortonormada para
U = Span ((1,0,-1,0),(-1,2,0,1),(2,0,2,1),(2,2,1,1)) .

24. Seja W o subespaco de R? dado pela equacdo y = 2z. Determine W+ e a
distancia do vector (1, —1) aos subespagos W e W+,

25. Considere U = Span ((1,0,—1),(—=1,2,0)). Use o exercicio 21 para determi-
nar a projecgao ortogonal de (9,9,0) sobre U.
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Espacos lineares munidos de um produto interno

26. Decida quais das expressoes seguintes definem um produto interno. Em caso
negativo indique qual (ou quais) dos axiomas de defini¢ao do produto interno nao
se verifica.

(a) {(u1,us), (v1,v2)) = duyvy + usvy + Uyvs + dugvy em R2.
(b) ((uy,ua,us3), (v1,v2,v3)) = uv; — Uy + uzvz em R3.

(¢) ((u1,ug,us), (vi,v2,v3)) = uiv? + usvs + ujvs em R3.

(d) ((ur,uz,us), (v, v2,v3)) = uyvy + ugvs em R
27. Considere em C? o produto interno usual e u = (4,i) e v = (1 + 24,1 — 24).
(a) Verifique se u e v sd@o ou nao ortogonais.

(b) Determine proj,(u + v).

28. Seja Msyo 0 espaco linear real das matrizes reais 2 x 2, e U o subespago das
matrizes anti-simétricas (i.e A = —AT). Em My, considere o produto interno

(4, B) = tr(AB), (1)
onde tr designa o traco de uma matriz.

(a) Mostre que (-,-) definido em (1) é um produto interno.
(b) Determine a dimensao de U e de U*.

(c) Determine bases ortonormadas para U e para U”.

(d)

. L . 1 1
d) Determine as projeccoes ortogonais de [_1 2} sobre U e sobre U™,

(e) Qual a matriz anti-simétrica mais préxima de _11 ; ?
(f) Determine a distancia de [_1 ;] aU.

29. Diga se sao simétricas, anti-simétricas, hermitianas, anti-hermitianas ou
unitarias as matrizes seguintes

1 2 5 1 i 5 0 -1 0 o
A=|-20 -3 B=|-103 C=|1 0 0 D:[_Z. Z.]
5 3 1 5 3 1 0 0 1 Lt

30. Seja A uma matriz anti-simétrica, n X n, com n impar. Diga qual o valor de
det(A). Dé um exemplo de uma matriz 3 x 3 anti-simétrica.

31. Mostre que toda a matriz A se pode escrever na forma A = R+ T onde R é
simétrica e T" anti-simétrica.

32.Sendo A e B matrizes reais simétricas. Diga qual o valor 16gico das afirmagoes:
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(a) A+ B é simétrica.
(b) AB é simétrica.
(c) Se AB = BA entao AB é simétrica.

33. Seja A uma matriz real simétrica. Mostre que se u e v sdo vectores proprios
de A associados a valores préprios distintos entao u e v sao ortogonais.

34.Seja V um espaco linear real de dimensao n munido do produto interno (-, -)
euclideano e A uma matriz n x n que verifica (Au, Av) = (u,v), para todos os
vectores u,v € V. Mostre que:

) ||Av|| = ||v||, para todos os vectores v € V.

) A é invertivel;

c) (A 'u, A=) = (u,v), para todos os vectores u,v € V;
) (Au,v) = (u, A~'v), para todos os vectores u,v € V;
)

311
35. Diagonalize a matriz A = [1 3 1| por meio de uma matriz ortogonal.
11 3

Note que a soma por linhas de A é constante.

36. Considere a matriz A = [; Z] )

(a) Justifique o porqué da igualdade seguinte ser uma diagonalizacao ortogonal
da matriz A:

1/vV5 2/v5 |10 3| |-1/v5 2/v5

(b) Verifique que pode escrever A = 8ujul + 3uoul’ onde u; e uy sdo respecti-

vamente as colunas 1 e 2 da matriz: E;g _21/\/55 .

{2/% —1/\/5] {8 0} {2/% 1/V/5

37. Considere um paralelipipedo definido pelos vectores u = (1,1,0), v = (0,1, 1)
ew=(1,0,1).

(a) Determine a drea do paralelogramo definido por u e v.

(b) Determine a altura do paralelipipedo.

(¢) Determine o volume do paralelipipedo usando a nogao de determinante de
uma matriz. Use ainda os resultados das alineas anteriores para confirmar
o resultado obtido.
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Topico I: Minimos quadrados

41 10 L .
38.Seja A= |3 —1|,b= |2 ,u:[ ]ev:[ }.CaleuleAueAve
4 1 2 3 1

compare estes vectores com b. Diga se u pode ou nao ser uma solucao de minimos
quadrados para a equacao Ax = b?

39. Determine todas as solugoes de minimos quadrados para a equagao Az = b
com

1 10 3
1 10 1
A=11 0 1027 |2
1 01 4
40. Determine todas as solugoes de minimos quadrados do sistema:
20 +y=1
20 +y=2

41. Indique, justificando, o valor légico das afirmacoes seguintes:

(a) Uma solu¢do de minimos quadrados para Az = b é um vector z* tal que
IIb — Az|| < ||b — Az*|| para todo x € R™.

(b) Se as colunas de A sdo linearmente independentes entao a solu¢ao de minimos
quadrados para Ax = b é tnica.

(¢) Uma solugdo de minimos quadrados para Az = b é um vector do espago
das colunas de A mais préximo de b.

42. Seja P uma matriz simétrica tal que P? = P (uma matriz deste tipo designa-
se por matriz de projec¢do ou matriz de projecgao ortogonal). Para um vector
b € R™ considere b* = Pb e o vector z = b — b*.

(a) Mostre que z é ortogonal a b*.

(b) Mostre que b é a soma de um vector do espago das colunas de P (EC(P))
com um vector de EC(P)*. Diga porque razao isto mostra que Pb é a
projeccao ortogonal de b sobre o espaco das colunas de P.

43. Determine a equagao da recta de minimos quadrados, y = a+ Bz que melhor
se ajusta aos dados: (2,3),(2,5),(6,4),(8,1).

44. Determine o polinémio ctibico que melhor se ajusta aos pontos

(=1,10), (0, —4), (1,-2), (2,1), (3, 10).
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Exercicios de escolha miltipla

45. Considere o subespaco de R3, W = {(z,y,2) e R®*: x —y+ 2 =0}. Parao
produto interno usual, uma base ortogonal para W é

O {(-1/2,1/2,1)} O {(1,1,-2), (~1,1,0)}
O {(1,1,0)} O {(1,1,0), (=1/2,1/2,1)}
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0 2

46. Considere R? munido do produto interno (x, y) = 27 Ay onde A = [ L0 1

e z,y € R? sdo vectores coluna.

()

Diga qual das afirmacoes seguintes é verdadeira:

1)

1 formam uma base ortogonal para R2.
]'7
1
1

e (—1,1)

1) e (1,1) formam uma base ortogonal para R2.
—1) e (1,1) formam uma base ortonormal para R
e (—1,1) formam uma base ortonormal para R2.

[0 Os vectores (
[0 Os vectores (
0 Os vectores (
[0 Os vectores (

Y

Y

Designe por proj,u a projeccao ortogonal de u sobre v para o produto
interno dado. Entao

0 proj(l,l)(170) = %(17 0) U proj(l,[))(lv 1) = %(170)

O proj(l,O)(L 1) = (17 1) O proj(l,l)(0> 1) = (17 1)

D=



