Algebra Linear

Cursos: MEEC, MAmb, LMat, LQ, LEIC-A, MEQ
2°S — 2007/08

6* Lista: Transformacoes Lineares

1. Diga, justificando, quais das seguintes funcoes sao lineares.

: R? — R? tal que T'(x1,22) = (21 + 2,311 — T9)

: R? — R? tal que T'(zy,22) = (1 + 29,321 — 1).

: R — R? tal que T'(xq, 29, 23) = (211 — 9 + T3, 19 — 43).
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1R — R? tal que T'(z1, T2, 23) = (11 — Tow3, 373, 71 — 413).
:R3 — R? tal que T'(x1, 22, x3) = (21 + 1273, 523).
1 R? — R3 tal que T(x1,22) = (x1 — T2, 3%9, 1 + 53).
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2. Considere os vectores vy, v, e v3 do espaco linear W, e T : W — R? a
transformagao linear dada por T'(v;) = (1,—1,2), T(ve) = (0,3,2), T'(v3) =
(—3,1,2). Determine T'(3v; — vy + 10v3).

3. Determine a matriz que representa cada uma das transformacoes lineares
abaixo, em relagao a base candnica no espaco de partida e a base candnica no
espago de chegada.

(a T, x2) = (201 — X9, 1 + T2).
(b $1,552) = (171>$2)-
(c

Xy, ZL‘Q,ZE3) (0 0 O O)
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T(xy1, 9, x3) = (X1 + 229 + 23, X1 + 5To, T3).
T
T($1,$2,$3,£B4) ([L’4,ZL‘1,$3,[L’2,ZB1 — 1’3).

4.Seja T : U — V uma transformacao linear, U e V espagos lineares.

(a) Mostre que T'(0) = 0.
(b) Conclua que T : R? — R3 onde T(x,y) = (20 —y,x +y + 1,7), ndo é uma
transformacao linear.

5. Defina cada uma das transformagoes lineares T' seguintes na forma 7'(X) =
AX, onde A é uma matriz. Use a matriz A para obter as imagens por 71" do
triangulo I de vértices (—1,2),(0,0) e (1,1), onde T ¢ :
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A projeccao ortogonal sobre a recta y = —x.
A rotagao em torno da origem no sentido contrario aos ponteiros do relégio
(sentido positivo) por um angulo de /2.

(a)

(b) A reflexao em relagao a recta y = x;
)
)

6. Defina cada uma das transformagoes lineares T' seguintes na forma T'(X) =
AX, onde A é uma matriz. Use a matriz A para obter as imagens por T do
triangulo I de vértices (—1,2,0),(0,0,1) e (1,0,1), onde T é:

(a) A reflexdo em relacdo ao plano zz ;
(b) A rotagao em torno do eixo dos zz, no sentido positivo, de um angulo de
/2.

1
-2 5
transformacao T : R? — R? em relagdo a base ordenada B = (vq, v3).

7.Seja vy = (1,3), v = (—1,4), e A = {

] a matriz que representa a

(a) Encontre as coordenadas de T'(v1) e de T'(v9) na base B.

(b) Encontre as coordenadas de T'(v;) e de T'(vy) na base canénica de R?.

(c) Encontre a matriz que representa T’ nas bases canénicas de R?, e encontre
uma férmula para T'(xq, x9).

(d) Use a férmula obtida em (c) para calcular 7'(1,1).

8. Considere, no espaco linear R3, a base canénica BC' = (eq, e,€3), e a base
ordenada B = ((—1,1,1),(-1,-1,1),(0,0,1)).

(a) Determine a matriz F' que realiza a mudanga de base de BC para B, isto é
tal que rg = Fxpc.

(b) Dado um vector u = x1e; + xaey + x3€3, isto é, de coordenadas (z1, 2, T3)
na base BC, determine as suas coordenadas (y1, y2,ys3) na base B.

(c) Considere a transformacao linear T’ : R? — R3, cuja representagio matricial

2 —4 —4
na base canénicaé | 0 5 1 |. Determine a matriz que representa T’
0 1 5

na base B.

9. Seja V o espaco linear real das matrizes reais 2x 2, de entradas a,;, satisfazendo
a11 + age = 0 e ajp + as; = 0. Considere as seguintes matrizes de V:

o-[s 3] o-[ 2]
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(a) Mostre que H e J sao linearmente independentes. Determine a dimensao e
indique uma base para V.
(b) Dada a transformagao linear T': V' — V definida por

T(H)=J,T(J)=—-H,

determine a matriz que representa 7' em relacao a uma base que contenha
Hel.
(c) Determine a dimensao do nicleo de T', e diga (justificando) se T" é invertivel.

10. Diga, justificando, em que casos se tem T} o Ty = Ty o T}:

(a) Ty é a projeccao ortogonal de (z,y) € R? no eixo dos xz e Ty é a projeccao
ortogonal de (x,y) € R? no eixo dos yy;

(b) T ¢ a reflexdo de (z,y) € R? relativamente ao eixo dos zx e Ty é a reflexao
de (z,y) € R? relativamente ao eixo dos yy;

11.Seja T : R? — R? a transformacao linear definida por
T(I’l,xg) = (41’1 — 2%2, 2$1 — ZEQ).

(a) Determine o nicleo e a imagem da transformagao linear.
(b) Indique um vector de R? que nao esteja na imagem da transformacao.
(c) Verifique o teorema da dimensao.

12. Seja Moo 0 espaco das matrizes 2 x 2. Seja T : Mays — Moo a aplicacao
T(A) = A+ A"

(a) Mostre que T' é uma transformacao linear.
(b) Determine a matriz K que representa 7' em relacao a base ordenada

s= ([ 15008 3

(c) Determine bases para o nicleo e para a imagem de T.
(d) Diga, justificando, se T' é injectiva ou sobrejectiva.
(e) Sendo M = [; g] determine T (M).

Observagao: Dada uma funcao f : A — B e b € B, define-se a imagem
completa inversa de b como sendo f~'(b) = {a € A : f(a) = b}). Note que o
congunto f~1(b) estd definido mesmo que nao exista a fungdio inversa de f.
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13. Indique o valor légico das seguintes proposigoes:

) Existem transformacoes lineares injectivas de R para R3.
) Existem transformagoes lineares sobrejectivas de R® para R3.
(c) Existem transformacoes lineares injectivas de R? para R5.
) Existem transformacoes lineares sobrejectivas de R? para R5.
) Existem transformagoes lineares injectivas do espago dos polinémios de grau
menor ou igual a 3 para o espaco das matrizes 2 X 2.
(f) Existem transformagoes lineares sobrejectivas do espago dos polindémios de
grau menor ou igual a 3 para o espago das matrizes 2 x 2.
(g) Qualquer transformacao linear injectiva de R* para R?* é sobrejectiva.
(h) Qualquer transformacao linear injectiva de R* para R® é sobrejectiva.
(i) Existe uma transformacao linear bijectiva do espago dos polinémios de grau
menor ou igual a 3 para o das matrizes 2 X 2.

Exercicios de escolha multipla

14. Considere T : R? — R3 e S : R? — R? definidas por
T(z,y,2) = (x+ 1,y,2z + x), S(z,y,2) = 2z, y — 2).
Diga qual das afirmacoes seguintes é verdadeira:

(] S e T sao transformacgoes lineares.

[1 S oT nao é uma transformacao linear.
[0 O espaco de chegada de S oT é R3.

[0 T é uma transformacao linear invertivel.

15. Seja T': V' — V uma transformagao linear e B = (u, v, w) uma base ordenada
para V', tal que T'(u—v) = 2u, T (2u+v) = v e T(w) = u—v+w. Entdo a matriz
que representa 1" em relagao a base B no espaco de partida e de chegada é:

r 4 2 2 —4 T
Sla a8 G I

3 3 3 3

| 00 1 0 0 1

[2 0 1 00 —1]
Olo 1 —1 Ol20 1

000 1 00 1 |
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16. Seja T : R? — R? a transformacao linear definida por
T(1,1,0)= (2,1)  T(0,1,1) = (1,1)  T(1,0,0) = (1, 1).

Entao,
OT(x,y,2)=(r+y,z+2) OT(x,y,2) = (y — 2,2+ 22)

OT(z,y,2)=2z+x+y,z—2) O7T(z,y,2) = (2z,x+ z)




