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Prefacio

Este trabalho baseia-se na experiéncia adquirida de ensino da algebra linear ao
longo de vérios anos, enquanto docente desta disciplina no Instituto Superior
Técnico (Lisboa). Ele destina-se a servir como texto de apoio aos alunos dos
cursos de Engenharia, de Fisica e de Matematica, bem como a todos os estu-
dantes das areas onde a algebra linear € instrumental para efeitos de modelagéo
matematica de problemas de caricter cientifico ou tecnoldgico.

A principal diferenca entre este texto e a maioria dos manuais de lingua por-
tuguesa existentes no mercado consiste numa abordagem integrada da éalgebra
linear, de modo a conter além dos conceitos basicos fundamentais alguns topicos
complementares que entretanto ganharam especial relevo ao nivel das aplicacdes.
As matérias aqui tratadas sao hoje indispensaveis ao estudante que pretenda dotar-
se de conhecimentos suficientemente abrangentes de algebra linear, tendo por
horizonte uma preparac@o tedrica solida que o habilite a prosseguir estudos pds-
graduados nas variadas areas onde esta disciplina € manifestamente imprescindivel.

Ao contrario do que € habitual encontrar-se nos textos didacticos de algebra
linear ao nivel dos primeiros anos de um curso universitirio, de uma forma ge-
ral optdmos por demonstrar a quase totalidade dos resultados enunciados neste
livro, com raras excep¢des onde se apresentam apenas esbocos de demonstragio.
Por conseguinte, em principio, o estudante que deseje efectuar um estudo apro-
fundado das matérias versadas ndo necessitard de recorrer a livros de texto mais
especializados. O livro é auto-contido, sendo que em cada capitulo se procurou
explanar com suficiente detalhe os temas centrais da algebra linear, tratando de-
pois algumas das suas aplicacdes. Os conceitos e definicdes fundamentais sdo
sistematicamente acompanhados de exemplos ilustrativos de modo a facilitar a
sua compreensao, sendo incluidos ao longo do texto vérios exercicios resolvidos.
Para néo se quebrar o ritmo da exposicdo com detalhe excessivo, sdo ainda pro-
postos outros exercicios que se destinam a enunciar resultados uteis em topicos
subsequentes. Sdo também enfatizados os aspectos geométricos da algebra linear,
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apelando aos conhecimentos prévios em dimensdes dois e trés.

A matéria ultrapassa largamente o que é possivel ser leccionado num semes-
tre. No entanto a apresentacdo esté estruturada de modo a facilitar alguma flexi-
bilidade na selecc@o de topicos, sem grande quebra de continuidade. Um curso
semestral tipico cobre as matérias basicas do Capitulos 1 (sistemas de equagdes
lineares e algebra matricial); Capitulo 2 (determinantes); Capitulo 3 (espacgos li-
neares); Capitulo 4 (valores e vectores proprios); Capitulo 5 (ortogonalidade e
produto interno); Capitulo 6 (funcdes lineares); Capitulo 7 (matrizes ortogonais,
unitarias, simétricas e hermitianas) e Capitulo 8 (forma candnica de Jordan).

Entre os temas que s@o pouco comuns ou habitualmente relegados para cursos
posteriores, destacamos: decomposi¢io em valores singulares; grupos de matrizes
e suas algebras de Lie; a exponencial de matrizes; resolucdo de equacdes diferen-
ciais lineares e forma canénica de Jordan.

Com frequéncia o estudante de um primeiro ano de um curso universitirio
nao dispde de maturidade matematica para lidar confortavelmente com um certo
nivel de abstrac¢do. Para colmatar essa dificuldade optou-se por abordar a algebra
linear sob o ponto de vista matricial, evitando o formalismo mais abstracto das
aplicacdes lineares. Todavia procurou-se introduzir, de forma lenta e progressiva,
a abstrac¢@o necessdria a uma boa compreensdo global da algebra linear, indis-
pensavel ao tratamento de aplicacdes concretas com alguma relevancia.

Nos exercicios apresentados no final de cada capitulo incluem-se frequente-
mente questdes do tipo verdadeiro ou falso, as quais se destinam a proporcionar
ao estudante a oportunidade de testar o seu nivel de compreensio e assimilagéo
dos conceitos fundamentais, bem como estabelecer relagdes entre topicos distin-
tos. As solugdes dos problemas com numeracido impar sdo apresentadas no final
do livro.

Lisboa, 18 de Fevereiro de 2011
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Capitulo 1

Sistemas de Equacoes Lineares e
Matrizes

A resolucdo de sistemas de equacdes lineares é uma tarefa comum a diversas
areas de aplicacdo da matematica, sendo frequente a ocorréncia de sistemas li-
neares com um grande nimero de equacgdes e de incognitas em fisica, quimica,
astronomia, engenharia, economia, etc. Do ponto de vista tedrico, a resolucao de
um sistema de equacgdes lineares ndo ¢ dificil. Em particular, sistemas com um
namero reduzido de equagdes podem ser resolvidos sem recurso a um qualquer
método especifico. Porém, quando o nlimero de equagdes € significativo, é natural
utilizar-se um procedimento sistemético que possa ser facilmente programavel.

Na primeira década do século XIX, Carl Friedrich Gauss' apresentou um
método geral para a resolucdo de sistemas de equacdes lineares designado mo-
dernamente por método de eliminacdo de Gauss. Trata-se de um algoritmo bas-
tante simples, o qual permanece como um dos marcos fundamentais da algebra
linear, dada a sua relevancia quer do ponto de vista tedrico quer do ponto de vista
computacional. Neste capitulo, esse método € utilizado ndo apenas para resolver
sistemas lineares, mas também como suporte a introducdo de conceitos funda-
mentais, servindo de motivagio para o estudo de matrizes e do espagco R".

Neste capitulo sdo definidas as operacdes basicas com matrizes a custa de
operacdes com vectores coluna. As operagdes de adi¢do de vectores e de multi-
plicagcdo de um vector por um nimero real sdo introduzidas como generalizacdes
das operagdes bem conhecidas com vectores do plano e do espaco. Em R" trata-

Johann Carl Friedrich Gauss (ou GauB), (1777-1855), matemdtico alemiio com intimeras
contribui¢des em diversas dreas da matemadtica e fisica.
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se com algum detalhe o conceito de combinacgio linear de vectores e conjunto
gerador, dando especial énfase aos aspectos geométricos no caso de vectores do
plano e do espaco. Estes conceitos sdo fundamentais, ndo s6 na introducdo de
certas operacdes com matrizes mas também em estudos subsequentes como, por
exemplo, no estudo de espacos lineares (Capitulo 3).

Na Seccido 1.4 estudam-se matrizes invertiveis e descreve-se um método para
determinar a inversa de uma matriz quadrada, conhecido pela designacéo de méto-
do de eliminagdo de Gauss-Jordan?. Estabelecem-se ainda relagdes entre matrizes
invertiveis e a sua caracteristica, bem como entre matrizes invertiveis e solucdes
de sistemas lineares.

Finalmente, tendo em vista utilizagdes posteriores, abordamos outros topicos,
como seja a factorizacdo LU de uma matriz, bem como alguns aspectos relacio-
nados com matrizes particionadas em blocos.

1.1 Sistemas de equacoes lineares

No contexto deste livro, quando nos referimos a nimeros ou a escalares estamos
a subentender tratar-se de nimeros reais ou complexos. Comecemos por definir o
que se entende por equagio linear e por solug@o.

Definicao 1.1. Uma equacdo linear nas varidveis (ou incégnitas) x1, Ta, . .., Tp
€ uma equacdo do tipo

a1r1 + agxy + - - - + apx, = d, (1.1)
onde a4, ..., a, e d sdo constantes (reais ou complexas).
Os nimeros aq, . . ., a, sdo designados por coeficientes da equacdo (1.1),e d

¢ designado por segundo membro ou termo independente dessa equag@o.

Exemplo 1.1.

2r — 3y + 52 —1=0 ¢&uma equacdo linear nas varidveis x, y, z.
22 —y?* +52—1=0 nio é uma equacio linear.
V2 + y =1 & uma equacdo linear nas variaveis z, y.
V2 + y =1 ndo é uma equacgdo linear.

2z —seny =0 ndo é uma equacgdo linear.

2Wilhelm Jordan, (1842-1899), geodesista alem@o.
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Capitulo 1. Sistemas de EquagOes Lineares e Matrizes

¢
Uma solugdo da equacdo (1.1) é uma sequéncia de n nimeros si, So, . . ., S,
que satisfaz a equac@o quando se substitui z; = sy, 22 = So, ..., T, = S,. Nome-
adamente, quando se verifica a igualdade
181 + ass9 + - - + aps, = d.
Esta solucdo é habitualmente designada pelo n-uplo (s1, S, . . ., Sy,).
Um sistema de equagdes lineares
a11T1 + a19x2 + -+ + A1 Ty = d1
(9121 + AooTs + -+ + A2, Ty = do
e (12)
ap1T1 + ATy + -+ + ATy = d,
tem solugdo (sq, S2,...,S,) se este n-uplo é solucdo de todas as equagdes do
sistema.
Definicao 1.2. O n-uplo (sy, S, . .., s,) € solugdo da equag@o linear (1.1) se
a181 + agss + - - + aps, = d.
O n-uplo (s1, S2, ..., S,) € solugdo do sistema de equagdes lineares (1.2) se é
soluc@o de todas as equagdes do sistema.
Ao conjunto de todas as solu¢des de um sistema chamamos solugcdo geral.

Um sistema de equacgdes lineares também se designa simplesmente por sis-
tema linear.

Exemplo 1.2. O par (z, z5) = (1,2) é solugio do sistema

T, — Z'Q:—l
{—(L‘l +2(E2: 3. (13)

Porém, o par (2, 1) ndo é uma solug@o (verifique).

¢

Relembremos que uma recta do plano € definida por uma equagao linear em
duas variaveis (isto €, ax + by = d). Por exemplo, as equagdes do sistema li-
near (1.3) definem duas rectas que designamos respectivamente por /; e lo. Uma
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T2

2 | Ly

o7

Figura 1.1: O sistema (1.3) tem solugdo tnica (1,2).

solucd@o deste sistema é um ponto comum a /; e l;. Na Figura 1.1 encontram-se
representadas estas rectas bem como a ({inica) soluc¢éo do sistema.

Geometricamente a solucdo geral de um sistema de duas equacdes a duas
incdgnitas € o conjunto dos pontos de interseccdo de duas rectas do plano. As-
sim, a solucao geral de sistemas de duas equacdes a duas incognitas é de um dos
seguintes trés tipos: (i) soluc@o tnica (as duas rectas intersectam-se num Unico
ponto) e portanto a solugdo geral € um conjunto com um Unico elemento; (ii) ndo
existe solucdo (as rectas sdo paralelas), pelo que a solucdo geral é o conjunto va-
zio; (iii) existem infinitas solugdes (as rectas sdo coincidentes) pelo que a solugéo
geral tem infinitos elementos.

No caso de um sistema linear com um ndmero qualquer de equacdes e de
incdgnitas, distinguimos os casos que se seguem.

Um sistema de equacdes lineares diz-se:
1. Possivel e determinado se tem uma Unica solucéo;

2. Impossivel se ndo tem solugdes;

3. Indeterminado se tem infinitas solucdes.

Nota 1. Como se mostra na Proposicdo 1.4 (pdg.43), um sistema linear com mais
do que uma solucdo possui uma infinidade de solucdes. Conclui-se portanto que
os trés casos acima esgotam todas as possibilidades.

4



Capitulo 1. Sistemas de EquagOes Lineares e Matrizes

1.2 Método de eliminacao de Gauss

Para resolver sistemas com vérias equagdes e incOgnitas € conveniente usar um al-
goritmo, ou seja, um procedimento sistematico. O método de eliminacao de Gauss
€ um algoritmo de elei¢c@o e baseia-se na substitui¢cdo de um dado sistema por ou-
tro (de mais facil resolugcdo) que possui exactamente as mesmas solugdes. Este
novo sistema € obtido aplicando trés tipos de operacdes que eliminam de forma
sistemaética as varidveis do sistema. As operacdes permitidas, e que passamos a
designar por operacdes elementares, sao:

Operagoes elementares sobre as equacdes de um sistema
1. Trocar a ordem das equacdes.
2. Multiplicar uma equag¢do por uma constante ndo nula.

3. Substituir uma equacgio pela sua soma com um miltiplo de ou-
tra equagao.

Note-se que a aplicacdo de uma operacdo elementar a um sistema produz um
sistema com as mesmas solugdes, isto €, um sistema equivalente.

A escolha das operagdes elementares a aplicar num sistema tem como ob-
jectivo eliminar incognitas das equacdes por forma a ser possivel determinar a
solugdo geral do sistema por substitui¢do regressiva (isto €, determinar as solucdes
da dltima equacg@o, substituir essas solucdes na pentltima equagdo e determinar
as suas solucdes, continuar este processo até a primeira equacdo). No exem-
plo seguinte ilustramos quais os critérios habitualmente utilizados na escolha das
operacgdes a aplicar.

Exemplo 1.3. Apliquemos operacdes elementares ao sistema

$2—3$3: 1
$1—5I2+ T3 = 4
—T1 +4$2 — 21‘3 = 1,

por forma a obter um sistema com as seguintes caracteristicas: a terceira equacdo
€ uma equacdo somente na variavel z3, a segunda uma equacio nas variiveis z, e
T3, € a primeira equagdo uma equacgdo nas variaveis i, Ty € T3.

Como a primeira equacao ndo possui a incégnita x;, vamos trocar a segunda

5



1.2. Método de eliminagcdo de Gauss

equacgdo com a primeira equagao

.’L‘2—3SC3:1 . a0 1 ) .%’1—5.’132+ 273:4

rocar equagdo 1 com a
T1 — D9 + ZL’3=4 * q§_> ° 1’2—3]}321
—ZL’1+4I2—2{L’3:1 —I1+4I2—2I3:1

A segunda equac@o ja € uma equagdo nas varidveis z € T3, como pretendiamos.
Teremos agora de eliminar z; e x5 da terceira equacdo. Para eliminar x; da terceira
equagdo, vamos substituir a terceira equacio pela sua soma com a primeira

5C1—5(L’2—|— 1‘3:4 l‘1—5l’2—|— l‘3:4
substituir equagio 3 pela sua soma com a equag@o 1
332—3.%'3:]. — (E2—3$3:1

—$1+4$2—2$5:1 — X9 — I3:5

Para eliminar x5 da terceira equacio sem introduzir x1, temos que usar a segunda
equacdo. Nomeadamente, substituindo a terceira equagdo pela sua soma com a
segunda obtemos o seguinte sistema

r1—dre+ x3=4 r1 —dro+ x3=4
substituir equacdo 3 pela sua soma com a equagio 2
$2—3I3:1 — 1'2—31'3:1

— T2 — I3:5 —41'3:6

Podemos agora determinar a solu¢iio do sistema por substitui¢do regressiva. Re-
solvendo a dltima equagdo temos z3 = ’73 Substituindo este valor na segunda
equagdo obtemos xy = _77 e, finalmente, substituindo x3 e x5 na primeira equagio
obtemos z; =4+ 5 x (3) + 2 = —12.

O sistema tem solug@o dnica:

-7 =3
($1,IE27903) = (‘12» 77 7) .

¢

E claro do exemplo anterior que a informagio essencial de um sistema se
encontra nos seus coeficientes e nos termos do segundo membro de cada equac@o.
Esta informag@o pode ser descrita de forma sucinta construindo um quadro de
nimeros dispostos em linhas e colunas onde os coeficientes das varidveis de uma
dada equacdo se situam numa linha, e os coeficientes de uma dada variavel do
sistema se encontram numa coluna. Este quadro, que se designa por matriz dos
coeficientes do sistema, permite identificar os coeficientes de cada incdgnita em
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Capitulo 1. Sistemas de EquagOes Lineares e Matrizes

qualquer das equagdes do sistema. Por exemplo, para o sistema do tltimo exemplo
temos

g — 33 =1 0 1 (Matriz dos coefici-
Ty =0T+ w3=4 ~ | 1 =5 entes do sistema)
—r1 + 4wy — 203 =1 -1 4 -2 ’ |

Na matriz dos coeficientes deste sistema, os coeficientes das variaveis da 1* equacao
situam-se na 1? linha, da 2* equag@o na segunda linha e da 3" equacdo na terceira
linha. Os coeficientes da varidvel x; situam-se na 1? coluna, da variavel x5 na
segunda coluna, e da varidvel x5 na terceira coluna.

Como as operacgdes elementares sobre as equacdes de um sistema também
afectam o segundo membro de cada equac@o, é conveniente aumentar em uma co-
luna (correspondente ao segundo membro das equacdes) a matriz dos coeficientes
do sistema. A esta matriz chamamos matriz aumentada do sistema. Por exemplo,

Ty —3x3=1 0 1 =31 (Matriz aumentada
Ty —5xa+ x3=4 ~ [ 1 =5 1 do sistema)

Note-se que a matriz aumentada de um sistema determina completamente o sis-
tema no sentido em que dada uma tal matriz podemos escrever um sistema cor-
respondente.

Passamos a designar por matriz qualquer quadro de nimeros dispostos por
linhas e colunas, e por entradas os nimeros que aparecem neste quadro.

Exemplo 1.4. O sistema linear nas incognitas x, y, z € w correspondente a matriz
aumentada

1 2 -5 113 r+2y—952+ w= 3
3 -1 1 =215 é 3r— y+ z—2w= 5
4 -2 7 =3|6 dr — 2y + 7z — 3w =6.

¢

As operagdes elementares sobre as equacdes de um sistema traduzem-se ime-
diatamente em operacdes sobre as linhas da matriz aumentada do sistema.
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1.2. Método de eliminagcdo de Gauss

Operacoes elementares sobre as linhas de uma matriz
1. Trocar linhas.
2. Multiplicar uma linha por uma constante néo nula.

3. Substituir uma linha pela sua soma com outra linha multipli-
cada por uma constante.

Exemplo 1.5. Apliquemos operacdes elementares sobre as linhas da matriz au-
mentada do sistema do Exemplo 1.3, a fim de reproduzirmos as operacdes ali
efectuadas.

Ty — 315 =1 0 1 -3]1
1'1—5332+ .%'3:4 ~ 1 -5 1 4
2y +4ry — 203 =1 1 4 —2]1

Abreviaremos as operacdes elementares usando a seguinte notacdo: I; designa a
linha 7 da matriz; L; <+ L; designa a troca da linha 7 com a linha j; aL; designa
a substitui¢do da linha 7 por essa linha multiplicada por o # 0; L; 4+ oL designa
a substituicdo da linha ¢ pela sua soma com a linha j multiplicada pelo escalar «.
Note-se que nesta notacdo a linha que € substituida aparece em primeiro lugar na
operacgdo indicada, pelo que o significado de L; + aL; € distinto de aL; + L;.

0 1 -3]|1 1 -5 1|4 1 -5 1 |4
1 =5 1 |4l ™2 1o 1 31| =% o 1 —31
1 4 —2|1 1 4 —2]|1] 0 -1 —1|5

. 1 —5 1 |4

AR 0 1 -3|1

0 0 —4/6

Escrevendo o sistema correspondente a matriz (aumentada) resultante, obtemos
exactamente o sistema final do Exemplo 1.3. Como operacdes elementares ndo
alteram as solugcdes de um sistema, o sistema obtido possui 0 mesmo conjunto de
solugdes que o sistema de partida. ¢



Capitulo 1. Sistemas de EquagOes Lineares e Matrizes

Notacao:
L; <+ L; trocar alinha ¢ com a linha j.
alL; multiplicar a linha i por @ # 0.

substituir a linha ¢ pela soma da linha ¢ com a

Li+al; 4o 4 multiplicada pelo escalar .

Nota 2. Para indicar a passagem de uma matriz a outra obtida por meio de uma
certa operacdo elementar sobre as linhas, usou-se uma seta e ndo o sinal de
igualdade. Como veremos adiante, a igualdade de matrizes tem outro significado.

A questdo que naturalmente se coloca é a de saber quando devemos parar de
aplicar operacdes elementares, ou seja, qual deve ser a forma da matriz (aumen-
tada) final. A defini¢do que se segue responde a essa questio.

Definicao 1.3. Matriz em escada por linhas
Uma matriz diz-se que estd em escada por linhas, ou simplesmente em es-
cada, se satisfaz as seguintes propriedades:

a) Nao possui linhas nulas seguidas de linhas ndo nulas.

b) A primeira entrada nao nula de cada linha encontra-se numa coluna a di-
reita da coluna a que pertence a primeira entrada nao nula da linha imedi-
atamente anterior.

Numa matriz em escada por linhas chamamos pivd a primeira entrada ndo nula
de cada linha.

Uma matriz diz-se em escada por linhas na forma reduzida se estd em escada
por linhas e além disso satisfaz as condi¢des:

e todos os pivOs sdo iguais a 1;

e cada piv0 € a tnica entrada ndo nula da coluna respectiva.

Nota 3. A definicdo de matriz em escada por linhas implica que uma tal matriz
tenha todas as entradas nulas por baixo de cada pivo.

9



1.2. Método de eliminagcdo de Gauss

Eis um exemplo esquematico de uma matriz em escada por linhas:

0O M x x x % *x x x %
0O 0O O M x x x *x x
0 00O 0O M x x *x x x|,
0O 000 0O 00 M x =x
0O 000 0 0O0 0 M x

onde M indica um ntimero diferente de zero, 0 indica um zero e * pode ser qual-
quer nimero. A correspondente matriz em escada por linhas na forma reduzida

€

01 = 00 x x 0 0 =
00010 *x x 0 0 =«
000 01 % x 0 0 =
00 0O0O0O0OO0OT1O0 =x
0O 00O0O0O0OO0OO0T1 =«

Exemplo 1.6. Ilustremos a no¢ao de matriz em escada com alguns exemplos.

1

o

O O O

O O O N

=)

o O OO o

O O O Ot

SN )

O O W

O = W

2 ndo estd em escada por linhas, visto que
0 tem uma linha nula seguida de uma linha
0 ndo nula.

ndo estd em escada por linhas, uma vez

2 que a primeira entrada ndo nula da ter-
0 ceira linha se encontra numa coluna a es-
0] querda da coluna a que pertence a pri-
meira entrada ndo nula da segunda linha.

6 4

4 5 . .
1 estd em escada por linhas.

0 1

6 ~ . . .

4 ndo estd em escada por linhas, ja que por
B baixo da primeira entrada néo nula da se-

9 gunda linha hé entradas nio nulas.

10



Capitulo 1. Sistemas de EquagOes Lineares e Matrizes

Aplicando operacdes elementares a uma matriz néo nula podemos sempre ob-
ter uma matriz em escada na forma reduzida. Se uma matriz estd em escada por
linhas, a sua forma reduzida obtém-se dividindo cada linha pelo pivd dessa linha,
e anulando as entradas acima de cada piv0 usando operacdes elementares. Por
exemplo,

2460 2] ft230 1] 1230 1
0112 —2/28 Jlo112 =212 o110 -6 —
0002 4|2 Jooo 1 2 0001 2
escada ;gr linhas
o 1010 13
il 0110 —6
00071 2

N

~
escada por linhas na forma reduzida

Verifica-se facilmente que ndo € Gnica a matriz em escada resultante da aplicacdo
de operacdes elementares a uma dada matriz. Por exemplo, se alterarmos a sequéncia
das operacoes elementares efectuadas na matriz do Exemplo 1.5 obtemos uma ma-
triz em escada distinta:

1 =31 Lol -1 4 =-2]1 il -1 4 =21
1 -5 1 |4 — 1 =5 1 /4] — 0 -1 —-1(5
-1 4 =2]1 0 1 =3|1 0 1 =3|1
bl -1 4 =-2]1
0 -1 —-1{5
0 0 —4]6

Para a matriz do exemplo referido obtivemos as seguintes matrizes em escada
(distintas)

1 -5 1 |4 -1 4 =21
0 1 =3]|1 e 0 -1 115
0 0 —4]|6 0 0 —4|6

No entanto, a matriz em escada na forma reduzida correspondente a estas duas

matrizes € a matriz
12

100
01 0|=7/2
00 1|-3/2

11



1.2. Método de eliminagcdo de Gauss

No Teorema 1.2 (pag. 43), mostra-se que dada uma matriz a respectiva forma re-
duzida em escada por linhas ¢ iinica. A unicidade da matriz em escada na forma
reduzida é um resultado com consequéncias importantes. Nomeadamente, uma
vez que a forma reduzida de uma matriz em escada R tem o mesmo nimero de
pivds que R, a unicidade da matriz em escada na forma reduzida permite con-
cluir que o nimero de pivos de uma matriz em escada obtida de uma matriz A
¢ independente do nimero e da sequéncia de operacdes elementares utilizadas.
Definimos a caracteristica da matriz A como sendo o nimero de pivdos de uma
qualquer matriz em escada obtida de A por meio de operagdes elementares sobre
as suas linhas.

Definicao 1.4. Caracteristica

Chama-se caracteristica de uma matriz A ao nimero de linhas ndo nulas de
uma qualquer matriz em escada obtida de A por meio de operagdes elementares
sobre as suas linhas. Designamos a caracteristica de A por:

car A.

A terminologia anglo-saxdnica para a caracteristica de uma matriz € “rank”.

Exemplo 1.7. (a) Consideremos a matriz aumentada [A ‘ b] do Exemplo 1.5,¢ a
respectiva matriz em escada obtida nesse exemplo:

0 1 =31 1 -5 1[4
[A|b] =] 1 —5 1 4] PRI Jo 1 3|1
~1 4 2|1 0 0 —4|6

Como a matriz em escada por linhas possui 3 piv0s, tém-se que car [A ‘ b} = 3.
Podemos também concluir que, neste caso, a caracteristica da matriz aumentada
[A ‘ b] ¢ igual a caracteristica da matriz A dos coeficientes do sistema, isto é

car[A‘b]:Z’) e carA=3.

Como observamos no Exemplo 1.3, o sistema correspondente é possivel e deter-
minado. De facto, como veremos ja no proximo exemplo, a igualdade car [A ‘ b]
car A é necesséria para que o sistema seja possivel.

(b) Consideremos agora a matriz aumentada [A ‘ b} = {_12 7 ‘ .

4 4] . Calcu-

lemos a sua caracteristica.
1 —2|5| Let+2r. |1 —21| 5
[A‘b]_[—z 4‘4} — [0 0‘14}

12



Capitulo 1. Sistemas de EquagOes Lineares e Matrizes

Donde se conclui que
car[A‘b] =2 e carA=1.

Neste caso, a caracteristica da matriz aumentada [A|b] é diferente da caracteristica
de A. Como o sistema inicial tem as mesmas solu¢des que o sistema correspon-
dente a matriz em escada obtida, ou seja, que o sistema

T—2y= 9
0=14,

o sistema original € impossivel. ¢

Os exemplos (a) e (b) fazem prever que a existéncia ou ndo de solucdo para
um determinado sistema linear estd dependente do facto de ser ou ndo valida a
igualdade car A = car[A|b] (ver Proposi¢ao 1.1 adiante).

Algoritmo para reducao de uma matriz a uma matriz em escada

Tendo em vista a construcdo de um algoritmo facilmente programavel, € conve-
niente efectuar as operacdes elementares segundo uma determinada ordem, a fim
de obter uma matriz em escada. Tal algoritmo recebe usualmente a designacio de
método de eliminacdo de Gauss. llustramos esse algoritmo através do célculo de
uma matriz em escada por linhas para a matriz

02 -6 4 1 2
39 5 1 01
37 2 -1 21

Passo 1:

Selecionar a primeira coluna nfo nula da matriz. Se o primeiro elemento
dessa coluna for ndo nulo, esse elemento serd designado por pivo’. Caso
contrério, efectua-se troca de linhas colocando um elemento ndo nulo na pri-
meira linha dessa coluna.

“Embora tenhamos definido pivd apenas para matrizes em escada, neste algoritmo usamos a
mesma designacio de pivd para os elementos que vdo ser precisamente os pivos da matriz em
escada final.

026 4 12] 395 1 01
39 5 1 0 1] ™ lo2 -6 4 1 2
37 2 -1 21 37 2 -1 21

13



1.2. Método de eliminagcdo de Gauss

Passo 2:
Usar operacdes elementares para obter zeros abaixo do pivo selecionado no
passo anterior.

39 5 1 01 3 9 5 1 01
L3—Ia

0 2 6 4 12 = [0 2 -6 4 12

3 7 2 —-121 0 -2 -3 -2 20

Passo 3:
Repetir os passos 1 e 2 para a matriz que se obtém suprimindo a linha e
coluna que contém o pivo.

395101LL@9 5 101

0 (2 —6 4 1 2] = @ -6 41 2

0 —2 -3 -2 2 0 0/0232
S

pivos

A matriz final € uma matriz em escada por linhas.
A aplica¢do do método de eliminac@o de Gauss para a resolucdo de sistemas é
a seguir resumido.

Método de Eliminacao de Gauss
A resolucio de um sistema de equagdes lineares pelo método de eliminacao
de Gauss consiste em:

1. Escrever a matriz aumentada do sistema.

2. Por meio de operacdes elementares sobre as linhas da matriz aumentada,
obter uma matriz em escada de acordo com o algoritmo anteriormente
descrito.

3. Escrever o sistema correspondente a matriz (aumentada) em escada. Re-
solver este sistema por substituicio (regressiva) comecando pela dltima
equacao.

14



Capitulo 1. Sistemas de EquagOes Lineares e Matrizes

Ilustremos o método de eliminac¢io de Gauss através de alguns exemplos.

Exemplo 1.8. Usemos o método de eliminacdo de Gauss para resolver o sistema
seguinte.

Ty — 3Ty — T3 =-2
l’2+l’3—4$4: 1
$3+9I4= 4.

A matriz aumentada do sistema

1 -3 -1 0 |-2
0 1 1 —4|1 (14)
00 1 94

jé estd em escada por linhas. Logo, resolvendo a dltima equacdo em ordem a z3,
vem x3 = 4 — 9z4. Resolvendo a segunda equagc@o em ordem a - e substituindo
T3, obtém-se xo = 1 — x3 + 4x4 = —3 + 13x4. Substituindo x5 € z3 na primeira
equacio, resulta

Ty = —2+3(=3+ 13x4) + (4 — 9z4) = =7 + 30x,.
O sistema possui infinitas solu¢des e a sua solucdo geral é o conjunto

{(x1, 22, x3,24) : ¥1 = =7+ 3024, xo = =3+ 132y, 23 =4 — 924 e x4 € R} =

= {(—7 + 30.134, -3+ ].3(['4,4 — 91’4,334) Xy € R}

Uma vez que podemos atribuir livremente valores a x4, esta varidvel parametriza
o conjunto das solucdes. Ou seja, a cada valor do parametro x4 corresponde uma
solucio do sistema. ¢

Exemplo 1.9. Usemos o método de eliminacdo de Gauss para resolver o sistema

T— Yy =2
T +z=1
—2r 4+ 2y =2.

Reduza-se a matriz aumentada do sistema a uma matriz em escada.

1o—1of2], [t —to|2], [t -10]2
10 111 ™= o 1 1|=1|" =10 1 1|-1
—2 92 0]2 —2 92 0] 2 0 0 0|6
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1.2. Método de eliminagcdo de Gauss

O sistema correspondente a esta matriz em escada €

T—y = 2
y+z=-1
0= 6.

Da dltima equacdo concluimos que o sistema é impossivel. Saliente-se que a
caracteristica da matriz aumentada do sistema é 3 enquanto a caracteristica da
matriz dos coeficientes do sistema € 2. ¢

1.2.1 A solucao geral de um sistema

Como vimos, um sistema linear ou € possivel ou é impossivel. No caso de ser
possivel ou possui solucdo dnica e diz-se possivel e determinado, ou tem um
nimero infinito de solugdes sendo por isso indeterminado (ver Proposicao 1.4 na
pagina 43). Uma condi¢iio necesséria e suficiente® para um sistema ser possivel é
que a matriz aumentada do sistema e a matriz dos coeficientes do sistema tenham
a mesma caracteristica. Enunciamos este resultado na proposico a seguir.

Proposi¢io 1.1. Seja [A|b] a matriz aumentada de um sistema de equagdes line-
ares. O sistema € possivel se e s se

car [A]b] = car A.

Demonstragdo. * Comecemos por mostrar que se car [A|b] > car(A) o sistema é
impossivel. Se car[A|b] > car(A), o método de eliminagao de Gauss aplicado a
[A]b] d& origem a uma matriz em escada que tem uma linha com todas as entra-
das nulas excepto a entrada mais a direita. O sistema correspondente & matriz em
escada obtida possui uma equacio do tipo 0 = k£ com k # 0, por conseguinte o
respectivo sistema € impossivel. Como o sistema original e o sistema correspon-
dente a matriz em escada por linhas t€m as mesmas solucdes, o sistema original é
impossivel.

3Uma proposicio P diz-se uma condiciio necessaria e suficiente para a proposicio @ se sio
satisfeitas as implicagdes: P = @ e Q = P. Quando se verifica esta dupla implica¢do, ou
seja, “se P, entdo Q7 e “se @, entdo P”, resume-se este facto numa tnica proposicio, a saber,
“Pseesose Q”. Aexpressdo “P se e so se (Q” (ou abreviadamente “P sse () pode também
escrever-se na forma P <= (), traduzindo que P ¢é equivalente a ().

4 Assume-se implicitamente nesta demonstracio que a caracteristica de uma matriz é um
nimero bem definido, resultado que segue do Teorema 1.2. Ndo ha contudo qualquer erro lgico
em demonstrar esta proposi¢ao antes desse teorema, uma vez que a prova do teorema é indepen-
dente desta demonstragio.
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Capitulo 1. Sistemas de EquagOes Lineares e Matrizes

Para a implicac@o reciproca, atenda-se a que a caracteristica da matriz aumen-
tada € sempre maior ou igual do que a caracteristica da matriz dos coeficientes.
Como por hipdtese o sistema é possivel, a caracteristica da matriz aumentada ndo
pode ser maior que a caracteristica da matriz dos coeficientes. Logo, se o sistema
é possivel, entdo car[A|b] = car(A).

g

A solucdo geral de um sistema € o conjunto de todas as solu¢des do sistema.
Assim, um sistema impossivel (sem solucdes) tem para solugdo geral o conjunto
vazio, enquanto que um sistema possivel e determinado tem para solucdo geral
um conjunto com um dnico elemento. Quando um sistema € indeterminado, isto
¢ com infinitas solucdes, a descricdo do conjunto das solucdes é mais complexa.

No Exemplo 1.8 o sistema é indeterminado e optdmos por resolver a dltima
equacdo em ordem a x3 (isto é, x3 = 4 — 9z,), obtendo x3 em fungdo de z,.
As solugdes do sistema obtém-se atribuindo um valor arbitrario a x4 e substitu-
tindo esse valor nas igualdades obtidas para as restantes variaveis. Dizemos entdo
que x4 € uma variavel livre e que as restantes sdo dependentes. No entanto, po-
deriamos ter optado por resolver a dltima equacdo em ordem a x4, obtendo-se
x4 dependente de z3, nomeadamente x, = 4/9 — x3/9. Neste caso, o conjunto
solugdo geral seria descrito em termos de x3, ou seja, x3 poderia ser qualquer
nimero real, e as restantes varidveis dependeriam de x3. Este exemplo mostra que
ha vérias maneiras de descrever a solucéo geral, conforme as variaveis que esco-
lhamos para descrever (ou parametrizar) os elementos do conjunto das solucdes.

E habitual introduzir-se alguma nomenclatura que corresponde a uma escolha
criteriosa das varidveis usadas na parametrizacdo do conjunto das solucdes de
um sistema. Relembremos que na notag¢do matricial, cada coluna da matriz dos
coeficientes de um sistema estd associada a uma variavel. No Exemplo 1.8 a
solugdo geral foi descrita em termos da varidvel z,, nomeadamente a solugéo
geral é o conjunto

{(—7 + 30$4, -3+ 13.’[’4, 4 — 9.’L’4, 1'4) 1 Xy € R} .

Observando a matriz em escada em (1.4), verifica-se que a variavel x4 € a varidvel
associada a coluna dessa matriz que ndo contém qualquer pivd e que x1, T3 € X3
sdo varidveis associadas a colunas com um pivo.
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1.2. Método de eliminagcdo de Gauss

Definicao 1.5. Numa matriz em escada por linhas obtida por eliminacio de
Gauss da matriz dos coeficientes de um sistema possivel, designamos por:

i) variaveis livres ou independentes, as variaveis correspondentes a colunas
sem pivo;

ii) varidveis dependentes, as varidveis correspondentes a colunas com pivo.

Chamamos grau de indeterminacdo de um sistema (possivel) ao nimero de
varidveis livres.

Note-se que o grau de indeterminacdo de um sistema possivel é igual ao
nimero de varidveis do conjunto das solu¢des que podem tomar qualquer valor,
ou seja, o nimero de pardmetros necessarios para descrever a solucio geral.

Como o nimero de colunas de uma matriz em escada € igual a soma do nimero
de colunas sem pivd com niimero de colunas com piv0, da defini¢do anterior e da
definicdo de caracteristica de uma matriz (Defini¢do 1.4), seguem os resultados
que resumimos na proxima proposicao.

Proposicao 1.2. Seja A a matriz dos coeficientes de um sistema possivel com n
incognitas. Entdo,

1) car(A) = nimero de variaveis dependentes.

2) n — car(A) = namero de varidveis livres = grau de indeterminacio do
sistema.

Demonstracdo. Os itens 1) e 2) sdo imediatos usando as definicdes de carac-
teristica e de variaveis livres. g

Exemplo 1.10. No Exemplo 1.8 temos car[A|b] = car[A] e o grau de indeterminagéo
do sistema é 1 (a matriz A s6 tem uma coluna sem piv0, ou seja, o sistema corres-
pondente tem uma variavel livre).

No Exemplo 1.9, como car[A|b] > car(A), o sistema é impossivel.

No Exemplo 1.2 verifica-se que uma matriz (aumentada) em escada é

1 -1]-1
0 1| 2|
Logo, car[A|b] = car[A] = 2 e ndo existem varidveis livres, uma vez que o

nimero de varidveis do sistema € igual ao niimero de pivds. Por conseguinte, o
sistema € possivel e determinado. ¢
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Capitulo 1. Sistemas de EquagOes Lineares e Matrizes

13 Algebra de matrizes

Vimos que o uso de matrizes na resolucéo de sistemas representa uma economia

de notagdo consideravel. No entanto, a utilizacdo de matrizes € ttil num contexto

muito mais vasto. Em particular, a manipulac@o algébrica de matrizes permite

demonstrar facilmente resultados importantes, e tem aplicacdes que vdo muito

além da resolucdo de sistemas. Nesta seccdo definimos as operacdes usuais com

matrizes e estabelecemos certas identificacdes envolvendo matrizes e vectores.
Comecemos por precisar alguns conceitos ja usados.

Definicao 1.6. Uma matriz do tipo p X n € um quadro de nimeros com p linhas
e n colunas. Cada nimero na matriz é designado por entrada.

Se p # n a matriz diz-se rectangular e se p = n a matriz diz-se quadrada e
de ordem n.

As matrizes sdo habitualmente designadas por letras maidsculas, por exemplo A,
e cada entrada pela correspondente letra mintscula indexada por dois indices que
representam a posi¢@o da entrada na matriz. Assim, a;; € 0 nimero que se encontra
na linha 7 e na coluna j da matriz A. Por exemplo, a matriz

2 3 4
A‘Log}

¢ uma matriz com duas linhas e trés colunas e portanto € do tipo 2 x 3. A entrada
situada na primeira linha e na segunda coluna € a2 = 3, enquanto que a entrada
na segunda linha e na primeira coluna € a;; = 1. O primeiro indice em a;; designa
a linha e o segundo a coluna.

Uma matriz A do tipo p x n (com p linhas e n colunas), de entradas a;; é
representada por

@11 Q12 - Ain

A Q21 Q22 --° A2p
= . . . :[aij] i=1,...,p
. . . i=1...,n

apl ap2 DTy a/pn

Exemplo 1.11. A matriz A = [a;;] ; _ o 3 definida por
1

,2

=
1—1 sei1>7
aij: 0 sei:j
j+2 sei<jy,
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¢ a seguinte matriz 3 x 2:

0 4
A=11 0
2 2
¢
Numa matriz quadrada A do tipo n x n, chamamos diagonal principal de A a
diagonal constituida pelas entradas aq1, ass, . . ., Gpp-

Definicao 1.7. A uma matriz com uma tnica coluna (isto €, do tipo p x 1) cha-
mamos vector coluna. As entradas de um vector coluna sdo designadas por com-
ponentes ou coordenadas.

Os vectores coluna sdo denotados por letras mindsculas a cheio, e por vezes
com uma seta em cima.

Até ao inicio da proxima sec¢do, onde se clarificam as relacdes entre vectores
(geométricos) e vectores coluna, abreviamos vector coluna para vector.

Eis um exemplo de um vector,

—

1 1
v=|3|,ou v= 3|, éum vector cujasegunda componente é 3.
2 2

Solucdes de equacdes lineares podem ser identificadas com vectores. Nomeada-
mente, uma solug@o (si, . .., s,) da equag@o linear a;z + asxs + - - - + a,x, = d
pode escrever-se como o vector

que satisfaz a igualdade a;s1 + asse + - - - + a, S, = d.
Sempre que conveniente, também escrevemos X = (xy, Za, ..., ;) para de-
signar o vector coluna
€1

Tn
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Notad. a) Os parénteses habitualmente utilizados para delimitar as entradas
de uma matriz sdo parénteses rectos ou curvos. As chavetas e os tracos
verticais ndo se usam para este efeito pois estdo reservados para denotar
os conceitos de conjunto e de determinante (a estudar no proximo capitulo).

b) Por vezes usaremos a designacdo de tamanho quando nos referimos ao tipo
da matriz.

c) Noutros livros o termo vector é também usado para designar matrizes com
uma tnica linha mas aqui segue-se outra convengdo.

Se encararmos uma matriz como um conjunto (ordenado) de vectores coluna
¢ natural definirmos operagdes com matrizes baseando-as em operagdes com vec-
tores coluna. Esta € a estratégia que seguiremos na defini¢cdo de operacdes com
matrizes, sendo por isso necessario comecar por estudar operacdes com vectores
colunas.

Como veremos de seguida, um vector coluna de duas ou trés componentes
reais representa um vector geométrico, respectivamente, no plano € no espaco.
Um vector com n > 3 componentes (isto €, um vector de R"™) generaliza os
vectores geométricos. As operagdes com vectores coluna serdo definidas como
generalizacdes das correspondentes operacdes com vectores do plano ou do espaco.

1.3.1 Vectores de R"

Na representacdo de certas grandezas fisicas tais como a velocidade, a aceleracdo
ou a forgca, é necessario ter em conta nfo s6 a intensidade mas também uma
direccdo e sentido segundo os quais essa grandeza se manifesta. Este tipo de
grandezas fisicas sdo grandezas representadas por vectores.

Nesta seccao introduzimos geometricamente a no¢ao de vector, estabelecemos
relacOes entre vectores, pontos, e vectores em sistemas de coordenadas. As nogdes
estudadas no plano e no espago sdo depois generalizadas para vectores de R”.

Vectores e geometria

Dois pontos (distintos) P e ), definem um segmento de recta. Tomando P como
ponto inicial e () como ponto final, o segmento de recta fica orientado no sentido

de P para (). A notagao ]@ designa esse segmento orientado.
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. .
/(/'/

Figura 1.2: (a) O vector u € representado pelo segmento orientado P@. (b) Vec-
tores equivalentes.

Segmentos orientados paralelos, com 0 mesmo sentido € 0 mesmo compri-
mento dizem-se segmentos orientados equivalentes. Isto €, dois segmentos orien-
tados sdo equivalentes se coincidem quando se desloca um deles, paralelamente
a si proprio, por forma a que os pontos iniciais dos dois segmentos orientados
coincidam (ver Figura 1.2-(b)).

Frequentemente interessa considerar uma grandeza vectorial,, independente do
ponto do espaco em que a grandeza se manifesta, sendo apenas relevantes a sua
intensidade e sentido. Uma maneira de formalizar este conceito consiste em defi-
nir um vector, ou vector livre, como o conjunto de fodos os segmentos orientados
equivalentes a um dado segmento orientado. O vector nulo é definido como o
conjunto dos segmentos degenerados (segmentos com ponto inicial e final coinci-
dentes).

Quando se representa um vector por um segmento orientado particular (trata-
se de representar um conjunto por um dos seus elementos) diz-se que o vector se
encontra aplicado no ponto inicial do segmento orientado que o representa (ver
Figura 1.2-(a)).

A seguir definimos a soma de dois vectores bem como a multiplicacdo de um
vector por um ndmero real.

Definicao 1.8. A soma u+ v de dois vectores u e v € o vector representado pelo
segmento orientado obtido da seguinte forma: considerem-se representantes dos
vectores u e Vv tais que o ponto inicial do segmento orientado que representa o
vector v coincide com ponto final do segmento orientado que representa u, o
vector u + v € o vector representado pelo segmento orientado cujo ponto ini-
cial é o ponto inicial do representante de u, e o ponto final é o ponto final do
representante de v (ver Figura 1.3).
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u+v

Figura1.3: Asomau+veu+v=v+u.

Na Figura 1.3 verificamos geometricamente que a adi¢cdo de vectores € comu-
tativa, isto €,
u+v=v+u

Definicao 1.9. Se u é um vector ndo nulo e £ um nimero real, entdo ku é o
vector representado pelo segmento orientado cujo comprimento é |k| vezes o
comprimento do segmento orientado que representa u, € o sentido é o desse
segmento se k > 0, e € o oposto se k& < (. Definimos ku como sendo o vector
nulo (ou zero) 0 se £ = 0 ou u é o vector nulo.

Na Figura 1.4 € ilustrada a multiplicacdo de um vector por um ntiimero real.

/1
su

Figura 1.4: O produto de um niimero real por um vector.

Como consequéncia da definicdo de soma de vectores e das propriedades da
multiplicagdo por um escalar, o simétrico (—v) de um vector v é o vector que se
obtém multiplicando v pelo escalar (—1).

Podemos definir diferenca de dois vectores como sendo a seguinte soma:

u—v=u+(-v).

Como se ilustra na Figura 1.5, a constru¢io geométrica de u — v pode efectuar-se
do seguinte modo: considerem-se representantes de u e de v.com o mesmo ponto
inicial, o vector u — v é representado pelo segmento orientado cujo ponto inicial
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Figura 1.5: O vector diferencau — v.

¢ o ponto terminal do representante de v e cujo ponto final € o ponto final do
segmento orientado que representa u (ver Figura 1.5).

Fixando um ponto O no espago, um qualquer vector livre u pode sempre
representar-se por um (e um s6) segmento orientado cujo ponto inicial é o ponto O.
Em particular, o vector nulo € representado pelo ponto O. Existe portanto uma cor-
respondéncia biunivoca entre vectores (livres) e segmentos orientados com ponto
inicial O. Além disso, uma vez fixado um ponto O do espago, pode estabelecer-se
uma correspondéncia biunivoca entre vectores (livres) e pontos do espaco. Esta
correspondéncia € estabelecida do seguinte modo: ao vector u representado pelo
segmento orientado Cﬁ corresponde o ponto P; reciprocamente, ao ponto P cor-
responde o conjunto de segmentos orientados equivalentes a (ﬁ . Assim, fixado
um ponto do espaco, temos a correspondéncia biunivoca

Vectores <—> Pontos.

Vectores em sistemas de coordenadas

Num plano podemos fixar um referencial, considerando para tal um ponto que se
toma como origem e duas rectas ndo paralelas (eixos coordenados) que se inter-
sectam na origem. Estas rectas sdo munidas duma unidade de comprimento e de
um sentido.

Um ponto do plano fica completamente caracterizado se forem especificadas
as suas coordenadas, isto é, se for dado o par ordenado (a,b) que indica que o
ponto se projecta (paralelamente aos eixos coordenados) nos eixos coordenados
em pontos que se situam, respectivamente, a a e b unidades (positivas ou negati-
vas) da origem.

Cada vector livre do plano pode representar-se por um dnico segmento orien-
tado cujo ponto inicial € a origem O do referencial fixado.

A correspondéncia biunivoca entre pontos do plano e vectores, permite iden-
tificar cada ponto do plano de coordenadas (a, b) com o segmento orientado cujo
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ponto inicial é a origem do referencial e cujo ponto final é (a,b). Ou seja, cada
ponto pode identificar-se com um vector aplicado na origem do referencial. Este
vector € designado por vector de posicdo do ponto (Figura 1.6).

Denotamos pontos por letras maitisculas e os respectivos vectores de posi¢do
pela correspondente letra mintscula (a cheio). Isto é, para o ponto P o vector de
posicao respectivo é denotado por p.

Existe portanto uma identificacdo natural entre o conjunto de vectores do plano
e o conjunto dos vectores coluna de duas componentes reais, o qual se designa por
R?. Isto é,

R? = {Bl] cx; ERexy GR} ={(z1,22) : 71 € Rexy € R}.
2

R=(-2,1)

x

Q=31

Figura 1.6: Representacdo de pontos e respectivos vectores de posi¢do no referen-
cial de eixos z e y.

Mediante a identificac@o descrita acima entre vectores do plano e vectores co-
luna, a soma de vectores do plano corresponde a soma componente a componente
de vectores coluna. Ou seja,

u—i—V:{m]-i‘[vl]:[ul—i_vl], ueR? veR?
U9 V2 U + Vg

Geometricamente, o vector soma u + v € o vector de posi¢cdo de um ponto que
¢ o vértice de um paralelogramo cujos outros vértices sdo a origem e os pontos
correspondentes aos vectores de posicdo u e v (ver Figura 1.7).

A multiplica¢io de um vector u de R? por um ntimero real k corresponde a
multiplicacio de cada componente do vector coluna por k. Isto €,

ku—krﬂ—[mq,keR

U2 k‘UQ
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Y
U +Vo "~~~ ~~~~77 _ (’IL] + vy, ug + 7)2)
- |
- // ,
(u1, ua) o
U2 - ;o
( 1 |
L®__/
vy [ (11, v2)
| |
|
|
I
I
1 ! 1
0 Uy vy u + v

Figura 1.7: Adigdo de vectores de R?.

Na Figura 1.8 ilustra-se a representagio da multiplicagio de um vector de R? por
um real.

kug | - ‘ (kuq, kus)

U =" 27 U, u’ﬁ)

Figura 1.8: Multiplicagiio de vectores de R? pelo escalar k& > 0.

Vectores de R?

Pontos do espago podem ser representados por ternos ordenados de nimeros reais,
desde que esteja fixado um referencial. Um referencial no espaco ¢ obtido fixando
um ponto do espaco que se toma como origem, e trés rectas (eixos coordenados)
distintas que se intersectam na origem. Em cada eixo coordenado escolhe-se ainda
um sentido e uma unidade de comprimento.

Um terno ordenado (uq,us,u3) de nimeros reais representa um ponto do
espaco cujas coordenadas no referencial em causa valem, respectivamente, ©; uni-
dades do primeiro eixo, uy unidades do segundo eixo e uz unidades do terceiro.
Um ponto P do espago de coordenadas (uy, ug, u3) pode ser identificado com o
vector de posi¢do p = (uq, ug, u3), representado pelo segmento orientado cujo
ponto inicial é a origem e cujo ponto final é o ponto P (ver Figura 1.9).
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Figura 1.9: Representac¢@o de um vector de R? no referencial de eixos z, y, 2.

O conjunto de todos os vectores coluna de trés componentes reais designa-se
por R3, isto é,

R} =< |2a| : 21 €R, 20 € Reas €R

= {(z1, 22, 3) : @1, 22,23 € R}.

De forma inteiramente anidloga ao caso de vectores de R2, ndo é dificil verificar
que as defini¢des de igualdade de vectores, adi¢cdo de vectores e multiplicacdo de
um vector por um nimero real, se traduzem da forma que se segue. Para quaisquer
vectores U = (uy, us, u3) € v = (vy,v9,v3) de R? tem-se:

e u=vseesdseu =uv,Uy = Uy € U3 = V3.
o U+ V= (u+v,us+ v, uz + v3).
o ku= (k:ul,ku%/{:u?,) parak: € R.

Por vezes é necessério determinar as coordenadas de um vector P(j conhecendo-
se as coordenadas dos pontos P e de (. Por exemplo, sabendo que as coordenadas
dos pontos P e () sdo respectivamente (py, pa, p3) € (q1, G2, q3), pretende-se as

coordenadas do vector P() representado na Figura 1.10. Designando por O a
origem do referencial, tem-se

OP + PG = 0G.
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Os vectores ﬁ’ e @ sdo os vectores de posi¢do p e q, respectivamente, dos
pontos P e (). Logo,

PG =0G-0P=q-p

= (q1,92,q3) — (p1,D2:D3) = (1 — P1, G2 — P2,q3 — D3).

As coordenadas do vector pretendido sdo portanto as coordenadas do vector q — p.

Figura 1.10: P@ =q-—p.

Vectores de R"

Por analogia com os casos n = 2 e n = 3, definimos R" (n inteiro positivo) como
o conjunto dos vectores coluna de n componentes reais. Nomeadamente

T
R" = | i eR parai=1,...,n

T,
={(x1,29,...,2,) : ¥ ERparai =1,...,n}.
vector de om to omponentes iguais a zero ma-se o vector nulo
O vector de R™ com todas as ¢ nentes iguais a zero chama-s 1 l

(ou vector zero), que designamos por 0. A adi¢do de vectores de R™ e a multiplicac@o
destes vectores por nimeros reais definem-se de modo analogo a defini¢éo apre-
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sentada para n = 2 e n = 3. Nomeadamente, para

o Y1
x Y
X = ,2 e R" y = ,2 e R",
Ly Yn
definimos
T+ kxq
Ty + Yy kx
X+y= 2. ? e kx= _2 para k € R. (1.5)
Tn + Un kx,

Com base nas propriedades da adi¢do e multiplicacio de nimeros reais, é facil
verificar as propriedades que a seguir enunciamos.

Propriedades algébricas de R™

Para quaisquer vectores u, v, w de R" e nameros reais k e [, tem-se:

i) u+v=v+u V) k(u+v)=ku+kv
(i) (u+v)+w=u+(v+w) (vi) (k+0u=ku+lu
(i) u+0=0+u (vii) k(lu) = (kl)u
(iv) u+(—u)=—-u+u=0 (viii) lu=u

onde —u designa (—1)u

1.3.2 Combinacao linear de vectores

Os conceitos de combinacio linear de vectores e de conjunto gerado por um con-
junto de vectores desempenham um papel fundamental em toda a 4lgebra linear.
Em particular, o produto de uma matriz A por um vector (coluna) x sera definido
como uma combinagio linear dos vectores coluna de A. Nesta secc¢do introduzi-
mos estas nogdes para vectores de R"™, enfatizando os seus aspectos geométricos
no caso de vectores do plano ou do espaco.
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Definicao 1.10. Diz-se que o vector y € R"™ é uma combinagdo linear dos vec-
tores uy, uy, . . ., u, de R", se existem p nimeros reais ¢y, ¢z, . . . , ¢, tais que

Y =cu; + cug + - - - + cpuy,.

Aos escalares ¢y, cg, . . . , ¢, chamamos coeficientes da combinagdo linear.
Designamos o conjunto de todas as combinagdes lineares de u;, uy, ..., u,
por
Span{uy,uy,... u,} = {aquy + coua + -+ cu, 0 ..., ¢, € R

A este subconjunto de R” chamamos conjunto gerado’por, ou expansdo linear
de,{u;,uy,...,u,}.

Note-se que o conjunto de todas as combinagdes lineares de um vector v, é
o conjunto de todos os vectores da forma av, onde o € um escalar real. Dois
vectores u € Vv tais que u = av, com « um escalar real, recebem a designacio de
vectores colineares.

Exemplifiquemos agora, com vectores de R? e R?, as no¢des que acabamos de
definir.

Exemplo 1.12. Na Figura 1.11 ilustram-se algumas combinag¢des lineares dos
2 -1

2 1

Os conjuntos Span{u; } e Span{u,} sdo, respectivamente, os conjuntos

vectores u; = €Uy =

Span{u; } = {au; : « € R}, Span{uy} = {auy: a € R}.

Geometricamente, estes conjuntos sdo rectas que passam pela origem e t€m, res-
pectivamente, a direc¢do de u; e de us.

O conjunto gerado por dois vectores € o conjunto das somas de todos os
multiplos de um vector com todos os miultiplos de outro vector. Para os vectores
u; e uy o conjunto Span{uy, us} é o plano. Assim, de acordo com a Figura 1.11,
tem-se:

Span{u;,up} = R?*  Span{u,} =1, Span{us} = Iy
w € Span{uy,us}, w ¢ Span{u,}, w ¢ Span{us}.
¢

S A designacio “Span” para conjunto gerado é a designagiio habitualmente utilizada em lingua
inglesa.
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/\!\/ 2u; +uy

\2u 1

Juy — 2ug s

g X —2uy

Figura 1.11: Combinagio linear de vectores de R?. O vector w é w = %ul + uy.

Exemplo 1.13. Consideremos os vectores

1 —2 —4
u; = 3 s Uy = 4 e W= 18
—2 1 -1

Pretendemos saber se w € ou ndo combinacao linear de u; e us. Ou seja, se
existem ndmeros reais ¢ € ¢, tais que

—4 1 -2
W=cu +tceu <= |18| =¢ | 3| +ec| 4
-1 -2 1
Isto é,
—4 c —2¢9 c1 — 2¢9
18| = 361 + 402 = 301 + 402
—1 —2¢; Cy —2c1 + ¢

Como dois vectores sdo iguais se as componentes correspondentes s@o iguais, a
igualdade acima é equivalente ao sistema

C1 — 202 = —4
361 + 462 = 18
—201 + o= —1.
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Usando o método de eliminacao de Gauss para resolver este sistema, temos

1o—2]-4] 1 —2]—4
3 4 |18 i 0 10130
-2 1 |-1 -2 1 |-1
oo 124 ., 1 2|4
210 10| 30 T 1o 10| 30
0 —3|-9 0 010
Como o sistema
C1 — 262:—4
1002:30

tem solucdo ¢c; = 2 e c; = 3, podemos dizer que w € combinacio linear de u; e
u,. De facto,

—4 1 -2
18| =23 | +3]| 4| < w=2u; + 3u,.
-1 -2 1

Ou seja, 0 vector w pertence ao conjunto gerado por u; e uy, isto é, w € Span{uy, us}.

Note-se que o conjunto gerado por um tnico vector ndo nulo de R? é uma
recta que passa pela origem e tem a direc¢do do vector, enquanto que o conjunto
gerado pelos vectores u; € us € um plano que contém a origem. As rectas que
passam pela origem e t€m as direc¢des de u; e de u, pertencem a este plano, bem
como o vector w (ver Figura 1.12).

¢
Exemplo 1.14. Consideremos os vectores
u; — (1, 1), Uy — (—2, —2) € u3 = (1, 2)

Os vectores u; € Uy s@o colineares (u; € proporcional a uy). Por conseguinte,
o conjunto gerado por u; € U, € a recta que passa pela origem e tem a direc¢éo
destes vectores.

Os vectores u; e ug nao sido colineares (nem os vectores us e u3), logo o
conjunto gerado por estes vectores é R?. Isto é,

Span{u;,us} = R? bem como Span{u,,us} = R%
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Figura 1.12: Os vectores u; € us geram um plano e o vector w pertence a esse
plano.

O conjunto gerado pelos trés vectores u;, uy e us é igualmente todo o R%. Ou

seja,

Span{uy, uy, uz} = R%
¢

Dos exemplos e defini¢des apresentadas anteriormente podemos tirar as con-
clusdes que se seguem. Para vectores ndo nulos, temos:

Um vector de R? (ou de R?®) gera uma recta que passa pela origem e tem a
direc¢do do vector.

Dois vectores colineares de R? (ou de R?) geram uma recta que passa pela
origem e tem a direccdo dos vectores.

Dois vectores néo colineares de R? geram o plano R?. Se forem vectores
de R? geram um plano que passa pela origem e que contém as rectas que
passam pela origem e cujas direc¢des sdo as dos vectores dados.

Trés ou mais vectores de R?, em que pelo menos dois deles nio sdo coline-
ares geram R?.

Trés ou mais vectores de R3, em que pelo menos trés deles niio sio coline-
ares dois a dois, geram R3.
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Exercicio 1.1. Mostrar que para quaisquer vectores u e v de R" se verifica

Span{u, v} = Span{u,au + fv},paratodosos v € Re f € R\ {0}.

1.3.3 A equacao matricial Ax =b

Nesta sec¢do mostra-se que um sistema de p equacdes lineares a n incognitas reais
pode escrever-se na forma matricial como Ax = b, onde A é uma matriz p xn, x é
um vector de R™ e b é um vector de R”. Para tal necessitamos de definir o produto
Ax. Iremos definir este produto como uma combinag@o linear das colunas de A.

Definicao 1.11. Seja A a matriz A = [a;;] ; e x um vector de n com-

=lhooop®
j=1...,n

ponentes.
O produto de A por x € a combinagio linear dos vectores coluna de A que
tem para coeficientes as componentes de x. Ou seja,

ai; a2 - Aaip €1
A1 QA2 -+ QAgp H)
Ax =

CLpl apZ T apn Tn,
a11 @12 Q1n
21 29 Q2n,

=Ti | | tx2| |+t

apl ap2 apn

(.

vV
combinag@o linear das colunas de A

Nota5. 1. O produto Ax so estd definido se o niimero de colunas de A for
igual ao niimero de componentes de X (isto é, o niimero de colunas de A é
igual ao niimero de linhas da matriz coluna x).

2. De acordo com a defini¢do acima, se A é do tipo p X n e x é do tipon X 1,
entdo Ax é um vector do tipop x 1.
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Da definicao anterior, e usando as defini¢des de produto de um escalar por um
vector e de adicd@o de vectores, temos

a11 12 Q1n
21 22 Q2p
Ax =2 | | 42| |+ H2,
Ap1 Qp2 Gpn,
01171 + Q12%2 + -+ -+ A1pTn (1.6)

= | apnT1 + appx2 + - - + Ay

Lap1T1 + ApoXo + -+ - + GppTyp

Nota 6. A entrada da linha i do vector Ax é igual a soma dos produtos das
entradas da linha i de A pelas componentes correspondentes de X.

Exemplo 1.15. (a)
1

ERERIA R R AR R

S——— 4

2x4
4x1

I Ix1—-2x3+3x4+4x2] |15

T 1x2—-2x44+3x5+4x1|  |[13]°

~—

2x1
1 3 1 3 -5
5 1 1 5 1 3
B 2 [—2]_1 of 2 |2| = |-4
T4 7 4 -1
N—— SN——
4X2 4x1

Exemplo 1.16. Considere-se o sistema de equagdes lineares

1+ 39 +4x3+ 224 =5
2$1+4£E2+5l’3+ [E4:3.
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Este sistema pode ser escrito como uma igualdade entre dois vectores coluna de
R?, nomeadamente

{E1+3£L'2+4{E3+2$4 o 5) —b
211 4+ 4x9 + b3 + 14 3

Porém, o lado esquerdo da equagdo anterior pode ser escrito como uma combinagdo
linear de vectores de R?, isto é

{1’1 + 3x9 + 43 + 2@‘4} — [1] 4o _3] + 25 [4} + 2y {2]
o 4 5

2(E1 + 41‘2 + 5[133 + x4 2 1
o
(13 4 2] ||
_[2 45 1 |ay| =K
Ty

Conclui-se que o sistema pode ser escrito na forma matricial Ax = b,onde A é a
matriz dos coeficientes do sistema e b € o vector coluna dos termos independentes.

¢

A igualdade (1.6) permite escrever qualquer sistema de equagdes lineares na
forma Ax = b, onde A ¢é a matriz dos coeficientes do sistema, x é o vector cujas
componentes sdo as varidveis do sistema, e b é o vector coluna cujas componentes
sdo o segundo membro das equacdes do sistema. Por conseguinte, dizer que um
sistema de equacdes lineares é possivel € dizer que existe um vector x que satisfaz
aigualdade Ax = b. Ou seja, o sistema Ax = b é possivel se e sO se o vector b
€ uma combinagio linear das colunas de A. Na proposi¢io seguinte enunciamos
este resultado para referéncia futura.

Proposicao 1.3. Um sistema de equagoes lineares Ax = b € possivel se e so se
b é uma combinag@o linear das colunas de A.

Quando no sistema Ax = b o vector b é o vector nulo, dizemos que o sistema
€ um sistema homogéneo. Um sistema homogéneo é sempre possivel ja que,
admite pelo menos a solucéo nula.

Exemplo 1.17. Facamos a discussao do sistema homogéneo A,x = 0 em termos
do parametro real o, onde

1 1 -1
A, =4 o> —4
2 2 «

36



Capitulo 1. Sistemas de Equagdes Lineares e Matrizes

Apliquemos o método de eliminag¢do de Gauss a matriz dos coeficientes do sis-
tema.

b 1 -1, 1 -1
4 o —4 =10 a2—4 0 5010 a2=4 0
2 2 « 2 2 a 0 0 a+2

A caracteristica de A, é

sea = —2
car(A,) = sea =2

sea € R\ {-2,2}.

W N =

De acordo com a Proposi¢@o 1.2 (pag. 18), concluimos que para o € R\ {—2,2}
o sistema sé possui a solugcdo nula (ndo existem incognitas livres), enquanto que
para o = 2 o sistema tem grau de indeterminacdo 1, e para & = —2 tem grau de
indeterminacdo 2.

O sistema A,x = 0 é equivalente ao sistema

z +y —z =0
(a? —4)y =0 (1.7)
(a+2)z =0.
Quando o = 2 o sistema reduz-se a primeira e terceira equagdes. Resolvendo
esse sistema obtém-se z = 0 e x = —y. Consequentemente, para o = 2 a solugéo
geral é

{(z,y,2) eR*:x=-yez=0} ={(—y,y,0): y eR}
={y(-1,1,0): y € R} = Span{(—1,1,0)}.

Para @ = —2 o sistema (1.7) reduz-se a primeira equacdo, donde z = —y + z.
Neste caso a soluc¢do geral é

{(z,y,2) eR*:x=—y+z} ={(-y+2y2):y,2€R}
={y(-1,1,0) + 2(1,0,1) : y,z € R}
= Span {(—1,1,0), (1,0,1)}.
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1.3.4 Operacoes com matrizes

Ja definimos as operac¢des de adi¢do de vectores coluna, multiplicacdo de um esca-

lar por um vector e multiplicacdo de uma matriz por um vector coluna. Baseados

nestas operacdes, definimos agora operacdes sobre matrizes com vdérias colunas

encarando para tal uma matriz como um conjunto ordenado de vectores coluna.

Posteriormente, estudamos as propriedades das operacdes que definimos a seguir.
Sejam A e B duas matrizes do mesmo tipo, por exemplo p X n,

A = aj] i=1,....p e B = by i=1,...,p -

j=1...,n j=1...,n

e Ae B sdo iguais se as entradas respectivas sdo iguais, isto é, a;; = b;; para
todoi=1,...,pej=1,...,n.

e Asoma A+ B é amatriz p X n cujas entradas séo as somas das entradas de
A com as respectivas entradas de B. Tal significa que a entrada na linha 7 e
nacoluna jde A+ B éa;; + b;j,paratodoi =1,...,pej=1,...,n.

e A multiplicagio de uma matriz A, por um escalar « € a matriz cujas entradas
sdo as entradas de A multiplicadas por a.

Resumindo:

Sejam A = [a;;] ¢ B = [b;;] matrizes do tipo p X n e a um escalar. Entéo,

A+B:[aij+bz’j] i=1,...,p (1.3)

)

j=1...,n

aA = [aaij] i=1,. (1-9)

)
ji=1...,n "~

Nota 7. A adicdo de matrizes s6 estd definida quando as matrizes sdo do mesmo
tipo.

Seguidamente definimos multiplicacio de matrizes. Se considerarmos uma
matriz B como um conjunto ordenado de vectores coluna, € natural definir o pro-
duto AB como o conjunto das colunas que sdo o produto de A pelas colunas de
B, respeitando a ordem de B.
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Definicao 1.12. Seja A uma matriz p X n ¢ B uma matriz n X k com colunas
by, b, ..., by.
O produto AB € a matriz p X k cujas colunas sdo Aby, Ab,, ..., Aby. Isto

AB=A|b;y by ... byl =|Ab; Ab, ... Aby

Note-se que o produto AB s6 esta definido se o nimero de colunas de A é
igual ao nimero de linhas de B. Além disso, a matriz AB é uma matriz com o
mesmo namero de linhas de A e 0 mesmo nimero de colunas de B.

A B = AB.
pxn nxk pxk

N S |

€,

No caso particular da matriz B ser n X 1 (ou seja, um vector coluna) a definicdo
do produto AB coincide com a defini¢do anteriormente apresentada (como nao
podia deixar de ser).

Por razdes praticas convém deduzir como se calcula uma entrada especifica
do produto de duas matrizes. Para tal comecemos com dois exemplos.

Exemplo 1.18. Calculemos

5
2 3 4
A“‘L 3 —2} g

Por defini¢cao de produto de uma matriz por um vector, o produto Au é a matriz
2 x 1 dada por

5
B R 3 41 [2x5+3x6+4x7| [56
Au=A (;‘ —5[1]+6M+7{_Q]—[1><5+3><6—2><7]_{9}'

¢

O exemplo anterior ilustra como podemos obter as entradas de uma certa co-
luna do produto de duas matrizes. Nomeadamente, se C' = AB, a entrada ¢;; de C
obtém-se multiplicando as entradas da linha i de A pelas entradas correspondentes
da coluna j de B e somando os produtos obtidos.
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1.3. Algebra de matrizes

Exemplo 1.19. Considerem-se as matrizes

1 2 31
a3 sz
5 2 31

Como A é uma matriz 2 x 3e B é 3 x 4, 0 produto AB esta definido e AB é uma
matriz do tipo 2 X 4. Para determinar a entrada na linha 2 e na coluna 3 da matriz
AB escolhemos a linha 2 de A e a coluna 3 de B, multiplicamos as entradas da
referida linha pelas entradas respectivas da coluna selecionada, e somamos. Ou
seja,

1 [ R I I N
1

O O [26] O
T

[0x34+4x2+6x3=26]

Por exemplo, a entrada na linha 1 e na coluna 4 de AB é
[2x14+3x3+1x1=12]
3

1 23 1 O O O |12
B B
A:{O L 6} -10 2 3| =
5 23 11 O 0O O O

Calculando as restantes entradas de AB, obtemos

4 6 15 12
ABL6 1226 B}'
¢
ParaA:[aij]i:1 ..... P ’B [bij]zzl ..... n eAB:C—[CZJ]z*I ,,,,, p
j=1, n j=1,..,k =1,..., k
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isto é
a1 Qi - Q1n bll . bl' blk
J
by - b2j coo by
AB = |laip @i - Gy )
bnl bnj bnk
L apl apZ apn .
C11 C1j Cik
= | Ci1 Cij Cik |
_Cpl “ .. Cp] PEEEY Cpk—

n .
tem-se ¢;; = a;1b1j + aioba; + -+ - + ainbnj = > __; @irbyj. Resumindo:

Se A = [a;;] € do tipo p x ne B = [b;;| do tipo n X k, a entrada na linha i e
na coluna j da matriz AB = C' = [¢;;] é dada por

Cij| = ailblj - aigsz e p ainbnj = Z ai?”brj' (1.10)
=il

Propriedades das operacoes com matrizes

A adicdo de matrizes reais (resp. complexas) goza das propriedades comutativa
e associativa como facilmente se deduz usando as propriedades comutativa e as-
sociativa dos ndmeros reais (resp. complexos) e a definicdo (1.8) de adi¢do de
matrizes. Contudo, a multiplicacio de matrizes nao goza em geral da propriedade
comutativa, ou seja, pode ter-se AB # BA mesmo no caso em que ambos 0s
produtos AB e BA estdo definidos. Por exemplo, para

12 2 4
Sl O E
tem-se
0 14 14 8
AB = {5 17} BA= [14 3]'

Logo, AB # BA. Quando AB = BA dizemos que A e B comutam.
Passamos a enunciar algumas propriedades das operagdes com matrizes.
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Teorema 1.1. Sejam A, B e C' matrizes para as quais as operagoes abaixo in-
dicadas estdo definidas, e «, 5 escalares. Sdo vélidas as seguintes propriedades:

(@A+B=B+A Comutatividade da adic¢ao
b®)A+(B+C)=(A+B)+C Associatividade da adicao

(c) A(BC) = (AB)C Associatividade da multiplicacio
(d) A(B+C)=AB+ AC Distributividade a esquerda

() (B+C)A=BA+CA Distributividade a direita

() a(A+ B) =aA+aB
(@ (a+B)A=aA+ A
(h) a(AB) = («¢A)B = A(aB)

As alineas (a), (b), (), (g) e (h) sdo imediatas usando propriedades das operacdes
com ndmeros reais ou complexos. A seguir apresentamos apenas a demonstracao
da alinea (d), demonstragdo esta que, no entanto, & bem ilustrativa dos procedi-
mentos a seguir para as outras alineas.

Demonstragdo. (d): Para que A(B + C) sejaigual a AB + AC', as matrizes B e
C' deverdo ter o mesmo tamanho e o niimero de colunas de A devera ser igual ao
nimero de linhas de B e de C'. Suponha-se que A = [a;;| tem n colunas e que as
matrizes B = [b;;] e C' = [¢;;] tém n linhas. De modo a facilitar a compreensao
da demonstragio, usaremos simultaneamente a notagéo d;; e [D];; para designar a
entrada 5 da matriz D.

Pretendemos mostrar que as entradas homdlogas de A(B+C') ede AB + AC
sdo iguais, ou seja, que ¢ satisfeita a igualdade

[A(B + C)];; = [AB];; + [AC]y;,
para quaisquer valores de 7 e de j. Usando (1.8) e (1.10) obtemos

[A(B + C)]ij = ain(byj + 1) + aiz(ba; + c25) + -+ - + Qin(bnj + Cny)
= (ailblj + ai2b2]’ + -+ ambnj) + (a“clj + A;2Co; + -+ CLanj)
= [AB];; + [AC];;.
Ol

Nota 8. Para quaisquer niimeros reais a e b é vdlida a propriedade ab = 0 se e
s6 se a = 0 ou b = 0. Este resultado nao é em geral vdlido para o produto de
matrizes, como se verifica no exemplo que apresentamos a seguir.
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Capitulo 1. Sistemas de Equagdes Lineares e Matrizes

Exemplo 1.20. Considere-se A = [(1) (2)] e B = {_12 _21] O produto AB ¢é

igual & matriz nula

0 0
!

porém, nem A nem B s@o matrizes nulas. ¢

As propriedades algébricas das matrizes sdo essenciais na demonstracéo de um
grande nimero de resultados. Por exemplo, as propriedades das operacdes com
matrizes habilitam-nos agora a apresentar a demonstracdo de duas proposicdes
anteriormente referidas. Sem estas propriedades a prova destas proposi¢des seria
com certeza muito mais extensa.

A proposi¢do seguinte diz-nos que um sistema possivel ou tem solucé@o tUnica
ou uma infinidade de solucdes.

Proposicao 1.4. Se um sistema de equacdes lineares admite mais do que uma
solugdo, entdo possui uma infinidade de solucdes.

Demonstragdo. Sejam u e v solugdes distintas do sistema Ax = b. O vector
y = u — v € uma solug¢do ndo nula do sistema homogéneo Ax = 0, ja que

Ay=Au—v)=Au—Av=b—-b=0.

Para qualquer escalar a, o vector w = u + ayy € solugdo do sistema Ax = b ja
que

Aw = A(u+ ay) = Au+ aAy =b+ a0 = b.

Logo, se u e v sdo solugdes distintas do sistema Ax = b, entdo qualquer vector
daformaw =u -+ ay,coma € Rey = u — v, € solugdo do sistema. Ou seja,
ha uma infinidade de solu¢des w = u + «y (uma para cada « fixado em R). [

Relembremos que na génese da noc¢do de caracteristica de uma matriz, apre-
sentada na Sec¢do 1.2 (pag. 12), encontra-se a unicidade da forma reduzida em
escada por linhas de uma matriz. O teorema que enunciamos a seguir estabelece
este resultado.

Teorema 1.2. A forma reduzida em escada por linhas de uma matriz € Unica.
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1.3. Algebra de matrizes

Demonstragéo. ® Seja A uma matriz do tipo p x n. Usemos indugiio’sobre n.

Para n = 1, a matriz A tem uma Unica coluna e portanto a correspondente
forma reduzida em escada por linhas é obviamente tinica. Considere-se como
hipétese de indug@o que para qualquer matriz do tipo p x (n — 1) a respectiva
forma reduzida em escada ¢ Unica.

Seja A’ a matriz que se obtém de A suprimindo a Gltima coluna. Note-se
que qualquer sequéncia de operagdes elementares sobre A que reduza A a uma
matriz em escada na forma reduzida também reduz A’ a uma matriz em escada por
linhas na forma reduzida. Assim, pela hipdtese de inducio, se B e C' sdo formas
reduzidas em escada por linhas da matriz A, estas matrizes diferem quando muito
na coluna ntimero n.

Suponha-se que B e C' sdo matrizes em escada na forma reduzida, obtidas de
A, e que (por absurdo) B # C'. Pretendemos chegar a uma contradi¢do. Sendo
B # C, existe um inteiro & tal que a linha k de B é distinta da linha k de C'. Seja
u uma qualquer solugdo do sistema Bx = 0. Como B e (' sdo matrizes obtidas
de A por meio de operagdes elementares sobre as suas linhas, os sistemas Bx = 0
e Cx = 0 t€m as mesmas solug¢des. Dado que Bu = 0 = (C'u, da propriedade
distributiva segue (B — C')u = 0. Como B e C tém as primeiras (n — 1) colunas
iguais (por hipétese de indug@o) a matriz (B —C') tem as primeiras (n—1) colunas
nulas, e portanto a componente k do vector (B — C)u é (by, — cpn)u, = 0. Esta
equacao possui como tnica solugdo wu,, = 0 ja que, por hipétese, by, # c,. Logo,
qualquer solugdo u dos sistemas Bx = 0 e Cx = 0 tem a n®™ componente
nula. Assim sendo, a coluna nimero n de B e de C' tem um pivd (igual a 1), caso
contrario x,, seria uma variavel livre dos sistemas Bx = 0 e Cx = 0. Como as
primeiras (n — 1) colunas de B e de C' s@o iguais, o pivo da colunan de B e de C'
aparece na mesma linha (a tltima). Logo, por defini¢cdo de matriz em escada por
linhas na forma reduzida, tem-se B = C, o que é uma contradic@o. U

Matriz Identidade

A matriz identidade de ordem n é uma matriz quadrada n X n cujas entradas
da diagonal principal sdo todas iguais a 1 e as restantes entradas sdo nulas. Por

%Esta demonstraciio é apresentada por T. Yuster em [13].

70 método de inducio matemitica é um método de demonstracio usado frequentemente
quando se pretende provar que uma certa proposicdo é verdadeira para todos os nimeros natu-
rais n. Uma versdo deste método é a seguinte: (i) mostrar que a proposicdo € valida para o
primeiro valor de n; (ii) supor que a proposicdo é valida para n = r (esta hipdtese € conhecida
como hipétese de indug@o); (iii) deduzir de (ii) que a proposicdo é vélida paran = r + 1.
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exemplo,

1 00
[2:[(1) ﬂ Is=10 1 0 I, =
0 01

=N elNelNS
O O = O
SO = O O
— o O O

sdo respectivamente a matriz identidade de ordem 2, 3, e 4.

Definicao 1.13. A matriz identidade de ordem n é uma matriz quadrada n X n
cujas entradas na diagonal principal sdo todas iguais a 1 e as outras entradas
iguais a zero.

A matriz identidade de ordem 7 serd designada I,,, ou simplesmente por [
quando no contexto for claro qual a ordem da matriz. Isto é,

0 sei#j

In = [0ijlij=1,.n com &y = {1 sei=j

As entradas da matriz identidade sdo tradicionalmente denotadas pelo simbolo d;;.
Este simbolo é conhecido por delta de Kronecker® e tem o significado especificado
na definicdo anterior.

A partir da defini¢do de multiplicacdo de matrizes, é facil mostrar (basta usar
(1.10)) que o produto de uma matriz A por uma matriz identidade é sempre igual
a A. Tlustremos este facto com o exemplo seguinte.

ail G2 Qi3 Ay
Exemplo 1.21. Seja A = a2 a9 a3 agy
a3l a3z a3z (34
Apenas podemos multiplicar A a esquerda pela matriz identidade de ordem 3,
e a direita pela de ordem 4.

1 00 a1 Q12 aA13 A4 a1 Az a13 G4
I3A=10 1 0 a1 Qg Qg3 G| = |G21 G2 Q3 agq| = A
001 a3z1 az2 A33 (34 az1 dz2 a3z (34
€
10 00
apnl ai2 a1z G4 010 0 ail Ai2 a1z Q14
Aly = |ag1 az a3 axn 0010 = |ag axp axy axu| =A.
asi Gz2 a3z (A34 000 1 azi Gz2 (33 (34

8Leopold Kronecker (1823-1891), matemético alemao.
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1.3. Algebra de matrizes

¢

A matriz identidade é um exemplo de uma matriz diagonal. Isto €, uma matriz
quadrada com todas as entradas iguais a zero excepto possivelmente as entradas
da diagonal principal. Por exemplo, a matriz

A=

S O N
o O O
_— o O

¢ uma matriz diagonal.

Transposta de uma matriz

A transposta de uma matriz A do tipo p X n, é a matriz n X p cujas linhas séo as
colunas de A, pela mesma ordem em que aparecem em A. Designamos por AT a
matriz transposta de A. Por exemplo, para

_ 5 T _
A—{Q 3 5 6] tem-se A' =

[ RSN N
S Ot W DN

Como as linhas de A” sdo as colunas de A, pela mesma ordem, tem-se:

~ /
se A= [ay] ;-4 n s €Ntdo a;; = aj;.

77777

Enunciamos a seguir algumas propriedades da transposta de uma matriz.

Propriedades da matriz transposta
Sejam A e B matrizes para as quais as operagcdes abaixo indicadas estdo
definidas. Verificam-se as igualdades:

@ (AT =4;
(b) (A+ B)T = AT + BT;

(©) (AB)T = BT AT.
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Demonstracdo. Deixamos como exercicio a prova de (a) e (b) e mostramos so-
mente (c). Para tal, considere-se

A= [aij} i=1,...

.. n
ji=1,...n j=1,...k

A matriz AB é do tipo p x k e portanto (AB)? é do tipo k x p. Da mesma forma,
BT AT ¢ do tipo k x p. Designemos por [(AB)”] ;; @ entrada ij de (AB)T e por
[BTAT];; a entrada ij de BT AT. Assim, como as linhas da transposta de uma
matriz sdo as colunas da matriz, tem-se

[(AB)T] j = [14.8]]z = ajlbli + (L]‘ngi + -+ ajnbnia (111)

onde na dltima igualdade usdmos a igualdade (1.10), da defini¢do de produto de
matrizes.

Para calcular [B" A"];; designemos por bj; a entrada ij de B” e por aj; a de
AT E claro que

/ o
bij = bj’i € aij = Qj;.

Usando de novo (1.10) temos
[BTAT], = blyay; + bipas; + -+ bial; = buiaj + baiaje + - + it

Comparando a tltima igualdade com (1.11) fica mostrado o resultado enunciado
na alinea (c).
U

Defini¢ao 1.14. Uma matriz A diz-se simétrica se A = A" e anti-simétrica se
A=—-AT.

E de realcar que a defini¢io anterior implica que matrizes simétricas e anti-
simétricas sejam matrizes quadradas. De facto, a igualdade A = +AT s6 é
possivel se A € quadrada. Além disso, como as entradas da diagonal principal de
Ae AT sdo as mesmas, uma matriz anti-simétrica devera ter estas entradas iguais
a zero, uma vez que satisfaz a igualdade A = —AT. A designacio de matriz
simétrica esta relacionada com a simetria que este tipo de matrizes possui relati-
vamente a diagonal principal, conforme se verifica nos exemplos apresentados a
seguir.
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Exemplo 1.22. No sentido de clarificar a no¢ao de matriz simétrica e anti-simétrica
apresentamos alguns exemplos.

2 5 3
Amatriz |5 1 0 é simétrica.
3 0 2
[0 5 —3]
Amatriz {—5 O 1 ¢é anti-simétrica.
|3 -1 0]
1 5 -=3]
Amatriz |[-5 0 1 nao € anti-simétrica (nem simétrica).
3 -1 0

¢

Exemplo 1.23. Dada uma matriz A do tipo p x n, as matrizes AT A e AAT sdo
simétricas, respectivamente, do tipo n xn e px p. De facto, usando as propriedades
da matriz transposta atrds enunciadas, resultam as seguintes igualdades:

(ATA)T L ATATYT L ATA e (AAT)T L (AT)TAT E AT

Exercicio 1.2. Seja A uma matriz quadrada.

a) Mostrar que (A + AT) é simétrica e (A — AT) ¢ anti-simétrica.
b) Usar a alinea anterior para escrever A como a soma de uma matriz simétrica
com uma anti-simétrica.

1.4 Inversa de uma matriz

Nesta sec¢do apresentamos a defini¢do de matriz inversa de uma matriz (quadrada)
e estudamos as suas propriedades, nomeadamente a relac@o entre a existéncia de
inversa e a caracteristica da matriz. O cdlculo da inversa de uma matriz é efectu-
ado recorrendo ao método de eliminacdo de Gauss-Jordan, método este que pode
ser descrito em termos de multiplicacdo sucessiva por certas matrizes ditas ele-
mentares. Mostra-se ainda que a matriz dos coeficientes de um sistema, com igual
nimero de equacdes e de incognitas, € invertivel se e s se 0 sistema tem uma
Unica solug@o.
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Definicao 1.15. Uma matriz quadrada A do tipo n X n, diz-se invertivel, ou ndo
singular, se existe uma matriz B do tipo n X n, tal que

AB = I, = BA. (1.12)

Se B é uma matriz que satisfaz a igualdade anterior dizemos que B € uma inversa
de A.
Uma matriz que ndo seja invertivel diz-se uma matriz singular.

Exemplo 1.24. A matriz

—
()

1
A= 10 0
1 3

N O W

ndo ¢ invertivel. Para verificar este facto considere-se uma matriz B do tipo 3 x 3
de entradas b;; e efectue-se o produto AB. Como a segunda linha de AB € nula,
este produto nunca pode ser igual a matriz identidade de terceira ordem.

¢

Nota 9. O exemplo anterior ilustra o facto mais geral: qualquer matriz quadrada
que possua uma linha nula é uma matriz singular. Este resultado pode ser provado
usando o mesmo procedimento do exemplo anterior e a expressdo (1.10).

A unicidade da matriz inversa € estabelecida no proximo teorema.

|Te0rema 1.3. A inversa de uma matriz, quando existe, € Unica. |

Demonstragcdo. Suponha-se que B e C' sdo inversas de A. Isto é,
AB=BA=1 e AC=CA=1.
Uma vez que BA =1 = AC, tem-se

BAC = B(AC) = BI = B,

BAC = (BA)C =1C =C.
Logo, B = C. O
Passamos a designar a matriz inversa de uma matriz invertivel A por:

A—l
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Proposicao 1.5. Se ad — be # 0, a inversa da matriz
a b
4=l

1 d —b
ATl = .
ad — bc [—C a }

¢ dada por

Demonstragdo. Deixamos como exercicio verificar que AA™ = [, e A7'A =
Is. [

Exemplo 1.25. A matriz E ﬂ € invertivel e a sua inversa €

-1
PRI
Al 2]
¢

Verifiquemos agora que o produto de matrizes invertiveis ainda ¢ invertivel.

Proposicao 1.6. Se A e B sdo matrizes invertiveis da mesma ordem, entdo AB
¢ invertivel e a sua inversa ¢ B~1A~!. Ou seja,

(AB)"'=B7'A™. (1.13)

Demonstragcdo. Como a inversa de uma matriz € Unica, basta-nos mostrar que
B7'A~! ¢éainversade AB.

(AB)(B'A™') = A(BB™')A™'  (associatividade da multiplicagfo)
= AITA™! (ja que B~! é a inversa de B)
= AA™!
=1.

Da mesma forma,

(B'A)(AB) =B Y (A 'A)B=B"'B=1.
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Poténcias de uma matriz

Para qualquer inteiro ndo negativo k e qualquer matriz (quadrada) A, definimos
A¥ como o produto de k factores todos iguais a A

AF=AA--- A
—_—

k factores

sendo a expressdo A interpretada como a matriz identidade.
Se A é uma matriz invertivel, definimos poténcias negativas de A em termos
de poténcias positivas de A=, Isto é,
A—k _ (A—l)k _ AflAfl . _Afl
—_—

k factores

A proposi¢do seguinte sumariza alguns resultados sobre matrizes invertiveis e
poténcias destas matrizes.

Proposicao 1.7. Seja A uma matriz invertivel. Sao vélidas as proposi¢des se-
guintes.

1) A!éinvertivele (A1) = A.

_1_

2) A¥é&invertivele (A%) = (A = 4-*,
3) Para qualquer escalar ndao nulo «, a matriz oA € invertivel e
1
(@)t =—A"1
o

Demonstragdo. As provasdas alineas 1) e 2) sdo deixadas como exercicio. Facamos
a prova de 3). Como
1

1
(aA) <A—1> —a-AAT =1,
« «

1 1
e (A_1> (eA) = a— A"t A = I, segue o resultado. O
« a

Como ja referimos, o produto de matrizes ndo é em geral comutativo. Assim,
a poténcia

(A+B)?=(A+B)(A+ B) = A>+ AB+ BA+ B,

é em geral diferente de A2+2AB+ B? (excepto se as matrizes A e B comutarem).
Sugerimos a procura de um contra-exemplo.
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1.4. Inversa de uma matriz

14.1 Matrizes elementares e calculo da inversa

Nesta seccdo apresentamos um algoritmo para calcular a inversa de uma matriz.
Subjacente a este algoritmo estd o facto de ser possivel obter a matriz identi-
dade aplicando operacdes elementares a matriz invertivel dada. Cada operagéo
elementar (ver definicdo na pagina 8) aplicada a uma matriz vai traduzir-se na
multiplicacio dessa matriz por uma matriz dita elementar.

Definicao 1.16. Um matriz elementar € uma matriz quadrada n x n que € obtida
da identidade I,, por meio de uma lnica operagdo elementar.

Exemplo 1.26. Exemplos de matrizes elementares:

[0 1 0

@ |1 0 Troca da segunda linha de I3 com a primeira li-
00 1 nha.

(b) (1 3 A primeira linha de I, foi substituida pela sua
01 soma com a 2° linha multiplicada por 3.
[1 0 00
0200 - . —

(c) 00 10 A segunda linha de /, foi multiplicada por 2. ‘
00 01

Quando uma matriz A € multiplicada a esquerda por uma matriz elementar, a ma-
triz produto é a matriz que se obtém de A efectuando a mesma operagéo elementar
efectuada em / para obter a matriz elementar em causa. A proposi¢do seguinte
enuncia este facto. A sua demonstracdo ¢ deixada como exercicio.

Proposicao 1.8. Se F ¢ uma matriz elementar, entdo £/ A é a matriz que se obtém
de A efectuando a mesma operag@o elementar que permite obter £ a partir da
identidade.

[lustremos esta proposi¢do através de um exemplo.

Exemplo 1.27. Consideremos a matriz

1
A=15
10

N W W
- = Ot
[N GLREN |
S 0O N



Capitulo 1. Sistemas de Equagdes Lineares e Matrizes

€ a matriz elementar

&=

I
SN =
O = O
_ o O

obtida de I, por:

Lo+2L4
—

I E.

A matriz F resulta de /5 substituindo a segunda linha pela soma desta linha com
a primeira linha multiplicada por 2 . Calculando E'A, verificamos que

13572 135 7 2
A=15 315 8] 5" |7 9 11 19 12| = EA.
10 2 72 6 102 7 2 6

¢

Nota 10. A Proposicdo 1.8 so é vdlida para multiplicacdo a esquerda. De facto, se
uma matriz A é multiplicada a direita por uma matriz elementar E, a matriz AE
é a matriz que se obtém de A efectuando a operagdo elementar correspondente a
E sobre as colunas de A. Por exemplo, para o # 0 e

1 3 1 0 1 3 1 3«
A—L 4]’E_[O a] tem-seEA—[Qa 4a]eAE—{2 404]

Como veremos, qualquer matriz elementar £ € invertivel ja que, se F/ é ob-
tida da identidade por meio de uma operacdo elementar, entdo efectuando sobre
E' a operacido elementar “inversa” obtemos a identidade. Ou seja, existe sem-
pre uma matriz elementar (correspondente a operacdo elementar “inversa”) que
quando multiplicada (a esquerda) por £ da a identidade (e esta matriz € a inversa
de F)). No exemplo seguinte ilustramos este facto bem como o que se entende por
operacdo elementar “inversa”.

Exemplo 1.28. Calculemos a inversa das matrizes elementares I seguintes.

1 0] 32, |1 Of 322 {1 O
@10 1] o 3] o1

1o L
E{O 3} e E [0
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1.4. Inversa de uma matriz

1oo], [too] 100
® o1 ol =2 1 0l " |01 0
001 001 00 1
100 1 00
E=[210l ¢ E'=|-210
001 0 0 1
1ool, foo1] 1o 0]
©lo 1 ol 1o 1 ol 2o 10
00 1 100 00 1

00 1 [0
E=101 0| e E'=10
100 1

o = O
S O =

Para cada uma das alineas anteriores, calculando os produtos EE-'e E7'E
confirma-se que é obtida a matriz identidade. ¢

No quadro seguinte resumimos o que entendemos por operacdo elementar in-
versa.

Operagdo elementar ~ Operagdo elementar inversa
Li < Lj Li < L;
al; (a#0) LL; (a#0)
Li + oL, L — oL,

Uma matriz elementar que € obtida da matriz identidade por troca de duas
das suas linhas é um exemplo de uma matriz de permutacio®. Como se deduz
facilmente, a inversa de uma matriz elementar de permutacdo coincide com a
prépria matriz (ver Exemplo1.28-(c)).

Proposicao 1.9. Qualquer matriz elementar € invertivel e a sua inversa ¢ uma
matriz elementar.

9Uma matriz de permutago é uma matriz que se obtém da identidade efectuando um nimero
finito de trocas de linhas.
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Demonstracdo. Sendo FE uma matriz elementar, esta matriz é obtida da identidade
efectuando uma operacdo elementar. Designe-se por [; a matriz que se obtém da
identidade efectuando a operacdo inversa da que permitiu obter . Entdo, pela
Proposicao 1.8, temos

bE =1

De igual modo, como F é uma matriz elementar, também se verifica K E; = I.
Portanto, a matriz elementar E; € a inversa de F. O

Como veremos, dada uma matriz invertivel A, podemos realizar um nimero
finito de operagdes elementares sobre as linhas de A até obter a matriz identidade.
Isto significa que a matriz em escada na forma reduzida de uma matriz invertivel
¢ a matriz identidade. Para reduzir uma matriz invertivel a matriz identidade por
meio de operacdes elementares aplicamos o método conhecido por método de
eliminacdo de Gauss-Jordan. Este método consiste na aplicacdo do método de
eliminacdo de Gauss até obter uma matriz em escada com todos os pivOs iguais
a 1, prosseguindo-se com a eliminacdo das entradas acima da diagonal princi-
pal usando os mesmos procedimentos do algoritmo de eliminacdo de Gauss, mas
comegando este algoritmo com a tltima coluna da matriz. Ilustramos no préximo
exemplo os diversos passos do método de eliminacdo de Gauss- Jordan.

Exemplo 1.29. Vejamos como obter a matriz identidade por meio de operacdes
elementares para a seguinte matriz invertivel A.

1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2

A=|2 o 1|2 o 2 -3| %o =

—1 1 2| "o o 4|0 0 1

Lo+3/2Ls L -1 21 o R PR LU
BER 0 1 o] = 1ol ™ o1 ol =1

0 0 1 0 0 1 00 1

As operacgdes realizadas na primeira linha da expressao anterior correspondem ao
método de eliminacdo de Gauss, e as operacdes na segunda linha eliminam as
entradas acima da diagonal principal comecando com a Gltima coluna da matriz
em escada por linhas ja obtida.

Realizdmos 7 operagdes elementares. A cada operacédo elementar corresponde
uma matriz elementar. Designemos por F; a matriz elementar correspondente
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1.4. Inversa de uma matriz

a operac@o elementar ntimero 7', Para as operagdes elementares efectuadas, as
matrizes F; sdo:

1 00 1 00 100
Ei=1-210 E,=10 10 Es=10 1 0
0 0 1] 10 1 00 %
1 0 0] 1 0 0] 1 0 —2]
Ey=10 5 0 E;=1(01 2 Es=10 1 0
0 0 1 0 0 1] 00 1]
110
E,=10 1 0.
0 01
Da Proposi¢éo 1.8, concluimos
E,EgEsEyEsEy 1A= 1. (1.14)

Como qualquer matriz elementar € invertivel (Proposicdo 1.9), e o produto de ma-
trizes invertiveis é invertivel (Proposi¢do 1.6), a matriz (E; EgEs EyE3 EoEy) é in-
vertivel. Logo, multiplicando a igualdade (1.14) a esquerda por (E; B Es EyEs Ey By )™t
obtemos

A = (B EgEsEyE3EsFy) '] = (E;EgEsEyEsEsFy) ™ (1.15)

Assim, pelo primeiro item da Proposi¢do 1.7, a matriz A € invertivel e

-1 1 -1
8 2 8
A\ = BB BB B BBy = |5 L 2
70 1

Pode confirmar-se que a matriz anterior ¢ de facto a inversa de A calculando o
produto de A por essa matriz.

10As operacdes que aparecem sobrepostas na primeira linha da aplicacsio do método podem ser
realizadas por qualquer ordem. Em particular, isso significa que as matrizes elementares corres-
pondentes comutam.
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A igualdade (1.15) € equivalente a
A= (E;E¢EsE EsFByEy) ' = BB, BBV ES T ES RS

onde na ultima igualdade aplicdmos (1.13). Como a inversa de uma matriz ele-
mentar € ainda uma matriz elementar, a expressao anterior da a matriz invertivel
A como um produto de matrizes elementares. ¢

Algumas propriedades que vimos no exemplo anterior caracterizam as matri-
zes invertiveis. Esta afirmacao € parte do contetido do teorema seguinte.

Teorema 1.4. Sendo A uma matriz quadrada, sdo equivalentes as afirmagdes:
(i) A éinvertivel.
(i) O sistema Ax = b tem solugao tnica.

(iii) E possivel aplicar operacdes elementares sobre as linhas de A e obter a
matriz identidade.

(iv) A matriz A pode exprimir-se como um produto de matrizes elementares.

Demonstragcdo. Provemos a seguinte sequéncia de implicagdes: (i) = (ii) =
(1ii) = (iv) = (7).
(1) = (i7): Se A é invertivel, o sistema Ax = b tem solugdo tnica uma vez
que, multiplicando (2 esquerda) a igualdade Ax = b por A~! se obtémx = A~'b.
(11) = (iii): Seja x = (c1,...,¢,) a Unica solugdo de Ax = b. Assim, a
matriz aumentada deste sistema pode ser reduzida (por meio de operacdes ele-
mentares sobre as suas linhas) a matriz

1 0 --- 0 C1
01 .- 0c
00 -+ 1]ec,

Isto é, existe uma sequéncia de operagdes elementares que reduzem A a matriz
identidade.
(1ii) = (1v): Se é possivel aplicar operagdes elementares sobre as linhas de A
e obter a matriz identidade, entdo existe um nimero finito de matrizes elementares,
sejam F, ..., E}, tal que
Ey---EyEA=1.
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Como qualquer matriz elementar € invertivel (Proposi¢do 1.9) e o produto de ma-
trizes invertiveis € invertivel (Proposi¢do 1.6), podemos multiplicar a igualdade
anterior, a esquerda, por (E}, - - - E5Fy) ™!, obtendo-se

A= (B - BE) ' T=EE;" - E".

Uma vez que a inversa de uma matriz elementar ainda é uma matriz elementar
(Proposi¢édo 1.9), a igualdade anterior exprime A como um produto de matrizes
elementares.

(tv) = (i): Se A € igual ao produto de matrizes elementares, a matriz A é
invertivel visto que cada matriz elementar é invertivel, e o produto de matrizes
invertiveis ainda € invertivel. O

Método de eliminacdo de Gauss-Jordan e calculo da inversa

O Teorema 1.4 diz-nos que uma matriz invertivel pode reduzir-se a matriz iden-
tidade por meio de operagdes elementares sobre as suas linhas. Assim, se A €
invertivel existem matrizes elementares F', ..., F} tais que Ej--- Eo A = 1.
Esta igualdade é equivalente a

AY=FE,---FE,E . (1.16)

Como o produto £'A € a matriz que se obtém de A efectuando a operagéo elemen-
tar que permitiu obter £ da identidade, a igualdade (1.16) diz-nos que a inversa
de A se pode obter realizando sobre a matriz identidade as mesmas operacdes
elementares (e pela mesma ordem) que reduzem A a matriz identidade. Esquema-
ticamente,

4| 1

Operagdes elementares
=

[ A,
Exemplo 1.30. Determinemos a inversa de
1 —

A=11 0

-1 1

1

N = O

Coloquemos a matriz identidade de terceira ordem a par da matriz A, e efectuemos
operagdes elementares sobre [A | ] até obtermos a matriz [I | A™].

1 -1 0]/100 1 -1 0l1 00
1 0 1lo1ol™%10o 1 1/=11 0
1 1 2100 1| ™™o 0o 2|1 01
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12L1—10100LL1—10100
Pelo 1 1j—1 10 |™5 o 1 o]z 1 2
001% % 001%0%
10054 1 5
01 02 1 2
OOI%O%
Logo, a matriz inversa de A é
-1 -1
> L 5
-1 -3 -1
1 1
3 0 3

Algumas consequéncias da invertibilidade de uma matriz

Um sistema de equagdes lineares com igual ndmero de equagdes e incdgnitas pos-
sui matriz dos coeficientes quadrada, e portanto podemos falar da invertibilidade
desta matriz. O Teorema 1.4 diz-nos que um tal sistema € possivel e determi-
nado se e sO se a matriz dos coeficientes do sistema € invertivel. Além disso, a
demonstracido desse teorema estabelece que a solu¢@o ((nica) se obtém multipli-
cando o vector correspondente ao termo independente do sistema pela inversa da
matriz dos coeficientes do sistema. Para referéncia futura enunciemos este resul-
tado.

Proposicao 1.10. Seja b um vector qualquer. Um sistema Ax = b cuja matriz
dos coeficientes ¢ quadrada, tem solucgdo tnica se e s6 se A € invertivel. Além
disso, sendo A invertivel a solugio do sistema Ax = b é

x = A"'b.

Em particular, um sistema homogéneo Ax = 0 tem solugio Gnica x = 0 se e s6
se a matriz A & invertivel.
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1.4. Inversa de uma matriz

Demonstragdo. Pelo Teorema 1.4, um sistema Ax = b cuja matriz dos coefi-
cientes é quadrada, tem solugfio tnica se e s6 se A é invertivel. Se A~! existe,
podemos multiplicar Ax = b, & esquerda, por A~! e obtemos

A'Ax =A'b+=x=A""b.

Se b = 0, como o produto de uma qualquer matriz pelo vector nulo € o vector
nulo, a solugdo anterior é x = 0. Ol

Nota 11. Na demonstragdo anterior ndo faz sentido multiplicar Ax = b a direita
por A7, ja que tal multiplicacdo néo estd definida (o vector b é do tipon x 1 e
A=Y édo tipon x n).

Exemplo 1.31. Consideremos o sistema

21‘1 + To= 6
41’1 +4£L'2 =8.

A matriz dos coeficientes do sistema é exactamente a matriz A do Exemplo 1.25,
na pagina 50. Nesse exemplo calculamos a inversa de A, e portanto o sistema tem
solugdo Unica dada por

- 701y

De acordo com a defini¢do de matriz invertivel, uma matriz A ¢ invertivel se
existir uma matriz B que satisfaz as condigdes:

AB=1 e BA=1.

Na proposicao seguinte mostramos que € suficiente que uma das condi¢des se
verifique para a outra ser automaticamente vélida (e portanto A ser invertivel).

Proposicao 1.11. Seja A uma matriz quadrada.
a) Se B é uma matriz que satisfaz BA = [ entdo B ¢ a inversa de A.

b) Se B é uma matriz que satisfaz AB = [ entdo B é a inversa de A.
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Demonstragcdo. Mostremos o item a). Comecemos por provar que se BA = [
entdo A € invertivel. Para tal, basta mostar que a tnica solugio do sistema ho-
mogéneo Ax = 0 ¢é a solug@o nula (conforme Proposi¢do 1.10). Seja u uma
qualquer solugéo de Ax = 0. Multiplicando ambos os membros da igualdade
Au = 0 por B, obtém-se

BAu=B0<+= Ju=0<=u=0.

Como u € uma qualquer solugdo de Ax = 0, este sistema apenas admite a solu¢éo
nula, e portanto a Proposic¢do 1.10 garante que a matriz A € invertivel.

Sendo A invertivel e BA = I, multiplicando (a direita) ambos os membros
desta igualdade por A=, tem-se

BAA ' =A'«—=BlI=A"'<«<—= B=A""1.

Para demonstrar o item b) usamos o item a) trocando os papéis de A e B.
Assim, se AB = [ oitem a) diz-nos que A é a inversa de B, e portanto

A=B'l1«~— A'=B.
|

A Proposi¢io 1.6 diz que se A e B sao matrizes (do mesmo tipo) invertiveis,
entdo o produto AB € invertivel. No teorema a seguir mostramos que € condi¢io
necessdaria e suficiente para a invertibilidade do produto AB que ambas as matrizes
A e B sejam invertiveis.

Teorema 1.5. Sejam A e B matrizes quadradas da mesma ordem. A matriz
produto AB é invertivel se e s6 se as matrizes A e B sao invertiveis. Além disso,
a inversa do produto é dada por

(AB)™' = B4,

Demonstragcdo. Tendo em conta a Proposi¢do 1.6, resta mostrar que se AB é uma
matriz invertivel, entdo as matrizes A e B sdo invertiveis.
Sendo a matriz AB invertivel, por defini¢do de inversa existe uma matriz D
tal que
D(AB)=1 e (AB)D=1.

Como o produto de matrizes é associativo, as igualdades anteriores sdo equivalen-
tes a
(DA)B=1 e A(BD)=1.
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Usando, respectivamente, os itens a) e b) da Proposicdo 1.11, tem-se

(DA)B = I = B¢ invertivel
A(BD) = I = Aé¢ invertivel.

U

Finalizamos esta sec¢@o enunciando algumas caracteristicas de matrizes reais
invertiveis.

Proposicao 1.12. Seja A uma matriz real do tipo n x n. Sao equivalentes as
afirmacdes seguintes.

a) A éinvertivel.
b) A tem caracteristica n.

c¢) Os vectores coluna de A geram R".

Demonstragdo. Esta prova sera realizada mostrando as seguintes relagdes: a) <
b),a) = c)ec) = a).

a) <= b): Uma matriz é invertivel se e s6 se a sua forma reduzida em escada por linhas
¢ a identidade. Consequentemente, uma matriz do tipo n X n € invertivel se
e sO se tem caracteristica igual a n.

a) = ¢): Como A é invertivel, o sistema Ax = b é possivel, qualquer que seja o
vector b de R". Assim, pela Proposicdo 1.3, qualquer vector de R™ é uma
combinagio linear dos vectores colunas de A. Isto significa que qualquer
vector de R™ pertence ao conjunto gerado pelas colunas de A.

¢) = a): Como qualquer vector de R™ é uma combinac@o linear das colunas de A, os

vectores

1 0 0

0 1 0 .,

€ = | ,€e2= s en = . ER

0 0 1
sdo combinagdes lineares das colunas de A. Isto significa, que existem
vectores X1, Xa, . . . , X, tais que

AXl = e, AX2 =€, ..., AXTL = €,.
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Seja B a matriz cujas colunas sdo os vectores X1, Xs, . . . , X,,, POr esta or-
dem. Usando a Defini¢do 1.12 de produto de matrizes, tem-se

AB =A|x; X3 ... X,| = |Axy Ax, ... Ax,

=le e ... e, =1,.

Da Proposi¢éo 1.11, segue que B é a inversa de A.

1.5 Matrizes triangulares

Matrizes ditas triangulares surgem nos mais diversos contextos. Em particular, a
aplicacdo do método de eliminacdo de Gauss a uma matriz quadrada produz uma
matriz em escada que é triangular superior.

Definicao 1.17. Uma matriz quadrada com todas as entradas abaixo das entradas
da diagonal principal iguais a zero é designada por matriz triangular superior.

Uma matriz quadrada com todas as entradas acima das entradas da diagonal
principal iguais a zero diz-se triangular inferior.

Uma matriz A do tipo n X n que seja triangular superior e triangular inferior,
isto €, tal que todas as entradas ndo nulas estdo na diagonal principal, diz-se uma
matriz diagonal e denota-se

A= diag(au, a2, - - -, ann)-

Um exemplo de uma matriz diagonal é a matriz identidade I,, = diag(1,1,...,1).
A defini¢do de matriz triangular exprime-se em termos das entradas da matriz
da forma que se segue.

Seja A = [aijlij=1,...n-
i) A é triangular superior <= a;; = 0 para todo i > j.

ii) A ¢é triangular inferior <= a;; = 0 para todo 7 < j.

iii) A é diagonal <= a;; = 0 para todo i # j.
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1.5. Matrizes triangulares

Exemplo 1.32. A matriz

1 75 2
08 21
00 01
000 3
¢ triangular superior e
100
2 80
1 41
¢ triangular inferior. ¢

A matriz transposta de uma matriz triangular superior ¢ uma matriz triangular
inferior e vice-versa.

Uma matriz triangular € invertivel se e s6 se a sua diagonal principal ndo tem
entradas nulas. De facto, como a caracteristica de uma matriz triangular € igual
ao numero de entradas nfo nulas da sua diagonal principal, pela Proposicdo 1.12
(pagina 62) uma matriz triangular é invertivel se e sO se todas as entradas da
diagonal principal sdo distintas de zero. No Exemplo 1.32 a primeira matriz nédo
¢ invertivel enquanto que a segunda matriz é.

Nota 12. Se uma matriz ndo é triangular podem existir zeros na diagonal princi-
pal e a matriz ser invertivel. Por exemplo, a matriz

01
10
¢ invertivel (é uma matriz de permutacdo).

O algoritmo apresentado para o calculo da inversa (método de eliminac¢io de
Gauss-Jordan) permite concluir que a inversa de uma matriz triangular inferior
¢ triangular inferior, e a inversa de uma matriz triangular superior é triangular
superior.

Deixamos como exercicio mostrar que o produto de matrizes triangulares su-
periores (resp. inferiores) é ainda uma matriz triangular superior (resp. inferior).
Para tal, basta usar a expressdo (1.10) para o cdlculo da entrada 75 da matriz pro-
duto.

Resumimos no quadro seguinte os resultados que acabamos de referir.
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Propriedades das matrizes triangulares

(a) A transposta de uma matriz triangular superior (resp. inferior) é triangular
inferior (resp. superior).

(b) O produto de matrizes triangulares superiores (resp. inferiores) € triangular
superior (resp. inferior).

(c) Uma matriz triangular € invertivel se e so se as entradas da diagonal prin-
cipal sdo todas diferentes de zero.

(d) A inversa de uma matriz triangular superior (resp. inferior) ¢ uma matriz
triangular superior (resp. inferior).

15.1 Factorizacao LU

Uma factorizagdo de uma matriz A é uma igualdade que exprime A como um
produto de uma ou mais matrizes. A factorizagdo A = LU exprime a matriz
quadrada A como o produto de uma matriz triangular inferior L (do inglés “lower
triangular”) por uma matriz triangular superior U (do inglés “upper triangular”).
Quando as matrizes triangulares L e U gozam das propriedades adicionais que
especificaremos a seguir, dizemos que A = LU € uma factorizagdo LU de A.

A factorizacdo LU desempenha um papel fundamental na classificacdo de ma-
trizes simétricas (estudo efectuado no Capitulo 7) e estd na base de algoritmos
vantajosos do ponto de vista computacional para a resolucdo de sistemas lineares.
Por exemplo, suponha-se que é dada uma factorizagdo A = LU, com L e U in-
vertiveis, e que pretendemos resolver um sistema linear Ax = b. A solucio deste
sistema pode ser determinada da seguinte forma:

e O sistema Ax = b é reescrito na forma

LUx =Db. (1.17)

e Defina-se o vector
y = Ux. (1.18)

e Usando (1.18), o sistema (1.17) é equivalente ao sistema triangular Ly = b.
Resolva-se este sistema para obter y.

e Substituindo y em (1.18) e resolvendo o sistema triangular correspondente,
obtém-se a solugao do sistema inicial Ax = b.
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1.5. Matrizes triangulares

O processo acabado de descrever substitui o sistema Ax = b por dois sistemas
(Ly = b e Ux = y) cujas matrizes dos coeficientes sdo triangulares. Tal repre-
senta uma economia computacional consideravel, em particular quando se pre-
tende resolver vérios sistemas com a mesma matriz dos coeficientes A e termos
independentes distintos.

No exemplo seguinte ilustramos a aplicacdo deste método.

Exemplo 1.33. Consideremos a seguinte factorizagdo LU de A

=B I-EE Y

Podemos obter a solucdo do sistema

41’1 + X0 = 3
2581 + 29 = 1,
resolvendo os sistemas
U1 =3 41+ 0= 1
Ly =b <« e Ux=y<—
Y {%?/1+y2=1 Y { ST =Y.
A solucdo dosistema Ly =béy, =3ey, = —%. Substituindo o vector y obtido
em Ux =y,asolucio dosistemaéxr; =1exzy = —1. ¢

Apresentamos a seguir o que entendemos por uma factorizagdo LU .

Factorizacao LU
Diz-se que a matriz A (invertivel) admite uma factorizacdo LU se A = LU,
em que

e [ é uma matriz triangular inferior com todas as entradas da diagonal prin-
cipal iguais a 1.

e U é uma matriz triangular superior com todas as entradas da diagonal prin-
cipal diferentes de zero.

Vejamos como calcular uma factorizagdo LU para uma matriz invertivel A no
caso em que é possivel aplicar o método de eliminacdo de Gauss sem troca de linhas.
Como A ¢é quadrada, o método de eliminagdo de Gauss produz uma matriz em
escada U que € triangular superior e que possui na diagonal principal os pivOs.
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Como estamos supondo que ndo efectuamos troca de linhas, ndo podemos encon-
trar durante o processo nenhuma entrada nula na diagonal principal, caso contrério
seria necessario usar troca de linhas para obter U. Logo, U tem entradas na dia-
gonal principal diferentes de zero.

Operacdes elementares sobre as linhas de A traduzem-se na multiplicagao su-
cessiva (a esquerda) por matrizes elementares. Assim, existe um ndmero finito de
matrizes elementares E1, o, . . ., Ej, tais que

Ey---EyE/A=U.

Como nao foram efectuadas troca de linhas, as matrizes F1, . .., E} sdo triangu-
lares inferiores com todas as entradas na diagonal principal iguais a 1. Logo, o
produto Ej, - - - E5 Fq € uma matriz triangular inferior com 1°s na diagonal princi-
pal. Por outro lado, como matrizes elementares sdo invertiveis, o seu produto é
invertivel, tendo-se portanto

By EyEIA=U < A= (Ey---FE2E) ' U (1.19)

. —1 . . . . . .
A matriz (Ey - -- EsEp)” € a inversa de uma matriz triangular inferior pelo que
também ¢& triangular inferior. Podemos assim tomar para L a matriz

L= (Ey---FEyE) " =E'Ey - B L

A matriz L € igual a um produto de matrizes (elementares) triangulares inferiores

com 1’s na diagonal principal. Consequentemente, L tem todas as entradas na

diagonal principal iguais a 1. Ou seja, a equacao (1.19) exprime A na forma LU.
Acabidmos de mostrar o resultado que enunciamos a seguir.

Teorema 1.6. Se a aplicacdo do método de eliminacido de Gauss, sem troca de
linhas, a uma matriz quadrada A produz uma matriz triangular superior U com
todas as entradas na diagonal principal ndo nulas, entdo A admite a factorizagdo
A = LU, onde L é uma matriz triangular inferior com todas as entradas da
diagonal principal iguais a 1.

Nota 13. Para que uma matriz admita uma factorizagdo LU é necessdrio que a
matriz seja invertivel, uma vez que L e U sdo invertiveis. A condicdo de inver-
tibilidade da matriz ndo é contudo uma condicdo suficiente. No Exercicio 7.13
(pdg. 398) indica-se uma matriz invertivel que ndo admite uma factorizagcdo LU .

Refira-se ainda que a Proposicdo 7.9 na pdgina 398, fornece uma condicdo
necessdria e suficiente para a existéncia de uma factorizacdo LU.
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Exemplo 1.34. Verifiquemos que a matriz
2 2 2

A=16 0 3

4 1 1

admite uma factorizagido LU e calculemos os respectivos factores L e U.

2 2 2 o [2 2 2] 1 00
A=16 0 3 250 10 -6 -3 ~ E=1-310
41 1 4 1 1] |0 0 1]

2 2 27 L [2 2 2] 1 0 0]
0 -6 —3 510 -6 =3 ~ Ey=10 10
4 1 1] 0 -3 —3] -2 0 1]
[2 2 2] . [2 2 2] 1 0 0
0 —6 —3 B g 6 3| =U o~ Es=10 1 0
0 -3 -3 0 0 0 £ 1

Logo, EsFEyEy A =Ue L = (E3EyFy) ™. Efectuando o produto L = E; ' Ey ' Ey Y
tem-se

100 2 2 2
L=|3 10 e U=|0 -6 -3
2 5 1 0o o0 F

¢

A matriz L obtida no exemplo anterior € uma matriz triangular inferior cujas
entradas da diagonal principal sdo iguais a 1 e as entradas abaixo da diagonal
principal sdo os simétricos dos valores (ou multiplicadores) usados no método de
eliminacdo de Gauss para anular essa entrada. Esta propriedade da matriz L é
verificada para qualquer factorizacao LU . De facto, atendendo a forma particular
da matriz inversa de uma matriz elementar (que ndo seja de permutacdo), conclui-
se facilmente que o produto L = (E}, - - - B3 1) ™! tem sempre a forma observada
no exemplo anterior. Resumindo,

Se A admite uma factorizacdo LU a matriz L é uma matriz triangular in-
ferior com todas as entradas da diagonal principal iguais a 1, e cada entrada
abaixo da diagonal principal é igual ao simétrico do escalar usado no método de
eliminacdo de Gauss para anular essa entrada. Estes escalares designam-se por
multiplicadores.

68



Capitulo 1. Sistemas de Equagdes Lineares e Matrizes

Deixamos como exercicio mostrar que se uma matriz € factorizavel na forma
LU, a factorizagdo € Unica.

Exercicio 1.3. Mostre que a factorizagdo A = LU ¢é tnica.

Sugestao: Supor que L1U; e LyU, s@o duas factorizagdes LU de A. Usar o
facto dos factores L e U serem matrizes triangulares invertiveis para verificar que
Ly'Ly =1 =UU; .

A

Para finalizar esta sec¢@o, refira-se que se A € invertivel é possivel que durante
o processo de eliminacdo de Gauss se encontre uma entrada nula na diagonal
principal que pode ser removida por troca de linhas. Mostra-se neste caso que
existe uma matriz P obtida da matriz identidade [ efectuando uma sucessdo de
trocas de linhas tal que PA = LU. O procedimento para obter a matriz (de
permutac@o) P sai do ambito deste livro. Remetemos o leitor interessado nesta
questdo, ou na eficiéncia computacional dos algoritmos aqui estudados para a
resolucdo de sistemas lineares, para um livro de algebra linear numérica como por
exemplo [12].

1.6 Particao de matrizes em blocos

Muitas vezes € conveniente encarar uma matriz como uma matriz cujas entradas
sdo matrizes mais pequenas chamadas blocos. Matrizes em blocos aparecem em
vérias areas de aplicacdo da algebra linear, sendo que a particio em blocos esta
quase sempre relacionada com a estrutura do modelo em estudo, o qual é fre-
quentemente traduzido através de um sistema linear. Neste texto, em particular
nalgumas demonstra¢des, usamos operacdes com matrizes em blocos. Por isso,
nesta sec¢do fazemos uma breve referéncia a estas operacdes. Comecemos por
dar um exemplo de uma parti¢do em blocos de uma matriz do tipo 3 x 6. Seja

2 1 3[4 1|2
A=| 5 3 2|7 8|1 ]|. (1.20)
-1 3 —2[4 5|1

A matriz A pode ser vista como uma matriz em blocos do tipo 2 x 3

A= |:A11 A12 A13:|
A21 A22 A23 '
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onde os blocos sdo respectivamente as matrizes

2 1 3 4 1 2
All = |:5 3 2:| ) AIQ = |:7 8:| ) A13 = |:1:| ’
A21 = [—1 3 —2] s A22 = [4 5] s (5] A23 = [1} .

Todas as operacdes com matrizes em blocos séo definidas como se as submatrizes
(blocos) fossem as entradas de uma matriz. Por exemplo, se A e B sdo do mesmo
tipo e estdo particionadas por forma a que os blocos correspondentes sejam do
mesmo tipo, a soma A+ B € ainda uma matriz em blocos cujos blocos sdo a soma
dos blocos de A com os blocos homologos de B. A multiplicacdo de uma matriz
em blocos por um escalar pode também ser efectuada bloco a bloco.

Para obter o produto AB, onde A e B sdo matrizes em blocos, é necessario
que a parti¢do de A por colunas coincida com a particdo de B por linhas. Por
exemplo, a parti¢ao da matriz A em (1.20) foi realizada usando 3, 2 e 1 colunas.
Logo, o produto AB s6 esta definido se a particao de B for realizada em 3,2 ¢ 1
linhas, como é o caso da matriz

17
L B,
B = ., istoé, B= |B,
2 3 B
1 4 3
_8 1_

O produto AB ¢ efectuado aplicando a formula utilizada para definir o produto de
matrizes usando nessa formula os blocos em vez das entradas. Mais precisamente,
para a matriz A dada em (1.20), tem-se

B
Ay Ay A13] ! {A1131 + A19By + A13B;

B =
AZl A22 A23 g AQlBl + A22B2 + AZSB3 '

AB—[
Bs
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com

7
4 1112 3 2
An By + A1aBy + A13B3 = 3 + [7 8] [1 4] + [1] 8 1]

16 23] [9 16]  [16 2] [41 41
SRR R R e

f f’J FE

=[-3 —2]+[13 32]+[8 1] =[18 31].

A By + Ay By + Ay By = [-1 3 —2] +[4 5]

I N
N W

Assim, a matriz em blocos AB é

AB =

Sugere-se que verifique que a matriz obtida coincide com a matriz produto AB
que se obtém aplicando a formula (1.10) na pagina 41.
Uma matriz quadrada em blocos, da forma

Ay A - Ay
0 Axp -+ Ay
0 0 - A

onde os blocos A;; sdo matrizes quadradas e O denota matrizes nulas, diz-se uma
matriz triangular superior por blocos. De modo anélogo se define matriz trian-
gular inferior por blocos como uma matriz em que os blocos acima da diagonal
sdo nulos. Uma matriz quadrada A diz-se uma matriz diagonal por blocos se os
unicos blocos nio nulos s@o os blocos (necessariamente quadrados) na diagonal.

Uma matriz triangular por blocos ndo é necessariamente uma matriz triangu-
lar, como se pode observar pelos exemplos que se seguem.

Exemplo 1.35. Exemplos de matrizes triangulares por blocos.
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2 11]0
a) 3 210 € uma matriz diagonal por blocos.
0 01
[2 1|5 0 2
3 2|3 0 3 . S .
b) B = 0 0l1 2 0 ¢ uma matriz triangular superior por
0 olo 1 1 blocos.
|10 0|2 01
- nao é uma matriz triangular por blocos
2 1]0 0 -
uma vez que o bloco Cs; ndo é uma
c) C=1|3 00 : ; B}
1 1 5 matriz quadrada (a matriz C' também

L nao é quadrada).

¢

Consideremos agora a matriz triangular por blocos A = {AOH ﬁ;z] , em que
as submatrizes Aq; e Ays sdo quadradas respectivamente p X p € ¢ X g. Pretende-
se saber em que condicdes esta matriz € invertivel, e nesse caso, calcular a sua
inversa.

Usando a defini¢do de inversa, a matriz A~ pode ser vista como uma matriz
em blocos B tal que AB = I. Isto é,

Ay Agp| B DB I, 0
AB = = |
[0 A | |Bar B 0 1|’

onde I, e I, sdo as matrizes identidade de ordens p e g respectivamente. Efectu-
ando este produto, obtém-se

AnBi +ApBy =1,

A Biy+ A1gByy =
ApBy =0
A22B22 = [q.

(121)

A (Gltima) igualdade A9 Bsy = 1, € vélida se e s6 se Ay for invertivel (Propo-
sicio 1.11, pag. 60). Logo, By, = Ay, . Multiplicando, 4 esquerda, a peniiltima
equacio por Aggl obtém-se a matriz nula By; = 0. Substituindo By; = 0 na
primeira equagdo vem Ay; By, = I,,. Esta equagdo € satisfeita se e s6 se A;; for
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invertivel. Assim, se as matrizes A;; e Asy admitem inversa, a segunda equagéo
de (1.21) é equivalente a

A1 By = —A13Byy = —A12A521 < By = —Af11A12A§21~

Por conseguinte, A é invertivel se e s6 se as matrizes A1 e Asy s30 invertiveis,
e ainversade A ¢é . . .
A11 _All A12A22
Al = : (1.22)
-1
0 A
Nao é dificil verificar que a prova realizada para uma matriz triangular com apenas
2 blocos na diagonal se generaliza a qualquer matriz triangular por blocos com um
nimero superior de blocos. Concluindo,

Uma matriz triangular por blocos é invertivel se e s6 se os blocos na diagonal
(principal) sao matrizes invertiveis.

Exercicio 1.4. Calcular a inversa da matriz B do Exemplo 1.35 usando a ex-
pressdo (1.22). Confirmar o resultado aplicando o método de elimina¢io de Gauss-
Jordan a B.

¢
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Exercicios

1.Quais das seguintes equagdes sao linea-
resemz,ye z?

a) =45y — 2z =1.
b) x4+ 5y —v2z=1.
c) x=—-2y+m.

d) =+ 5y +cosz=0.
e) r2+y—3z=-3.

2.Determine a equag@o da pardbola, y =
az?+bx+-c, que passa pelos pontos (1,3), (2,
e (—1,-1).

3.Use os resultados do problema anterior
para determinar o polinémio p, de grau me-
nor ou igual a dois, que toma os valores in-
dicados na tabela seguinte.

z |1 2 -1
plx) [3 4 -1

4.Diga para que valores de a e de 3 o sis-
tema seguinte é possivel.
=«

{ 55

5.Considere as rectas ¢ —y = 10 e x +
2y = 4. Diga se s@o verdadeiras ou falsas
as afirmacdes seguintes.

-2z + 10y
8x 40y

a) O ponto (100, 90) é ponto de intersecgéoe)

das rectas.

b) O ponto (100, 90) pertence a uma das
rectas e ndo é ponto de intersec¢do
das duas rectas.

c) As rectas sdo paralelas.

6.Sendo 7 a unidade imaginéria (isto ¢, i* =
—1),diga se (z1,22) = (2 —3i,1 — i) éou

ndo solucdo do sistema

{zl_

=1-2
=2

22

7.Considere uma fung¢io definida por f(x) =

Ax, que aplica o vector u = no vector

2
1
3 e o vector v = ! no vector o
2 ! 6|

a) Sem determinar a matriz A calcule

flu—2v).

b) Determine a matriz A e use-a para

e ([3)er (1)

8.Considere as seguintes matrizes aumen-
tadas (em escada por linhas). Resolva os
respectivos sistemas de equacdes lineares.

1 -3 4|7 108 —-5|6
a) [0 1 2|2/ blo1 4 -9 3
0 0 115 001 12

9.Quais das seguintes matrizes 3 X 3 sdo
matrizes em escada por linhas? Indique as
respectivas caracteristicas.

1 00 1 00
a) |0 10 b) |0 1 0
00 1 00 0|
[0 1 0] (1 0 0]
c) |0 01 d |0 01
| 0 0 0| | 0 0 0|
[0 1 07 (1 1 07
1 00 f) 1o 1o
|0 0 0 | |0 0 0
1 0 0] [0 2 0]
g) |0 0 0 Ry |0 1 0
| 0 0 1] |0 0 0 |
2 10 2 10
i) |0 -1 0 j) |0 -1 2
0 1 1 0 00

10. Determine a caracteristica de cada uma
das matrizes seguintes (¢ denota a unidade
imagindria v/ —1):
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113
a) |1 1 4
115

o

11. Considere as matrizes reais A e b:
1 -1 1 0
A‘[4 —4 a2} _szl
a) Determine a caracteristica da matriz
A e da matriz aumentada [A | b] em

fun¢do do parametro o € R.
b) Use os resultados da alinea anterior

-1

1424
—3+1 '

5+ 5i

para determinar a natureza (em funcéo

de o) os sistemas Ax = b, indicando
em cada caso a solucdo geral.

12.Construa uma matriz aumentada para

um sistema de equagdes lineares cuja solu¢do

geral seja:

a) {(3,1,5)}.

b) {(3,t,5): t € R}.

o) {2y +zy,2): y,z €R}.
d) {(z,2x,4z) : = € R}.

13. Resolva cada um dos sistemas de equacdes

lineares, utilizando o método de eliminagéo
de Gauss.

r + y + 2z =8

a) ¢ —r — 2y + 3z =1
3r — Ty + 4z =10.
r -y 42z —-w =-

b) 2 +y -2z 2w =-2
—x +2y —4z 4w =1.

14.Faca a discussdo de cada um dos se-
guintes sistemas de equacdes lineares nas
varidveis x, y, z em fun¢do dos respectivos
parametros, e determine a solugdo geral em
cada caso.

2r — gy =-3
a) az =0
ar + Bz =2
by ¢ ar + ay + 4z =4
ay + 2z =
- 2z =0
c) cy + 4z =d
dr + By — 2z =-2
r + y + z =4
d) z =2
<a2 _ 4)2 = — 2.
15.Escreva a matriz A = [(Iij]ijzl .4 de-
finida por:
1 set =]
a) aij: -1 SCZ:]+1

0 caso contrario.

b) a;; = %

— Qi

16.Complete a igualdade:

para todo ¢, j

para j > i.

10 200 0.5| |20 1
3 1 1 -1 = (O
2 1 O O
17.Seja B uma matriz 3 x 3 cuja 3? coluna
a 5 2 3
éb=|2leA= 1|1 0 1 |.Complete
c 3 2 -1

as afirmacoes:

a) A3%colunade ABE€ .....cooovvveeuvveeneannen.
b) Ab é uma combinagio linear das co-
lunas de A com coeficientes...........cc.coeuennene

18. Considere os vectores:

1 2
u] = 0 5 U = —1 5
2 1
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0 1
us — 1 s b= |1
1 2

a) Verifique se b € ou ndo combinagéo
linear de uy, us € us, e em caso afir-
mativo indique os coeficientes da com- A A
binag@o linear. R i

b) Seja A a matriz cujas colunas sao os
vectores uj, us e b, por esta ordem.
Usando a alinea anterior indique um

Figura 1.13: Grafico do problema 20.

o
vectorw = | 3 | e um ndmero real
-1 A C lep—| 17
~, tal que Aw = ~us. b) A=[1+i —i]eB= 2 _3i
onde 7 designa a unidade imaginaria
19.Complete a igualdade (i2 = —1).
—10 10} _ (0 22.Para cada par de matrizes A e B abaixo
o 0O |g 31’ indicadas determinar, caso estejam defini-

das, as matrizes A + 2B, A — B, A%, B2,
por forma a que resolver esta equacdo seja AR e BA.
equivalente a resoluc@o do problema:

1 0 1 31
e Determinar a equagdo da recta, y = a) A= [2 . 0} , B=14 1
mz-+b, que passa pelos pontos (—10, 1) 10
e(2,3). 1o 1 341
b)A_[Z 10’B_110'
Indique ainda a solu¢@o do problema. 3
20. Considere os vectores u = [_21] ev = o) A=[2]eB = le
-1 . 11 01
. No gréfico 1.13 represente os vecto- = =
R o= Jos=]0 1.
res: u,v,u+2v,2u+veu—2v. 0
21. Calcule, se possivel, os produtos AB e 1
BA. e) A=[1 1 1 1], B= 0
0
a) A= [ L 4 V2 } e
-2 1 V3 23.Diga se sdo verdadeiras ou falsas as afir-
1 2 7w macoes:
B=|+V3 -1 2
0 1 -1 a) Parau = (1,2) e v = (—5,-10),
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Span{u, v} é arecta definida por y =
2.

b) Parau = (1,2)ev = (3,—6), Span{u

¢ a recta definida por y = 2z.

¢) Sendou = (1,0,1), v = (2,1,1) e
w = (1,1,0), entdo Span{u,v,w}
¢ um plano.

d) Sendou = (1,0,1),v=(2,1,1) e
w = (1,1,0), entdo Span{u,v,w} =
Span{u, v}.

24.Parau; = (1,1,1), up = (1,-1,0),
us = (0,0, —1) euy = (2,0, 1), diga quais
das afirmagdes seguintes sdo verdadeiras.

a) us ¢ uma combinagio linear de u; e
us.
b) uy é uma combinac¢do linear de uy,
ug € us.
¢) Span{u,uz, uz, uy} =
= Span{uy, up,uz} = R3.
d) Span{uj,us} = Span{u,us,us}.

25.0Obtenha uma férmula para A™, onde A
¢ a matriz:

o Lov] o [V

0 [ i 0. } d) { cosa —sena }
0 —i senqa  COs
1 1
26.Para A = 120 eB=11 -1},
3 2 1 0 1

calcule: AB, (AB)T, BT AT e ATBT.
27.Determine a matriz simétrica A que sa-
tisfaz as expressdes indicadas, onde

[}

a) xT'Ax = 2% — 4zy + 3¢°.
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31.A matriz A = (

b) xTAx = 522 + by + 49>

28, Para cada uma das matrizes A = [a;;]; j=1,2
diga se sdo simétricas ou anti-simétricas.

) 2—1—35 sei1<j
a) ;5 — .
Y i—g sei>j

b jooseizj
a;j = .
“ —1 sei <]

29.Indique o valor légico das afirmagdes
seguintes.

a) Uma matriz rectangular pode ser uma
matriz simétrica.

b) Se uma matriz quadrada tem as en-
tradas da diagonal principal todas nu-
las, entdo € anti-simétrica.

¢) A matriz AAT é simétrica somente
se A é uma matriz quadrada.

d) Se A e B sao matrizes simétricas da
mesma ordem, entdo AB é uma ma-
triz simétrica.

e) Qualquer matriz diagonal € uma ma-
triz simétrica e anti-simétrica.

30.Sempre que possivel, dé exemplos de

matrizes quadradas A e B que verifiquem
as condi¢des abaixo indicadas. Caso ndo
seja possivel, justifique porqué.

a) AB=BA#0.

b) AB # BA.

¢c) AB=0e BA#0.

d) (A+ B)? = A%+ B2 + 2AB.
e) AB=0eA#0eB#0.

0

é uma matriz
')

elementar. Sendo B uma matriz 2 X 2, a
matriz BA obtém-se de B:

a) trocando a 1? linha com a 22 linha .
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b) trocando a 1? coluna com a 2? coluna

c) substltumdo a2"linha de B pela soma
da 2° linha com a 1* multiplicada por
2.

d) substituindo a 2% coluna de B pela
soma da 2% coluna com a 12 multipli-
cada por 2.

32.Mostre que a matriz

o O O oo
S O Qo e
O O 0o O
> O a0 OO
o O oo

ndo é invertivel para quaisquer entradas a, b, c,

d,e, f,g,h reais.
33.Considere a matriz:

1
-5
0

0
0
2

0
A= 1
-2 0
a) Determine matrizes elementares F;

taisque By --- F1A=1.

b) Escreva A~ como um produto de
matrizes elementares.

¢) Escreva A como um produto de k& ma-
trizes elementares.

34. Calcule, sempre que existir, a matriz in-
versa de cada uma das matrizes:

kL0 0 0

0 k 0 0

D00 ks 0
0 0 0 k4
0 0 0 ki

0 0 k O

R O S
ks 0 0 0

em que k1, ko, k3 e k4 sdo reais.
35.Utilizando o método de Gauss-Jordan,
calcule, sempre que existir, a matriz inversa
de cada uma das seguintes matrizes.

3 4 —1 -1 3 —4
a) |10 3 | b)| 2 4 0
2 5 —4 -4 2 -9
10 1 (2 6 6
¢ l0 1 1|d|276
110 2 77
1000
o |1 300
1350
135 7

36.Sendo A e B matrizes invertiveis, diga
quais das matrizes seguintes sdo invertiveis.
Se essa matriz for sempre invertivel indique
uma expressao para a inversa, caso contrario
dé um exemplo de matrizes A e B tais que
a matriz resultante nao é invertivel.
a)AB bA+B ¢)AT'B

37.Sejam A e B matrizes quadradas tais
que AB = I. Calcule a matriz BA? — A.
38. Considere o sistema nao homogéneo Ax =
b, onde A é nxn. Diga quais das afirmagdes
seguintes sdo verdadeiras.

a) Se b € uma combinacgdo linear das
colunas de A, o sistema é possivel.

b) Se o sistema é possivel, a caracteristica
de Aén.

c) Se A é invertivel, o sistema pode ser
indeterminado.

d) Se A é invertivel, a caracteristica de
A é menor do que n.
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39. Considere o sistema homogéneo Ax =
0,onde A é nxp. Diga quais das afirmagdes
seguintes sdo verdadeiras.

a) A caracteristica de A e a caracteristica
da matriz aumentada do sistema po-
dem ser diferentes.

b) Se n = p, entdo o sistema nunca é
indeterminado.

¢) A solugdo nula € a tnica solugdo do
sistema, quando n = p.

d) Sen > p,entdo a caracteristica de A
€ maior do que p.

e) Sen > p e a caracteristica de A é
igual a p, entdo o sistema ¢ indeter-
minado.

40.Para A uma matriz quadrada ¢ b um
vector nao nulo, diga qual das afirmacdes
seguintes € verdadeira.

a) Se x ¢ solugdo do sistema Au =0¢e
y solug?o do sistema Au = b, entio
(x —y) é solugdo de Au = b.

b) Se x é solug@o do sistema Au = 0e
y solugdo do sistema Au = b, entio
(x —y) é solugdo de Au = —b.

¢) Sexéumasolugiode Au = 0, entdo
necessariamente x = 0.

d) Se A ndo € invertivel, entdo x = 0 é
a Unica solugdo de Au = 0.

1 0 3
41.Sendo A1 = 4 5 0 a matriz
010

inversa de A, a solug@o do sistema Ax =

0 |¢

1

a) (3,4,0). b) (4,4,0).
) (4,9,1). d)(2,9,1)

42.Determine, se posssivel, a factorizagcdo
LU das matrizes:

2 1 2
a) A=1|1 4 1
0 3 1
3 1 1
b) A= |1 -1 0].
1 2 0

43.Indique o valor l6gico das afirmagdes
seguintes:

a) Uma matriz admite uma factorizagc@o
LU se e s6 se é invertivel.

b) Se A admite uma factorizagdo LU, 0
sistema Ax = b pode ser indetermi-
nado.

c) Se é satisfeita a igualdade

B

a matriz A admite necessariamente
uma factorizagcdo LU.
d) Se é satisfeita a igualdade

Loasle 2

amatriz A ndo admite uma factorizago
LU.

44. Admitindo as hipdteses necessérias so-
bre os tamanhos das matrizes por forma a
que as igualdades seguintes se verifiquem,
determine as matrizes X,Y e Z em termos
de A, B e C. (A matriz I designa a identi-

dade).
A Bl[I 0 0 I
3) {C OHX Y}:{Z o}'
o [X0 % o 0| =[5 )
B I



1.6. Particdo de matrizes em blocos

. B 0 o
45.Seja A = c pl|uma matriz trian-

gular inferior por blocos. Supondo que A é
invertivel e que B e D sdo matrizes quadra-
das, respectivamente px p e ¢ X g, determine
AL

46. Use o exercicio anterior para calcular a
inversa da matriz

13 000
25 000
A=10 0 1 0 O
100 4 2
020 25
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Capitulo 2

Determinantes

O determinante € um nimero que se associa a uma matriz quadrada. Neste
capitulo comeca-se por definir determinante, deduzindo-se a seguir algumas das
suas propriedades. Duas dessas propriedades merecem especial destaque. A pri-
meira estabelece uma relagfo entre o determinante de uma matriz A e o deter-
minante da matriz que resulta de A apds aplicacdo do método de eliminagdo de
Gauss. A outra propriedade diz-nos que € possivel utilizar o determinante de uma
matriz como teste de invertibilidade (uma matriz € invertivel se e s6 se o seu de-
terminante € diferente de zero).

Na Seccdo 2.3 é apresentado o chamado desenvolvimento de Laplace para o
célculo do determinante de uma matriz. Com base no desenvolvimento de La-
place deduz-se uma férmula para o célculo da inversa de uma matriz envolvendo
determinantes, bem como a regra de Cramer para resolver sistemas possiveis e
determinados.

A interpretagdo geométrica do conceito de determinante é diferida para o
Capitulo 5, onde veremos que o mddulo do determinante de uma matriz 2 x 2
(resp. 3 x 3) corresponde a area de um paralelogramo (resp. volume de um para-
lelipipedo) definido pelos vectores coluna da matriz.

2.1 Definicao de determinante

Comecemos por apresentar alguns resultados preliminares sobre permutacdes, ne-
cessarios para a compreensio da definicdo de determinante. O leitor interessado
em aprofundar a teoria das permutacdes podera consultar Cohn [4].
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2.1. Definicdo de determinante

Uma permutagdo do conjunto X é uma fungio bijectiva' o de X em si proprio.

Uma permutac@o o do conjunto {1,2,...,n} pode ser representada por uma ma-
triz com duas linhas, em que na primeira linha aparecem os nimeros 1,2,...,ne
na segunda linha as imagens o (1), 0(2),...,0(n). Isto é,

Uma outra representacio da permutacdo o € considerando o n-uplo:
o= (0(1),0(2),...,0(n)) = (01,09,...,0,).

Passamos a adoptar esta notacio para o. Saliente-se que dada a bijectividade de
o,0s nimeros 1,2, ..., n ocorrem sem repeticdes em o = (01,09, ...,0,).

Exemplo 2.1. a) E 6bvio que s6 existem 2 permutagdes de {1,2}, nomeada-
mente (1,2) e (2,1). Logo, o conjunto IT de todas as permutagdes de {1,2} é

II={(1,2),(2,1)}.

b) Para determinar o conjunto das permutagdes de {1, 2,3}, considere-se o es-
quema seguinte correspondente as possiveis escolhas de 1,2 e 3 para a primeira,
segunda e terceira posi¢cdes de uma permutagio de {1, 2, 3}.

1 2 3
/N VRN VRN
2 3 1 3 1 2
| | | | | |
3 2 3 1 2 1
(1,2,3)  (1,3,2) (2,1,3)  (2,3,1) (3,1,2)  (3,2,1)

E claro que ndo existem outras permutagdes de {1, 2, 3} para além das indicadas.
O conjunto de todas as permutagdes de {1, 2,3} é

Im=1{(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1) }.
¢

'A fungdio o : X — X é bijectiva se aplica elementos distintos de X em elementos distintos,
e todo o elemento de X é imagem por o de algum elemento de X (se necessitar, consulte o
Capitulo 6).
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Capitulo 2. Determinantes

O cardinal do conjunto de todas as permutagdes de {1,2,...,n} é facilmente
calculado, uma vez que temos 7 escolhas possiveis para a primeira componente
do n-uplo, pelo que a seguir apenas dispomos de (n — 1) escolhas para a segunda
componente, (n — 2) para a terceira , etc. Por conseguinte, o cardinal do conjunto
IT de todas as permutacdes de {1,2,...,n} é n! (n factorial):

n(n—1)(n—-2)---2-1=nl

Dada uma permutag@o (ji, j2, ..., jn) de {1,2,...,n} dizemos que ocorreu
uma inversdo sempre que um inteiro na permutacao é seguido de um inteiro me-
nor. A permutagdo (1,2, ...,n) tem zero inversdes e é designada por permutacdo
identidade.

Definimos o niimero total de inversdes em (j1, ja, . . ., jn) como sendo a soma
dos nimeros obtidos da seguinte forma: determinar o ntimero de inteiros menores
que 7; que lhe sucedem na permutacio; determinar o nimero de inteiros menores
que j, que lhe sucedem na permutacio; continuar esta contagem para js, . . ., jp—1-

Exemplo 2.2. Determinar o niimero total de inversdes das permutacdes seguintes.
(a) (3,4,1,2,6,5,7) (b) (1,3,2,4) (c) (1,4,3,9,8,2,5,7,6).

(a) O namero total de inversdes é: 2+24+0+0+4+1+0=5.
(b) O namero total de inversdes é: 0 + 1+ 0 = 1.
(¢) O ntmero total de inversdes é: 0+2+1+5+4+0+0+1=13.

¢
A composi¢ao de permutagdes de {1,2,...,n}, bem como a inversa de uma
permutag@o, sdo ainda permutacdes de {1,2,...,n}. E habitual designar-se a

composicdo de permutacdes por produto de permutacdes. Por exemplo se 0 =
(2,4,1,3) e ™ = (1,4, 3,2) sdo permutagdes de {1, 2, 3,4}, a composi¢do o e a
inversa 0! de o sdo, respectivamente, o = (2,3,1,4) e o~ = (3, 1,4, 2).

Chama-se transposicdo a uma permutacdo que se obtém trocando a posi¢édo de
dois nimeros na permutac@o identidade (1,2, ..., n), deixando os restantes fixos.
Por exemplo, a permutacio (3,2, 1,4) é uma transposi¢ao. Note-se que o nimero
total de inversdes de uma transposi¢cdo € um nimero impar.

Mostra-se que qualquer permutacdo o = (ji, jo, . - ., Jn) € igual ao produto
de um ntmero finito de transposi¢des. Embora este nimero de transposi¢cdes ndo
seja Unico, a sua paridade € tnica (ver [4]). Assim, uma permutacdo o diz-se
par (resp. impar) se for possivel escrever ¢ como um produto de um ndmero par
(resp. impar) de transposicdes. Uma permutacdo par diz-se que tem sinal +1 e
uma permutagdo impar que tem sinal —1. Podemos desde ja enunciar que
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2.1. Definicdo de determinante

Toda a permutacdo muda de sinal quando se trocam entre si duas quaisquer
das suas componentes.

O namero total de inversdes de uma permutac@o o corresponde a um possivel
namero de transposicdes sucessivas que permitem obter ¢ a partir da permutac@o
identidade. Por conseguinte, adoptamos a seguinte definicdo de paridade.

Definicao 2.1. Uma permutacdo diz-se par se o respectivo nimero total de in-
versdes € um nimero par, € impar se esse numero € impar.

O sinal de uma permutacdo é +1 se a permutacdo € par e —1 se € impar.
Designamos por sign ¢ o sinal da permutagao o.

Definicao de determinante.

Comecemos por definir o conceito de produto elementar de entradas de uma
matriz quadrada. Um produto elementar de entradas de uma matriz A do tipo
n X n, é um produto de n entradas da matriz no qual ndo existem dois factores
provenientes da mesma linha ou da mesma coluna da matriz.

Um produto elementar da matriz A = [aij}i’jzlwn pode escrever-se na forma:

15,0255 " * " Angp s 2.1

onde (j1, jo, - - -, Jn) € umapermutacdode {1,2,...,n}. O factode (j1, j2, - - -, Jn)
ser uma permutacio corresponde precisamente ao facto dos factores no produto
(2.1) pertencerem a colunas distintas. De igual modo, podemos escrever um pro-
duto elementar de entradas de A na forma

iy 1Qig2 * * * Qi 2.2)
onde (iy,1s,...,1,) ¢ uma permutagdo de {1,2,...,n}.

Exemplo 2.3. Determinar todos os produtos elementares das matrizes

(b) Q21 Q22 (23

a11 Q12
@ |
a3z1 a3z a33

ap; Qi a3
ag1 G2J
Para a matriz da alinea (a) s6 existem dois produtos elementares, nomeadamente
a11G22 € a12a91. Estes dois produtos elementares sdo da forma indicada em (2.1),
jé que usando o conjunto das permutagdes de {1, 2}, determinado no Exemplo 2.1-
(a), temos
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Capitulo 2. Determinantes

Permutacao ‘ Produto elementar de A
(17 2) 11022
(27 1) 12021

Para a matriz da alinea (b) o nimero de produtos elementares é igual ao
nimero de permutacdes de {1,2,3}. Assim, usando a expressdo (2.1) e o con-
junto IT de todas as permutagdes de {1, 2,3}, determinado no Exemplo 2.1-(b),
tem-se

Produto elementar de A

411022033
11023032
12021033
A12G23031
13021032
13022031

=N = W N W
—_ T

N = N

W WN DN ==

AN AN N N N

¢

Definimos sinal de um produto elementar como sendo o sinal da permutacdo
que lhe esta associada. Ou seja, o sinal do produto elementar a,;, asj, - - -y, € 0

sinalde (j1, Jo, - - -, jn),enquanto que o sinal de a;,1a;y2 - - - a;,, € 0. de (31,42, . .., 0p).

Defini¢ao 2.2. O determinante de uma matriz A do tipo n x n, € igual a soma de
todos os seus produtos elementares multiplicados pelo sinal respectivo. Ou seja,
para A = [a;;] o determinante de A é

det(A) = Z sign(o) ayj,a2j, « - * Gnj, (2.3)
oell
o = (j17j27 fee 7jn)

onde II designa o conjunto das permutacdes de {1,2,...,n}.
O determinante de uma matriz A é designado por det(A) ou por |A|.

Os célculos efectuados nos exemplos anteriores permitem obter o determi-
nante de uma matriz 2 X 2 e 3 x 3.
Usando a defini¢do de determinante, para a matriz A = [a;;); j—1,2 temos

IT Paridade | Produto elementar
com sinal
(1, 2) par a11Qa922
(2, 1) impar —Q12021



2.1. Definicdo de determinante

Logo,

a;y a
det(A) = a; CLZ = 11022 — Q12021 24

Da mesma forma, para a matriz A = [a;;]; j=1,2,3 tem-se

II Paridade | Produto elementar

com sinal

(1,2,3) par Q11022033

(1,3,2) | impar — 11023032

(2, ]., 3) impar —Q120921033

(2, 3, ].) par a12Q93031

(3, 1, 2) par 13021032

(3, 2, 1) impar —Qa130922031

Assim,

11 Q12 A13
det(A) = |aa1 @  ag3| =a11a92a33 + a12a23a31 + Q13021 A32—
a3; a32 Aa33

(2.5)

— Q13022031 — (11023032 — 12021433

Podemos usar uma mnemonica’ para a expressdo do determinante de uma
matriz 3 X 3: os produtos elementares positivos sdo os produtos das entradas da
diagonal principal e das entradas situadas nos vértices de dois tridngulos com um
lado paralelo a diagonal principal (a vermelho na Figura 2.1), enquanto que os de
sinal negativo sdo os produtos das entradas da diagonal oposta a diagonal principal
e das entradas situadas nos vértices de dois tridngulos com um lado paralelo a essa
diagonal (a azul na Figura 2.1).

Note-se que, quando o = (py,pa, ..., p,) varia no conjunto II de todas as
permutagdes de {1,2,...,n}, o conjunto de todos os produtos elementares da
forma sign(o) ayp, agp, - - - Gyp, € igual ao conjunto de todos os produtos da forma
sign(o)ap,1ap,2 - - - ap, . Por conseguinte, o determinante da matriz A = [a;;]; j—1,..
pode ser igualmente escrito na forma

det(A) = Z sign(a) 11552 * Q- (26)
oell
o= (i1,%2,..-,in)

2Esta mnemoénica é conhecida pela designagiio de regra de Sarrus (Pierre Frédéric Sarrus, 1798-
1861, matematico francés).
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Capitulo 2. Determinantes

a1 Q12 _ a3 a, a2 13
21 23 a 23
aszp a3z a33 aszp a3z 433

Figura 2.1: Para uma matriz 3 X 3: a vermelho os produtos elementares com sinal
positivo e a azul os produtos elementares com sinal negativo.

Exercicio 2.1. Repita o célculo do determinante de uma matriz A do tipo 3 x 3,
usando agora a representacdo (2.2) para os produto elementares. Verifique ainda
que quando o varia no conjunto das permutagdes de {1, 2, 3} os produtos elemen-
tares com sinal que obtém € igual ao conjunto anteriormente obtido.

2.2 Propriedades do determinante

A partir da defini¢do de determinante vamos deduzir algumas propriedades. Como
o determinante de uma matriz n X n € a soma de todos os produtos elementares
com o respectivo sinal, e um produto elementar ¢ um produto de n entradas da
matriz extraidas de linhas e colunas distintas, podemos concluir:

e Se uma matriz tem uma linha de zeros o seu determinante € igual a zero,
j& que os produtos elementares sdo todos nulos. De facto, cada produto
elementar tem um factor pertencente a linha nula.

e Como os factores de um produto elementar correspondem a uma escolha
de n entradas da matriz de tal forma que ndo haja duas da mesma linha
nem da mesma coluna, numa matriz triangular apenas um dos produtos ele-
mentares poderéd ser ndo nulo. Este € o produto das entradas da diagonal
principal. Logo, o determinante de uma matriz triangular € igual ao produto
das entradas da diagonal principal.

e Se a matriz B ¢ obtida da matriz A multiplicando uma linha de A por uma
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constante k, por exemplo a linha 7, entdo

det B = Z sign(o) aj, azj, - - - (kag,) - - - ang,
oell
g = (j11j27-~»7jn)

=k E sign(o) ayj,a9j, - - - ij, - - - A, = k det A.
oell
o = (j1,42;---+Jn)

Se A é uma matriz de ordem n, entdo det(kA) = k™ det(A).

Como uma permutacdo muda de sinal se trocarmos a posi¢do de duas das
suas componentes, o determinante de uma matriz muda de sinal se trocar-
mos duas colunas da matriz. De facto, se a matriz B é obtida de A por troca
da coluna p com a coluna r tem-se

det B = g Sign(o) ayj, + - - Qpj, - - Gpj, -+ A,
oell
o= (j17'.l7jn)
= E —sign(o) aj, - pj, - Qpj, -+ - Anj, = — det A.
oell

o= (j1,--+,Jn)

e Uma matriz A e a sua transposta, AT, possuem os mesmos produtos ele-

s di T _ [ — la.: sed . d. ---a . =
mentares. Além disso, se A = [ai;] e A = ai;] tem-se ay; ab;, - ay,; =
@j,10j,2 -+ - 4j,n. Por conseguinte, os sinais dos produtos elementares de
AT sdo iguais aos sinais dos produtos elementares de A. Assim, usando as

expressdes (2.3) e (2.6), tem-se det(A) = det(AT).

Uma vez que det(A) = det(AT), todas as propriedades vélidas para as linhas

de uma matriz sdo igualmente validas substituindo a palavra linha por coluna.
Resumimos no quadro que se segue as propriedades do determinante ja deduzidas.
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Propriedades do determinante

Seja A uma matriz n X n.
P1. det(A) = det(AT).

P2. Se uma matriz tem uma linha (ou coluna) nula, entdo o seu determinante é
igual a zero.

P3. O determinante de uma matriz triangular € igual ao produto das entradas
da diagonal principal. Em particular, o determinante da matriz identidade
éigualal.

P4. Trocando duas linhas (ou colunas) de uma matriz, muda o sinal do deter-
minante.

P5. Se uma linha (ou coluna) de uma matriz for multiplicada por uma cons-
tante k, o determinante vem multiplicado por k. Em particular,

det(kA) = k™ det(A). (2.7)
Exercicio 2.2. Mostrar que det(—15) = 1 e det(—1I3) = —1, onde I, e I3 sdo
respectivamente as matrizes identidade de ordem 2 e 3. A

As propriedades P4 e P5 dizem respeito ao comportamento do determinante de
uma matriz relativamente a duas das trés operacdes elementares sobre as linhas
da matriz. Vamos deduzir novas propriedades com o objectivo de determinar o
comportamento do determinante relativamente & operacdo elementar em falta.
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2.2. Propriedades do determinante

P6. Se uma matriz tem duas linhas (ou colunas) iguais, entdo o seu determi-
nante € igual a zero.

P7. Se A, B e C sao matrizes n X n que diferem apenas na linha (resp. coluna)
nimero %, ¢ a linha (resp. coluna) ¢ de C' € igual a soma da linha (resp.
coluna) i de A com a linha (resp. coluna) i de B, entdo det(C') = det(A)+
det(B). Isto é,

11 T Qnn @11 App @11 Qpn
a,+al a; _|_a/ = |a; a; + a, a/
il il in in| — i1 n il in | *
(07751 T Qnn Qp1 - Gpp Ap1 - Gpp

P8. Se B é uma matriz obtida de A substituindo uma linha (resp. coluna)
de A pela sua soma com outra linha (resp. coluna) multiplicada por uma
constante, entdo det(B) = det(A).

Demonstragdo. P6: Suponha-se que a matriz A tem a linha ¢ igual a linha r. Se
trocarmos a linha 7 de A com a linha  obtemos de novo a matriz A. Assim,
usando a propriedade P4, temos

det(A) = —det(A) < det(A) = 0.

P7: Seja
[ a1 T Qnp, i
C = | Q;1 + a;l ¢ —|' a;n
| Gn1 e App
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Por defini¢do de determinante, tem-se

det(C) = > sign(o) ayj, azj, - - (@ij, + azg,) - - ang,
oell
g = (j17j27""j")

= E sign(o) ayj,asj, + + - Qij, -+ - A,
oell
o= (j1,42s---5dn)

+ Z sign (o) aj,agj, - - - Ay, -+ - Apj, = det(A) + det(B).

k2
cell
o= (jlmj?v"')jﬂ)

P8: Considere-se a matriz A = [a;]; j—1,.., ¢ a matriz B que se obtém de A
substituindo a linha ¢ pela sua soma com a linha r multiplicada por k. Entéo,

all a12 ...... aln
Ar1 (075 N (0799
det(B) = : : :
ain + kayy aip +kapy - Ui, + kayp
anl an2 ...... ann
aix Q2 - Qip 11 Q12 - Aip
Ar1  Qpg - Ayp, A1 Qpg Ayp,
P7,P5
= : : N
Qi1 Q2 Gip Qry Gpg  ccc QApp
Ap1 Qp2 - Ann ap1 Qp2 - Ann

20 det(A) + 0.
0

As propriedades P5 e P7 traduzem o que se designa por propriedade de li-
nearidade do determinante em cada linha (ou coluna) da matriz. De facto, se
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2.2. Propriedades do determinante

encararmos o determinante de uma matriz A como uma fung¢do que ao conjunto
das linhas (resp. das colunas) de A faz corresponder o valor do determinante de
A, as propriedades P5 e P7 abreviam-se dizendo que esta fung@o é linear® em cada
linha (resp. coluna) quando se conservam as outras linhas (resp. colunas) fixas. O
estudo de func¢des lineares ¢ efectuado no Capitulo 6.

Exemplo 2.4. Usando apenas as propriedades do determinante até agora enunci-
adas, vamos calcular o determinante de uma matriz 2 x 2. Pela propriedade P7
podemos escrever o determinante de uma matriz 2 X 2 como a soma de 4 deter-
minantes.

a b a 0 0 b
c d': c d‘ c d’ por P7
_|a 0+a O+O b+0 b p7
¢ 0l l0o d e oo d por
=0+ad—bc+0=ad—bc por P2, P3 e P4.

Na antepenultima igualdade ha dois determinantes que valem zero pois as matri-
zes t€m uma coluna nula; o segundo determinante € igual ao produto das entradas
da diagonal principal (determinante de uma matriz diagonal); no terceiro determi-
nante se trocarmos duas linhas da matriz obtemos uma matriz diagonal e portanto
o determinante da matriz inicial é igual a (—bc).

O resultado obtido é obviamente igual a expressao (2.4). ¢

Nota 14. A propriedade P7 ndo diz que o determinante da soma de duas quais-
quer matrizes seja igual a soma dos determinantes. Deixamos como exercicio
encontrar duas matrizes quadradas A e B que verifiquem

det(A + B) # det(A) + det(B).

Exercicio 2.3. Mostrar que se uma matriz tem duas linhas proporcionais, entdo o
seu determinante € zero.
A

As propriedades P4, P5 e P8 referem-se ao comportamento do determinante
de uma matriz relativamente a operacdes elementares sobre as suas linhas. Estas

3Uma fungiio de virias varidveis que seja linear em cada uma das varidveis diz-se uma funcdo
multilinear.
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Capitulo 2. Determinantes

propriedades podem resumir-se do seguinte modo:

AMEY B = det(B) = — det(A)
A B —  det(B) = adet(A) (2.8)
Li+aL;

A"—" B = det(B)=det(A),

onde L; e L; sdo linhas (distintas) da matriz A.
Tendo em conta estas propriedades, é imediato o cdlculo do determinante de
matrizes elementares.

E obtida de I,, por Propriedade det(E)
Troca de duas linhas P4 det(F) = —1
Multiplicagdo de uma linha por o # 0 P5 det(E) = «
Substituicdo de uma linha pela sua soma P8 det(E) =1
com outra linha multiplicada pelo escalar «

Relembremos que se £/ € uma matriz elementar, a matriz £'A é a matriz que
se obtém de A efectuando sobre A a operacao elementar que permitiu obter £ da
identidade (conforme Proposicéo 1.8). Assim, tendo em conta as relacdes (2.8) e 0
valor do determinante de uma matriz elementar ~ podemos enunciar a proposi¢cdo
que se segue.

Proposicao 2.1. Se F é uma matriz elementar da mesma ordem de A, entdo

det(FA) = det(F)det(A).

Determinante e método de eliminacao de Gauss

As propriedades P4, P5 e P8 permitem relacionar o determinante de uma matriz A
com o determinante de uma matriz B obtida de A usando o método de eliminagéo
de Gauss. Em particular, se na aplicagdo do método de eliminacdo de Gauss
ndo for efectuada a operacdo “multiplicacdo de uma linha por a # 07, entdo
det(B) = £ det(A). Neste caso, o sinal —1 ocorre sempre que o nimero de troca
de linhas efectuado for impar, e o sinal +1 se for par. Caso ndo haja troca de
linhas, nem multiplica¢do de linhas por um escalar, entdo det(A) = det(B). Em
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2.2. Propriedades do determinante

resumo: o determinante de uma matriz B obtida de A por aplicacdo do método de
eliminacdo de Gauss é um multiplo (ndo nulo) do determinante de A.

No exemplo que apresentamos a seguir aplicamos o método de eliminacdo de
Gauss-Jordan para obter a inversa de uma matriz e usamos as propriedades P4, PS
e P8 para relacionar o determinante da matriz com o da sua inversa.

Exemplo 2.5. Relacionemos o determinante da matriz (invertivel)
0 0 3
A=11 10
1 20

com o da sua inversa.
Apliquemos o método de eliminagio de Gauss-Jordan para obter A1,

003[too], 12 0]/00 1
A=|1 1001 0| =*BJ=]110[010
120/00 1 00 3[100
L 1 2 0loo0 1 i 1200 0 1
>S3'[CIK]={0 -1 0|0 1 -1 | —=3[D|L]=]010/0 -1 1
0 0 3/10 0 0031 0 0
. 12 0[]0 0 e 100/0 2 -1
ESEM =101 00 -1 1| =="[1A"=]010[0 -1 1
001/t 0 0 001t 0 o
Calculando det(A) e det(A~!) mediante a expressio (2.5) obtemos det(A~!) = 4

e det(A) = 3. Confirmemos este resultado usando as propriedades do deter;nig-
nante.

e detJ=—detl =-1 (por P4).

o det K =detJ = —1 (por P8).

edetL=—det K =1 e dletM:%detL:l (por P5).

o det(A™!) =det M = 3 (por P8).

Como veremos seguidamente o determinante de uma matriz proporciona um
teste de invertibilidade da matriz.
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P9. Uma matriz A é invertivel se e s6 se det(A) # 0.

Demonstragdo. Se a matriz quadrada A é invertivel, a aplicagao do método de
eliminac@o de Gauss-Jordan reduz A a matriz identidade. Concluimos assim que
o determinante da matriz A € um mdltiplo ndo nulo de 1 e portanto diferente de
Zero.

Para mostrar a implicagio reciproca, suponha-se que det(A) # 0. Seja U a
matriz triangular superior que se obtém de A por aplicacido do método de elimina-
¢do de Gauss. O determinante de U é um multiplo ndo nulo de det(A), portanto
det(U) # 0. Como a matriz em escada U é triangular superior, o seu determinante
¢ igual ao produto das entradas da diagonal principal, portanto a matriz U ndo tem
linhas nulas. Logo, car(A) = car(U) = n. Sendo car(A) = n, a Proposi¢do 1.12
(pag. 62) garante que A € invertivel.

g

|P10. det(AB) = det(A) det(B). |

Demonstragdo. Recorde-se que o produto AB € invertivel se e s6 se as matrizes A
e B sdo invertiveis (Teorema 1.5, pag. 61). Logo, se uma das matrizes, por exem-
plo A, ndo ¢ invertivel o produto AB nio ¢ invertivel e det(AB)=0e det(A) = 0,
pelo que o resultado fica provado para o caso de ndo invertibilidade de uma das
matrizes.

Suponha-se agora que A e B sdo ambas invertiveis. Pelo Teorema 1.4-(iv), pa-
gina 57, uma matriz invertivel pode exprimir-se como um produto de matrizes ele-
mentares. Seja A = E --- E, com FE; matrizes elementares. Pela Proposigéo 2.1
a propriedade do enunciado é vélida quando um dos factores € uma matriz ele-
mentar. Logo,

det(AB) = det(E, - -- E, B) = det(E,) det(E; - - - E, B)
= det(E;) det(Ey)det(Es - E,.B) = --- = det(E; - - - E,.) det(B)
= det(A) det(B).
O

Finalizamos esta secc¢io enunciando duas proposicdes que nos serdo tteis mais
tarde.

Proposicao 2.2. Seja A é uma matriz quadrada. O sistema homogéneo Ax = 0
possui solugdes nao nulas se e s6 se det(A) = 0.
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2.3. Desenvolvimento de Laplace

Demonstracdo. A Proposicao 1.10 (pag. 59) garante que x = 0 € solucdo tnica
do sistema Ax = 0 se e s6 se A é invertivel. Como Ax = 0 tem sempre a
solug@o nula, conclui-se da propriedade P9 que existem solucdes ndo nulas se e
s6 se det(A) = 0. O]

_ 1
 det A°

Proposicao 2.3. Se A é invertivel, entdo det (A™!)

Demonstragao.

12 det(1) = det(A4) 2 det(A™") det A.

,jaque det(A) #0. O

1
A igualdade anterior é equivalente a det (A™1) = ot A
e

2.3 Desenvolvimento de Laplace

O desenvolvimento de Laplace* permite-nos calcular de forma recursiva o deter-
minante de uma qualquer matriz. Baseados neste desenvolvimento deduzimos
duas férmulas, uma para o célculo da inversa e outra, conhecida por regra de Cra-
mer, para o calculo de solucdes de certos sistemas de equacgdes lineares.

Uma vez que a deduc@o da férmula de Laplace a partir da defini¢do de deter-
minante requer algumas manipulacdes algébricas cujas expressdes podem parecer
complicadas, optdmos por apresentar um exemplo a partir do qual & facil deduzir
o desenvolvimento de Laplace no caso geral.

Exemplo 2.6. Relembremos a expressdo do determinante de uma matriz 3 x 3
obtida em (2.5).

@11 Q12 A13
det(A) = |ag1 a2 ao3| =a11a22a33 + A12a23a31 + A13021A32—
31 G32 33

— @13A22031 — (11023032 — (12021433

Pondo em evidéncia nesta expressao as entradas da primeira linha (por exem-
plo) da matriz A, obtemos

det(A) = a11(a22a33 - CL23CL32) - @12(021%3 - 023a31) + a13(a21a32 - G22031)-

“4Pierre-Simon (1749 -1827), marqués de Laplace, matematico, astronomo e fisico francés.
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Capitulo 2. Determinantes

Nesta expressdo os valores entre parénteses sdo iguais ao determinante de uma
matriz 2 X 2. Assim,

Q22 (23 G21  A23 a1 22
a3z 433 a3; a3s3 a3; 432
= (=1)"tay Myy + (1) PagaMig + (1) PBazMiz. (29)

det(A) =an — ap + a3

Da expressdo anterior, conclui-se que o determinante da matriz é a soma dos
produtos das entradas da primeira linha por um determinante de uma matriz de
ordem inferior. Os determinantes )/;; nessa expressdo sdo os determinantes das
matrizes que se obtém da matriz dada eliminando a linha 7 e a coluna 5. Por
exemplo, M, é obtido eliminando a linha 1 e a coluna 2 de A.

a1x Q12 i3

21 (23
A= lan ax axy| ~ My =

a31 ass

a3z1 agz asg

Se tivéssemos escolhido por em evidéncia as entradas de uma outra linha (ou
mesmo de uma coluna) resultaria uma expressdo do mesmo tipo para o determi-
nante da matriz. De facto, o que obtivemos em (2.9) é conhecido como o desen-
volvimento de Laplace segundo a primeira linha da matriz A.

¢

Exercicio 2.4. Usar o mesmo procedimento do tltimo exemplo para obter uma
expressao para det(A) analoga a (2.9) onde figurem agora as entradas da segunda
coluna.

A

Como verificamos na defini¢@o seguinte, os determinantes M;; do Exemplo 2.6
recebem uma designacdo particular.

Definicao 2.3. Se A € uma matriz quadrada, o menor-ij, ou menor da entrada
a;j, € o determinante da matriz que se obtém de A suprimindo a linha ¢ e a coluna
J - Este menor denota-se por M;;.

Ao namero C;; = (—1)""7M;; chamamos cofactor-ij, ou cofactor da en-
trada a;j.

Em certos textos € usada a designac@o de complemento algébrico para cofac-
tor.
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2.3. Desenvolvimento de Laplace

A expressio (2.9) do determinante de A pode reescrever-se na forma
det(A) = a11C11 + a12C19 + a13C13,

indicando que este determinante é a soma dos produtos das entradas da primeira
linha de A pelos respectivos cofactores.

A férmula de Laplace que enunciamos a seguir permite calcular o determi-
nante de uma matriz como a soma de produtos das entradas de uma qualquer linha
(ou de uma qualquer coluna) da matriz pelos respectivos cofactores. Esta formula
exprime o determinante de uma matriz a custa de determinantes de matrizes de
ordem inferior.

Formula de Laplace para o calculo do determinante

Seja
aip Qi - Qi ot Qip
A= |aa ap - Qi - Qi
[ An1 Ap2  * Apj *° Gpp

Sendo Cj; o cofactor da entrada a;;, o desenvolvimento de Laplace

a) ao longo dalinha¢de A é

det(A) = a;1Ci1 + i2Cio + - - + i Cin; (2.10)

b) ao longo da coluna j de A é

det(A) = CLUCU + angQj S IO anjOnj~ (211)

>

Usamos as expressdes ‘ao longo da linha...
significado.

e ‘segundo a linha...” com o0 mesmo

Exemplo 2.7. Apliquemos a férmula de Laplace para calcular o determinante da
matriz

1 0 4 2
-2 0 0 O
A= 10 3 -2 -1
3 2 6 3
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Observando que a terceira coluna é o dobro da quarta, o determinante desta
matriz € zero (ver Exercicio 2.3). Vamos confirmar este resultado usando o desen-
volvimento de Laplace.

Da andlise das expressdes (2.10) e (2.11) é evidente que para efectuarmos o
desenvolvimento de Laplace € vantajoso escolher uma linha (ou coluna) da matriz
que tenha o maior niimero de zeros. Neste caso, a segunda linha de A. Assim,

det(A) = —2Cy = —2(—1)""2My (usando a 2" linha de A)

0 4 2
=-2(-1)'"**3 -2 —1
2 6 3
=9 (—3 ’é ; +2 ‘_42 _21D (usando a 1" coluna da matriz 3 x 3)

=—6x0+4x0=0.
4

O exemplo anterior ilustra como aplicag¢des sucessivas da formula de Laplace
permitem reduzir o cilculo do determinante de uma matriz de qualquer ordem ao
calculo de determinantes de matrizes 2 x 2 (ou até de matrizes 1 x 1).

2.3.1 Matriz adjunta e calculo de A~!

O desenvolvimento de Laplace segundo uma linha (ou coluna) de uma matriz for-
nece o valor do determinante da matriz em termos dos cofactores e das entradas da
linha (ou coluna) escolhida. Deduzimos agora a expressio da inversa de uma ma-
triz em termos do seu determinante e de uma matriz construida com os cofactores
das entradas da matriz.

Definicao 2.4. Dada uma matriz A do tipo n X n, chama-se matriz adjunta de
A a matriz transposta da matriz dos cofactores de A. Designando por adj(A) a
matriz adjunta de A, tem-se

Cll 021 e Cnl

’ 012 022 et Cn?
adj(A) = [Cij]z:jzl,,..,n = : oL sl

Cln CQn . Cnn

onde Cj; designa o cofactor da entrada a;; de A.
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2.3. Desenvolvimento de Laplace

Por vezes, usamos cof(A) = [Cj]ij=1,.., para designar a matriz dos cofactores
de A.

1 20
Exemplo 2.8. Determinar a matriz adjunta da matriz A = |3 2 1
0 3 4
Usando a defini¢@o de cofactor de uma determinada entrada, vem
2 1 31 3 2
CH_'3 4‘—5 012——‘0 4‘——12 013— 0 3’—9
20 10 1 2
021__‘3 4“‘8 022_‘0 4’_4 023__’0 3“‘3
20 10 1 2
031:'2 1}:2 032:_‘3 1‘:_1 033:‘3 2’:_4
Logo,
5 —12 977 5 -8 2
adj(A)= (-8 4 =3 =|-12 4 -1
2 -1 -4 9 -3 -4
¢

Antes de prosseguirmos, mostremos que € nula a soma dos produtos das entra-
das de uma linha pelos correspondentes cofactores de uma outra linha. Provamos
este facto para o caso de uma matriz 3 X 3, embora a demonstracido apresentada
indique claramente qual o procedimento a seguir no caso geral de uma matriz
n xn.

Consideremos a matriz

aix Qiz2 Qi3
A= |ay ax azx
a1 a2 0as3

Usando o desenvolvimento de Laplace segundo a primeira linha de A, temos
det(A) = anCu + a12012 -+ algclg.

Suponha-se que em vez de multiplicar as entradas da 1* linha de A pelos respec-
tivos cofactores, se multiplicam estas entradas pelos cofactores das entradas de
uma outra linha, por exemplo da 3% linha. Ou seja,

a11C31 + a12C39 + a13C53. (2.12)
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Para mostrar que esta expressao vale zero construa-se uma matriz A’ cujas pri-
meira e segunda linhas s@o iguais as de A e a terceira linha € igual a primeira
linha de A, isto é,

ax a2 13

!
A = |aa axn asx
@11 Q12 Q13

Os cofactores Céj das entradas da terceira linha de A’, sdo iguais aos cofactores
das entradas da terceira linha de A (ja que as duas primeiras linhas de A e A’ séo
iguais), ou seja,

Cl=Cy Cly=Cs Chy=Css.

O determinante de A’ é igual a zero visto que A’ tem duas linhas iguais. Por outro
lado, usando o desenvolvimento de Laplace segundo a terceira linhade A’ , tem-se

0 = det(A") = a11C%; + a12C%% + a13C% = a11C31 + a12C39 + a13Cs3.

Ou seja, a expressao (2.12) € igual a zero, como pretendiamos mostrar.

A soma dos produtos das entradas da linha i de A = [a;;] pelos cofactores
das entradas da linha j # ¢ é igual a zero. Isto &,

0=a1Cj + apCji + -+ ainCin = Zaikcjk para i # j (2.13)
k=1

Exercicio 2.5. Mostrar que a expressio (2.13) é valida para qualquer matriz A do
tipon X n. A
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A matriz adjunta vai desempenhar um papel importante no célculo da inversa
de uma matriz. De facto, calculando o produto A adj(A) = [bijlij=1,..n,

[a11 a1z -+ ap] [Cu Cia o0 O !
Aadj(A) = a;l a;Q . al.-n C.jl C.jQ - C.jn
(an1 Gpa G _C;nl 0;12 oo Opnl ]
(4 Gy - agy ] Cll A le e Con
= | @1 G - Gip Cu - €y - Cy
| An1 Qp2 - Qpp _C‘ln v G - Cm-

tem-se

bz‘j = aﬂle + aiQCjQ + -4 CLijn = Z aiijk para todo Z,j = 1, ey N
k=1

Notemos agora que:

o Sei = j, entao b“ = aﬁC’il +ai20i2 +- - —O—amCm = det(A) (pela féormula
de Laplace (2.10)).

e Se ¢ # j, entdo b;; é a soma dos produtos de entradas da linha 7 pelos
cofactores de uma outra linha. Portanto, de (2.13) segue que b;; = 0 se

1.
Conclui-se portanto que

A adJ(A) = [bij]i,j:l,...m = det(A)I

Em resumo,

Qualquer matriz quadrada A satisfaz a igualdade

Aadj(A) = det(A) 1. (2.14)
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Suponha-se agora que A € invertivel. Multiplicando a expressdo (2.14), a es-
querda, pela matriz A~!, obtemos

1
adj(A) = det(A)A™ = A7 =
j(4) = det(4) ER
Note-se que a equivaléncia anterior resulta do facto de det(A) # 0 sempre que
A é invertivel. Obtemos assim o teorema que enunciamos a seguir referente a
expressao da inversa de uma matriz A em termos da matriz adjunta.

adj(A).

Teorema 2.1. Se A é uma matriz invertivel, a sua inversa é

1
 det(A)

A~! adj(A). (2.15)

a ) .. .
dal A matriz A é invertivel se e

s6 se det(A) = ad — be # 0 e neste caso, usando (2.15), temos

P adj(A) L {d _C]T

Exemplo 2.9. Calculemos a inversade A =

~ det(A) T ad—be|-b a
1 d —b
" ad —be [—c a ] ’
expressao que ja conheciamos da Proposicao 1.5. ¢

Exemplo 2.10. Calculemos a inversa da matriz do Exemplo 2.8, ou seja de

120
A= 1|3 2 1
0 3 4

No exemplo referido calculamos a matriz adjunta de A, e portanto usando (2.15)
temos

1 1 1 5 =8 2 1 5 -8 2
A G Y Gy | L T T |0 L T
uma vez que det(A) = 8 — 3 — 24 = —19 (por exemplo, pela regra de Sarrus).
¢
Exercicio 2.6. Use a expressdo (2.15) para mostrar
(A—l)T _ (AT)_l.
A
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2.3. Desenvolvimento de Laplace

2.3.2 Regra de Cramer

A regra de Cramer® permite obter uma foérmula para a solu¢do de um sistema
Ax = b, quando a matriz A é quadrada e invertivel. Embora de valor computaci-
onal muito reduzido, esta formula pode ter interesse nomeadamente no estudo do
comportamento das componentes da solucdo de um sistema Ax = b em funcdo
de variagdes no segundo membro b.

Dado um sistema Ax = b, com 0 mesmo nimero de equagdes que incognitas,
sabemos que o sistema tem solug@o tnica se e s6 se A é invertivel, ou seja, se e sO
se det(A) # 0. Neste caso, a solugio é dada por x = A~'b (ver Proposi¢ao 1.10,
pag. 59). A regra de Cramer usa a expressio (2.15) de A~! para calcular a solu¢do
do sistema. De facto, se A € invertivel, a solucdo de Ax = b é

1 1

=A'b= dj(A)b = ——[Ci:]"b.
x der(4) “A) b = 5 Gl
T b1
To bg
Tomandox = | . | eb = | . |, daexpressdo anterior resulta
T, by,
(2] [Cii Cor -+ Cut]
) ) : ) by
) : oL : by
S N vl R B N
: e : b,
| T, _Cln CZn e Crm_

Desta expressdo, podemos concluir que cada componente z; da solugdo x € dada

SEsta regra, publicada em 1750, recebe o0 nome de Gabriel Cramer (1704—1752),embora ji em
1748 esta regra tivesse sido publicada por Colin Maclaurin.
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por
xj:detl( (B0 2y - 0Ciy)
ayy app o by ccr apm
:detl(A) afl a?Q b2 afn (usando a igualdade (2.11)).
Upi Gpa <+ by e Qpn
T
coluna j

O determinante que aparece no numerador da expressdo da componente z; da
soluc@o x é o determinante da matriz que se obtém de A substituindo a coluna j
de A pela coluna b do termo independente do sistema.

Proposicao 2.4. Regra de Cramer
Se Ax = b é um sistema de n equacdes a n incognitas e det(A) # 0, entdo

o sistema tem solug¢do (Gnica) x = (x4, ..., x,),dada por
_ det Ay _ det Ay _det A,
= et A’ T det A T et A

onde A; é a matriz que se obtém de A substituindo a coluna j de A pela coluna
b.

Exemplo 2.11. Utilizemos a regra de Cramer para resolver o sistema

1'1—21'2:—5
T+ To= 3.

Comecemos por calcular o determinante da matriz A dos coeficientes do sistema.

1 -2
det(4) = || || =1+2=3.
Usando a regra de Cramer resulta
15 2|1 1t 5| _s
=313 1|73 ¢ "TT31 3|77
1
A solug@o do sistema é (z1, x9) = 5(1, 8). ¢
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Exercicios

1. Determine o sinal dos seguintes produtos
elementares da matriz A = [a;;]; j=1,... 5
a) a13a25031042054; b) a21042013054a35;
C) 414a23032045051] -

2.Use operagdes elementares sobre as li-
nhas da matriz para verificar as igualdades:

0 0 0 d
a) 8 2 ; ; = abcd
a h 1 j
00 0 0 k
0 0 0 d I
b)|]0 0 ¢ e m |=abcdk.
0b f g p
a h 1 5 wu
a b c
3.SejaA= | d e f |.Considere por
g h i
hip6tese que det(A) = —7. Calcule:
a) det(3A4) b) det(2471)
c) det((24)~1)
a g d
d det| b h e
c i f

4.Sem calcular explicitamente o determi-
nante, mostre que parax = Jexz = 2 ¢
satisfeita a equacdo

x 2 2
1 2 1 [=0.
0 0 -3

5.Sem calcular explicitamente o determi-
nante, mostre que

b+c¢c c+a b+a
a b c
1 1 1

= 0.

106

6.Use a propriedade de linearidade do de-
terminante para escrever

ar + by
az + by

c1+dy
e +do

como uma soma de quatro determinantes de
matrizes cujas entradas ndo sdo expressas
em termos de adi¢des.

7.Diga, justificando, se € ou ndo verdadeira
a igualdade

det(A + B) = det(A) + det(B).

8.Sem calcular os determinantes, mostre as
igualdades seguintes.

ap by a1+bi+a
a) | az by az+by+c
az b3 az+b3+c3

aq bl 1

=|a b2 c

as b3 C3
a1+b1 a1 —b1 a
b) | ax+by as—by c
asg +bs as —bs c3

aq b1 C1

= -2 a9 bg C

as b3 C3

9. Quais os valores de k para os quais a ma-
triz A é singular?

1 2 4
a) A=|3 1 6
k3 2
k—3

—2
b) A:[ —2 k—2}
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10. Considere a matriz 14. Use o desenvolvimento de Laplace para
0 10 0 calcular os determinantes das matrizes se-
1010 guintes.
M =
0 101 2 5 10
0 010
o R
a) Calcule o determinante de M. 1 0 3 2
b) Calcule det(2M), det(2M 1) e
-1
det((2M)™). . 0 510 2
¢) Determine a entrada (1,4) da matriz 0 3 2 1 -1
-1
M B = 1 020 O
10 1 -1 0 3 2 1
11.Seja A = |2 3 2 |. Verifique que 1 2 3 4 5

01 -2

L. , Além disso, calcule a inversa de A e de B
A é invertivel e calcule:

sem utilizar o método de eliminacdo de Gauss-
a) det(2471) b) det(A?(2471)) Jordan.
c) det(AT(tr A)A)~!, onde tr A designa 15.Resolva as equagdes seguintes.
o traco de A, ou seja, a soma das en-

. L 1 =z 1
tradas da diagonal principal de A. )0 -1 1]=0
12. A matriz dos cofactores da matriz A é 1 0 2
T T T X
cof(A) = {1 2]. x 1 z =
-1 3 b) =0.
z xz 1 x
a) Useaformula A (cof (A))T = det(A)I v e el
para calcular det(A). 16.Resolva os seguintes sistemas de equacdes
b) Determine a matriz inversa de A. lineares utilizando a regra de Cramer:
13. A matriz dos cofactores da matriz A é ] — 2m9 = 4
1 2 9 & { 21‘1 T = -2
cof(A) =10 3 1]. o= 3rp +owy = 4
00 3 b) 2%1 — X9 = =2
4xq — 3133 = -2

. T
a) Useaformula A (cof(A))" = det(A)I17, considere A e B duas matrizes quadra-

gare(tz;har os possiveis valores para g, de ordem 3 e a seguinte lista de afirmacdes.
et .

b) Justifique por que razéo A é invertivel I) det(AB) = det(BA).
e calcule a entrada (3,2) da inversa de II) Se det A = 0 e det B = 0, entéo
A. det(A+ B) = 0.
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2.3. Desenvolvimento de Laplace

D) det(2AB) = 8 det (AB).
A lista completa de afirmagdes correctas €:

a) Iell b) IelIll
c) Melll d) Iellelll

18. Considere o sistema (A — AI)x = 0,
onde )\ é um escalar, I é a matriz identidade,
e A é a matriz

2 1

-]

a) Determine os valores de A\ para os
quais o sistema tem solu¢des nao nu-
las.

b) Para cada valor de A\ encontrado na

alinea anterior, determine uma solugc@o
ndo nula do sistema correspondente.

19. Indique o valor 16gico das afirmagdes:

a) Existem matrizes A e B, do tipo 2 X
2, tais que

AT'BT"AB = {2 ik
b) det(A —5I) = det(AT — 5I).
¢) Se B = SAS~! entio det B = det A.
d) Se A? = A, entdo det A = 0 ou
det A =1.
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Capitulo 3

Espacos Lineares

A nocao de espaco linear reveste-se de importancia fundamental nos mais diversos
ramos da matemadtica, permitindo unificar o tratamento matemdtico de estruturas
distintas. Como veremos no final deste capitulo, a no¢@o abstracta de espaco linear
permite atribuir a mesma estrutura a conjuntos de vectores de R", a conjuntos de
fungdes (tais como polindmios, fungdes exponenciais ou trigonométricas), bem
como a conjuntos de matrizes.

Um espago linear € um conjunto no qual estdo definidas duas operacdes: (i)
uma, sobre pares de elementos do conjunto (andloga a adicio de vectores de R");
(ii) outra, de escalares por elementos do conjunto (tal como a multiplicacao de
um escalar real por um vector de R"). Se estas duas operacdes verificarem as
propriedades enunciadas na pigina 29 para as operacdes de adicdo de vectores de
R"™ e de multiplicacdo destes vectores por escalares reais, entdo dizemos que o
conjunto é um espaco linear (ou espaco vectorial).

Uma vez que nos espagos lineares R? e R? é possivel utilizar uma abordagem
geométrica para ilustrar muitos dos conceitos fundamentais relativos a espagos
lineares, adoptamos como estratégia pedagogica o uso do espago linear R” como
modelo. Assim, na Sec¢fo 3.2 sdo apresentados os quatro subespagos fundamen-
tais de R"™ (associados a uma matriz real), os quais sdo depois utilizados para
introduzir vérias no¢des como as de subespaco e dimensdo de um espaco linear.
Estes conceitos sdo depois definidos e estudados para espacos lineares gerais.

As nogdes fundamentais de independéncia linear, base e dimensdo de um
espaco linear sdo estudadas na Seccao 3.3. Os resultados principais desta sec¢ao,
ilustrados com exemplos em R? e R?, apoiam-se em grande parte em resultados
previamente obtidos para sistemas lineares. Mostra-se que, fixada uma base orde-
nada num espago linear real de dimensao n, existe uma correspondéncia biunivoca
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3.1. Defini¢do de espago linear

entre os vectores desse espaco e vectores de R". Esta correspondéncia associa a
cada vector do espaco linear o vector das coordenadas na base ordenada fixada. Na
Seccao 3.4 relacionam-se os vectores das coordenadas em bases distintas através
de uma matriz designada por matriz de mudanca de base.

Na altima sec¢@o deste capitulo apresentamos exemplos de espacos lineares
distintos de R™. Para cada um desses exemplos exploramos as noc¢des de base e
dimensd@o bem como outros conceitos desenvolvidos ao longo do capitulo.

3.1 Definicao de espaco linear

Embora neste texto s6 consideremos espagos lineares reais ou complexos, ou seja,
espacos em que os escalares sdo niimeros reais ou complexos, poderiamos consi-
derar escalares pertencentes a um qualquer outro corpo'. Eis a defini¢do de espaco
linear sobre um corpo K, onde K = Rou K = C.

'Um corpo é um conjunto com duas operagdes bindrias designadas por adi¢fio e multiplicaciio,
gozando das propriedades: comutatividade, associatividade, distributividade da multiplicacio em
relac@o a adicdo, existéncia de elemento neutro para a adi¢@o e para a multiplicac@o, existéncia de
simétricos e existéncia de inverso para qualquer elemento diferente de zero.
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Capitulo 3. Espacos Lineares

Definicao 3.1. Espaco linear

Seja W um conjunto ndo vazio e K um corpo. Suponha-se que esti definida
uma operacao sobre pares de elementos de W designada por adicdo e denotada
por -+, e outra operacdo, que denominamos por multiplicagcdo por escalares, que
acada o € Keacadawu € W associa um um elemento que denotamos por « - u,
ou simplesmente por cvu.

Dizemos que W, munido destas duas operagcdes, € um espaco linear ou
espaco vectorial, sobre o corpo K, se as operacdes de adicao e multiplicacdo
por escalares satisfazem os axiomas que a seguir se enunciam, onde u, v, w € W
ea,pek:

Al Fecho da adicao: v +v € W.

A2 Fecho da multiplicacao por escalares: o - u € W.

A3 Comutatividade da adicao: v+ v = v + u.

A4 Associatividade da adicao: (v +v) +w = u+ (v + w).

A5 Existéncia de elemento neutro da adicao: existe um elemento em W,
designado por 0 (zero), tal que 0 + u = u.

A6 Existéncia de simétrico: para cada elemento u € W existe um elemento
u € Wtal que u +u' = 0.

A7 Associatividade da multiplicacao por escalares: (af) - u = «(f - u).
A8 Distributividade: «- (u+v) =a-u+a-ve(a+f)-u=a-u+p8-u.
A9 Existéncia de identidade: sendo 1 a identidade de K, tem-se 1 - © = w.

Os elementos de um espaco linear sdo designados por vectores. Quando o corpo
K é R diz-se que W € um espaco linear real, e no caso em que K = C diz-se
um espaco linear complexo.

O fecho da adicao significa que a adi¢do é uma operag@o bindria, isto é, uma
operagdo que a cada par (u, v) de elementos de 11 associa um (e um s6) elemento
de V.

Se um conjunto W estd munido de uma operacédo fechada, o conjunto diz-se
fechado em relac@o a operag@o. Os termos “a operacdo € fechada em W” ou “W
¢ fechado para a operac@o” t€m o mesmo significado: o resultado da operacgéo é
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3.1. Defini¢do de espago linear

sempre um elemento de W.

Nota 15. Na definicdo de espago linear deixdmos de usar letra a cheio para de-
notar vectores. Continuaremos no entanto a usar essa notacdo quando em causa
estdo vectores de R™ (ou de C").

Como consequéncia logica dos axiomas da Defini¢ao 3.1 resultam vérias pro-
priedades das opera¢des definidas num espaco linear, algumas das quais sdo enun-
ciadas na proposicdo que se segue.

Proposicao 3.1. Seja W um espaco linear sobre o corpo K. Sao validas as
afirmacoes:

a) O vector zero 0 de W € tnico.

b) Para cada u € W, o simétrico de u € tinico.
¢) a-0=0, paratodoa € K.

d) Designando por —u o simétrico de u, tem-se

(—a)u = a(—u) = —(au) paratodoa € Ketodou € W.

e) au#0 paratodoa#0ecKeu#0¢eW.

Demonstragdo. Realizamos apenas a prova dos dois primeiros itens deixando os
restantes como exercicio.

a) Suponha-se que w € W verifica

u—i—wA:3w+u:u, para todou € W.

Em particular (para u = 0), tem-se 0 + w = 0 e portanto, por AS, w = 0.
b) Admitamos que u’ e w s@o vectores simétricos de u, isto é

u+u' =0 e u+w=0.
Logo,
wHut+u)=w+0EZ0+wZw

(wtu) +u' 2 (u+w)+u =0+u 2.

A associatividade da adi¢do garante que as duas expressdes anteriores sao
iguais, e portanto w = u'.

OJ

O simétrico de um vector u passara a ser designado por (—u).
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Capitulo 3. Espacos Lineares

Como vimos no Capitulo 1,em R"™ as operacdes de adi¢cdo e multiplicacdo por
escalares reais definidas por

X+y=(@+y,22+y2,....Th+y,) € ax=(axy,ary,...,az,), (3.1)

onde x = (z1,%2,...,2,) € R,y = (y1,92,...,Yn) € R" e a € R, satisfazem
os axiomas na definicdo de espacgo linear. Em particular, o zero de R", isto é o
elemento de R™ que adicionado a qualquer vector x € R” é igual a x, € o vector
0=(0,0,...,0) € R™. Por isso, R” munido destas operacdes é um espaco linear
real.

Um outro exemplo de espaco linear é o conjunto das matrizes com as opera-
cdes de adicdo de matrizes e multiplicacdo de matrizes por um escalar tal como
foram definidas no primeiro capitulo. As propriedades destas operagdes (ver pro-
priedades (a), (b), (f) e (g) listadas no Teorema 1.1, pag. 42) garantem que o
conjunto das matrizes reais do tipo p X n € um espaco linear real quando munido
dessas operacgdes. Neste espaco linear, a matriz nula (isto é, com todas as entradas
iguais a zero) € o elemento neutro da adi¢do e o simétrico de uma matriz A é a
matriz —A.

A semelhanca da definicdo de R™ como o conjunto dos n-uplos de nimeros
reais, define-se C" como sendo o conjunto dos n-uplos de nimeros complexos.
Isto €,

C"={(z1,29y--y20): z€Cyi=1,...,n}.

De forma inteiramente anéloga as defini¢des de adico de vectores de R™ e mul-
tiplicacdo de um escalar por um vector de R", definem-se estas operagdes em C".
Nomeadamente, para z, w € C" e a € C, definimos

Z+wW=(z1+twy,z+wy...,2,+w,) e az=(az,az,...,az,), (3.2)

Como a soma de dois complexos ¢ um complexo e o produto de dois complexos
ainda € um complexo, a adi¢do e a multiplicacdo por escalares complexos s@o
operagdes fechadas em C". O elemento neutro da adi¢éo é o n-uplo (0 + 07,0 +
0i, ...,0+0i). Os restantes axiomas de espago linear sdo consequéncias imediatas
das propriedades da adi¢do e multiplicacdo de nimeros complexos. Assim, C"
munido das operacgdes (3.2) ¢ um exemplo de um espaco linear complexo.
Consideremos agora um exemplo de um conjunto que ndo € um espaco linear.
Seja W o conjunto dos pares ordenados de niimeros reais cuja segunda compo-
nente ¢ igual a 1, isto é, W = {(a,1) : a € R}. Considerem-se as operacdes
usuais de adi¢iio e multiplicacdo por escalares definidas em R?. Uma vez que para
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3.2. Os quatro subespacos fundamentais

quaisquer elementos (a,1) e (b,1) de W e o € R se tem
(a, 1)+ (b,1)=(a+b,2) ¢ W e ala,l)=(va,a) ¢ W paraa # 1,

as operacOes de adi¢do e multiplicacdo por escalares ndo sdo fechadas em W.
Portanto 1 nédo é um espaco linear.

3.2 Os quatro subespacos fundamentais

Abordamos nesta sec¢@o as no¢des de subespaco e de dimens@o para certos con-
juntos de R™ (ou de C") associados a uma matriz. Estes conjuntos recebem a
designacdo de subespagcos fundamentais (de R" ou de C™). Os quatro subespacos
fundamentais associados a uma matriz A sd3o: o nicleo de uma matriz A e da
sua transposta, e o espaco das colunas de A e da sua transposta. A designacao
de subespacos fundamentais, introduzida por G. Strang [11], sublinha o papel im-
portante que estes subespacos desempenham em algebra linear, como tera o leitor
oportunidade de comprovar ao longo deste livro.

3.2.1 Niucleo de uma matriz

Definicao 3.2. Nucleo de uma matriz

O niicleo da matriz A, que designamos por N(A), é o conjunto das solugdes
do sistema homogéneo Ax = 0. Em particular, se A é real e do tipo p X n, 0
nicleo de A é

N(A)={xeR": Ax=0}.

A designacao anglo-saxodnica para ndcleo de uma matriz € “kernel”, usando-se a
notacdo Ker(A) para N(A).

O nicleo de uma matriz nunca é um conjunto vazio ja que um sistema ho-
mogéneo tem pelo menos a solugio nula x = 0. Assim, 0 € N(A) qualquer que
seja a matriz A. Além disso, se A é uma matriz quadrada temos: (i) se A € in-
vertivel,entdo N(A) = {0} (cf. Teorema 1.4, pag. 57); (ii) se A néo é invertivel, o
sistema Ax = 0 é indeterminado, pelo que o nicleo de A tem um nimero infinito
de elementos (cf. Proposicdo 2.2, pag. 95).

2 11

Exemplo 3.1. Determinemos um conjunto gerador para o niicleo de A = [5 41

O ntcleo de A é a solug@o geral do sistema homogéneo

2r+ y+z2=0
or +4y + 2z =0.
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Capitulo 3. Espacos Lineares

Aplicando o método de elimina¢@o de Gauss a matriz A, temos
[2 1 1] Lo=§ln {2 _1 ] .

5 4 1 0
O sistema dado tem a mesma soluc¢do geral que o sistema

NGO =
N

{2x+ y+ 2= 0
%y—%z:().

Logo, da dltima equagdo resulta y = z, e substituindo na primeira equagcdo vem
x = —z. Ou seja,

N(A) = {(z,y,2) €R3:x:—zey:z} ={(-2,2,2): z€e R}
={z(-1,1,1): z € R} = Span{(—1,1,1)},

onde na altima igualdade usdmos a defini¢do de conjunto gerador (Definicdo 1.10,
pég. 30). O nicleo da matriz A é o conjunto gerado pelo vector (—1, 1, 1), isto é,
o conjunto de todos os miltiplos do vector (—1, 1, 1). Geometricamente, N (A) é
uma recta do espago que passa pela origem e tem a direc¢io do vector (—1,1,1

).
¢
Exemplo 3.2. Determinemos o niicleo da matriz

1 2 -1
Ay, = |—a -2 «
a 20 —«

em termos do parametro real «.
Como a terceira linha de A, é um mdltiplo da primeira linha, det(A,) = 0
para qualquer «. Logo, N(A,) # {(0,0,0)} (ver Proposi¢do 2.2, pag 95).
Apliquemos o método de eliminacdo de Gauss para decidir qual a carac-
teristica de A,.

I 9 -1
—a =2 a |0 2422 0
a 20 —al B o 0 0

Assim, para o = 1 (isto é, 2« — 2 = () tem-se car(A;) = 1,e paracv # 1 a
caracteristica é car(A,) = 2.
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3.2. Os quatro subespacos fundamentais

Da Proposicdo 1.2 segue que o sistema A;x = 0 tem grau de indeterminac@o
2 uma vez que car(A;) = 1. Da matriz em escada por linhas obtida, conclui-se
que A;x = 0 é equivalente a um sistema com uma tnica equag@o, cuja solugio é
r = —2y + z. Logo,

N(A) ={(-2y+ z,y,2): y,z € R} ={y(—2,1,0) + 2(1,0,1) : y,z € R}
= Span{(—2,1,0), (1,0,1)}.

Para o # 1 o sistema A,x = 0 tem grau de indeterminagao 1, e as suas solugdes
sdo as solugdes do sistema

T+ 2y —2=10
(—2+2a)y =0.

A solugio deste sistema é y = 0 e v = z. Logo, para o # 1 o ntcleo de A, €
N(A,) ={(2,0,2) : ze R} ={2(1,0,1) : z € R} = Span{(1,0,1)}.

Geometricamente, N (A7) é um plano que contém a origem ¢ os vectores (—2, 1,0)
e (1,0, 1), enquanto que para o # 1 o nicleo de A, é uma recta que passa pela
origem e tem a direc¢@o de (1,0,1). Relembre-se que em R? dois vectores nio
colineares geram um plano, enquanto que um vector (ndo nulo) gera uma recta
(ver Capitulo 1). ¢

No exemplo anterior vimos que, quando a # 1 bastava um vector (nao nulo)
para gerar o ntcleo da matriz A,,, enquanto que para « = 1 s@o necessarios dois
vectores para gerar o nicleo de A,. Em ambos os casos, o nimero de vectores ne-
cessarios para gerar o nicleo de A, € igual ao grau de indeterminagao do sistema
A,x = 0. Como veremos em secgdes subsequentes o grau de indeterminagéo
de Ax = 0 & sempre igual ao menor niimero de vectores necessdrios para ge-
rar N(A). Por isso, ao grau de indetermina¢@o de um sistema Ax = 0 também
chamamos dimensao do niicleo de A, a qual é designada por dim N(A). Quando
N(A) = {0} convencionamos que a dimensao de N(A) é zero. O conceito de
dimensao de um espaco linear (ndo necessariamente o nicleo de uma matriz) sera
estudado na Sec¢do 3.3, onde mostramos que de facto a dimensdo do espago li-
near N(A) é precisamente o grau de indeterminagio do sistema Ax = 0 (ver
Teorema 3.5, pag. 143).

Dos resultados obtidos para sistemas de equacdes lineares (possiveis), sa-
bemos que a caracteristica da matriz dos coeficientes de um sistema & igual ao
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Capitulo 3. Espacos Lineares

ndmero de varidveis dependentes, enquanto que o grau de indeterminacao € igual
ao namero de varidveis livres (ver Proposicao 1.2, pag. 18). Podemos assim con-
cluir a seguinte relacio fundamental entre a caracteristica de A e a dimensao do
nucleo de A:

car(A) + dim N(A) = ntimero de colunas de A. (3.3)

Enunciamos a seguir uma propriedade do niicleo que permitira estabelecer que
o ndcleo de uma matriz real (resp. complexa) p x n € um espaco linear de R" (resp.
de C™).

Proposicao 3.2. Seja A uma matriz e N(A) o seu nicleo. Tem-se:
a) N(A) é fechado para a adig@o:

para quaisquer v,w € N(A) = v +w € N(A).

b) N(A) é fechado para a multiplicagio por escalares:

para qualquer v € N(A)e qualquer « escalar = av € N(A).

Demonstragdo. Da definicdo de nticleo de uma matriz, tem-se

v € N(A) <= vé solugio do sistema Ax = 0 <= Av =0
w € N(A) <= w é solugdo do sistema Ax = 0 <= Aw = 0.

Adicionando Av = 0 a Aw = 0, obtemos
0=Av+Aw =A(v+w) <= v+we NA).
Multiplicando por um escalar « a expressao Av = 0, vem
0 =aAv =A(av) < av € N(A).
OJ

A proposi¢ao anterior fornece um exemplo de um conjunto fechado para a
adi¢@o e multiplicacdo por escalares.

A um subconjunto ndo vazio de um espaco linear que seja fechado para as
operagdes definidas no espaco linear chama-se subespaco linear.
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3.2. Os quatro subespacos fundamentais

Definicao 3.3. Subespaco linear

Um subconjunto ndo vazio V' de um espaco linear W diz-se um subespaco
linear (ou vectorial) de W, se V' é fechado para as operacdes de adicdo e
multiplicacdo por escalares definidas em 1.

A defini¢do de subespacgo e a Proposi¢do 3.2 permitem concluir:

Corolario 3.1. O nicleo de uma matriz real (resp. complexa) A do tipo p x n é
um subespacgo linear de R” (resp. de C™).

Nota 16. 1. Se 'V é um subespaco linear de W, entdo contém o vector zero. De
facto, sendo V' fechado para a adigdo de vectores e para a multiplicagdo
por escalares, tem-se que para qualquer x € V', o vector —x e o vector
x+(—x) = 0 pertencem ambos a V' (usdmos o facto de que (—x) = (—1)zx,
conforme Proposicdo 3.1).

2. Como o nome indica, um subespaco V de um espago linear de W é ele
proprio um espago linear com a restricdo das operagcoes de W . Note-se
que as operagcoes em V' sdo as operagdes definidas em W e portanto gozam
das propriedades necessdrias para que V' seja um espago linear.

Exemplo 3.3. Sio subespacos lineares de R:
e {(0,0)}.
e Rectas que passam pela origem.
o RZ.
S#o subespacos lineares de R3:
e {(0,0,0)}.
e Rectas que passam pela origem.
e Planos que contém a origem.

o R3,
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Exemplo 3.4. Verifiquemos que o conjunto gerado por um subconjunto ndo vazio
V de R" (resp. C"), € um subespaco linear de R" (resp. C").

Relembremos que Span(V') é o conjunto de todas as combinagdes lineares de
elementos de V.

(i) Como a soma de duas combinagdes lineares de elementos de V' ainda € uma
combinag@o linear de elementos de V', conclui-se que Span(V') é fechado
para a adi¢do.

(i1)) Como a multiplicacdo de uma combinac@o linear de elementos de V' por um
escalar real (resp. complexo) ainda € uma combinagio linear de elementos
de V', conclui-se que Span (V) é fechado para a multiplicag@o por escalares.

Assim,

Se V' & um subconjunto nao vazio de R” (resp. de C™), entdo Span(V') é um
subespaco linear de R" (resp. de C™).

¢

Exemplo 3.5. O subconjunto V = {(1+z, z) : € R} de R? ndo é um subespago
linear de R? uma vez que ndo contém (0, 0). Facilmente se verifica que V' ndo é
fechado, por exemplo, para a adic@o. ¢

Exercicio 3.1. Dados dois subespagos U e V' de um espago linear ¥ mostre que:

1. Ainterseccdo U NV é um subespago de .

2.0conjuntoU +V ={x e W:x=u+wv, paraalguns u € Uev € V} é
um subespaco de V.

3. A unido U U V ndo é em geral um subespaco de W. (Encontre um contra-
exemplo em R?).

A
3.2.2 Espaco das linhas e das colunas de uma matriz
Consideremos a matriz real A do tipop X n
aip Q2 -+ Qip
N (3.4)
Upr Gz - G
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Esta matriz tem p linhas que sdo vectores de R", nomeadamente
L, = (a117a127 e >a1n)7 l, = (a21, a2, ..., a2n), e 71p = (ap1>ap2> e 7apn)~
Além disso, a matriz A tem n colunas que pertencem a R”, nomeadamente

C; = (CLH, agyy ..., apl), Co = (alg, asg, ... 7Clp2), o, Cp = (a1n7 A2y + -+« 5 apn).

Definicao 3.4. Chama-se espaco das linhas de uma matriz A ao espago linear
gerado pelas linhas de A, e espago das colunas de A ao espago linear gerado
pelas colunas de A. Designamos os espacos das linhas e das colunas de A,
respectivamente, por EL(A) e EC(A).

Para a matriz real A em (3.4), temos
EL(A) = Span ({1;,1,...,1,}) CR" e EC(A) = Span ({c1,¢o,...,c,}) C RP.

No Exemplo 3.4 vimos que o conjunto gerado por um subconjunto ndo vazio
de R¥ é um subespaco linear de R*. Assim, os espagos EC(A) e EL(A) de uma
matriz real A do tipo p X n sdo subespacos lineares, respectivamente, de R” e de
R"™.

Baseando-nos em resultados dos capitulos 1 e 2 podemos enunciar de imediato
uma proposicao relativa aos subespacos fundamentais de uma matriz (quadrada)
real invertivel.

Proposicao 3.3. Se A é uma matriz real invertivel de ordem n, entdo

N(4) = N(AT) = {0} e R"= EC(A)= EL(A)

Demonstragdo. A Proposicao 1.10 (pag. 59) garante que um sistema homogéneo
tem solucdo Gnica x = 0 se e sO se a matriz dos coeficientes do sistema é in-
vertivel. Como o determinante de A e de A” sdo iguais, as matrizes A e AT sdo
invertiveis e portanto N(A4) = N(AT) = {0}.

Uma vez que uma matriz real € invertivel se e sO se os seus vectores coluna
geram R" (ver Proposicdo 1.12, pag. 62), e o espago das colunas de uma matriz é
precisamente o espaco gerado pelas suas colunas, temos R" = EC/(A). De igual
modo, como AT é invertivel tem-se R" = EC(AT) = EL(A). O

Exemplo 3.6. Consideremos a matriz rectangular

2 4 6
A_[—l-a —4‘
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E 6bvio que os trés vectores coluna (2, —1), (4, —2) e (6,3) sdo colineares, e
portanto o espago das colunas de A é uma recta em R%. Logo, apenas precisamos
de um vector para gerar FC(A):

EC(A) = Span{(2, —1), (4, —2), (6, —3)} = Span{(2, —1)} C R2.

Da mesma forma, os vectores linha (2,4, 6) e (—1, —2, —3) sao colineares e por-
tanto

EL(A) = Span{(—1,-2,-3)} = Span{(—1, -2, —3),(2,4,6)} C R

Tanto EL(A) como EC(A) sdo rectas, embora estejam em espagos diferentes. O
espaco das linhas de A é uma recta no espaco R?, e o espaco das colunas de A é
uma recta no plano R?. Na Figura 3.1 encontram-se representados os espacos das
linhas e colunas de A.

EC(A) EL(A)

Figura 3.1: Espago das linhas, E'L(A), e espaco das colunas, FC(A), da matriz
A do Exemplo 3.6.

¢

Sabemos, desde o primeiro capitulo, que qualquer subespaco ndo nulo de R"
(ou de C™) admite vérios conjuntos geradores. O nosso objectivo agora € en-
contrar conjuntos geradores de um subespaco V' de R™ (ou de C™) com o menor
namero possivel de elementos. Uma vez que se trata de subespacos de R™ (ou
C™) podemos sempre construir uma matriz colocando os vectores de V' nas linhas
(ou nas colunas), reduzindo-se o problema a determinar conjuntos geradores dos
espagos das linhas (ou das colunas) de uma matriz com o menor nimero possivel
de vectores.
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Comecemos por relembrar (ver Exercicio 1.1, pag. 34) que se substituirmos
um (ou mais) vector de um conjunto gerador S = {uy, uy, ..., u;} do subespaco
V' C R™ por uma combinag@o linear (ndo nula) de vectores de S, 0 novo conjunto
ainda gera V. Por exemplo, substituindo u; por w = aju; + - -+ + iU, com
ay # 0, tem-se

V = Span{u;, uy,...,u;} = Span{uy, uy, ..., up_1, W},
uma vez que

B+ A Br_1 W1+ 5w = (B14+Lro ) w4+ - A (Br—14Br—1) Wp—1+Lroguy.

Assim, como as operacdes elementares usadas pelo método de eliminacdo de
Gauss consistem em troca de linhas e substitui¢do de linhas por combinagdes line-
ares de linhas, o método de eliminacio de Gauss ndo altera o espaco das linhas de
uma matriz. Ou seja, se R é uma matriz obtida de A por aplica¢do do método de
eliminagdo de Gauss, tem-se F'L(A) = EFL(R). Em particular, se R é uma matriz
em escada obtida de A por eliminac@o de Gauss, entdo um conjunto gerador do
espaco das linhas de A é constituido pelas linhas néo nulas de R.

De facto, 0o método de eliminacdo de Gauss “elimina” linhas que sejam combi-
nacdes lineares de linhas que a precedem. Esta propriedade de podermos retirar de
um conjunto gerador de um subespaco um vector que seja combinacgdo linear dos
outros vectores sem alterar o espaco gerado pelo conjunto dado, é completamente
geral. Verifiquemos esta afirmacio.

Seja S = {uy,uy,...,u, v} um conjunto gerador do subespagco V' de R"
tal que o vector v € uma combinacéo linear dos vectores uy, Uo, . . . , U (distintos
de v). Isto &, tal que v = fju; + --- + Bruy, para certos escalares 3y, . .., O.
Mostremos que o conjunto S’ = {uj, u,...,u;} ainda gera V, ou seja, V =
Span .S = Span S’. Considere-se um qualquer vector x de V/, isto €,

X=aou +...+apu; + apv. 3.5
Como v = fiu; + - - - + Brug, de (3.5) obtemos

X =aquy + -+ apuy + o (Biwg + - -+ Brug)
= (o + 1)y + -+ - + (g + ags18k)ui € Span S'.

Como x é um qualquer vector de V', tem-se Span .S = Span S' = V.
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Capitulo 3. Espacos Lineares

O método de eliminacido de Gauss também ndo altera o nicleo de uma matriz
uma vez que, se R € uma matriz em escada obtida de A por aplica¢do do método
de eliminag@o de Gauss, os sistemas Ax = 0 e Rx = 0 sdo equivalentes (isto &,
tém as mesmas solucdes). Podemos assim enunciar a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 3.4. O método de eliminacio de Gauss nio altera o espago das linhas
nem o nucleo de uma matriz. Isto €, se R € uma matriz em escada obtida de A
por eliminacio de Gauss, entdo

N(A)=N(R) e EL(A) =EL(R)=Span{lL,,..., L},

onde 1, ..., 1; s@o as linhas néo nulas (as linhas que contém pivos) de R.

Utilizemos a Proposi¢do 3.4 para determinar um conjunto gerador para o espago
das linhas e das colunas da matriz A do Exemplo 3.6. Aplicando o método de
eliminacdo de Gauss, obtemos

12 4 6 | Lat+3L1 (2 4 6 -
A_[_l ° _3] ) [ }_R.

Logo
EL(A) = Span{(2,4,6)} = EL(R).

Para determinarmos um conjunto gerador do espago das colunas de A usamos
o método de eliminac@o de Gauss para a matriz transposta de A, uma vez que as
colunas de A sdo as linhas de A De facto, aplicando eliminacéo de Gauss a AT,
obtemos

2 -1 2 -1
AT =4 =2/ 25710 0
6 -3/ “" o o

Assim,

EC(A) = EL(A™) = Span{(2, —1)}.
Neste exemplo conclui-se que:

1) As linhas de R que contém pivds geram F'L(A), embora as colunas de R
que contém pivds ndo gerem FC(A). De facto, a coluna (2,0) de R (que
contém o pivd) gera o eixo dos zx enquanto que £C(A) = Span{(2, —1)}
¢ uma recta que passa pela origem e tem a direc¢éo do vector (2, —1). No
entanto, podemos observar que a coluna de A correspondente a coluna de
R que contém o pivd, isto é, o vector(2, —1), gera EC(A).
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2) O menor niimero de vectores necessarios para gerar £'L(A) é igual a carac-
teristica da matriz A. Além disso, o menor nimero de vectores necessarios
para gerar EC'(A) é também igual a caracteristica de A.

Certas conclusdes deste exemplo sdo vélidas para qualquer matriz como vere-
mos na proxima secgao.

Passamos a chamar dimensdo do espago das linhas de uma matriz A a ca-
racteristica da matriz. A dimensio do espago das linhas de A é designada por
dim EL(A).

A igualdade (3.3) pode assim ser reescrita na forma:

Se A é uma matriz p X n, entdo

dim EL(A) + dim N(A) = n = namero colunas de A.

3.3 Independéncia linear, bases e dimensao

As nogdes a abordar nesta sec¢@o sdo cruciais na teoria dos espacos lineares. No
sentido de facilitar a sua compreensdo recorremos frequentemente aos espagos
lineares R? e R? para obter uma interpretacio geométrica.

No Capitulo 1 vimos que para gerar R? siio precisos no minimo dois vecto-
res, porém nao servem dois quaisquer vectores ja que, por exemplo, dois vecto-
res colineares ndo geram R? mas sim uma recta. Da mesma forma, para gerar
R3 sdo necessarios 3 vectores que ndo sejam coplanares. Em ambos os casos é
necessario escolher vectores que designamos por vectores linearmente indepen-
dentes. A questdo que se coloca € a de saber qual € o menor nimero de vectores
necessarios para gerar um dado espaco linear. A este nimero chama-se dimensdo
do espaco linear.

Como veremos, fixada uma base num espaco linear real (resp. complexo) de
dimensio finita n, estabelece-se uma correspondéncia biunivoca entre vectores
desse espago e vectores de R™ (resp. de C™). Esta correspondéncia biunivoca
desempenha um papel fundamental no estudo dos espacos lineares de dimensdo
finita, como o leitor podera reconhecer ao longo deste texto.

Subjacente as noc¢des de independéncia linear, base e dimensdo encontra-se a
nog¢do de combinacdo linear j4 introduzida no Capitulo 1 para vectores do espaco
linear R". Estendemos agora as definicdes de combinagfo linear e de conjunto
gerador a um espaco linear qualquer.
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Capitulo 3. Espacos Lineares

Definicao 3.5. Seja W um espaco linear sobre o corpo K ¢ § =
{v1,v9,...,0,} CTW.

i) Chama-se combinagdo linear dos vectores vy, s, ..., v, a um vector da
forma
QV1 + -+ Uy,

onde ay, ..., ay, sdo escalares de K. Aos escalares o; chamamos coefici-
entes da combinagdo linear.

ii) O conjunto S ¢é linearmente independente se a tnica solugdo da equagéo
oqvy + -+ opvy, =0 (3.6)

éa; = ay =--- = a, = 0. Quando S nao ¢é linearmente independente
diz-se que é linearmente dependente.

iii) Ao conjunto de todas as combinagdes lineares de elementos de .S chama-
mos espaco gerado por, ou expansdo linear de, S, que designamos por
Span(S). Ou seja,

Span S = {ajv1 + -+ U, ag,9,...,0, € K}.

Quando um conjunto de vectores é linearmente independente (resp. linear-
mente dependente) também nos referimos aos vectores do conjunto como vectores
linearmente independentes (resp. linearmente dependentes).

Nota 17.  [. Faz-se notar que se S é um subconjunto de um espago linear
W, entdo Span(S) é um subespago linear de W. A demonstragdo desta
afirmacdo é exactamente igual a prova apresentada no Exemplo 3 4 para o
caso de subconjuntos de R".

2. Saliente-se que no membro direito da equacdo (3.6), o vector 0 é o vector
zero do espaco linear em causa.

3. Neste livro so consideramos espacos lineares de dimensdo finita e por isso
apenas apresentdmos a definicdo de independéncia linear para um con-
Jjunto finito. Um conjunto infinito de vectores diz-se linearmente dependente
se algum seu subconjunto finito é linearmente dependente, caso contrdrio
diz-se linearmente independente. A maioria dos resultados que apresenta-
mos para espagos lineares de dimensdo finita sdo igualmente vdlidos para
espagos lineares de dimensdo infinita, com alteracées menores.
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3.3. Independéncia linear, bases e dimensdo

Da Proposi¢do 3.1 sabemos que num espaco linear W sobre K se tem -0 = 0
para todo o escalar o, e que - v # Oparaaw # 0 € Kev # 0 € W. Por
conseguinte, da defini¢do de independéncia linear segue:

(i) Um conjunto que contenha o vector zero € linearmente dependente.

(i1)) Um conjunto com um tnico vector ndo nulo € linearmente independente.

Consideremos alguns exemplos dos conceitos acabados de definir.

Exemplo 3.7. (a) Os vectores u; = B] euy — [150} s@o linearmente dependen-

tes, visto que us = 5uy, ou seja

-wvces i) ]

Assim, o vector 0 € R? escreve-se como uma combinacéo linear de u; e u; com
coeficientes ndo nulos (os coeficientes sdo 5 e —1).

Realcemos que dois vectores sdo linearmente dependentes se e s se um vector
€ maltiplo do outro (isto é, sdo colineares).
(b) Os vectores

1 0 1

u = |2, uwu=11{, ug= |3

0 1 1

sdo linearmente dependentes ja que, us = u; + u,, ou seja
0
u; +uy —uz = 0
0

A igualdade anterior diz-nos que 0 € R? ¢ uma combinag?o linear de uy, u, e us,
com coeficientes 1,1 e —1. ¢

Exemplo 3.8. Como vimos, o conjunto das matrizes reais 2 X 2 com as operagdes
usuais de adi¢do de matrizes e multiplicacdo de matrizes por escalares reais, é
um espago linear real. O vector zero deste espaco é a matriz nula 2 x 2. Verifi-
quemos se o subconjunto { Ay, Ay, A3} deste espago linear é ou n@o linearmente
independente, onde

12 10 3 2
Sl I EE o A R (1
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Usando a defini¢ao de vectores linearmente independentes, tem-se

. —Oél 20&1 (6] 0 3063 20&3 . 0 0
a1A1 + az Ay +043A3 =0« _5&1 011:| + |:2a2 —012:| + |:9a3 —Oé3:| = |:0 0:|

[ o + as + 3as 200 +2a3 | |0 0O
1501 + 200 + 93y —az—az] |0 0
(Oé1+012+3043:0

2 2003 =

a1 + 203 0

50&1+20¢2+90&3:0
041—042—043:0.

Este sistema homogéneo tem solugdes néo nulas, nomeadamente a solug@o (o, ap, az) =
(1,2, —1), pelo que o conjunto dado é linearmente dependente. De facto, A; +
2A, — Aj é igual a matriz nula.

Um subconjunto S = {uy,...,u,} de R" ¢ linearmente independente se a
equagdo
aiug + Uy + - - - + apu, = 0,
combinag@o linear de uy, ..., up
s6 admite a solugdo oy = a9 = - -+ = a;, = 0. Como o produto de uma matriz A

por um vector x € uma combinagio linear das colunas de A (ver Defini¢do 1.11,
pag. 34) a equagdo anterior € equivalente a

auy + -+ apu, =0 <= Ax =0,

onde A é a matriz cujas colunas sdo os vectores U, U, ..., U, e X = (g, Qz, ..., Q).
Assim, o subconjunto {uy, ..., u,} de R" ¢ linearmente independente se e sé se a
unica solug@o do sistema homogéneo Ax = 0 € x = 0. Podemos entdo enunciar

o seguinte resultado.

Proposicao 3.5. Os vectores coluna de uma matriz A sdo linearmente indepen-
dentes se e so se a Gnica solucdo do sistema homogéneo Ax = 0 € a solucdo
nula. Equivalentemente, se e s6 se N(A) = {0}.
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Exemplo 3.9. 1. Se A ¢ uma matriz quadrada do tipo n X n, entdo os vectores
coluna de A formam um conjunto linearmente independente se e sé se a
caracteristica de A é igual a n, uma vez que isto € equivalente ao sistema
homogéneo s0 ter a solu¢io nula (ver proposicoes 1.10 e 1.12 nas paginas 59
e 62).

2. Se A é uma matriz com mais colunas do que linhas, o sistema Ax = 0 tem
mais incognitas que equagdes. Neste caso os vectores coluna de A formam
um conjunto linearmente dependente uma vez que o sistema Ax = 0 € inde-
terminado (a caracteristica de A € no méaximo igual ao nimero de equagdes
do sistema, portanto existem incdgnitas livres). Assim, qualquer subcon-
junto de R™ com cardinalidade superior a n € linearmente dependente, visto
que se colocarmos os vectores deste conjunto numa matriz, por colunas, a
matriz terd mais colunas que linhas.

¢

Sublinhe-se que enquanto a independéncia linear de vectores de R" se tra-
duz no estudo de um sistema homogéneo de equagdes lineares, noutros espacos
lineares a equacdo (3.6) ndo é necessariamente um sistema. Ou seja, enquanto
que para estudarmos a independéncia linear de vectores de R"™ podemos conside-
rar a matriz A cujas colunas sdo estes vectores e estudar as solugdes do sistema
Ax = 0, 0 mesmo ndo acontece noutros espacos lineares onde teremos de recorrer
a defini¢do (ver Exemplo 3.8) ou a resultados que obteremos a seguir.

Proposicao 3.6. Um conjunto S = {v,vs,...,v,} com p > 1 vectores dis-
tintos, € linearmente dependente se e s se pelo menos um dos vectores de S é
combinag@o linear dos outros (p — 1) vectores de S.

Demonstragdo(=>): O conjunto S = {vy,vs, ..., v,} € linearmente dependente
se € 8O se a equacdo o vy + - - - + a,v, = 0 € satisfeita com pelo menos um
dos «’s ndo nulo. Suponhamos que «; # 0. Sdo vélidas as equivaléncias:

(11U1+O&2’U2+"'+OZP'UPZO

= QU = QU T T Q11 — QUi — o — Qplp
aq 1 Qi1 ap
<:>’UZ':——U1—"'— Ui—l_—vi—i-l_"'__vp
Q; Q; Q' Q
combinagio linear de vy, ...,V;—1,Vit1,-..,Vp

Isto €, v; € uma combinacio linear de vectores de .S, distintos de v;.
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(«<=): Se um dos vectores de S, digamos v;, € uma combinagéo linear dos outros
vectores de S, entdo tem-se

Vi = QU1+ Qo1 Vio1 T+ QUi o Uy

Uy F s = v+ o, = 0.

Os coeficientes da combinag@o linear da equacao anterior néo sdo todos nu-
los (o coeficiente de v; € igual a (—1)), e portanto o conjunto S é linearmente
dependente.

g

A Proposi¢ao 3.6 garante que um conjunto € linearmente independente se ne-
nhum dos vectores do conjunto é combinacdo linear de outros vectores do con-
junto.

Exemplo 3.10. As Figuras 3.2 ilustram exemplos de conjuntos linearmente inde-
pendentes e dependentes.

,/// Bva
N ae -
N N

Va

(a) Caw (®)

Vi

(c)

Figura 3.2: (a) Qualquer vector b € R? é combinacdo linear de e; = (1,0) e
e; = (0,1); (b) O vector b é combinag@o linear de v; e va; (c) b ndo é combinagio
linear de vy € vy.

Fig.3.2-(a): Conjuntos linearmente independentes: {e;}, {e2}, {fe1}, {aes}, {b},
{er,ex},{e1,aey}, {fe;, ex}, {e1, b}, {ex, b}, {fe;, b}, {aey, b}, {aey, e},

etc.
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3.3. Independéncia linear, bases e dimensdo

Conjunto linearmente dependente: {e;, €2, b}.

Fig.3.2-(b): Conjuntos linearmente independentes: {v;}, {va}, {b}, {v1,v2}, {vi,b}
€ {Vg, b}

Conjunto linearmente dependente: {vy, v, b}.

Fig. 3.2-(c): Conjuntos linearmente independentes: {v;}, {va}, {vi,b} e {va, b}.

Conjunto linearmente dependente: {vi,vy}.

¢

Vimos, na pagina 122, que ao removermos de um subconjunto S de R" vec-
tores que sejam combinagdes lineares de outros vectores do conjunto, o conjunto
resultante ainda gera o0 mesmo espaco linear que o conjunto S. Este resultado é
véalido em qualquer espaco linear. Ou seja, removendo de um dado conjunto line-
armente dependente, vectores que sejam combinacdes lineares de outros vectores
do conjunto, o conjunto resultante e o conjunto dado geram o mesmo subespaco
linear, conforme se enuncia na proposicéo a seguir.

Proposicao 3.7. Seja S = {vy,. .., v,} um subconjunto linearmente dependente
de um espago linear W e v, um vector de S que € combinag?o linear de vectores
de S, distintos de vy,.

O conjunto S e o conjunto S’ obtido de S removendo vy, isto é, S = S\ {vx},
geram 0 mesmo subespaco linear. Isto €,

Span S’ = Span S.

Demonstracdo. A demonstragio € inteiramente andloga a prova apresentada na
pagina 122 para subconjuntos de R". O

Exemplo 3.11. Sejam vy, v5, v3 € vy vectores ndo nulos de um espaco linear e
V' = Span{vy, va, v3, v4}. Suponhamos que os vectores v; verificam as relagdes:

(@ v +203=0 (b)v; —ve+uv3=0 (c) vy € Span{vy, vy, v3}.

Determinemos um subconjunto de {v;, v, v3,v4}, com 0 menor nimero possivel
de vectores que gere V.

Da ultima proposi¢do sabemos que se removermos de um conjunto um vec-
tor que seja combinagdo linear de outros vectores do conjunto, o novo conjunto
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ainda gera o mesmo espago linear. Assim, da alinea (c) sabemos que v4 é uma
combinag@o linear de vy, vo, v3,10go V' = Span{vy, va, vs, v4} = Span{vy, ve, v3}.
De igual modo, a alinea (b) diz-nos que v3 = vy —vq, 0u seja, v3 € uma combinagéo
linear de vs € vy, € portanto V' = Span{vy, v, v3} = Span{v;, ve}. Finalmente,
por (a), o vector v, € combinacdo linear de v, e portanto

V' = Span{v, v2} = Span{v; }.
Claramente o subespago V' nao pode ser gerado por menos do que um vector. 4

Apresentamos a seguir a nocao de base.

Definicao 3.6. Base
Um subconjunto (finito) B de um espaco linear W # {0} diz-se uma base
de W se sdo verificadas as duas condi¢des seguintes.

1. B é linearmente independente.

2. B gera W, isto é, Span(B) = .

Nota 18. Uma base nunca pode conter o vector zero do espago ja que, qual-
quer conjunto que contenha este vector é linearmente dependente (ver quadro na
pdgina 126).

Exemplo 3.12. Para os vectores representados na Figura 3.2-(a)-(c) (pag. 129)
podemos formar as seguintes bases de R2.

(a) {e1,ex},{e1,aex},{fei,ex},{e1,b},{e2,b},{fer, b}, {aes, b}, {aes, fei},

etc.
(b) {v1,va},{v1,b}e {vs,b}.
(C) {Vh b} € {V27 b}
¢

Exemplo 3.13. Consideremos os vectores de R? representados na Figura 3.3- (a).

Os trés vectores e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0) e e3 = (0,0, 1) formam o que
se designa por base candnica de R3. De facto, qualquer vector de R? ¢ uma
combinacio linear destes trés vectores, ja que

X = (.Il, l’z,l‘g) = 1'1(1, O, 0) + I2(07 1, 0) + 5!33(07 O7 1) = T1€] + o€y + T3e3.
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(a)

Figura 3.3: (a) Base canénica de R?: {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)}; (b) {vi, Vo, v3}
é uma base de R3; (c) {vy, vo, v3} ndio é uma base de R3.

Além disso, {e1, s, €3} € linearmente independente, uma vez que

ae; + fey +ve3 = 0 <= «(1,0,0) + 5(0,1,0) + ~(0,0,1) = (0,0,0)
— (o, B,7) = (0,0,0).
Por conseguinte, 0 conjunto {e;, e, €3} € linearmente independente € gera R>.
Na Figura 3.3-(b) os vectores v;, vy € v3 formam uma base de R?. Na Fi-

gura 3.3-(c) os vectores vy, vy € v3 ndo formam uma base de R? ja que estes trés
vectores geram o plano xz e portanto nio geram R3, tem-se

Span{vy, vy, v3} = Span{vy, va}.

¢

Exemplo 3.14. 1. O conjunto B = {(1,2),(0,1),(2,5)} ndo é uma base de
R2, apesar de Span(B) = R2. De facto, B nidio ¢ linearmente independente
jaque (2,5) =2(1,2) + (0,1).

2. Oconjunto B = {(1,2)} é linearmente independente (ver quadro na pag. 126)
e ndo é uma base de R?, ja que Span(B) # R?. De facto, Span(B) é uma
recta que passa pela origem e tem a direc¢@o do vector (1, 2).

3. O conjunto B = {(1,2),(1,1)} gera R? uma vez que os vectores de B ndo
sdo colineares. Além disso, B € linearmente independente ja que o sistema

ool o= B = o] ] < o)
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s6 admite a solug@o trivial (ay, az) = (0,0), visto que 9 H = —1. Por
conseguinte, B € uma base de R2.

¢

Exemplo 3.15. Qualquer vector (xy, zo, ..., 2,) de R™ é combinag@o linear dos

vectores do conjunto
BC ={(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)} C R",
uma vez que
(x1, 29, ..., xn) = 21(1,0,...,0) +22(0,1,...,0) + -+ + 2,(0,0,...,1).
Os vectores de BC' s@o linearmente independentes ja que,

0=04(1,0,...,0) + -+ a,(0,0,...,1) <= (0,...,0) = (a1, ..., )
= a=--=a,=0.

Logo, o conjunto BC' é uma base de R". A base BC' é designada por base
candnica de R™. ¢

Como consequéncia da Proposi¢do 3.7 podemos obter o resultado que se se-
gue.

Proposi¢io 3.8. Seja W # {0} um espaco linear e S um subconjunto (finito) de
W que gera WW. Existe um subconjunto de .S que é uma base de V.

Demonstragdo. Se S é linearmente independente, entdo S ja € uma base de WW.
Se S nio é linearmente independente, pela Proposi¢io 3.7, podemos ir removendo
vectores de S por forma a obter um subconjunto S’ C S que seja linearmente in-
dependente. Se o conjunto S’ tem um tnico vector ele é necessariamente niao nulo
pois, por hipétese, W # {0}, e portanto S’ é conjunto linearmente independente.
Como W = Span S = Span S’ (cf. Proposi¢do 3.7), entdo S’ é uma base de
wW. g

O teorema a seguir € um resultado fundamental na teoria dos espagos lineares
porquanto, desde que se fixe uma base ordenada no espaco linear, ele permitira
estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre vectores de um espaco linear
real (resp. complexo) e vectores de R™ (resp. C").
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3.3. Independéncia linear, bases e dimensdo

Teorema 3.1. Seja B = {vy, v, ...,v,} uma base de um espago linear W
Qualquer vector x de I escreve-se, de forma tinica, como combinagio linear
dos vectores da base B. Isto é, existem escalares «; Unicos tais que

T =V + -+ apU,.

Demonstragdo. Obviamente que qualquer z € W é uma combinac@o linear dos
vectores de B ja que, por defini¢do de base, o conjunto gerado por B é W. Para
mostrar que esta combinagao linear € Ginica vamos supor, por reducio ao absurdo,
que existe um vector © € W que se escreve como combinac@o linear dos vectores
de B de duas formas distintas.

T = V1 + vy + - - - + a, Uy, 3.7
x = Bivr + Bavg + - + Buu, (3.8)

com «; # [3; para algum ¢ = 1,2, ..., n. Subtraindo (3.7) a (3.8) obtemos:
0= (Oll - ﬁl)vl + (Oég - 62)7)2 + (Oén - ﬁn)vn

Como B = {v,vy,...,v,} é uma base, este conjunto é linearmente indepen-
dente, e portanto a dltima igualdade sé se verifica se (a; — [3;) = 0 para todo
1=1,2,...,n.Isto é, quando a; = f;, 0 que é uma contradigéo. O

Dada uma base B = {vy, v, ..., v,} podemos ordenar os seus vectores. Para
designar que uma base estéd ordenada usamos parénteses curvos em vez de chave-
tas. Por exemplo, o conjunto B = {(1,2),(1,1)} é uma base de R? que pode ser
ordenado de duas formas distintas. Nomeadamente, podemos considerar as bases
ordenadas By = ((1,2),(1,1)) e By = ((1,1),(1,2)).

Definicao 3.7. Vector das coordenadas

Seja B = (v, vs,...,v,) uma base ordenada de um espago linear . As
coordenadas de um vector x € T na base B sdo os coeficientes o, o, . . ., oy
da combinacdo linear

T = V1 + QoUy + - QU

O vector xg = (aq,an, ..., q,) é designado por vector das coordenadas de x
na base (ordenada) B.

Nota19. [. Se W é um espago linear real, entdo o vector das coordenadas
X g, ha definicdo anterior, é um vector de R" (mesmo que o espago linear
ndo seja R™) pois neste caso os escalares «; sdo niimeros reais.

134



Capitulo 3. Espacos Lineares

2. Quando em R"™ e C", ndo indicamos o indice B no vector das coordenadas
supomos que a base B que estamos a considerar é a base canonica do
espaco linear em questdo. Esta notagcdo estd de acordo com a notacdo
usada na definicdo de R™ e de C". Ver ainda Exemplo 3.15, na pdgina 133.

3. O Teorema 3.1 garante a unicidade do vector das coordenadas numa base
Jfixada, para todo o vector T do espago linear.

Exemplo 3.16. No Exemplo 3.14-3 (pag. 132) vimos que B = {(1,2),(1,1)} é
uma base de R%. Esta base pode ser ordenada de duas formas distintas. Sejam
By = ((1,2),(1,1)) e By = ((1,1),(1,2)). Determinemos as coordenadas de
x = (10, 4) nas bases ordenadas B e B,. Como

(10,4) = —6(1,2) + 16(1, 1),
temos xp, = (—6,16) e xp, = (16, —6). ¢

Exemplo 3.17. Consideremos a base ordenada de R?, B = (b, c) = ((2,2), (—2,2))
e o vector v = (10,6). As coordenadas de v na base B sdo vg = (4,—1), ja que

20 — 28 =10
20+ 26 =6

< a=4ef=-1.

(10,6) = a(2,2) + B(—2,2) = (2a — 2B, 20 + 23) > {

Na Figura 3 .4 ilustramos geometricamente este exemplo. ¢

b7’

[ A », (10,6) = 4b—c

7

Figura 3.4: O vector das coordenadas de v = (10,6) na base B = (b,c) ¢é
vp = (4,—1).Isto é,v = 4b — c.
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2¢cy

Cy

by

2b

Figura 3.5: Duas bases distintas B = (b, bs) e B’ = (¢4, c2) do mesmo espago
linear, e as coordenadas do vector x nessas bases: xp = (2,3) e xp' = (2,2).

Exemplo 3.18. Na Figura 3.5 ilustramos a representacéo do vector x em duas
bases ordenadas distintas, nomeadamente nas bases B = (by,by) e B’ = (¢y, ¢3).
O vector das coordenadas de x nestas bases é

C—

X:2b1+3b2 € X:2C1+2C2.

uma vez que

¢

Exercicio 3.2. Considere a base ordenada B = (u, v) de um certo espago linear.
Sabendo que xp = (1,2), determine o vector das coordenadas de = nas bases
ordenadas seguintes.

a) By = (u,2v).

b) By = (—u,u+v).
¢) By = (u—v,u+0).
d) By = (4u,60).

Solu¢do: x5, = (1,1), xp, = (1,2), xp, = (—1/2,3/2), xp, = (1/4,1/3).

A
E facil mostrar que fixada uma base ordenada B = (v, ..., v,) NUM espago
linear W, um subconjunto {uy,...,u,} de W é linearmente independente se e
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s0 se o conjunto dos vectores das coordenadas {(uy)p, ..., (u,)} € linearmente
independente. Para tal, considerem-se as combinagdes lineares

up = Buvr 4+ Bty

U.2 = Bo1v1 + -+ - 4 Banvy (3.9)

Up = Bplvl + -+ ﬁpnvn

Por definicdo de vector das coordenadas numa certa base, as igualdades anteriores
significam que os vectores das coordenadas de u, . . ., u, na base B sdo:

(ul)B = (5117 cee ﬁm)

(up)B = (6171’ <o 7Bpn)-
De (3.9) tem-se que ayuy + - - - + a,u, = 0 € equivalente a
(P + -+ apfp)vr + -+ (a1 + - -+ + apfpn)vn, = 0.

Como os vectores vy, . . . , U, $30 linearmente independentes, da igualdade anterior
segue que auy + - - - + apu, = 0 se e so se

afu+- -+ opBy =0 B Bp1 0

: <:>Oél : ++0[p : - :
0416171 R apﬁpn =0 Bln 6pn 0

< Oél(lll)B + - +O£p(llp)B =0.

Por conseguinte, {u, . .., u, } € linearmente independente se e s6 se { (w1 )5, ..., )5}
¢ linearmente independente. Para refer€ncia futura enunciamos a seguir o que
acabdmos de mostrar.

Proposicao 3.9. Fixada uma base ordenada B no espacgo linear W, um subcon-
junto {uy,...,u,} de W ¢é linearmente independente se e s6 se o conjunto dos
vectores das coordenadas {(u;)g, ..., (u,)p} € linearmente independente.

O teorema que enunciamos a seguir mostra que todas as bases de um espaco
linear t€m o mesmo cardinal.

Teorema 3.2. Todas as bases de um espaco linear I/ t€m o mesmo nimero de
elementos.
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Demonstragdo. Vamos usar um raciocinio por contradi¢do. Sejam B = {vy, vo, . ..

e B = {uy, us, ..., u,} duas bases de IV, e assuma-se que p > n.

Consideremos os vectores das coordenadas (u;)g, (u2)s, ..., (u,)s. Colo-
cando estes vectores numa matriz por colunas obtém-se a seguinte matriz A do
tipon X p.

Como p > n, o sistema homogéneo Ax = 0 é indeterminado (tem mais incognitas
que equagdes) e portanto os vectores coluna de A sdo linearmente dependentes.
Assim, da Proposi¢@o 3.9 tem-se que os vectores 1, . . ., u, sdo linearmente de-
pendentes, e portanto B’ ndo ¢ uma base, o que é uma contradig@o.

Para o caso p < n a prova é andloga bastando para tal considerar os vectores
das coordenadas dos vectores de B na base B'. U

A dimensdo de um espaco linear define-se como o nimero de elementos de
uma (qualquer) base do espaco.

Definicao 3.8. Dimensao

Chama-se dimensao de um espaco linear W ao nimero de vectores de uma
(qualquer) base do espaco. Designa-se a dimensdo de W por dim W.

Se o espago linear W apenas possui o vector zero, isto é, se W = {0},
convenciona-se que a sua dimensao € igual a zero.

Decorre do Teorema 3.1 que, uma vez fixada uma base ordenada B num
espaco linear real (resp. complexo) IV de dimensdo n, existe uma correspondéncia
biunivoca entre W e R™ (resp. C"). Esta correspondéncia associa a cada vector
do espaco linear o seu vector das coordenadas na base fixada. Esquematicamente,

(W, B) espago linear real de dimensdon <+— R
(3.10)
reW +—— xp € R"

Nota 20. [. Refira-se de novo que neste livro apenas se tratam espagos linea-
res de dimensdo finita.

Com base nos resultados obtidos, enunciamos a seguir um teorema de grande
utilidade prética. Este teorema aplica-se com frequéncia quando se pretende deci-
dir se um dado subconjunto de um espaco linear € ou ndo uma base desse espaco
linear.
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Teorema 3.3. Seja W € um espaco linear de dimensdon > 1, e .S € um subcon-
junto de W com p vectores. Sao verdadeiras as afirmagdes:

1. Se p > n,entdo S € linearmente dependente;
2. Se p < n,entdo S ndo gera W;

3. Se S é linearmente independente e p < n, entdo pode acrescentar-se (n—p)
vectores a S por forma a obter uma base de IW;

4. Se p = n e S ¢é linearmente independente, entdo .S € uma base de W;

5. Sep=mneS geraW,entdo S é uma base de .

Demonstragdo. 1. Este resultado segue da demonstracao do Teorema 3.2.

2. Suponha-se, por absurdo, que S gera W. Se S gera W, pela Proposi¢io 3.8
existe um subconjunto B de S que € uma base de 1. Porém a base B tem
no maximo p < n vectores. Logo, B ndo pode ser uma base ja que qualquer
base de W tem n vectores (o que € uma contradicdo).

3. Seja S = {vy,vs,...,v,} linearmente independente com p < n. Pelo item
2, S nao gera W, e portanto existe pelo menos um vector v de W que ndo
pertence ao conjunto gerado por S. Ora o conjunto 5" = {vy, v, ..., v, u}
também € linearmente independente ja que, se na igualdade

Uy + Qo 4 - - -+ vy + appu =0,

~ . ~ _ 1
ap41 NA0 fosse igual a zero, entdo u = e (101 + vy + -+ - + apv,) era
uma combinagdo linear de elementos de S, o que contraria a hipotese de u

ndo pertencer ao conjunto gerado por S.

Se S’ ndo tiver n elementos, entdo podemos repetir o processo, aumentando
S’ com outro vector ndo pertencente a Span S’, e obter um novo conjunto
linearmente independente. Quando chegamos a um conjunto com n ele-
mentos este conjunto tem necessariamente que gerar W, caso contrario po-
deriamos acrescentar um novo vector ao conjunto e obter um conjunto com
n + 1 elementos o qual, pelo item 1, seria linearmente dependente. Como
um conjunto linearmente independente que gera W € uma base de W, o
conjunto obtido é uma base de WW.
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4. Como se viu na prova do item anterior, se .S € linearmente independente e
tem n elementos, entdo gera WW. Logo, S € uma base.

5. Como W # {0} (ja que por hipétese a dimensdo de W é pelo menos 1) e

S gera W, a Proposic¢ao 3.8 garante que existe um subconjunto B C S, que

¢ uma base de W. Como dim W = n, o nimero de elementos de B é n.
Logo, B = S.

g

Do teorema anterior conclui-se que um conjunto gerador de um espaco linear
de dimensd@o n ndo pode ter menos do que n vectores. Também se conclui que
a dimensdo de um espaco linear W € o nimero méiximo de vectores linearmente
independentes existentes num conjunto gerador de 1.

Exemplo 3.19. A dimens&o de R" € n ja que, como se viu no Exemplo 3.15, uma
base de R" € a base candnica

BC ={(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,..., 1)} = {e,ea,...,€,}.
¢

Exemplo 3.20. Considerem-se os vectores nio nulos v, vs, vs € v4 de R3. Do
Teorema 3.3 temos:

e {vy, Vs, V3, vy} é linearmente dependente uma vez que a dimensio de R3 é
3 (cf. Teorema 3.3-1)).

e {vy, vy} ndo é uma base de R* uma vez que néo gera R? (cf. Teorema 3.3-

2)).

e Se S = {vs, vy} élinearmente independente e vy ¢ Span S, entdo {va, v3, vy}
¢ uma base de R? (cf. Teorema 3.3-3)).

¢

A finalizar esta sec¢do vamos referir uma importante relagao entre a dimensao
da soma de subespacos e a dimensao da sua intersec¢do. Recorde-se, do Exerci-
cio 3.1 na pagina 119, que a soma U + V, do subespago U com o subespaco V',
€ o conjunto de todas as somas de vectores de U com vectores de V. Saliente-se
ainda que o espaco U + V ndo é em geral a unido U U V', mas contém esta unido,
como se pode depreender analisando a Figura 3.6.
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Figura 3.6: A unido e a intersec¢io de subespacos.

Proposicao 3.10. Sejam U e V' subespacos de um espaco linear 1. Verifica-se
a igualdade:

dim(U + V) = dim U + dim V — dim(U N V). (.11)

Demonstragdo. Do Exercicio 3.1 (pidg. 119), sabemos que a intersec¢do U NV
¢ um subespaco de W. Seja S = {z1,22,...,2;} uma base de U N V. Como
S CUeS CV,o Teorema 3.3 garante que podemos completar .S por forma
a obter bases para U e para V. Seja By = {z,...,2,%1,...7,} uma base
de Ue By = {z1,...,2k,y1,...Yn} uma base de V. Verifiquemos agora que
B =ByUByééumabasede U + V. E 6bvio, a partir da definicio de U + V/,
que B é um conjunto gerador para U + V', uma vez que vectores w € U + V sdo
daformaw =u+vcomu € U ev € V. Mostremos agora que B € linearmente

independente.
Se
k D n
Dozt Bz + ) vy =0, (3.12)
i=1 j=1 r=1
entdo

n k p
Z%Z/r = - (Z o2 + Zﬁj%‘) el.
r=1 i=1 j=1

Como Y"1y, € V, segue da igualdade anterior que Y ', v,y € UNV, e
portanto t€m de existir escalares ¢; tais que

n k n k
Z%yr = Z 0izi <> Z%Z/r - Z@%‘ =0.
r=1 i=1 r=1 i=1
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Como By ¢ linearmente independente, segue da equivaléncia anterior que todos
0s ; € 0; sao nulos. Logo, a equacido (3.12) reduz-se a Zle oz + 2521 Bjx; =
0. Porém, By é linearmente independente e portanto a tltima equag@o sé tem a
solugdo o; = B; = 0, para todo 7, j. Assim, a igualdade (3.12) s6 ¢ satisfeita
quando 0s a’s, ¥’s e 0’s sdo todos nulos. Isto é, B é linearmente independente.
Assim, B = By U By é uma base de U + V. Logo,

dim(U+V) =k+p+n= (k+p)+(k+n)—k =dimU+dim V —dim(UNV).

g

3.3.1 Bases e dimensao dos quatro subespacos fundamentais

Na Seccdo 3.2.2 chamamos dimensdo do espacgo das linhas de uma matriz A e do
nicleo de A, respectivamente, a caracteristica de A e ao grau de indeterminac¢ao do
sistema Ax = 0. Nesta seccao mostramos que essas designacdes correspondem
de facto as dimensdes desses espagos lineares. Aproveitamos ainda para mostrar
que a dimens&o do espaco das colunas € igual & dimenséo do espago das linhas.

Teorema 3.4. Seja R uma matriz em escada obtida da matriz A por eliminagio
de Gauss,e 1,15, ..., 1; as linhas ndo nulas de R. S@o verdadeiras as afirmagdes
seguintes.

(a) Uma base B para o espago das linhas de A é constituida pelas linhas néo
nulas de R. Isto é, B = {l;,...,1;} é uma base de EL(A).

(b) Uma base para o espago das colunas de A é constituida pelas colunas de A
correspondentes as colunas de R que contém pivos.

(c) dimFL(A) = dim EC(A) = k.

(d) car(A) = car(AT) = k.

Demonstragdo. (a): Da Proposi¢do 3.4 sabemos que as linhas ndo nulas de R
geram o espaco das linhas de A. Para mostrar que as linhas nao nulas de R formam
uma base de F'L(A) basta provar que s3o linearmente independentes. Para tal
considere-se a matriz P constituida pelas linhas ndo nulas de R, respeitando a
ordem pela qual aparecem em R. Aplicando o método de elimina¢ido de Gauss a
matriz transposta de P obtém-se uma matriz em escada com um pivd em todas as
colunas. Assim, a tinica solu¢do do sistema PTx = 0 é a solucfio nula e portanto
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as colunas de P (isto é, as linhas ndo nulas de R) sio linearmente independentes
(cf. Proposicdo 3.5, pag. 127).

(b): Aplicando operagdes elementares & matriz transposta de R é possivel
anular as linhas de R” que correspondem as colunas de R sem pivos. Isto significa
que as colunas de uma matriz em escada que ndo contém pivos sdo combinagdes
lineares das colunas com pivd a sua esquerda. Assim, como a matriz A e R
tém a mesma caracteristica, existem no maximo k = car(A) colunas de A que
sdo linearmente independentes. Seja R’ a matriz que se obtém de R suprimindo
as colunas sem pivd, e A’ a matriz que se obtém de A suprimindo as colunas
correspondentes as colunas de R sem pivd. Os sistemas R'x = 0e A'x = 0 tém
as mesmas solugdes. Como todas as colunas de R’ tém piv0, o sistema R'x = 0
s6 possui a solugdo nula. Logo, a tnica solugdo de A’x = 0 € a solugdo nula, e
portanto as colunas de A’ sdo linearmente independentes. Conclui-se ainda que

dim EC(A) = car(A) = k.
(c): A igualdade é consequéncia imediata de (a) e de (b) e do facto da carac-
teristica de A ser igual a k.

(d): E consequéncia imediata de (c), visto que

car(A) = k = dim EC(A) = dim EL(A) = dim EC(A") = car(AT).

Verificamos de seguida que a dimensao do niicleo de uma matriz A € igual ao
grau de indeterminag@o do sistema Ax = 0.

Teorema 3.5. A dimensdo do ndcleo de uma matriz A é igual ao grau de
indeterminag@o do sistema Ax = 0.

Demonstragdo. Seja A uma matriz p xn. O nicleo de A é o conjunto das solugdes
de Ax = 0. Suponha-se que a caracteristica de A é igual a k, pelo que o grau de
indeterminac@o do sistema é (n — k). Isto é, o sistema Ax = 0 tem (n — k)
incognitas livres. Reordenando (se necessario) as colunas da matriz, o que s6
afecta a ordenac@o das incognitas, podemos supor que as incdgnitas livres sdo as
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primeiras (n — k) incognitas. Assim, as solug¢des do sistema Ax = 0 sdo

SR _ - -
Tn—k . Tn—k
Tp—k+1 01171 + - O (n—k) Tn—k
L Tn | Q1 %1 4 -+ Oy n—k)Ln—k
1] [0 7] [ 0
0 1 0

=T 0 + X2 0 + -+ Tk 1
11 19 A1(n—k)

| X (n—k)

=Tiu + XU + - -+ Ty Uy

Da igualdade anterior resulta que N(A) = Span{u;,uy,...,u,_;}. Para mos-
trar que a dimensdo do nidcleo é (n — k), basta provar que o conjunto S =
{uj,uy,...,u, ,} é linearmente independente, ou seja, que S forma uma base
para N(A). Este conjunto é obviamente linearmente independente ja que, o sis-
tema Px = 0, onde P € a matriz cujas colunas sao uj, us,...,u,_x (por esta
ordem), s6 tem a solug@o nula (ver Proposi¢do 3.5). Por conseguinte, S é uma
base de N(A), e a dimensdo de N(A) coincide com o grau de indeterminag@o de
Ax =0, que é iguala (n — k).

[

Como consequéncia imediata deste teorema e do facto da soma da carac-
teristica de uma matriz A com o grau de indeterminacio do sistema Ax = 0 ser
igual ao nimero de colunas de A, tem-se o importante teorema sobre as dimensoes
dos quatro subespagos fundamentais associados a uma matriz.

Teorema 3.6. Teorema da dimensao para matrizes
Seja A uma matriz p X n. Verificam-se as igualdades

a) dim FL(A) + dim N(A) = n = némero de colunas de A.
b) dim EC(A) + dim N(A”) = p = ntmero de linhas de A.
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Demonstracdo. A alinea a) € exactamente a igualdade (3.3) onde se substituiu
car(A) por dim EL(A).

Como a igualdade da alinea a) € valida para qualquer matriz, em particular é
vélida para A”. Ou seja,

dim EL(A™) 4 dim N (A") = p,

uma vez que p é igual ao niimero de colunas de A”. Assim, o resultado b) segue
da igualdade anterior e do facto de EL(AT) = EC(A). O

Para finalizar esta sec¢@o, vamos relacionar as dimensdesde U+V ede UNV
com as dimensdes do espago das colunas e do nicleo de uma matriz, no caso em
que U e V sdo subespagos de R".

Sejam By e By bases, respectivamente, dos subespacos U C R" e V' C R"
dadas por

BU:{U17112,...,11]€} BV:{V17V27...,VP}.
Relembremos que
U+V={x=u+v:uelUeveV}CR"
UNnV={y: yeUeyecV}CR"

Assim, como By e By sdo bases, respectivamente, de U e de V', qualquer vector
u € U ev €V é uma combinacio linear dos vectores da base do espago linear
respectivo. Logo,

xEU+V = x=au+ - +apuy + Bivi + -+ BV,
yeUNVy=au +- -+ou,=Givi+ -+ B,vp,

para alguns «;, 3; € R. Destas equivaléncias podemos concluir:

U+V = Span{uy,...,u,vy,...,V,}
yeUﬂV=>a1u1+---+ozkuk—(51v1+---+ﬁpvp):0. (313)

Consideremos agora uma matriz A cujas colunas sdo os vectores da base de U
juntamente com os da base de V:

A: 11‘1 DY uk Vl e Vp
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E 6bvio que EC(A) = Span{uy,...,u;,vy,...,Vv,}, e portanto uma base para
U + V € uma base para o espago das colunas de A. Logo, uma base para U + V/
¢ constituida pelas colunas de A correspondentes as colunas com pivd de uma
matriz em escada por linhas obtida de A por eliminag@o de Gauss. Assim,

dim(U + V) = dim EC(A) = car(A).

Além disso, por constru¢do da matriz A, o nimero de colunas de A satisfaz as
igualdades

Nimero de colunasde A = £k +p =dimU + dim V.
Do Teorema da dimensao para matrizes (Teorema 3.6) e do Teorema 3.4, tem-se
Niimero de colunas de A = dim EC(A) + dim N(A). (3.14)
Da Proposi¢ao 3.10 sabemos que
dimU 4+ dimV = dim(U + V) + dim(U NV).

Tendo em conta que dim(U + V') = dim £C/(A) e que o niimero de colunas de A
¢igual a dim U + dim V, da igualdade (3.14) obtém-se

dimU 4+ dimV =dim(U + V) +dim(UNV) <= dim(U NV) = dim N(A).
—_———— ,

ndmero de colunas de A dim EC(A)

Nota 21. Apesar de U NV e N(A) terem a mesma dimensdo, estes subespacos
ndo sdo em geral iguais. Note-se que U NV C R" e N(A) C R¥P. Para
determinar U NV podemos usar a equacdo (3.13) como se exemplifica a seguir.

Exemplo 3.21. Determinemos bases para U +V e U NV, onde U e V sdo os
subespacos

U = Span{(0,0,1),(1,—-1,2)} V={(z,y,2) eR’: z=y—2z}.

Como se verifica facilmente, os vectores u; = (0,0,1) e uz = (1,—1,2) sdo
linearmente independentes e portanto formam uma base para /. Como,

V={(z,y,2) eR’:v=y—z} ={(y—29,2): y,z € R}
={y(1,1,0) + 2(—1,0,1) : y,z € R} = Span{(1,1,0),(—1,0,1)},
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e os vectores v; = (1,1,0) e vo = (—1,0,1) sdo linearmente independentes,
estes vectores formam uma base de V.

Construa-se a matriz A cujas colunas sio os vectores vy, Vo, Uy € Uy, isto €, as
colunas de A sdo vectores de uma base de V' e de uma base de U. Aplicando o
método de eliminacdo de Gauss a esta matriz, obtém-se

1 -1 0 1 1 -1 0 1
A=11 0 0 -1l =10 1 0 —2| =R.
0o 1 1 2 0 0 1 4

Assim, uma base de EC(A), e portanto do subespaco U + V', é {vy, v, u;}.
Logo, dim(U + V) = 3. Além disso, podemos ja concluir qual é a dimensdo
de U NV, uma vez que esta dimenséo € igual a dimensao do nicleo de A. Do
Teorema da dimensao para matrizes, tem-se dim N(A) =4 —carA=4—-3 = 1.
Determinemos agora uma base para U N V. Os vectores y € U NV sdo vectores
da forma

y = oy + aguy = f1vy + Fave
& Bivi+ vy —oquy —apuy = 0
— Aw =0<= Rw=0 comw = (51,52,—0[1,—O£2).

Resolvendo o sistema Rw = 0, obtém-se
ar = —4daz, 2= 20, pi1=Pr+az=—.
Consequentemente, os vectores y € U NV satisfazem:

Yy = ajuap + aoug = OZQ(LIQ — 4111) = 062(1, —1, —2)

e

y = 51V1 + 62V2 = —042(V1 + 2V2) = 042(1, —1, —2)
Logo, uma base para U NV é {(1, —1, —2) }, confirmando-se assim que dim U N
V=1 \

3.3.2 Caracteristica e sistemas de equacoes lineares

Nesta sec¢@o reformulamos alguns resultados obtidos para espacos lineares em
termos de sistemas de equacdes lineares. Neste contexto, a no¢do de caracteristica
de uma matriz é fundamental, sendo por isso importante entender este conceito
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3.3. Independéncia linear, bases e dimensdo

sob diferentes pontos de vista. Historicamente, a caracterizac@o da caracteristica
de uma matriz apresentada na Proposicdo 3.12 abaixo, foi a definicao adoptada
por G. Frobenius? em 1879. Esta proposi¢io estabelece que a caracteristica de
uma matriz pode ser determinada com recurso ao calculo de determinantes de
submatrizes.

Comecamos por estabelecer um lema cujo resultado serd usado nas demons-
tracdes das proposicdes 3.11 e 3.12.

Lema 3.1. Se A é uma matriz p X n, e P e () sdo matrizes invertiveis de ordem
p e n respectivamente, satisfazendo a igualdade

PAQ = B,

entdo car(A) = car(B).

Demonstragdo. Comecemos por mostrar que dada uma matriz invertivel P, as
matrizes PA e A tém a mesma caracteristica.

Do Teorema 1.4 (pag. 57) sabemos que qualquer matriz invertivel é um pro-
duto de matrizes elementares, logo P é um produto de matrizes elementares.
Como a multiplicacéo (a esquerda) de uma matriz por matrizes elementares néo
altera a sua caracteristica, resulta que

car(PA) = car(A), paraqualquer P invertivel. (3.15)

Uma vez que a transposicdo de matrizes ndo altera a caracteristica (cf. Teo-
rema 3.4-(d)), tem-se

car(AQ) = car(AQ)” = car(QT AT) = car(AT) = car(A), (3.16)

onde na penultima igualdade aplicdmos (3.15). Por conseguinte, de (3.15) e
(3.16), resulta

car(B) = car(PAQ) = car(P(AQ)) = car(AQ) = car(A).

g

2Ferdinand Georg Frobenius (1849 — 1917), matematico alem@o com inlimeras contribui¢des
na area de equacdes diferenciais. No ambito da algebra linear, refira-se que Frobenius apresentou
a primeira demonstra¢éio do Teorema de Cayley-Hamilton que abordaremos no préximo capitulo.
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Proposicao 3.11. Forma normal de uma matriz de caracteristica k
Seja A uma matriz de caracteristica k. Existem matrizes invertiveis P e ()
tais que

PAQ = {ngk g] 7

onde M}, € uma submatriz de A de ordem £k, invertivel, e 0 designa matrizes
nulas.

Demonstragdo. Seja A uma matriz do tipo p x n. Sendo car(A) = k, a matriz A
tem k linhas e k colunas linearmente independentes. Podemos pois efectuar su-
cessivas trocas de linhas em A e colocar k linhas linearmente independentes nas
primeiras % linhas de uma matriz. Isto corresponde a multiplicar A, a esquerda,
por uma matriz invertivel (igual ao produto de matrizes de permutacao corres-
pondentes as trocas de linhas efectuadas). Em seguida podemos usar operagdes
elementares sobre a matriz construida para reduzir a linhas nulas todas as linhas
abaixo da linha k. Designemos por P a matriz (invertivel) igual ao produto de
matrizes elementares correspondentes as operacdes elementares efectuadas (troca
de linhas e reduc@o de linhas a linhas nulas). Assim,

PA= {U’g”} = R, (3.17)
onde a matriz Uy, do tipo k X n, possui k colunas linearmente independentes,
uma vez que, pelo Lema 3.1, se tem car(R) = car(PA) = car(A4) = k.

A matriz RT = [U[,, 0] = [W,x 0] tem portanto k linhas linearmente
independentes. Assim, usando o mesmo argumento que anteriormente, podemos
colocar k linhas linearmente independentes de W nas primeiras k linhas e depois
reduzir a linhas nulas as linhas abaixo dessas primeiras k linhas. Tal corresponde
a existéncia de uma matriz invertivel NV, verificando

V}cxk 0:|

T _
v = |V

Logo, como N € invertivel, a igualdade anterior é equivalente a

T
RT =N [V’“OX’“ 8] — R= [V’gk g} (N"HT.

Da expressao (3.17), tem-se

Viiw 0

pan= [ 0

T
] (N"HT <= PANT = {V’COXk g} ,
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onde na equivaléncia anterior usdmos o facto (N 1) = (NT)~! (ver Exercicio 2.6,
pég. 103). A matriz V., é uma submatriz de A uma vez que foi obtida de A su-
primindo linhas e colunas (linearmente dependentes). Além disso, pelo Lema 3.1,
tem-se car(V,2,,) = car(A) = k, pelo que V., é invertivel (cf. Proposi¢do 1.12,
pag. 62). Tomando Q = N* e My, = V,L,, obtemos o resultado enunciado.

O

Nota 22. Uma submatriz M como a do enunciado da proposicdo anterior pode
obter-se do seguinte modo: (i) reduzir A a uma matriz em escada por linhas T;
(ii) suprimir em T as linhas nulas e as colunas sem pivod, obtendo-se assim uma
matriz quadrada; (iii) Tomar M igual a matriz que se obtém suprimindo em A as
linhas e as colunas correspondentes as linhas e colunas que foram suprimidas em
T.

A proposi¢cdo que enunciamos a seguir estabelece que a caracteristica de uma
matriz pode obter-se calculando determinantes de submatrizes.

Proposicao 3.12. A caracteristica de uma matriz A, do tipo p x n, € igual a
ordem da maior submatriz de A invertivel.

Isto é, se car(A) = k, entdo existe pelo menos uma submatriz de A invertivel
de ordem k e néo existem outras submatrizes invertiveis de ordem superior.

Demonstragdo. Se car(A) = k, pela Proposi¢@o 3.11 existem matrizes invertiveis
P e Q tais que PAQ = {M’”k

0 O
k) invertivel.

Falta mostrar que nao existe nenhuma submatriz (quadrada) de A de ordem
superior a k que seja invertivel. Para tal, suponha-se por absurdo que W é uma
submatriz de A invertivel de ordem superior a k. Usando troca de linhas e de
colunas, podemos determinar duas matrizes invertiveis P e (), tais que o produto
PAQ tem a forma

,onde M} € uma submatriz de A (de ordem

W X
pao=[0 3.
. . [T 0 I —W'X
Considere-se as matrizes em blocos £ = _—YW” [] P = [0 I ] e

S = 7Z —YW™1X, onde I designa a matriz identidade. Calculando o produto
EPAQF de matrizes em blocos como se indica na Sec¢io 1.6, tem-se
L4 0]

EPAQF = 0 s
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Uma vez que as matrizes F/, P, ) e F' séo invertiveis, £ P e QF também o s3o.
Logo, usando o Lema 3.1 resulta

car(FEPAQF) = car(A) = car (Pg/ g,

D > car(W) > k.

Tem-se portanto a contradi¢@o car(A) > k. O

Exercicio 3.3. Verifique que as matrizes F, F, () ¢ P na demonstra¢do anterior
possuem os tamanhos adequados para efectuar o produto FPAQF . Para tal, co-
mece por fixar o tamanho de W. A

Exemplo 3.22. Usemos a proposi¢éo anterior para determinar a caracteristica de

13
A=12 6
11

= DN

Como det(A) = 0, a caracteristica de A ndo é 3. Consideremos, por exemplo,

a submatriz M = } Z1’> que se obtém de A suprimindo a linha 2 e a coluna

3. A matriz M tem determinante igual a —2, e portanto € invertivel. Logo, a
caracteristica de A é 2.

Na demonstracao do Teorema 3.4 a submatriz M € obtida de A suprimindo co-
lunas e linhas dependentes. Além disso, M tem linhas e colunas linearmente inde-
pendentes (M é invertivel). Podemos portanto concluir que os conjuntos {l1;, 13}
e {c1,c2}, onde 1; e ¢; designam respectivamente a linha i e a coluna i de A,
sdo linearmente independentes (como facilmente se confirma uma vez que sio
conjuntos de dois vectores nao colineares). ¢

Sistemas de equacoes lineares

Reformulamos agora em termos de sistemas de equacdes lineares alguns dos re-
sultados obtidos para espacgos lineares.
Como ¢ sabido (Proposi¢do 1.3), tem-se a equivaléncia

Ax = b € possivel <= b é combinacio linear das colunas de A.

Ou seja, um sistema Ax = b é possivel se e sd se b € EC(A).
Por outro lado, a Proposi¢éo 1.1 diz-nos que car(A) = car([A|b]) se e s6 se
o sistema Ax = b é possivel. Podemos portanto enunciar o seguinte resultado.
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Proposicao 3.13. Para um sistema linear Ax = b sdo equivalentes as
afirmacdes:

(a) Ax = b é possivel.
(b) b pertence ao espaco das colunas de A, isto é,b € EC(A).

(c) A caracteristica de A e da matriz aumentada [A | b] sdo iguais.

Proposicao 3.14. Seja A uma matriz p X n. As afirmagdes seguintes sdo equi-
valentes.

(a) Ax = 0 s6 admite a solugao x = 0.
(b) N(A) = {0}.
(c) As colunas de A sao vectores linearmente independentes.

(d) Qualquer que seja b € CP, o sistema Ax = b admite no maximo uma
solucdo (pode ndo admitir nenhuma).

Demonstragdo. As equivaléncias (a) <= (b) <= (c) s@o o enunciado da Pro-
posicdo 3.5.
Mostremos agora a equivaléncia (a) <= (d):

(a) = (d) : O sistema Ax = b é possivel ou impossivel. Se é possivel, pode ter uma
ou mais solugdes. Sejam u e v solucdes distintas do sistema. Temos de
mostrar que se Au =be Av = b, entdo u = v. Mas

Au—Av=0<= A(u—v) =0,

ou seja, (u — v) é solugdo de Ax = 0. Como, por hipdtese, a Gnica solugio
do sistema Ax = 0 ¢é a solug@o nula, resulta u — v = 0. Assim, o sistema
Ax = b admite no maximo uma solugéo.

(d) = (a) : Se Ax = b admite no maximo uma solu¢io, qualquer que seja b € R?, em
particular Ax = 0 admite no maximo uma solu¢ido. Como x = 0 é sempre
solugdo de Ax = 0, temos (a).

g

A proposicao a seguir ¢ uma consequéncia imediata de varios resultados ante-
riores, ficando por isso a sua demonstracdo como exercicio.
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Proposicao 3.15. Seja A uma matriz n X n. Sdo equivalentes as afirmagdes
seguintes.

(a) A éinvertivel.

(b) det(A) # 0.

(©) N(A4) ={0}.

(d) As colunas de A formam uma base de C".

(e) As linhas de A formam uma base de C™.

(f) Todoo b € C" pertence a EC(A).

Finalizamos esta seccio com um resultado elementar mas de grande utilidade
prética na resolu¢do de equacgdes lineares.

Teorema 3.7. A solugo geral de um sistema ndo homogéneo, Ax = b, é a soma
da solugéo geral do sistema homogéneo associado, Ax = 0, com uma solug¢éo
particular de Ax = b. Ou seja, qualquer solug¢do de Ax = b é da forma

X = X, + Xp,

onde x;, ¢ uma solugdo de Ax = 0 e x,, ¢ uma solu¢io de Ax = b.

Demonstragdo. Seja x, um vector tal que Ax,, = b Entdo, x ¢ solugdo do sistema
nao homogéneo se e s6 se (x — x,) pertence ao nicleo de A, uma vez que A(x —
x,) = Ax — Ax, = b — b = 0. Assim, as solugdes do sistema nao homogéneo
sdo obtidas adicionando a x,, todas as solu¢des de Ax = 0. U

No exemplo que apresentamos a seguir ilustramos como a aplicagdo do método
de eliminag¢@o de Gauss ao sistema Ax = b nos fornece a solu¢ido geral deste
sistema na forma x = x, + Xx;, onde X, € x;, designam, respectivamente, uma
solugdo particular de Ax = b e a solugdo geral do sistema homogéneo associado.

Exemplo 3.23. Considere-se o sistema

r— y+2z2=1
T+2y— z2=2.
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Geometricamente, temos dois planos em R? que se intersectam segundo uma
recta. Assim, uma solucdo particular do sistema € um ponto desta recta. Pretende-
mos escrever a solucdo geral do sistema como a soma de uma solug¢do particular
com a solugdo geral do sistema homogéneo associado.

Apliquemos o método de eliminac¢do de Gauss para determinar a solucio geral
do sistema na forma x = x, + X;,.

1—121L2;L>11—121_R
1 2 =112 0 3 =3|1|

A matriz em escada por linhas R diz-nos que o sistema tem uma variavel livre que
vamos escolher como sendo a varidvel associada a coluna que néo possui pivo, ou
seja, tomamos z como variavel livre. A solucdo geral do sistema é entdo dada por

4 1 41
X = (,I',y,Z) = <§ — Z, g ‘I‘Z’ Z) = (g, g,O) ‘I—Z(—l,l, 1) (3.18)

E claro que uma solugdo particular de Ax = b pode ser obtida da solugio
geral deste sistema fazendo, por exemplo, as variaveis livres iguais a zero. Ou
seja, de (3.18), podemos tomar

x, = (4/3,1/3,0).

Além disso, o sistema homogéneo associado, Ax = 0, tem solugéo geral igual a
solucdo geral do sistema Rx = 0 que facilmente se verifica ser

x, = z(—1,1,1).

Assim, (3.18) exprime a solugio geral de Ax = b na forma pretendida.

O ntcleo da matriz dos coeficientes do sistema (ou seja, a solugio geral x;,)
€ uma recta que passa pela origem e a solucio geral do sistema ndo homogéneo
(isto €, x, + x;) € uma recta que ndo passa pela origem. A recta correspondente
a solug@o geral do sistema ndo homogéneo obtém-se adicionando o vector x,, a
recta correspondente ao nicleo da matriz dos coeficientes. Uma ilustracdo deste
resultado € apresentada na Figura 3.7. Saliente-se ainda que, enquanto o conjunto
solucdo geral de um sistema homogéneo (isto €, o nicleo de uma matriz) é um
subespaco linear de C", o mesmo ndo acontece com a soluc¢io geral de um sistema
ndo homogéneo (0 vector nulo nao pertence ao conjunto das solugdes). ¢

154



Capitulo 3. Espacos Lineares

X=X, +X
//su&u;f)es de Ax="Db

solugcdes de Ax =0

Figura 3.7: A solucdo geral de um sistema ndao homogéneo.

3.4 Matriz de mudanca de base

Como vimos (pig. 138 e Teorema 3.1), existe uma correspondéncia biunivoca
entre vectores de um espaco linear W e os respectivos vectores das coordenadas
numa base ordenada fixada em W. Se fixarmos duas bases ordenadas distintas
B e B’ num espago linear W, entdo qualquer vector z € W é representado por
dois vectores distintos xp € xp/. A questdo que naturalmente se coloca € a de
saber qual a relac@o entre os vectores das coordenadas xp € X5 que representam
0 mesmo vector em bases distintas. Trata-se pois de um problema de mudanga de
coordenadas, porventura ja familiar ao leitor noutros contextos.

Como veremos, fixadas duas bases ordenadas num espaco linear, existe uma
matriz invertivel que relaciona as coordenadas de um qualquer vector numa das
bases com as suas coordenadas na outra base. Ou seja, para todo o vector x €
W, existe uma matriz invertivel M tal que xgr = Mxp. A matriz M recebe a
designacao de matriz de mudanca de base.

Sejam B = (vy,vs,...,v,) e B’ duas bases ordenadas do espaco linear IV e
x um qualquer vector de W cujos vectores das coordenadas nas bases B ¢ B’ sdo
xp € xp. Comecemos por mostrar que, se existe uma matriz invertivel M que
verifica

xp = Mxp, paratodor € W, (3.19)
entdo esta matriz € Unica. Para tal considere-se matrizes invertiveis M e S que

verificam (3.19), isto ¢, tais que Mxp = xXp = Sxp paratodo z € W. Em
particular, para os vectores da base B3, tem-se

STIM(v)p = (vi)g, STTM(va)p= (Va), ..., ST TM(vy)5 = (Va)B.
(3.20)
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Os vectores das coordenadas de v, vs, . . . v, na base B sao:

v=1xvi+0Xvg+---4+0xwv,
Vo =0xvi+1Xvg+---4+0xuw,

(Vl)B:(L0,0,...,O):el
(VQ)B:(O,].,O,...,O):GQ

~
~
Uy =0xXv1+0xXv+--+1xv, ~ (v,)g=(0,0,0,...,1)=¢e,.
Logo, as relagdes (3.20) sdo equivalentes a
S~'Me, =e;, S 'Mey=e, ... ,S'Me,=e,.
Destas igualdades, e da Defini¢do 1.12 (pag. 39) de produto de matrizes, resulta

S'MI, = I,

onde I,, é a matriz identidade de ordem n. Como S~'M = [,,, multiplicando por
S ambos os membros desta igualdade obtém-se S = M conforme pretendido.

Determinemos agora a matriz M que satisfaz (3.19). Se M verifica (3.19) para
todo x € W, em particular satisfaz esta relacdo para os vectores que formam a
base B, ou seja,

(vi)pr = M(v1)p = Me; = coluna 1 de M
(va)pr = M(v2)p = Mey = coluna 2 de M

(Vn)p = M(v,)p = Me, = colunan de M.

Logo, M é a matriz cujas colunas sio os vectores das coordenadas na base B’ dos
vectores da base B. Isto é,

M= |(vi)p (vo)p -+ (Va)B| . (3.21)

Verifiquemos agora que M ¢€ invertivel. A matriz M tem colunas linearmente
independentes uma vez que, sendo os vectores vy, ..., v, linearmente indepen-
dentes (sdo vectores de uma base) os vectores (v1)p, (Va)pr, - - -, (Vn) g também
o sdo (cf. Proposicdo 3.9). Por conseguinte, a Proposi¢c@o 3.15 garante que M é
invertivel.
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Definicao 3.9. Matriz de mudanca de base

Sejam B e B’ duas bases ordenadas de um espago linear 1. Chama-se ma-
triz de mudanga da base B para a base B’, a matriz quadrada invertivel )M, ou
Mp/ . g, que verifica:

xp = Mxp (ou xp = Mp, pxp), paratodozx € W, (3.22)

onde xp € xp 540 os vectores das coordenadas de x, respectivamente, na base
B e nabase B'.

Como a matriz M, de mudanga da base B para a base B’, é invertivel, multi-
plicando a igualdade xp = Mxp por M ! obtém-se xp = M 'xp/. Logo, da
defini¢io de matriz de mudanga de base, tem-se que M ! é a matriz de mudanga
da base B’ para a base B.

Enunciamos no teorema seguinte o que se provou relativamente a forma da
matriz de mudanca de base.

Teorema 3.8. Sejam B = (v, vs,...,v,) ¢ B’ duas bases ordenadas de um
espaco linear W. A matriz que efectua a mudanga da base B para a base B’ é
a matriz cujas colunas sdo os vectores das coordenadas na base B’ dos vectores
que formam a base B (respeitando a ordem de B). Isto &,

Mp = (VI)B’ (VQ)B’ (Vn)B’

A matriz Mp/. p € invertivel e a sua inversa é a matriz que efectua a mudanca
da base B’ para a base B. Ou seja, para todo o vector € W verifica-se

-1
Xp = MB’(—BXB € XB — MB/<—BXB’ = MB<—B’XB’-

Exemplo 3.24. Considerando em R? as base ordenadas B = ((1,2),(1,7)) e
B = ((0,2),(1,1)), determinemos a matriz M de mudanca da base B para a
base B’.

Designemos os vectores da base B por u = (1,2) e v = (1,7). Calculemos
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os vectores das coordenadas na base B’ dos vectoresu e v.

(1,2) =a(0,2)+ B(1,1) = (B,2a+ )<= pf=1e2a+ =2
e f=lea=1/2 < uy = (1/2,1).

(1,7)=a(0,2) + 5(1,1) = (B,2a0+ p) <= pf=1le2a+ =T
= f=lea=3<<= vy =(3,1).

Assim,

|

Usemos agora a matriz M para calcular as coordenadas do vector x sabendo que

o vector das coordenadas de x na base B é xp = (2/5,3/5).
O vector das coordenadas de x na base B’ é:

w1 -]

x =2(0,2) + (1,1) = (1,5).

Logo,

¢

Exemplo 3.25. Determinemos a matriz M de mudanga da base B = (uy, ug, u3)
para a base B’ = (vy, v9, v3) sabendo que

V1 = Up — U + Us
V2 = Uz — U3 (323)
U3 = U1 + Us.

A matriz M é a matriz que tem nas colunas os vectores das coordenadas (u; ) g/, (u2) 5,
e (u3)p . Calculemos estes vectores. Somando as duas primeiras equagdes de
(3.23) obtemos u; = v1 +vo. Substituindo esta expressdo de u; na Gltima equagio
de (3.23) tem-se u3 = —v; — v2 + v3. Finalmente, substituindo u3 na segunda
equacio obtém-se us = v3 — v1. Assim,

Up = V1 + Vs ~ (111)31 = (1,1,0)
Uy = —V1 +U3 ~ (UQ)B/ = (—1,0, 1)
Ug = —V1 — Vg + U3 ~ (113)3/ = (—1, —1, 1)
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Assim,
1 -1 -1
Mg,.pg=11 0 -1
0 1 1

Refira-se que das expressdes (3.23) € imediato determinar a matriz inversa de
—1 2 .

Mp/ p,umavez que My, ¢éamatriz que efectua a mudanca da base B’ para a

base B. Nomeadamente,

MBeB’ = |—1

3.5 Exemplos de espacos lineares

Finalizamos este capitulo capresentando alguns exemplos de conjuntos munidos
de operacdes de adicao e multiplicacio por escalares que possuem a estrutura de
espaco linear e outros que néo possuem essa estrutura para as operacdes ai defini-
das. Aproveitamos estes exemplos para propor algumas resolucdes de exercicios
de aplicac@o dos conceitos estudados neste capitulo.

1. Como vimos na pagina 113 e no Exemplo 3.15 (pag. 133), o conjunto R" =
{(z1,29,...,2,) : x; € R,para i = 1,...,n} munido das operacdes usuais
de adicdo de vectores e multiplica¢do por escalares reais é um espaco linear
real de dimensdo n. A base candnica de R" é dada por {e;,ey,...,€e,} C
R™, com

€ :(170,...,0,0)
€9 :(071,...,0,0)

e, =(0,0,...,0,1).
Considere-se o subconjunto S = {uy, uy, uz, uy} de R*, com
w = (1,-1,0,1), up = (1,1,1,-2), us = (3,1,2,—3), us = (5, 1,3, —4).

Pretendemos descrever o subespacgo gerado por S através de equagdes. Para
tal, consideremos a matriz A cujas colunas siao os vectores de S. Ora, 0
subespago V' = Span S € o conjunto de todas as combinagdes lineares de
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elementos de S, isto €, o conjunto de todos os vectores x = (x,y, z, w) €
R* para os quais o sistema Au = x é possivel. Equivalentemente, V é o
conjunto de todos os vectores X = (z,y, z, w) € R* para os quais se tem
car[A|x] = car[A]. Verifiquemos agora que a igualdade car[A|x] = car[A]
nos fornece equagdes (cartesianas) para V' = Span S. Aplicando o método
de eliminag¢@o de Gauss a matriz aumentada [A|x] tem-se

1 1 3 5 | x 1 1 3 5 T
-1 1 1 1|y La=Ln 0 2 4 6 |xz+y
0 1 2 3 |z|rL+L, (0 1 2 3 z
1 -2 -3 —4|w 0 -3 -6 -9 lw—=x

113 5 z
L4Jﬂ§L2 0 2 46 T+y
Ls—1/20, [0 0 0 0] z2—5—4%

0000 w—%—%

Assim, car[A|x] = car[A] se e s se

{z—g—%:() {x+y—2z:0
2

Podemos concluir que o subespagco V' = Span S tem dimensdo dois (o
espaco das colunas de A tem dimensao 2) e € definido pelas duas equagdes

(cartesianas) acima.

. Conjunto C™:

Na pagina 113 definimos C" como o conjunto dos n-uplos de nimeros com-
plexos e munimos este conjunto de operacdes de adi¢do e multiplicacdo
por escalares definidas em (3.2). Vimos também que C" munido destas
operagcdes € um espaco linear complexo. No entanto, C" pode ser igual-
mente encarado como espaco linear real, como veremos a seguir para o
caso n = 2 (o caso geral é inteiramente anilogo).

Consideremos
C? = {(z1,22) : 21,29 € C},

com as operagdes
(21, 29) + (w1, ws) = (21 + w1, 22 + wo) a-(z1,22) = (az1, azy),
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para (21, z), (w1, wy) € C*e a € C.
(C? é fechado para a multiplicaciio por escalares complexos (ao contririo do
que acontece com R?).

Seja (z1,22) = (ay + iby, as + iby) um qualquer vector de C?. O vector
(21, 22) € C? pode ser escrito nas formas:

(Zl, ZQ) = (a1 + ibl, ao + Zbg) = (Cll + Zbl)(l, 0) + (CLQ + Zbg)(o, 1)(324)

ou
(21, 2’2) = ((11 + ibl, as + ’ng)

= a1(1,0) + by (i,0) + az(0, 1) + ba(0, 7). (3.25)

No primeiro caso, (z, z3) estd escrito como combinagio linear de (1,0)
e (0,1) com coeficientes complexos, e no segundo caso estd escrito como
combinagao linear com coeficientes reais de (1, 0), (z,0), (0,1) e (0,7). As
igualdades (3.24) e (3.25) dizem-nos que o conjunto {(1,0), (0, 1)} gera C*
enquanto espaco linear complexo, e 0 conjunto

{(1,0),(2,0),(0,1),(0,4)},

gera C? como espago linear real. Expressamos este facto por:

C? = Spang {(1,0), (4,0), (0,1), (0,7)}
CQ = Span({l {(1, O)v (07 1)} :

Para mostrar que estes conjuntos formam uma base, resta verificar que sao
linearmente independentes. Usando as igualdades (3.24) e (3.25) com o
membro do lado esquerdo igual a 0 = (0 + ¢0,0 + ¢0) temos, respectiva-
mente,

(0 40,0 +140) = (ay +iby)(1,0) + (az + ibs) (0, 1) = (ay + by, az + iby)
< a; +1iby =0410 e as + by = 0 + 10,

€

(0+140,0+i0) = ay(1,0) + by(i,0) + a(0,1) + by(0, i) = (ay + iby, a + iby)
<:>a1:b1:a2:b2:0.

Logo, os conjuntos {(1,0), (0,1)} e {(1,0), (¢,0),(0,1), (0,4)} sdo linear-
mente independentes no contexto correspondente. Assim,
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e Uma base do espaco linear complexo C? ¢ {(1,0),(0,1)}, e a di-
mensio de C? como espago linear complexo é 2.

e Uma base do espago linear real C? é {(1,0), (¢,0), (0,1),(0,i)},e a
dimensdo de C? como espago linear real é 4.

Analogamente, considerando C" um espago linear real, a sua dimensao é
2n e considerando C" um espaco linear complexo a sua dimensao € igual a
n.

Consideremos agora o seguinte subconjunto do espaco linear complexo C?
S={(1+1421),(2,2+2i)}.

Uma vez que a dimensio de C? é igual a 2, o subconjunto S serd uma base
se os vectores de S forem linearmente independentes (ver Teorema 3.3).
Verifiquemos se S € ou ndo linearmente independente. Usando a defini¢do
de independéncia linear tem-se que oy (1 + ,27) + a2(2,2 + 2i) = (0 +
0i,0 + 0i), para escalares a; = a1 + iby € ap = ap + iby, é equivalente a

(a1 4+ b1) (1 +4,21) + (ag +ib2)(2,2 4 2i) = (04 07,0 + 0i) <=

((a1 — bl + 2(12) + i(al + b1 + 2b2) , (—261 + 2a9 — 2b2) -+ ’i(2(11 -+ 2b2 + 2&2))
— (0 + 04,0+ 0)

a; — bl + 2&2 =0
— a; + bl + 2b2 =0
—2b1 + 2a9 —2by, =0
2@1 + 2b2 + 2&2 = 0.

Nas equivaléncias anteriores usdmos as operacdes de adicdo e multiplicacdo
de nimeros complexos e as suas propriedades, bem como o facto de dois
complexos serem iguais se as respectivas partes reais e imagindrias forem
iguais. Se necessitar de rever estas operacdes pode consultar o Apéndice A.
O sistema anterior admite a solugdo (ay, by, as,b2) = (1,—1,—1,0), ou
seja, a solugdo a; = 1—17 e ap = —1, pelo que S é linearmente dependente.
Logo, S ndo é uma base do espago linear complexo C2.

. Conjunto das matrizes reais do tipo p x n

Seja M, 0 conjunto de todas as matrizes reais p x n munido das operagdes
usuais de adi¢do de matrizes e multiplicacdo de matrizes por um nimero
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real definidas pelas expressoes (1.8) e (1.9) (pag. 38). Como vimos no final
da Secgdo 3.1, as propriedades destas operagdes garantem que M,,,,, € um
espaco linear real. Relembremos que o vector zero de M,,,,, € a matriz
nula.

Consideremos o espaco Moyo. Qualquer matriz € Moy pode

b
d
escrever-se como combinacio linear de 4 matrizes do tipo 2 x 2:

et e R R

T . (|11 0 01 00 0 0
Além disso, o conjunto ordenado B = <{0 O} , [O O] , [1 0] ) {0 1})

¢ linearmente independente uma vez que

10 01 00 00l [0oo0
@ [0 0}*0‘2{0 0}*0‘3[1 o}*o“*[o 1]_[0 0}’

¢ equivalente a

a1 a2—00<:>0z—a—a—a—0
O[?, O[4 - 0 O 1 — 2 — 3 — 4 — Y.

Logo, B € uma base de Myyo e portanto dim Msys = 4. A base B é
designada por base canénica de My o.

Como B é uma base, qualquer matriz A de M5 escreve-se de forma tinica
como combinagfo linear dos vectores de B. Por exemplo, o vector das co-
5 .

] na base ordenada B é Ap = (1,5,4,3) €

ordenadas da matriz A = [le 5

R4
4. Conjunto das matrizes simétricas

Consideremos agora o conjunto Sym(2) das matrizes reais e simétricas
2 x 2, isto é, matrizes A tais que A7 = A. Este conjunto é um subespaco
de Mo ja que a soma de duas matrizes simétricas ainda é uma matriz
simétrica, e a multiplicacdo de uma matriz simétrica por um escalar real
também € simétrica. Ou seja, Sym(2) é fechado para a adi¢éo e multiplicagio
por escalares reais. Logo, Sym(2) é um subespago de My, e portanto
também é um espaco linear (ver Definicdo 3.3 e Nota 16).
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Qualquer matriz simétrica, do tipo 2x 2, pode escrever-se como uma combinacao
linear de trés matrizes simétricas:

1 1
[Cg lc)]:a{o 8}%—1){(1) O]—f—c{g (1)}:&51—1—652—1—053.

As matrizes simétricas S, S, 53 s@o linearmente independentes como se
verifica facilmente usando a defini¢do de independéncia linear. Portanto, as
matrizes Sp, S e S5 formam uma base do espaco linear das matrizes reais
e simétricas do tipo 2 x 2. Assim, Sym/(2) é um espago linear de dimensao
3.

Considerando a base ordenada B = (.51, Ss, S3), 0 vector das coordenadas

de A = E g} € Sym(2) na base B é o vector de R3:

Ag = (2,5,3).

. Conjunto das matrizes anti-simétricas

Considere-se o conjunto das matrizes reais anti-simétricas do tipo 2 x 2, ou
seja, matrizes que satisfazem a igualdade A = —A”. Este conjunto é um
subespaco de My,» uma vez que é fechado para a adi¢do e multiplicacdo
por escalares reais. As matrizes reais anti-simétricas de segunda ordem sdo
matrizes da forma

0 a
A—{_a 0}, a € R.

Estas matrizes podem escrever-se na forma
0 a 0 1
A= 4 =e 5 o)

. 1 : . .
pelo que a matriz C' = [ } gera o espaco linear das matrizes anti-

-1 0
simétricas de segunda ordem. Como um conjunto com um dnico vector ndo
nulo é necessariamente linearmente independente, o conjunto {C'} é uma
base do espaco linear das matrizes anti-simétricas de segunda ordem. Por-
tanto, o espaco linear das matrizes anti-simétricas de ordem 2 tem dimensdo
¢igualal.
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6. Como vimos (Proposi¢do 3.2), o nicleo de uma matriz (ou seja o conjunto
das solucdes de um sistema homogéneo) é um espacgo linear. Contudo, o
conjunto S das solugdes de um sistema nao homogéneo Ax = b, com
b # 0, ndo € um espaco linear. De facto, se u, v sdo solugdes do sistema
Ax = b, tem-se Au+ Av = A(u+v) = 2b, e portanto u+v nao é solugio
do sistema. Assim, .S ndo é fechado para a adi¢do (nem para a multiplicacdo
por escalares).

7. Seja P o conjunto dos polinémios de grau n (n > 1) de coeficientes reais,
munido das operagdes usuais de adi¢do de polindmios e multiplicacdo de
um polinémio por um niimero real.

Este conjunto ndo é um espaco linear visto ndo ser fechado para a adic@o.
Por exemplo, para p;(t) = t" € Pepy(t) = —t" € P, tem-se p; + ps =
0 ¢ P (0 denota o polindmio constante igual a zero, que ndo tem grau > 1).

8. Conjunto dos polinomios de grau menor ou igual a n

O conjunto P, dos polindmios de coeficientes reais de grau menor ou igual a
n, munido das operacdes usuais de adi¢do de polindbmios e de multiplicacdo
de um polinémio por um niimero real, € um espaco linear real.

E 6bvio que qualquer polinémio p(t) = ag+ait+---a,t™ de P, se escreve
como combinagdo linear dos monémios do conjunto {1,¢,¢ ... t"}. Este
conjunto é linearmente independente ja que, a equacao

ag+agt+ ot =0x1+0xt+---+0xt", paratodot e R,

é equivalente a g = -+ = a,, = 0. A base {1,¢,t%, ... t"} é designada
por base canonica de P,,. Assim,dim P, = n + 1.

Consideremos o polinémio p(t) = 3t> — ¢3 do espago linear P; (dos po-
linénios de grau menor ou igual a 3). O vector das coordenadas de p na
base ordenada BC = (1,t,1?,t3) € pgc = (0,0,3,—1),jd que

p(t) =0x 140 xt+ 32— 1>,
Consideremos agora o seguinte subconjunto .S de P;
S={1++48 -1+t +2° t +£> +6t°,2+ 3t + 2> + 7} .

Pretendemos saber se este conjunto de quatro polindémios € ou ndo uma base
de Ps. Para tal, vamos fixar a base candnica em Ps e usar a correspondéncia
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biunivoca, estabelecida na péagina 138, entre vectores de P; e vectores de
R*. Os vectores das coordenadas, na base (candnica) BC' de P, dos vecto-
res de S sao:

pi(t) =1+ + 48 ~ (p1)sc = (1,0,1,4)
po(t) = =1+t + 23 ~  (p2)pc = (—1,1,0,2)
ps(t) =t + >+ 6t° ~ (ps)sc = (0,1,1,6)
pa(t) =2+ 3t 4 2% 4 3 ~  (pa)Bc = (2,3,2,1).

Da Proposigdo 3.9 sabemos que os vectores de S sdo linearmente indepen-
dentes se e sO se os respectivos vectores das coordenadas sdo linearmente
independentes. Colocando os vectores das coordenadas numa matriz, por
exemplo, por linhas, temos

1 01 4
110 2

A= 116 (3.26)
2 321

Como a terceira linha de A é a soma das duas primeiras, as linhas de A
sdo linearmente dependentes, e por conseguinte o conjunto .S é linearmente
dependente. Assim, S ndo é uma base de Ps.

Determinamos agora um subconjunto de S, com o maior nimero possivel
de elementos, que seja linearmente independente. Conforme segue da de-
monstragdo da Proposi¢do 3.12, basta determinar uma submatriz P de A,
invertivel, e de ordem igual a caracteristica de A. As linhas de A cor-
respondentes as linhas de P sdo linearmente independentes (ver Nota 22,
pag. 150).

Considere-se a submatriz P que se obtém de A suprimindo a primeira linha
e a primeira coluna de A. A matriz P tem determinante diferente de zero
(det P = —13) e portanto a caracteristica de A é 3, conforme decorre da
Proposi¢do 3.12. Além disso, a segunda, terceira e quarta linhas de A sdo
linearmente independentes, e portanto o subconjunto S’ = {ps, p3,ps} C S
¢ linearmente independente.

Alternativamente poderiamos ter usado o método de elimina¢do de Gauss
para determinar uma base para o espago das linhas da matriz A, e os po-
linébmios correspondentes aos vectores dessa base formariam o subconjunto
S’ pretendido.
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9.

10.

Seja S o conjunto dos polinébmios p de grau menor ou igual a n tais que
p(0) = 1. Ou seja,

S={peP,: p(0) =1} = {1 + art +ast® + ... + a,t"}.

S ndo € um subespaco de P, uma vez que o vector zero de P, ndo pertence
a S, isto é, o polindmio constante igual a zero néo pertence a S.

Conjunto das funcgoes reais de variavel real

O conjunto F de todas as fungdes reais de variavel real munido das operacdes

(f +9)(@) = f(x) +g(x), (a-f)(z)=af(x), acR, fgelF,

é um espaco linear real. E facil verificar que as operages acima satisfazem
as propriedades da definicdo de espaco linear, e que o elemento neutro da
adicdo é a funcdo (constante) que toma o valor zero em todos os pontos de
R.

Considere-se em F o subconjunto S = {cos® x,sen’ x, cos(2z)}. O con-
junto S ndo é linearmente independente, uma vez que cos(2x) é uma com-
binago linear de cos? = e sen? x (relembre que cos(2x) = cos® x — sen? 7).

2
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Exercicios

1.Determine um conjunto gerador para o

nucleo das matrizes:

21—20
a)A:[42
(2 6 0 2
b)) B=|01 2 0
13 01]
[0 1 0 0
gCc=1002 0
(000 -3

2.Exprima cada um dos seguintes vecto-
res de R? como combinagio linear de u =

(2,1,4),v = (1,—-1,3) e w = (3,2, 5).
(—9,—7,—15)
) (6,11,6)
(0,0,0)

3.Considere vi = (2,1,0,3), ve = (3,
evs = (—1,0,2,1), vectores de R*. Quais
dos vectores seguintes pertencem ao espago
Span({vy,va,vs})?

a) (2,3,-7,3)
b) (0,0,0,0)
(1,1,1 1)

d) (—4,6,—13,4)

4.Para o triangulo 7" indicado na figura diga
quais das afirmagdes sdo correctas.

~1,5,2)

I. T é um subespago linear de R?.
II. A recta que passa pelos vértices (0, 0)

e (1,—1) de T é um subespago linear
de R2.
A recta que passa pelos vértices (1, —1)
e (1,1) de T' é um subespago linear
de R2.
O conjunto formado pelos vectores
(0,0) e (1,1) é uma base de R2.

III.

IV.

5.Na figura seguinte estdo representados os
vectores vi,Vvso,v3 e v4. Considere ainda
0s conjuntos

B = {Vl,Vg}
D= {V27V4}

E = {v1,va,v3,v4}.

A= {V17V2}7

C = {Vl,VQ, V4}7

Diga quais destes conjuntos geram R2.

V2

6.Diga, justificando, quais dos seguintes
conjuntos sio subespacos lineares de R*.

a) O conjunto de vectores da forma (a, 0,0,1)
com q real

b) O conjunto de vectores da forma (a, b, 0, 0)
com a, b reais.

¢) O conjunto de vectores da forma (a, b, ¢, d)
comb=a+c—dec=2d,sendo
a, b, ¢, d reais.

d) O conjunto de vectores da forma (a, b, ¢, d)
com a, b, ¢, d positivos.
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e) O conjunto de vectores da forma (a, b, ccdin 0 maior nimero possivel de vectores,
comc = a+b+led=2a—b,sendo e escreva os restantes elementos de S como

a,b, c e dreais.

7.D& um exemplo de uma matriz A do tipo
2 x 2, e de um vector b de R? tal que b nio
pertenca ao conjunto gerado pelas colunas
de A.

8.Construa uma matriz 3 x 3, que néo es-
teja em escada por linhas, cujas colunas ndo
geram R3,

9. Construa uma matriz simétrica 3 x 3, de
caracteristica 2 e tal que (4,2,6) pertenca
ao espaco das colunas da matriz.

10. Considere os vectores u = (2,1,3,4) e
v=(4,1,6,5).

Acrescente vectores da base candnica
de R* ao conjunto S = {u, v} por forma
a obter uma base de R*.

11.Seja S = {uj,uy,us,us} o subcon-
junto de R* formado pelos vectores:

w =(1,0,1,-1), uy=(0,1,1,-1),

us = (—1,-1,-2,2),

Indique o valor logico das afirmagdes se-
guintes.

a) S é uma base de R*.

b) S gera R%.

¢) Removendo de S o vector ug e acres-
centando o vector (0,0, 1,0), obtém-
se uma base de R*.

d) Acrescentando a S o vector

w = (0,0,0,1),
obtém-se um conjunto que gera R*.

12.Veriﬁque se S = {111, u9, us, LI4} é li-
nearmente dependente. Caso o seja, indique
um subconjunto linearmente independente

w = (—2,0,-2,1).

combinacio linear desses vectores.
a)EmR*,u; = (1,1,1,1),up = (1,2,2,2)
us =(1,2,3,3) euy = (1,2,3,4).
b) EmR3,u; = (0,1,2), uy = (1,0,2),
us =(1,2,0) euy = (1,2,2).

13.Diga, justificando, quais dos seguintes
conjuntos sdo subespacos lineares dos espagos
vectoriais indicados.

a) {(z,y) € R?: 22 +y = 0}.
b) {(z,y) € R? : 2y = 0}.
o) {(z,y,2) €R®: x4+2y—2 = Oex—
2y — z = 0}.
d) {(z,y,z,w) ER*: 2 +y+z+w=
2}.
14.Determine a dimensdo e uma base para

a solucdo geral de cada um dos sistemas se-
guintes.

r+y—=z = 0

a) —2x—y+2z = 0
—r+z =0
b){3x+y+z+t = 0
dor—y+z—t = 0.

15.Para cada uma das matrizes seguintes,
encontre a dimensdo e uma base para: o
ntcleo da matriz; o espaco gerado pelas li-
nhas da matriz; e para o espaco gerado pelas
colunas da matriz.

1 -3 0 1
A=]0 1 0 -1,
0 0 0 0
2 1 5
B_[638}’
2 -1 0 1
C=[3 1 -10
5 0 -1 1
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3.5. Exemplos de espagos lineares

16. Utilize a informac@o da tabela seguinte

para determinar em cada um dos casos a di-
mensdo do espaco gerado pelas linhas da
matriz A, do espaco gerado pelas colunas
de A, do nicleo de A e do nicleo de AT
(matriz transposta de A).

(2) (b) (©)
A 3x3|3x3]3x3
car A 3 2 1

17.Seja A uma matriz n X p, tal que a di-
mensdo do nicleo de A é 2, a dimensio do
nicleo de A” é 1, e a dimensdo do espago
das linhas de A é 2. Quais dos valores se-
guintes sdo validos?

a) n=4ep=>5
c) n=3ep=4.

byn=5ep=4.
dn=4ep=3.

18. Utilize a informac?o da tabela seguinte
para determinar se o correspondente sistema
de equagdes lineares nio homogéneo Ax =
b é possivel. Em caso afirmativo, indique o
ndmero de variéveis livres da solu¢do geral.

(a) (b) (©) (d)

A 5x9 1 9x5|4x4|6x2
car A 2 2 0 2
car(A |b) 2 3 0 2

19.Sejam u, v e w os vectores coluna de
uma matriz A, com u e v linearmente inde-
pendentes e w = 2u — v. Indique o valor
l6gico das afirmacdes seguintes.

a) det(A) #0

b) Existe uma submatriz de A de ordem
2 invertivel.

¢) car(A4) = 1.

d) Uma base para o espaco das linhas
de A é {u,v}.

e) A dimensdo do espaco das linhas de
Aé2.

20.Seja A uma matrizreal 4 x 4e b € R%.
Responda as questdes seguintes.

a) Se o espaco das colunas de A ndo
é R*, que pode dizer a respeito do
nicleo de A?

b) Se o niicleo de A ndo é o subespago
{0}, que pode dizer a respeito do espaco
das colunas de A?

¢) Se o espaco das colunas de A é R?,
que pode dizer arespeito das solucdes
do sistema Ax = b?

d) Se o nicleo de A é {0}, que pode
dizer a respeito das solugdes do sis-
tema Ax = b?

21.Sejam A e B duas matrizes 3 x 3 tais
que car(A) = 2 e car(B) = 3. Indique o
valor logico das afirmagdes seguintes.

a) A e B sio invertiveis.

b) O nicleo de B é {0}.

¢) Osistema Ax = 0 tem grau de inde-
terminacdo 1.

d) Existem matrizes invertiveis P e @)
tais que A = PBQ.

22.Determine as coordenadas de x na base
ordenada B para:

3 5 1
o x=lo]-8= (5] [4])
3 17 Jo] Tt
b x=|0].B=1||-1],|1],]|2
1 41 2] |o

23.Para as bases B indicadas, determine o
vector que tem por vector das coordenadas
o vector xp dado.
3
-1

o= (5 1) -
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1 0 1 a) V nio é subespaco linear de R3.
by B=||-1],|1], (2] ], b) {(1,2,0),(0,1,1)} éumabasede V.
4 2 0 c) {(1,2,0),(0,1,1),(1,3,1)} éumabase
3 de V.
xp= [—1]. d) {(1,0,2),(0,1,1)} éumabasede V.
1

29. Sejam u, v, w vectores linearmente in-
dependentes de um espaco linear real U . Diga
qual das afirmag¢des seguintes é necessaria-
mente verdadeira.

24.Seja B = (uy,ug,u3) uma base or-
denada de R?, onde u; = (2,1,0), us =
(-1,1,1), e ug = (1,1,1). Determine a
matriz de mudanca da base B para a base

candnica de R3. a) A dimensio de U é 3.

25. Determine a matriz que efectua amudanga  b) A dimensdo de Span ({u, v, w, u + v})
da base canénica de R? para a base é4.

B =((2,-2),(3,4)). Use essa matriz para ¢) A dimensdo de Span ({u, v, w,u + v})
obter wp onde w = (2,2). ¢ igual a dimenséo de Span ({u, v, w}).
26.Diga se é verdadeira ou falsa cada uma d) A dimensdo de U € inferior a 3.

das proposi¢des seguintes, justificando a sua

30.Determine se os vectores seguintes sao
ou nao linearmente independentes. Caso o
a) O conjunto de todas as solugdes de nio sejam, indique um subconjunto linear-
um sistema homogéneo de n equagdes mente independente com o maior nimero
lineares a k inc()gnitas (com k 75 n) possive] de elementos.
€ um subespaco de R™.

resposta.

b) As colunas de uma matriz real do tipo a) No espago dos polinbmios de grau
n xn invertivel, formam uma base de menor ou igual a3: py(t) = 1,pa(t) =
R™. L+t,ps(t) =1+t +t2eps(t) =
- 14+t+12+¢3,
27.Exprima a matriz { 0 5 } como com- b) No espaco My, das matrizes reais
9 1 1 -1 de segunda ordem:
binac@o linear de [ 0 4 ], [ 0 3 ] e
{1 1} [1 1]6{0 0]
{ g g } . Verifique ainda se estas trés tltimas 117110 0 =5

matrizes formam ou ndo uma base para o 31.Considere a base ordenada
espaco linear das matrizes 2 x 2 triangula-
res superiores.

28.Seja

B=(1,1+¢2t+*

do espaco linear dos polindmios de grau me-
V ={(z,y,2) € R : 20 +y—2= 0}. nor ouigual a2. As coordenadas de p(t) =

) . 3+t + t? na base B sdo:
Diga qual das afirmacdes seguintes é verda-

deira. a) (8,-3,1) b) (5,—1,1)
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c) (6,—1,1) d) (4,-1,1)

32.Recorde que Mayo designa o espago
das matrizes reais de segunda ordem. Diga
quais dos seguintes conjuntos sdo subespa-
cos lineares do espago linear indicado, e em
caso afirmativo diga qual a sua dimensdo e
indique uma base.

a) W={(z,y,z,w) € R*: z—y+2z—
w=0, —4y+2=0, z—w=0}.

b) W—{[Z Z} eMM;an}.

¢) Em My, o conjunto das matrizes
invertiveis.

d) No espaco linear dos polindmios re-
ais de variavel real de grau menor ou
igual a 5, o conjunto dos polindmios
ag+ait+ast?, tais que ag+a; = 0.

e) Span(S),onde S é o subconjunto do
espago das fungdes reais de variavel
real, com as operac¢des usuais, defi-

nido por S = {cos?(t)—sen?(t),cos(2t)+ V = {(x, y,z,w) ERY 1y +22 —w =0,

sen(t), sen(t)}.

33.Seja V o espaco linear dos polindmios

reais de variavel real de grau menor ou igual
a 3, com as operagdes usuais de adicdo e
multiplicagdo por um nimero real.

a) Determine uma base de V e indique
qual a dimensdo de V. Calcule as co-
ordenadas do polinémio (1—¢)(1+t)
na base escolhida.

b) Considere o subconjunto S C V de-
finido por S = {1 —2t,14+12,¢,1+
2t — 3t2,12}. Diga, justificando, se
S é uma base de V.

¢) Diga qual a dimensdo do espago li-
near Span(S), e determine uma base
para esse espago.

d) Seja W o subconjunto de todos os
polinémios de V' que nao se anulam
em 0. Diga se W € um subespago
linear de V. Em caso afirmativo, in-
dique a sua dimensdo e uma base.

34.Considere as bases ordenadas B; = (1+
t,t) e By = (t — 1,t + 2) do espago li-
near real dos polinémios de coeficientes re-
ais de grau menor ou igual a 1. A matriz de
mudanca da base B; para a base B é:

q 2 12

3 3 3

2 1 - P 2 1
0 3 3 3
-1 9 10
c><1 1). d)<1 1).

35.Para cada par de subespacos U e V en-
contre a dimensdo e uma base para U + V'
eparaUNV.

a) U = Span{(1,0,2,0)} e

—y+3w=0e z =0}.
b) U = Span{(-1,1,1,1),(1,0,—1,0)}
e

V={(z,y,z,w) eER*: —z+y—2w=0ey—2=0
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Capitulo 4

Valores e vectores proprios

Os valores e vectores proprios desempenham um papel central em diversas areas
da matematica aplicada, da fisica, da economia, da engenharia etc.. A diagonaliza-
cdo de matrizes, intimamente relacionada com os conceitos de valores e vectores
proprios, desempenha um papel crucial no estudo de sistemas de equacdes dife-
renciais, nomeadamente no estudo qualitativo da dindmica do sistema definido
por essas equagdes.

Na Seccdo 4.1 estudam-se as propriedades que resultam da definicdo de va-
lor e vector proprio de uma matriz. A Seccdo 4.2 € dedicada ao problema da
diagonalizacdo de matrizes. Mais tarde, no Capitulo 7, estuda-se a diagonalizacdo
(ortogonal) de matrizes simétricas e aplica-se essa diagonalizacdo na identificacédo
de cdnicas e superficies.

A Seccdo 4.4 apresentamos algumas aplicacdes dos conceitos anteriormente
tratados. Nessa seccdo, destacamos o papel dos valores e vectores proprios no
estudo de sistemas dindmicos (discretos e continuos). Em particular, € ilustrado
o papel dos valores e vectores proprios no algoritmo PageRank usado pelo mo-
tor de busca Google, e na previsdo a prazo de sistemas descritos por matrizes de
Markov, os quais modelam varios problemas de que a dinamica de populacdes
€ um exemplo. A Seccdo 4.4.2, &€ dedicada a resolucdo de sistemas lineares de
equacdes diferenciais ordinarias descritos por matrizes diagonalizdveis. Aprovei-
tamos ainda para introduzir nessa seccéo a exponencial de matrizes.
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4.1. Valores e vectores proprios de matrizes

4.1 Valores e vectores proprios de matrizes

Os valores proprios de uma matriz quadrada s@o escalares que satisfazem uma
certa equacdo matricial. Recorde-se que quando nos referimos a escalares esta-
mos a considerar nimeros reais ou complexos. A cada valor préprio correspon-
dem certos vectores que recebem a designacido de vectores proprios. Os nimeros
complexos ndo podem ser evitados quando se lida com valores préprios, uma vez
que mesmo uma matriz real pode ter valores préprios complexos. E assim essen-
cial que o leitor possua alguns conhecimentos de nimeros complexos (pelo que
deve consultar o Anexo A caso necessite).
Eis a defini¢do de valor e vector proprio de uma matriz.

Defini¢ao 4.1. Um escalar A diz-se um valor préprio de uma matriz quadrada A
se existe um vector nao nulo x, tal que

Ax = Ax. “4.1)

A um vector ndo nulo x que verifica a equacio (4.1) chama-se vector préprio de
A associado ao valor préprio .

O par (A, x) diz-se um par préprio de A se A é um valor proprio de A e x é
um vector proprio de A associado a \.

O conjunto dos valores proprios de uma matriz A designa-se por espectro de
A e denota-se por o (A).

A terminologia inglesa para valor e vector proprio € respectivamente “eigenvalue”
e “eigenvector”, enquanto que em portugués do Brasil se usam as designacdes de
autovalor e autovector.

.z

Exemplo 4.1. O vector x = (2, 1) é um vector proprio da matriz A = [4 2] ja

ol

Da igualdade anterior, concluimos que x é um vector proprio de A associado ao
valor proprio A = 5. Ou seja, (5, x) é um par proprio de A.

que

¢

A equagido Ax = Ax pode reescrever-se na seguinte forma equivalente

AXx = Mx <= Ax— \x=0<= (A— \)x =0, 4.2)
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Capitulo 4. Valores e vectores proprios

onde [ é a matriz identidade. Assim, a defini¢cdo de vector prdprio é equivalente a
existéncia de uma soluc@o nao nula do sistema homogéneo (A — AI)x = 0. Ora,
um sistema homogéneo com matriz dos coeficientes quadrada possui solu¢cdes néo
nulas se e s6 se o determinante da matriz dos coeficientes € nulo (Proposicdo 2.2,
pag. 95). Podemos portanto enunciar a proposi¢ao:

Proposicao 4.1. O escalar A é um valor proprio da matriz quadrada A se e s6 se
satisfaz a equag@o
det(A — \I) = 0. 4.3)

Um vector préprio x associado ao valor proprio A € uma solucéo nédo nula do
sistema homogéneo (A — A\ )x = 0.

A equagdo (4.3) e a solug@o geral do sistema (A — A/)x = 0, recebem
designacdes que a seguir se especificam.

Definicao 4.2. Chama-se equacdo caracteristica da matriz A a equacgao (na
variavel \)
det(A — AI) = 0.

Oe o
o EXN) ={v: (A= X)v =0},

diz-se o espago préprio do valor proprio \.

Note-se que 0 espago proprio E()) é a solugio geral do sistema (A — A\ )x =
0, ou seja, o nicleo de (A — \I). Isto é,

E(\) = N(A— ).

E importante observar que resulta imediatamente da igualdade Ax = \x que,
se A € uma matriz real e A € um valor proprio complexo ndo real, um vector
proprio x associado a A é necessariamente um vector complexo. Nesse caso €
conveniente encarar A como uma matriz complexa e E(\) = N(A — AI) como
subespaco de C™. Se X é um valor proprio real da matriz real A, existem vectores
proprios em R”™ associados a A, e nesse caso € usual tomar para F/(\) apenas o
conjunto dos vectores de R™ que satisfazem Ax = Ax. Por isso, quando uma
matriz real A sé tem valores proprios reais, consideramos 0s espagos proprios
E(\) = N(A — A\I) como subespagos de R", caso contrério estes espagos sdo
considerados subespagos de C".
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Exemplo 4.2. Determinar os valores proprios e os espacos proprios da matriz

a=lap 7

Os valores proprios s@o as solu¢des da equac@o caracteristica det(A—\I) = 0,
isto é,

1

1
(1—A)2—1:0<:>1—A:i—
1

5

det(A — AT) = '1 - _1/2‘ _

~1/2 1-2A 2

<:>/\:gOU/\:

Assim, os valores proprios de A sdo A; = % = %
Os espagos proprios de Ay = % e Ny = % sdo, respectivamente, as solucdes
gerais dos sistemas homogéneos (A — \;I)x = 0 parai = 1, 2. Assim,

(- 2)eome [ B o

Logo,

E <g> = {(—b,b); b € R} = Span{(—1,1)}.

Para \, = 3, tem-se

(- 2)xmom [ M2, S ) [0 e amsmo

Portanto,
E G) — {(b,b): be R} = Span{(1,1)}.
¢

A equag@o caracteristica de uma matriz A de ordem n € uma equagéo polino-
mial uma vez que det(A — AI) é um polinémio de grau n em \. E facil verificar
que assim € usando a defini¢do de determinante como a soma de produtos elemen-
tares de entradas (multiplicados pelo respectivo sinal). De facto, como a matriz
(A — \I) difere da matriz A apenas nas entradas da diagonal principal, todos os
produtos elementares de entradas de (A — \I) sdo polindmios em A de grau me-
nor ou igual a n e o Gnico produto elementar de grau n é (a;; — A) - -+ (@py, — A).
Assim, det(A — \I) é a soma de um polinémio de grau n com polinémios de grau
inferior, ou seja, det(A — AI') é um polinémio de grau n.
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Definicao 4.3. Seja \ um escalar, A uma matriz n X n, e I a matriz identidade
de ordem n. O polinémio de grau n em A, definido por p(A) = det(A — ), é
denominado polinémio caracteristico de A.

A seguir sumarizamos algumas equivaléncias anteriormente referidas.

Proposicao 4.2. Se A ¢ uma matriz quadrada e A um escalar, sdo equivalentes
as afirmacgoes:

a) A é um valor proprio de A;

b) O sistema (A — AI)x = 0 tem solugdes ndo nulas;

¢) O ndcleo de (A — AI) ndo é trivial, isto é, N(A — \I) # {0};
d) Existe um vector x nao nulo tal que Ax = \x;

e) A € uma raiz do polindmio caracteristico p(\) = det(A — ).

O Teorema Fundamental da Algebra' afirma que um polinémio (numa variével),
de coeficientes complexos, de grau n > 1 tem n raizes (contando as raizes repe-
tidas de acordo com a sua multiplicidade). Estas raizes podem ser simples ou
multiplas (com diferentes graus de multiplicidade). As raizes complexas de po-
lindmios de coeficientes reais ocorrem em pares de conjugados. De facto, se p €
um polinémio de coeficientes reais e p(A) = 0, entdo 0 = p(\) = p(N).

Por conseguinte, o polindmio caracteristico de uma matriz A de ordem n,

p(N) =det(A = AI) = by +biA+ -+ b, A" 71+ (=1)"\", (4.4)
tem n raizes A1, ..., A,, podendo por isso ser escrito como um produto de n fac-
tores:

p(A) =det(A =)= (A1 = A)(Aa = A)--- (A, = N). 4.5)

Note-se que na factorizagdo (4.5) pode haver factores repetidos.
De seguida introduzimos alguma terminologia usada para caracterizar valores
proprios.

IExiste um grande ndmero de provas do denominado Teorema Fundamental da Algebra, al-
gumas de natureza topoldgica, outras de natureza algébrica ou ainda de natureza analitica. As
provas analiticas sdo do ambito da Analise complexa e usam nomeadamente o Teorema do inte-
gral de Cauchy, ou o Teorema de Liouville ou ainda o designado principio do argumento. No
site http://www.cut-the-knot.org/do_you_know/fundamental2.shtml, po-
deré encontrar varias provas deste teorema bem como vdrias referéncias.
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Definicao 4.4. Seja A\ um valor proprio da matriz A.

o A multiplicidade algébrica de \ € nimero de vezes que a raiz \ aparece
repetida no polindmio caracteristico de A. Isto é, mult alg(\;) = k; se e
s6 se p(A) = (A; — A+ (\; — M)¥=, onde o espectro de A é o(A) =
{)\1, coog )\s}, com >\i 7é >\j'

e )\ diz-se um valor proprio simples quando mult alg(\) = 1.

o A multiplicidade geométrica de \ é a dimenséo do nticleo de (A — A\I),
isto é, dim E(\). Dito de outra forma: mult geom(\) é o nimero méximo
de vectores proprios linearmente independentes associados a .

e )\ diz-se um valor proprio semi-simples quando multalg(\) =
mult geom(\).

Na proposicdo seguinte apresentamos um resultado de utilidade prética, em
particular quando se pretende decidir sobre a existéncia de valores proprios sem
os calcular explicitamente. Para tal, € necessario definir o que se entende por trago
de uma matriz quadrada.

Defini¢ao 4.5. Chama-se traco de uma matriz quadrada a soma das entradas da
sua diagonal principal, e designamos por tr(A) o traco de A .

Proposicao 4.3. Seja A = [a;j]ij=1,.n © A1, A2, ..., A, 0s valores proprios de
A. Sao satisfeitas as igualdades:

det(A) = /\1)\2 s '/\n;
e
tr(4) =antant-tam =M+t o+ A

Antes de passarmos a demonstragdo desta proposi¢do, notemos que no caso par-
ticular de uma matriz 2 x 2 a sua demontracdo é muito simples. O polindmio
caracteristico da matriz A = [a;;]; j=12 €

p(\) = det(A — AI) = | T A an

= (a1; — N)(asy — ) — ajaa
. am_)\‘ (a11 = A)(azz — A) — arza2
=\ - (@11 + age) A + ar1a2 — ai2a9; .

-~

traco de A det(A)
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Por outro lado, se \; e Ay sdo as raizes de p()\), entdo podemos escrever o po-
lindmio na forma

p(/\) = ()\1 - )\)()\2 - /\) =\ - ()\1 + /\2)/\ + Ao

Comparando as duas expressoes obtidas para p(\) segue o resultado enunciado na
proposi¢@o.

Demonstragdo. O termo independente do polinémio caracteristico de A, p(\) =
det(A — A1), é p(0) = det(A). Por outro lado, usando a factorizacdo de p em
termos das suas raizes (expressdo (4.5)) temos p(0) = A\jAs - - - A, ficando assim
mostrado que o produto dos valores proprios € igual ao determinante da matriz.

Para provar a relac@o entre o traco da matriz e os seus valores proprios, note-se
que usando a factorizagdo (4.5), o coeficiente do termo A" ! de p é

()" "M+ Xg A+ ).

Se mostrarmos que este coeficiente € igual a (—1)""!(a1; + aze + - + apn)s
provamos que o traco de A & igual a soma dos valores proprios. Para tal, vamos
usar indugao sobre n. Quando n = 1, o resultado € trivialmente satisfeito.

Suponha-se (hipétese de indu¢@o) que para qualquer matriz A, _; = [a;;] de
ordem (n — 1) o coeficiente do termo em A" 2 do seu polinémio caracteristico €
(—1)"’2(a11 +ag + -+ anfl,n—l)- Isto é,

det(Anfl—)\I) = (—1)"71)\71714-(—1)"72 (a11+a22+‘ . '-I—anfl,nfl))\nfg—}- t.o.i.,
(4.6)
onde t.o0.i. designa termos de ordem inferior, ou seja, termos que envolvem poténcias
Aecomk <n —2.
Recorrendo ao desenvolvimento de Laplace (ver pagina 98) segundo a tltima
linha da matriz A (de ordem n), tem-se

ap; — A 12 T Q1n
12 az — A - Q2n
det(A — \I) =
an1 An2 T Ann — A

= (a,m — )\) det(An_l — )\I) + anlCnl + -+ an,n_lCn,n_l
= (ann — )\) det(An_l — AI) + anlql()\) + -+ an,n—lQn—l(A)y

onde os ¢;’s designam polindmios em A de grau menor ou igual a (n — 2).
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Usando a hipétese de indu¢ido, nomeadamente a expressao (4.6), o primeiro
termo da soma anterior satisfaz a igualdade

(Qpn — A) det(A,—1 — ML) = (=1)"\"+
+ (—1)"’1)\"’1(%1 +ag+ -+ Ap_1n—1 + Any) + O

Finalmente, substituindo a expressdo anterior na expressao de det(A—\I), tem-se
det(A — )\]) = (_1)n)\n + (_1)n71)\n71 ((111 +age+- -+ Ap—1,n—1 + ann) + t.O.i.,
e portanto o enunciado é valido para qualquer n. O

Exemplo 4.3. Consideremos a matriz

A=

o O W

1
2
0

W O =~

Como A ¢ triangular superior, a matriz (A — AI) também o é, e portanto o seu
determinante € igual ao produto das entradas da sua diagonal principal. Ou seja, o
polinémio caracteristico de A é p(\) = (3 — A\)%(2 — \). Assim, a matriz A tem:

e um valor préprio igual a 3 de multiplicidade algébrica dois.
e um valor proprio simples que € 2.

Refira-se que o polindmio caracteristico € do terceiro grau e as suas trés raizes sao
contadas considerando a raiz 3 duas vezes € a raiz 2 uma vez.
Confirmando os resultados da proposi¢ao anterior, tem-se

det(A) =3x3x2=18 e tr(A)=3+3+2=38,

onde a raiz repetida do polinémio caracteristico € considerada de acordo com a
sua multiplicidade. ¢

Nota 23. No que se segue abreviamos por vezes o enunciado da proposicdo ante-
rior dizendo que o determinante (resp. o trago ) de uma matriz é igual ao produto
(resp. a soma) dos valores proprios da matriz, subentendendo que os valores
proprios miltiplos sdo considerados de acordo com as suas multiplicidades.

E consequéncia imediata da proposi¢cio anterior o resultado que a seguir se
enuncia.
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Capitulo 4. Valores e vectores proprios

Corolario 4.1. Uma matriz é invertivel se e s6 se zero nao ¢ um valor proprio da
matriz.

Exercicio 4.1. Mostre que se (A, x) é um par proprio de uma matriz invertivel A,

1
entdo <X’ x> ¢ um par proprio de A1 A

As matrizes reais podem ter valores proprios complexos (ver Exemplo 4.4).
Sendo o polindmio caracteristico de uma matriz real um polinénio real, as suas
raizes complexas ocorrem em pares de conjugados. Isto significa que se (a+ib) é
um valor proprio complexo (ndo real) de uma matriz real, entdo o seu conjugado
(a — ib) também é valor proprio dessa matriz.

Antes de estabelecermos a relagdo existente entre vectores proprios correspon-
dentes a valores proprios complexos conjugados definimos a matriz conjugada de
uma matriz.

Definicdo 4.6. A matriz conjugada da matriz C' é a matriz C' cujas entradas sdo
os conjugados das entradas de C'.

O conjugado de um vector u é o vector U cujas componentes S0 0S conju-
gados das componentes de u.

Refira-se que o conjugado de um niimero real coincide consigo proprio, e
portanto se C' € uma matriz real tem-se C' = C.

Proposicio 4.4. Se A € C é um valor préprio de uma matriz real A, entio \
também é um valor proprio de A. Além disso, se u é um vector proprio de A
associado a A € C, entdo u € um vector proprio de A associado a \.

Demonstragdo. Seja (A, u) um par proprio de A, isto é, Au = Au. Tomando o
conjugado da igualdade Au = A\u, tem-se

Au = (M) <= AU = I\ < Au = )\,
onde aplicimos a igualdade A = A uma vez que, por hipotese, A é real.

Por defini¢do de valor e vector proprio de A, a igualdade Au = A\ significa
que A é um valor préprio de A e W € um vector préprio associado. O
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4.1. Valores e vectores proprios de matrizes

Exemplo 4.4. A matriz A = {O

1 0 ] possui os seguintes valores proprios:

-2 1

det(A — \I) = ‘_1 )

':)\2+1:O<:>)\:iou)\=—i.

O espago proprio E(i) é o niicleo da matriz (A — i/), ou seja o conjunto dos
vectores X que verificam

(A—il)x =0 < [_12 :ﬂ m = m = —ia=b.

Logo, E(i) = {(a,—ia) : a € C} = Span{(1,—i)}. Como a valores proprios
conjugados correspondem vectores proprios conjugados, tem-se

E(—i) = {(a, (Tia)): ac @} = {a(1,i): a € C} = Span{(1,4)}.

4.1.1 Valores proprios e comportamento de f(x) = Ax

Nesta seccd@o analisamos algumas relacdes entre os valores e vectores proprios de
uma matriz real A de ordem n e o comportamento da fungio f : R" — R" que
aplica um vector x € R” no vector Ax € R", x — Ax.

A fung@o f, definida por f(x) = Ax,é uma fung¢@o linear, ou seja, uma fungéo
que verifica f(ax+ fy) = af(x) + B f(y) para quaisquer o, f € Re x,y € R".
Como veremos no Capitulo 6, qualquer fun¢éo linear f de R™ em R"™ pode ser
escrita na forma f(x) = Ax,com A uma matriz n X n.

Estudaremos aqui com algum detalhe dois casos: 1) A matriz A s tem valores
proprios reais; 2) A matriz A € 2 X 2 e tem um par de valores proprios complexos
conjugados. Como veremos ainda neste capitulo, estes dois casos s@o aqueles que
importa estudar se se pretende entender o caso geral de funcdes f definidas por
matrizes A diagonalizéveis.

Caso 1: A matriz A s6 tem valores proprios reais.

Seja A um valor proprio real da matriz real A e f(x) = Ax. O espago
proprio E(\) € o espago gerado pelos vectores proprios associados ao valor
proprio A da matriz A, logo

f(x) = Ax = Mx, paratodo x € E()).
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Capitulo 4. Valores e vectores proprios

A igualdade anterior diz-nos que, se x € E(\) entdo o vector f(x) é um
miltiplo de x, e portanto f(x) também pertence a E(\).

Ou seja, se A € R qualquer vector do espago proprio £(A) é aplicado por f
num vector do espaco proprio. Na Figura 4.1 ilustramos este facto.

E(X) E(X)
A>1 0<A<1

Figura 4.1: Os subespacgos proprios de valores proprios reais sdo invariantes por

f.

Um subconjunto S do dominio de uma fungéo g diz-se invariante por g se
qualquer vector de S € aplicado por g num vector de .S .

Se A é uma matriz real de ordem 7, os subespagos proprios correspondentes
a valores proprios reais sdo subespagos de R” invariantes por f(x) = Ax.

Exemplo 4.5. A matriz A do Exemplo 4.2 (pag. 176) tem espectro o(A) =
3 1}, Afungdo f(x) = Ax é

s =ste= [, V]|

T _
SRS R
Ou seja, f(x1,72) = (11 — B, =5+ + 2).
Os espagos proprios de A, obtidos no referido exemplo, sdo

E (g) —Span{(-1,1)} ¢ E G) — Span{(1, 1)}.

Geometricamente, estes espacos proprios sdo rectas que passam pela ori-
gem e tém as direc¢des dos vectores (—1,1) e (1,1). Assim, a fungéo f:
“contrai” vectores na direc¢io definida por E () ja que, para x € E (3)
a respectiva imagem por f é f(x) = 3; e “expande” vectores na direc¢éo
definida por £ (2), visto que f(x) = 2 parax € E (2). Na Figura 4.2
ilustramos este facto.
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4.1. Valores e vectores proprios de matrizes

2
Fo) =%

F00 =3

et

B(1/2) E(3/2)

Figura 4.2: A func¢io f “expande” vectores na direc¢io F (%) e “contrai” na
direccdo E (%)

Caso 2: A ¢ uma matriz real, 2 x 2, e tem um par de valores proprios complexos
conjugados.

Do caso anterior, sabemos que os subespacos proprios de valores proprios
reais, de uma matriz real A, sdo subespacos invariantes para a fungéo f :
R™ — R", definida por f(x) = Ax. Quando os valores proprios de A
sdo complexos, os respectivos espacos proprios ndo sao subespacos de R",
apesar da func@o f estar definida de R” em R™.

Consideremos a matriz A do Exemplo 4.4 (pag. 182) e a fun¢do f(x) = Ax.
Essa matriz tem valores proprios complexos +i, e a fungéo f(x) = Ax é
definida por

o) = ax = e = | 2] =[5

T2 g
Geometricamente, f actua no vector x rodando-o em torno da origem de

s . . . L. . .
um angulo 5 no sentido directo (ou anti-horario). A Figura 4.3 ilustra este

facto. Como se observa neste exemplo, se aplicarmos f, sucessivamente,
a um vector x, ao fim de 4 aplicacdes voltamos a obter o vector x. Na
Figura 4.3 denotamos por

fFx)=(fofo--of)(x),

a composi¢@o de f consigo propria k vezes (isto €, a transformacé@o obtida
por k aplicagdes sucessivas de f). Note-se que sendo f(x) = Ax se tem

fi(x) = AFx.
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Pey

Figura 4.3: A fun¢do f(x) = Ax, em que A tem valores proprios +i representa
uma rota¢io em R2.

E 6bvio que, exceptuando a origem, nenhum vector de R? ¢ aplicado num
mdltiplo de si proprio. Ou seja, os Gnicos subespacos de R? invariantes por
fs80{(0,0)} e R%

Consideremos agora uma matriz A do tipo 2 x 2 com valores proprios com-
plexos A = a £ ib,com b # 0,

a —b
A= :
b a
Sugere-se como exercicio que verifique que esta matriz tem valores proprios
a £ 1b.

Recorde ainda (Anexo A) que hi uma correspondéncia biunivoca entre pon-
tos do plano de coordenadas (a, b) e nimeros complexos a + ib. Usando co-
ordenadas polares, a = pcosf e b = psen 6,0 nimero complexo A = a+1ib
escreve-se na forma polar: A = p(cos# + isenf). O valor p = |\ =
Va? + b? é a distancia de A a origem, e # é o Angulo entre a parte posi-
tiva do eixo real e o ponto (a,b) (com —7 < 6 < 7). A Figura A2 da
pagina 512, ilustra a representacdo polar de um niimero complexo a + ¢b.

Assim, a matriz A pode escrever-se como um produto de duas matrizes

_la =b| _|p O] [cos® —senf|
A_[b a]_[() p} [sen@ cos@]_DR

cosf —senf
senf cosd
x € R? o vector Rx é o vector de R? que se obtém rodando x de um angulo
6, no sentido directo, em torno da origem (como facilmente se verifica).

A matriz R = [ ] € uma matriz de rotacdo, visto que para
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A matriz D = [g g} representa uma expansdo se p = |A| > 1, e uma

contracg¢do se p = |A| < 1ja que, Dx = px.

Assim, a fungdo f(x) = Ax = DRx actua sobre um vector x € R?
rodando este vector e depois expandindo, contraindo ou mantendo-o, res-
pectivamente nos casos em que |[A\| > 1,|A\] < 1e |\| = 1. A Figura 44
ilustra esse comportamento de f sobre vectores de R?.

fx

Rx [~ N

P

A <1 A =1 Al > 1

Figura 4.4: A matriz A tem A como valor proprio complexo e f(x) = Ax =
DRx.

Como veremos na sec¢ao seguinte, o comportamento geral de uma fungéo f :
R™ — R™ definida por f(x) = Ax, em que A é uma matriz (real) diagonalizével
€ bem ilustrado pelos dois casos apresentados.

Consideremos agora um exemplo de uma matriz A possuindo valores proprios
reais e complexos.

1
~1 0
2 2
Exemplo 4.6. Consideremos f(x) = Axcom A= | 1 ¥
0 0 1.2

A matriz A tem valores proprios \; = ? + i%, Aoy = @ — z% el =12

O valor préprio A3 é real e o seu espago proprio é gerado pelo vector (0,0, 1)
(isto é, F(1.2) é o eixo dos zz). Logo, vectores do eixo dos zz s@o aplicados por
f em vectores do eixo dos zz por uma expansio de factor 1.2.

Atendendo a forma da matriz A (diagonal por blocos) € facil verificar que f

aplica vectores do plano xy em vectores deste plano. Como o valor proprio A; (e
portanto o seu conjugado \») tem médulo [A| = [Ao| = /2 + 1 = 1, a fungdo
f aplica um vector u do plano xy num vector que se obtém de u por rotagio (em
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torno do eixo dos zz). O angulo desta rotagdo é 7 /6 (note que sen 7/6 = 1/2). Por
exemplo f(1,1,0) = (@, @, 0). Para qualquer outro vector v = ($1, Sa, S3),
a imagem por f deste vector é o vector f(v) que tem terceira coordenada 1.2s3
(expans@o na direccdo do eixo dos zz), e duas primeiras coordenadas respectiva-
mente, cos(7/6)s; — sen(m/6)sy e sen(w/6)s1 + cos(m/6)ss (rotagao de (s1, s2)
de /6 em torno da origem).

A Figura 4.5 ilustra aplica¢des sucessivas de f ao vector u do plano zy, ao
vector w do eixo dos zz, e ao vector v que ndo pertence a estes subespacos. Esta
figura ilustra ainda o facto das imagens de aplicagdes sucessivas de f a vectores v
ndo pertencentes ao eixo dos zz nem ao plano xy, estarem sobre hélices inscritas
num cilindro.

Figura 4.5: Aplicagdes sucessivas de f(x) = Ax para a matriz A do Exemplo 4.6.

4.2 Diagonalizacao de matrizes

O problema central tratado nesta sec¢do € o de saber se dada uma matriz de or-
dem n existe uma base de C" formada por vectores proprios. Quando tal acontece
a matriz diz-se diagonalizavel, ou ainda, que a matriz é semelhante a uma ma-
triz diagonal. O processo de diagonalizacdo de matrizes desempenha um papel
importante em algebra linear sendo intimeras as suas aplicacdes. Por exemplo,
a diagonalizacdo de matrizes € utilizada na interpretacdo da dindmica de mode-
los fisicos, em computac@o grafica, e na identificacio de conicas e de superficies
quadréticas.
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Defini¢ao 4.7. Duas matrizes quadradas A e B dizem-se semelhantes se existe
uma matriz invertivel P tal que

A= PBP"

Definicao 4.8. Uma matriz quadrada A diz-se diagonalizdvel se é semelhante a
uma matriz diagonal D. Isto é, se existe uma matriz invertivel P tal que

A= PDP L.

A uma matriz P tal que, A = PDP~! com D diagonal, chama-se matriz que
diagonaliza A, ou matriz diagonalizante de A.

Comecemos por mostrar que os valores proprios de matrizes semelhantes sdo
iguais.

Proposicao 4.5. Matrizes semelhantes t€ém o mesmo polindmio caracteristico.
Em particular, os valores proprios sdo os mesmos € ocorrem com as mesmas
multiplicidades.

Demonstracdo. Sejam A e B matrizes semelhantes. Isto é, existe uma matriz
invertivel P tal que A = PBP~!. Tem-se

det(A — AI) = det(PBP~" — AI) = det (P(B — AI)P™")
= det Pdet(B — ) det(P~) = det(B — \).

Nas igualdades anteriores aplicdmos os seguintes factos: o determinante do pro-
duto € igual ao produto dos determinantes; o determinante da inversa € o inverso
do determinante. Da dltima igualdade segue que o polinémio caracteristico de A
¢ igual ao de B e portanto A e B possuem 0s mesmos valores proprios com as
mesmas multiplicidades. O

Da Proposicdo 4.3 sabemos que o traco e o determinante de uma matriz de
ordem n sdo respectivamente iguais a soma e ao produto dos n valores proprios da
matriz, por conseguinte, da proposi¢cdo anterior, segue o coroldrio que passamos a
enunciar.

Corolario 4.2. Matrizes semelhantes t€m o mesmo trago € o0 mesmo determi-
nante.

Se A é uma matriz diagonalizavel, isto ¢, A = PDP~! com D diagonal, pela
Proposic¢do 4.5 os valores proprios de D s@o os valores proprios de A. Como D
€ diagonal, os seus valores proprios sdo as entradas da diagonal principal. Logo,
D = diag (A1, A2, ..., A\n),onde A1, A, ..., A\, s@0 os valores proprios de A.
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No caso de A ser diagonalizavel, a questdo que agora se coloca é a de saber
construir uma matriz P que diagonaliza A. O teorema seguinte mostra como
construir uma tal matriz, oferecendo simultaneamente uma condi¢@o necessaria e
suficiente para que uma matriz seja diagonalizavel.

Teorema 4.1. Uma matriz A do tipo n x n € diagonalizavel se e s6 se possui n
vectores proprios linearmente independentes. Ou seja, se e sO se existe uma base
de C™ constituida por vectores proprios de A.

Além disso, se A = PDP~! com D = diag (A, A2, ..., \,), entdo para
todoi =1,...,n,acoluna ¢ de P & um vector proprio de A associado ao valor
proprio \;.

Demonstragcdo. A igualdade A = PDP~! é equivalente a AP = PD. O pro-
duto AP é a matriz cujas colunas sdo o produto de A pelas colunas de P (ver
Definicdo 1.12, pag. 39). Assim, designando as colunas de P por c;, tem-se

AP=A|c; ¢ -+ ¢,| = [Ac; Acy --- Ac,

Por outro lado,

_ A O 0
| 110 A 0
PD=]c; ¢c3 - ¢, :
TR FOE
N
= /\1c1 )\QCQ s )\ncn
L] |

Logo, AP = PD se e s0 se a i-¢ésima coluna de P verifica Ac; = \;c;, para todo
i =1,...,n. Ou seja, se e s6 se ¢; € um vector proprio de A associado ao valor
proprio \;.

A matriz P € invertivel se e s6 se tem n colunas linearmente independentes
(cf. Proposi¢do 3.15, pag. 153). Conclui-se portanto que € necessério e suficiente
para que A seja diagonalizadvel que existam n vectores proprios de A linearmente
independentes. U
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Note-se que nem todas as matrizes sdo diagonalizdveis como se verifica no
exemplo seguinte.

200
Exemplo 4.7. Considere a matriz A = [0 1 1
0 01
Verifiquemos se esta matriz é ou ndo diagonalizavel.
Uma vez que a matriz A é triangular, os valores proprios de A sdo \; = 2 ¢
Ay = 1 (as entradas da diagonal principal). O valor proprio 2 € simples e o valor
proprio 1 tem multiplicidade algébrica 2, visto que o polindmio caracteristico de
Aép\)=(2—=XN)(1—- N>
Para que A seja diagonalizavel tém de existir 3 vectores proprios linearmente
independentes. Determinemos os espagcos proprios.

0 0 0 a 0
(A-—2D)x=0<= |0 —1 1| [b] =0 :»{_bJrE:g
0 0 -1 e 0 -

Logo,
E@2) ={(a,b,c) eR’: b=c=0} ={(a,0,0): a € R} =Span{(1,0,0)}.

Para \y = 1:
A a=0
c=10

E(1) ={(a,b,c) eR’: a=c=0} ={(0,0,0): be R} =Span{(0,1,0)}.

1
(A-Dx=0<= |0
0

oo o
o~ o
o o
|
oo

Como a dimensao de cada espago proprio € igual a 1, existem no maximo dois
vectores proprios linearmente independentes (um vector retirado de cada espago
proprio). Ou seja, ndo existe um nimero suficiente de vectores proprios (que seria
3) para a matriz ser diagonalizavel. Portanto, a matriz A ndo é diagonalizavel.

¢

Pelo teorema anterior sabemos que é condi¢cdo necessaria e suficiente para
uma matriz A, de ordem n, ser diagonalizavel que possua n vectores proprios li-
nearmente independentes, ou seja, que exista uma base do espaco linear complexo
C™ formada por vectores proprios de A. Como veremos adiante (Proposicao 4.6
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e Corolério 4 .4), esta condicdo é equivalente a soma das dimensdes dos espacos
proprios ser igual a n.

Na proposi¢ao seguinte mostramos que vectores proprios associados a valores
proprios distintos sdo necessariamente linearmente independentes.

Proposicao 4.6. Seja {\1, \a, ..., A\x} um conjunto de valores proprios distintos
da matriz A de ordem n.

1) Se {(A\,x1),(A\2,X2), ..., (Mg, Xx)} é um conjunto de pares proprios de
A, entdo o conjunto S = {Xy, Xy, ..., X} € linearmente independente.

2) Se B; é uma base de E()\;), entdo o conjunto B = By U Bo U ---U By é
linearmente independente.

Demonstragdo. 1): Suponhamos, por absurdo, que S € linearmente dependente,
eque S’ = {xy,Xa,...,X,} € um subconjunto de S com o maior nimero possivel
de vectores linearmente independentes (isto é, S’ é uma base de Span S cuja
existéncia é assegurada pela Proposi¢do 3.8, pag. 133).

Qualquer vector x; de S\ S’ escreve-se de forma tGnica como combinagio
linear dos vectores de S’ (cf. Teorema 3.1). Ou seja, existem escalares «; Gnicos
tais que

Xj = a1X1 + -+ apX,. “4.7)

Multiplicando (a esquerda) a igualdade anterior pela matriz (A — X, ), obtemos

(A—/\j[)Xj:Ozl(A—/\jI)Xl+"'+Oép(A—)\j[)Xp e
0= 061()\1 — )\j)Xl + -+ Oép()\p - )\j)Xp7

ja que x; € um vector proprio de A associado a A\;. Como S’ é linearmente inde-
pendente, segue da tltima igualdade que a;(\;— ;) = 0, paratodooi =1,...,p.
Sendo distintos os valores proprios de A, obtemos de a;(A; — ;) = 0 que a; = 0
paratodo¢ = 1,...,p. Por conseguinte, de (4.7) resulta que x; € o vector zero, o
que contraria a hipdtese de x; ser vector proprio. Logo, S é linearmente indepen-
dente.

2): Para mostrar que B = B; U By U - - - U By, é linearmente independente,
basta provar que B é uma base de E(\;) + --- + E()\) (ver demostragdo da
Proposicao 3.10, pag. 141). Ou equivalentemente, mostrar que para j = 1,..., k
se tem

X;=EX)N(EBM\)+-+ EX_1) + E\jy) + -+ E(\)) = {0}
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Suponhamos, por absurdo, que existe um vector x € X tal que x # 0. Como o
vector x pertence a £'();), tem-se

Ax = \jx. (4.8)

Uma vez que x também pertence a E(\y)+- - -+ E(Nj_1)+E(\j 1)+ -+ E (),
podemos escrever

X:V1+"'+V]‘,1+V]‘+1+"'+Vk, (49)

para certos vectores v; € F()\;). Multiplicando (2 esquerda) a igualdade (4.9),
respectivamente, por A e por \;, obtemos

Ax =Avi+ -+ AV, + AV -+ Ay
= >\1V1 + -+ )\jflvj;l + >\j+1Vj+1 + -+ )\kvk
/\jX = )\le —+ -+ >\jvj71 + )\jvj+1 —+ -+ )\ij.

De (4.8) segue que as tltimas expressdes sdo iguais, pelo que
A=A vit+ (A=) Vi + A = A)v+ - (e = A)vie = 0.

Como pelo item 1) os vectores vy,...,V;_1,Vji1,...,Vy sdo linearmente inde-
pendentes, da Gltima igualdade resulta que (A\; — \;) = O paratodoi =1,...,k
e i # j, 0 que contraria a hipétese dos valores proprios serem distintos. Logo,
X; = {0}. Como j é qualquer, temos X; = {0} paratodo j = 1,...,k, 0 que
prova que B é uma base de E(\1) + -+ + E(\g). O

Como corolério da proposicao anterior e do Teorema 4.1 podemos enunciar o
seguinte resultado.

Corolario 4.3. Uma matriz n X n com n valores proprios distintos é diagona-
lizével.

o W O

4 1
Exemplo 4.8. Verifiquemos que A = |2 2| é diagonalizével, e determine-
1 4

mos uma matriz P que diagonaliza A.
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O polindémio caracteristico de A é

4-X 0 1
det(A—AX)=| 2 3-X 2 :(3—)\)‘

4— )\ 1'
1 0 4—2)

14—

—(3=A) (N =8A+15) = (3= A)>*(5-A).

Assim, a matriz A tem valores proprios \; = 3 e Ay = 5, com multiplicidades

algébricas 2 e 1, respectivamente. Saliente-se ainda que no calculo de det(A —

AI) aplicamos o desenvolvimento de Laplace utilizando a segunda coluna, o que

produziu imediatamente uma factorizacao do polinémio (e portanto uma raiz).
Calculemos bases para os espagos proprios de A.

1 0 1| |a 0
(A-3Nx=0<= |2 0 2| [b| = |0| <= a+c=0
1 0 1] |c 0

E(3) ={(a,b,c) eR’: a=—c} ={(—¢,b,c): bceR}
= Span {(—1,0,1),(0,1,0)} .

1 0 17 Ja 0 R,
(A-bx=0<= |2 -2 2 bl = |0 <:>{2a—2b—0—20:0
1 0 -1} |ec 0

< ag=ceb=2a.

E() ={(a,b,c) eR’: a=ceb=2a} ={(a,2a,a): a€R}
= Span {(1,2,1)}.

Como {(—1,0,1),(0,1,0)} e {(1,2, 1)} sao bases, respectivamente, dos subespagos
E(3) e E(5), tem-se

dmE@B)=2 e dimE(5) = 1.

Conclui-se portanto que a multiplicidade geométrica de A = 3 € dois, e a de
A = 5 é um. Por conseguinte, a matriz A s6 tem valores proprios semi-simples.
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4.2. Diagonalizagdo de matrizes

Existem trés vectores proprios de A linearmente independentes, e portanto A é
diagonalizavel.

Uma matriz P que diagonaliza A (isto é, tal que A = PDP~! com D di-
agonal), € uma matriz cujas colunas formam uma base constituida por vectores
proprios de A. E claro que P depende da forma como se constréi a matriz D.
Assim, se escolhermos D = diag(3, 5, 3), a matriz P possui, na 1* e 3* colunas
vectores proprios associados ao valor proprio A; = 3, e na segunda coluna um
vector proprio associado a Ao = 5. Para que P seja invertivel, temos de escolher
vectores proprios linearmente independentes. Por exemplo,

-1 10 300
P=10 21 e D=10 5 0
1 10 00 3
Também podemos considerar, por exemplo,
-1 0 1 300
P=1]0 1 2 e D=0 3 0],
1 01 005
correspondendo a uma outra colocac@o dos valores proprios de A na diagonal
principal de D. ¢
2 50
Exemplo 49. Seja A= [—1 0 0f.
0 05

Usando o desenvolvimento de Laplace ao longo da terceira colunade (A—\I),
temos

2-X 5 0
det(A—AI)=| =1 =X 0 [=(B=X)[-A2=A) +5] = (5-A)(\2=2\+5).
0 0 5-2\

Logo, 5 e 1 + 2i sdo valores proprios de A, ja que

2++/-16
2

(N =2\+5) =0 <= )\ = =142

A matriz A é diagonalizavel uma vez que tem trés valores proprios distintos (cf.
Corolario 4.3). Para factorizar A na forma A = PDP~! vamos calcular os
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espagos proprios considerando-os como subespacos de C" (a matriz é real mas
tem valores proprios complexos).

I L I ~3a+5b =0
(A-5I)x = |-1 =5 0f |b| = |0 <:>{—a—5b _, =a=b=0
0 0 O0f (e 0 -
Logo,
E(5) ={(0,0,¢) : c € C} = Span{(0,0,1)}.
1—2 5} 0 x 0
(A—(1+2))x=| -1 —1-2 0 yl = |0
0 0 4—2 |z 0
—z—(1+2i)y =0 - . B
{(4—2i)z _g = (1+2i)yez=0.

Note-se que a matriz A — (1 4 2¢)] devera ter determinante igual a zero uma
vez que 1 + 2i é valor proprio de A. Ou seja, as linhas de A — (1 + 2i)/ sdo
linearmente dependentes. Desta observacdo podemos concluir (sem verificagdo
adicional) que as duas primeiras linhas da matriz sdo linearmente dependentes, e
consequentemente o sistema (A — (1 + 2¢)/)x = O reduz-se as duas equagdes
indicadas acima. Logo,

E(1+42i) ={(—(14 2i)y,y,0): y € C} = Span{(1 + 2i,—1,0)}.

Como a valores proprios complexos conjugados correspondem vectores proprios
conjugados, tem-se

E(1—2i)={(—-(1-20)y,5,0): y € C} = Span{(1 — 2i,—1,0)}.

Assim, uma matriz P que diagonaliza A e a correspondente matriz diagonal D
podem ser

142 1—-2i 0 1+2¢ 0 0
P=1] -1 -1 0|, D= 0 1-2¢ 0
0 0 1 0 0 5
Sugere-se que confirme a igualdade A = PDP~. ¢
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Como vimos, uma matriz A de ordem n é diagonalizavel se e s6 se a soma
das dimensdes dos espacos proprios de A (ou seja, a soma das multiplicidades
geométricas dos valores proprios de A) for igual a n. Ja se observou no Exem-
plo 4.7 que existem matrizes cuja soma das multiplicidades geométricas dos seus
valores proprios € inferior a ordem da matriz. Coloca-se naturalmente a questéo
de saber se essa soma pode ser superior a n. A resposta a esta questdo € negativa
como se deduz da proposicéo seguinte.

Proposicao 4.7. Se A\ é um valor préprio da matriz A, entdo

mult geom(X\) < mult alg(\).

Demonstragdo. Seja A uma matriz de ordem n e x4 um valor proprio de A com
multiplicidade algébrica igual a k£ e multiplicidade geométrica igual a .

E 6bvio que r < n, caso contrario r = dim N(A — ul) seria maior do que
n, o que é impossivel ja que a ordem de A é n. De igual modo, k¥ < n ja que
det(A—A\I) é um polindmio de grau n e portanto nao tem raizes de multiplicidade
superior a n.

Provemos agora que » < k£ < n. Suponhamos, por absurdo, que r > k.

Ou seja, que existem r vectores proprios uy, ..., u, linearmente independentes
associados ao valor proprio p. Podemos completar o conjunto {u, ..., u,} por
forma a obter uma base de C". Seja B = {uy,...,u,,vy,..., v, .} umatal base,

e P a matriz cujas colunas sdo os vectores de B, colocados segundo a ordem pela
qual aparecem em B. As primeiras r colunas u; de P verificam Au; = pu;, e
portanto PAP~! é uma matriz em blocos da forma

Tll T12:|

71_ _
PAP =T = {O Ty

onde 77; € uma matriz diagonal do tipo r X r com todas as entradas na diagonal
principal iguais a 1, isto é, T}, = pul,.. A matriz A e a matriz T = PAP~! ttm o
mesmo polinémio caracteristico (cf. Proposi¢ao 4.5), ou seja

Ty — Ay Tis

p(A) = det(A—AI) =det(T — \I) = ‘ 0 To NI .
22 n—r

Efectuando r aplicacdes sucessivas do desenvolvimento de Laplace segundo a
primeira coluna, tem-se

p(A) = det(T" — AI) = det(Ti1 — ALy) det(Too — ALy) = (10— A)"q(N),
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onde ¢ € um polindmio de grau n — r. Da expressdo anterior conclui-se que p
¢ uma raiz de p com multiplicidade algébrica pelo menos r > k, o que é uma
contradi¢@o.

g

A soma das multiplicidades algébricas dos valores proprios de uma matriz de
ordem n € exactamente 7, consequentemente segue como corolario da proposi¢cao
anterior, da Proposi¢do 4.6 e do Teorema 4.1, o seguinte:

Corolario 4.4. Uma matriz A é diagonalizavel se e s6 se todo o valor proprio A
de A satisfaz a igualdade

mult alg(X) = mult geom(\).

Ou seja, uma matriz é diagonalizével se e s6 todos os valores prdoprios sdo semi-
simples.

Terminamos esta sec¢@o referindo alguns resultados sobre diagonalizacdo de
matrizes reais com valores proprios complexos.

Valores proprios complexos

Recordemos que se A € um valor préprio complexo ndo real de uma matriz real
A de ordem n, e x um vector proprio associado a A, entdo x ndo é um vector de
R™. Assim, se a matriz real A é diagonalizavel e tem valores préprios comple-
X0s, entdo a matriz P na factorizagdo A = PDP~! possui entradas complexas
(ver Exemplo 4.9). E habitual designar-se este facto dizendo que a matriz A é
diagonalizdvel em C".

Quando uma matriz diagonalizavel A tem valores proprios complexos a fac-
torizacio A = PDP~! (com D diagonal), ndio é a factorizacio mais conveniente
para, por exemplo, estudar o comportamento geométrico da fun¢éo f : R® — R",
definida por x — Ax = PDP~!x, uma vez que P~'x nio pertence a R”. No
sentido de esclarecer esta questdo, iremos mostrar que se A é diagonalizdvel em
C™, entdo existem matrizes reais M e Y tais que A = MXM 1 com Y uma
matriz diagonal por blocos, com um bloco diagonal (correspondente aos valores
proprios reais), e blocos 2 x 2 da forma

a —b
S = [b a} ) (4.10)
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(correspondentes a cada par de valores proprios complexos A = a + b7). Ou seja,

D 0 --- 0
0 S --- 0

=|. . . o (4.11)
0 0 --- S

onde as matrizes .5; sdo da forma (4.10), a matriz D é uma matriz diagonal tendo
na diagonal principal os valores proprios reais de A e 0 designa matrizes nulas.

Antes de procedermos a demonstracdo deste teorema estabelecem-se alguns
resultados preliminares.

Define-se a parte real e a parte imaginaria de um vector u € C" como sendo
os vectores de R" cujas componentes sdo, respectivamente, a parte real e a parte
imaginéria das componentes correspondentes de u. Por exemplo, se u = (5 —
i,—2+ 3i),entdo Reu = (5, —2) e Imu = (-1, 3).

Lema 4.1. Os vectores u € C" e w € C" sdo linearmente independentes sobre
C se e s6 se Reu e Im u séo vectores (de R™) linearmente independentes.

Demonstragdo. Qualquer vector u de C™ escreve-se na formau = Reu++4Imu.
Como Reu = ReueImu = — Imu, tem-se

(a+ip)u+ (y+i0)u = (a+if) (Reu+ilmu) + (y+ i) (Reu —ilmu)
=[(a+7y)Reu+ (6 — ) Imu] +i[(f+J)Reu+ (a — ) Imu].
Logo, (a +if)u+ (v +i0)u = 0 + 0i é equivalente ao sistema

{ (a+v)Reu+ (0 — ) Imu=0 4.12)

(B+0)Reu+ (o —7) Imu = 0.

Uma vez que se verifica a equivaléncia

a+v=0
A e a—v=0
a=0=7=0=0+<= 54 B8=0
0— 5 =0,

0s vectores u € U sdo linearmente independentes se e s6 se Reu e Im u séo line-
armente independentes. U
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Proposicao 4.8. Seja A uma matriz real 2 X 2 com valores proprios a+bi (b # 0)
e v € C? um vector préprio associado a A\ = a — bi. Entiio,

A=MSM™", com M= |Rev Imv e S:[z _ab],

onde Rev e Im v designam, respectivamente, a parte real e a parte imaginaria
do vector v.

Demonstragcdo. O Lema 4.1 garante que as colunas de M sdo linearmente inde-
pendentes, uma vez que o vectores v e V sao vectores proprios associados a valo-
res proprios distintos, e portanto linearmente independentes (cf. Proposicédo 4.6).
Assim, M é invertivele A = M SM~1 é equivalente a AM = M S. Necessitamos
pois de mostrar que AM = MS, com M e S da forma indicada no enunciado.
Ora,

MS = [Rev Imv [a _b]
‘ ‘ b a
[ Ta —b -
=M {b] M { a H (pela Defini¢do 1.12)
= |laRev+blmv —bRev+almv (pela Defini¢do 1.11)
e
AM = A |Rev Imv| = |ARev Almv (pela Definicdo 1.12).

Da definicao de valor e vector proprio, temos

Av =) v <= A(Rev+ilmv) = (a —ib) (Rev +ilmv)
<= ARev+iAlmv = (aRev+blmv)+i(—bRev+almv)
< ARev=aRev+blmv e Almv=-bRev+almv,

onde na ultima equivaléncia aplicdmos o facto de dois vectores complexos se-
rem iguais se e sO se as respectivas partes reais e imaginarias forem iguais. Por
conseguinte, a igualdade AM = M S ¢ satisfeita. O
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Enunciemos agora o teorema jé referido.

Teorema 4.2. Seja A uma matriz real, n X n, diagonalizavel, e com p valores
proprios reais e k pares de valores proprios complexos conjugados (p + 2k = n).
Existem matrizes reais M e X tais que A = MXM~!. A matriz ¥ é uma matriz
diagonal por blocos da forma

D 0 0
0 5 0
Y= : :
0 O Sk

Os blocos (na diagonal) de 3 t€m as seguintes propriedades:

e O bloco D é uma matriz diagonal de ordem p com entradas na diagonal
principal iguais aos valores proprios reais de A, repetidos de acordo com
as suas multiplicidades.

CL]' —bj
bj a;
de valores proprios complexos conjugados de A.

e Cada bloco S € um bloco 2 x 2 da forma { ] ,com a; = ¢b; um par

As colunas de M t€m as seguintes propriedades::

e Parai = 1,...,p, a coluna ¢ de M é um vector proprio v; associados ao
valor proprio real \; de A.

e As colunas de p + 1 a n sdo, respectivamente, os pares de vectores Rev;
elmv;, (j = 1,...,k), onde v, € um vector proprio associado ao valor
proprio (complexo) \; = a; — ib;.

Demonstragdo. A matriz A é diagonalizavel e portanto existe uma base de C"
constituida por n vectores proprios de A. Seja {uy,...,u,, vi, Vi, ..., Vg, Vi }
uma base de C”, em que u; é um vector proprio associado a um valor proprio
real e v;, V; sdo vectores proprios associados, respectivamente, ao par de valores
proprios complexos a; — ibj, a; + ib;. Do Lema 4.1 e da Proposig@do 4.6, segue
que

B = (uy,...,u,,Revy,Imvy, ..., Revy, Imvy)

€ uma base ordenada de R".
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Coloquem-se os vectores da base B numa matriz M por colunas, respeitando
a ordem de B. Efectuando os produtos M A e XM, obtém-se M A = XM (cf.
Proposicao 4.8). Como as colunas de M formam uma base, a matriz M € in-
vertivel e portanto M A = XM é equivalente a MAM ! = 3. 0]

Ilustremos a aplicabilidade deste teorema a matriz do Exemplo 4.9. Nesse
exemplo, verificimos que o espectrode A é o(A) = {5,1+ 2i,1 — 2i}, e conse-
quentemente A é diagonalizével. Os espagos proprios sao

E(5) = Span{(0,0,1)}, FE(1—2¢) = Span{(1 —2i,—1,0)}.

Seja v = (1 — 2i,—1,0) um vector préprio associado a A = 1 — 2i. Os vectores
Rev e Imv sdo

1 —2
Rev=|-1 e Imv=1]0
0 0

Por conseguinte, o Teorema 4.2 diz-nos que podemos tomar para M e ¥ as matri-
zes

0 1 -2 5 0 0
M=1{0 -1 0 e =|01 -2
1 0 0 0 2 1

Ou seja, A = MYXM~* com M e ¥ reais. Sugerimos que compare esta factoriza-
¢do com a factorizagio A = PD P! obtida no Exemplo 4.9.

Finalizamos esta sec¢@o fazendo uma referéncia breve ao comportamento da
fungdo f : R™ — R", definida por f(x) = Ax,no caso em que A é diagonalizédvel
e possui valores proprios complexos.

Seja A uma matriz real, de ordem n, diagonalizdvel. Entdo, A = MXM !
com M real e ¥ uma matriz real, diagonal por blocos, da forma (4.11). A ma-
triz M ¢é invertivel, e pelo Teorema 3.8 a matriz M realiza a mudanga da base
constituida pelos vectores coluna de M (que é uma base de R" constituida por
vectores proprios de A correspondentes a valores proprios reais, e pelos vecto-
res das partes reais e imaginéarias de vectores proprios associados aos valores
proprios complexos) para a base candnica de R™. A matriz M determina uma
mudanca de varidveis de x para y, mediante a igualdade x = My, ou seja,
f(x) =Ax = MXM'x = MXy.

A acg¢@o de f sobre um vector x (ou equivalentemente a ac¢do de A sobre x)
pode traduzir-se do seguinte modo: (i) fazer a mudanca de varidveis de x para
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y; (ii) fazer actuar a matriz > em y; (iii) seguidamente, sobre o vector obtido,
efectuar a mudanca de varidveis (inversa) para a varidvel inicial. No diagrama
seguinte ilustra-se este processo.

R™ > x L>AXG]R"

et [

R">y SREEN Yy e R

A matriz 3. € constituida por blocos diagonais e por blocos associados a pares de
valores proprios complexos conjugados, os quais sdo matrizes do tipo estudado
no Caso 2 da Secg¢éo 4.1.1 (ver pagina 184). Do estudo efectuado nessa secg@o,
sabemos como actuam os blocos de > em vectores de R".

V3 =3
Exemplo 4.10. Considere-se amatriz A= | § %
2V/3 2

Os valores proprios de A sdo A = %(\/g + ). Podemos verificar que v =

{_21 3 € um vector proprio de A associado ao valor préprio A = %(\/g —1),ja

e Tﬁ] {—i\/S VB {—2«/3 o
1 V3 - - :

A Proposi¢io 4.8 garante que a matriz A é da forma A = MSM~!, com

g 2 0 v _[py 1
S = 1 & eM:[1 ﬂ:Rev Imv

P o
Atendendo ao estudo realizado na Secg¢éo 4.1.1-Caso 2, sabemos que a matriz S é
uma matriz de rotacd@o (os valores proprios tém mddulo igual a 1), e que .S actua
em vectores de R? rodando-os (no sentido directo) em torno da origem de um
angulo % (note que cos § = @ esen g = %) .

Na Figura 4.6 encontram-se representadas sucessivas aplicagdes de S ao vec-
tor xo = (1,3) através de pontos a cor azul. Cada um destes pontos é obtido do
anterior por uma rotag@o de 7/6, ou seja, os pontos correspondentes a aplicacdes
sucessivas de S situam-se sobre uma circunferéncia de centro na origem e raio
igual a distancia de x, & origem, isto &, de raio igual a v/10.

que

Av =
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As imagens de aplicagdes sucessivas de A ao mesmo ponto X, (representadas
na Figura 4.6 a vermelho) estdo por sua vez sobre uma elipse. Note-se que x =

My ¢é da forma
x = My < {TO] = [_\/gyl] :
1 Yo

e portanto se x = (xg, z;) pertence 2 circunferéncia de equagdo 22 + 2 = 10,
entdo o ponto y = (o, y1) pertence a elipse definida por yZ + 3y? = 10.

Axq 5.’x37 Xo
[ ] [
A?x 52
0 S X0 ) ° )
[} 1 :— [
[ ] r [ ]
“““““““““““
-4 -2 F 2 4
° s °
° -1r [
2L Y
° ° E ®
e -3 o °

Figura 4.6: Sucessivas aplicagdes de f(x) = Ax e de g(w) = Sw ao ponto X,
onde A = MSM~!. A matriz A tem valores proprios complexos de médulo 1.

4.3 Poténcias de uma matriz e valores proprios

Certas propriedades dos valores e vectores proprios de poténcias de uma matriz
desempenham um papel fundamental em algebra linear e nas aplicacdes. Neste
texto apresentam-se alguns exemplos ilustrativos da relevancia dos valores e vec-
tores proprios de poténcias de matrizes, nomeadamente no estudo do comporta-
mento a longo prazo de cadeias de Markov (estudadas na préxima sec¢io), ou na
determinacdo da forma candnica de Jordan de uma matriz (tratada no Capitulo 8).

Comecemos por observar que sendo A uma matriz diagonalizavel de ordem
n,isto €, A= PDP~!com D = diag (A1, ..., \,), qualquer poténcia positiva de
A também € uma matriz diagonalizével, visto que

A = (PDP~YY(PDP™Y)...(PDP™Y) = PD*P, (4.13)

k factores
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onde D* = diag (\}, ..., \F). Aligualdade P~*A* P = D* implica que os valores
proprios de A* sdo A¥ ... Ak (a matriz A* é semelhante 2 matriz D¥). Além
disso, as colunas de P, que sdo vectores proprios de A, também sdo vectores
proprios de A* ja que: se (\,u) é um par proprio de A, entdo (A\*,u) é um par
préprio de A* (ver demonstragiio da proxima proposi¢io).

Proposicao 4.9. Sejap(\) = (—1)"\" + b, 1 A" 1+ - -+ b A + by 0 polindémio
caracteristico da matriz A e u um vector proprio de A. Entao

p(Au=[(-1)"A" + b, 1 A" "+ + b A+ b|u=0.

Demonstragdo. Comecemos por mostrar que se (i, u) é um par proprio de A,
entdo (u*,u) é um par préprio de A*, com k& um inteiro positivo. De facto, se
Au = pu, resulta

Afu = AFH(Au) = AMH(pu) = pAa = pARE(Au) = p2AR
— e e — ,LLku.
Por defini¢iio de valor e vector proprio, a igualdade A*u = p*u significa que p*
¢ um valor préprio de A e u é um vector proprio associado.
Para mostrar que p(A)u = 0 basta mostrar que p(A)u = p(u)u, onde (p, u)

é um par préprio de A. Aplicando o facto de (1%, u) ser um par préprio de A* no
célculo de p(A)u, tem-se

p(A)u

(-1)"A™u+ b, A" Mu+ -+ + b Au + byu
—1)" "+ by " a4 -+ by + byu

(—1

(=1)"u" + by pt" ™ 4 b+ bp)u = p(p)u =0 x u =0,

onde a pentltima igualdade resulta do facto de y ser valor préprio de A, e portanto
raiz de p. O

Corolario 4.5. Seja p(\) = (=1)"A\"+b, (A" 14+ +b A +by = 0 aequagio
caracteristica da matriz A. Se A tem n vectores proprios linearmente indepen-
dentes, a matriz A satisfaz a sua equag@o caracteristica. Isto é,

p(A) = (—1)"A" + b1 A" -+ b A+ by = O,

onde O designa a matriz nula.
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Demonstragdo. Sejam uy, ..., u, vectores proprios linearmente independentes
de A e X a matriz cujas colunas sdo estes vectores. Da proposi¢d@o anterior tem-se
p(A)u; = 0 parai = 1,...,n. Assim, usando a Defini¢do 1.12 de produto de
matrizes, obtemos

p(A)X =p(4) lu; u ... u,| = [p(AHu; p(Auy ... p(Au,| = 0.

Como as colunas de X sdo linearmente independentes, a matriz X € invertivel
(Proposi¢ao 3.15). Logo, multiplicando (a direita) a equagao matricial p(A)X =
O por X!, obtém-se p(A) = O. 0

O resultado do corolario anterior € igualmente valido no caso da matriz néo
admitir n vectores proprios linearmente independentes. Esta generalizagcdo cons-
titui o famoso Teorema de Cayley-Hamilton? que passamos a enunciar.

Teorema 4.3. Cayley-Hamilton
Toda a matriz quadrada verifica a sua equacdo caracteristica. Ou seja, se
(—=1)" A" + b1 A"t 4 - - + by A + by é 0 polinémio caracteristico de A, entdo

(=1D)"A™ + b, A" -+ 0 A+ b = O.

O exercicio guiado seguinte apresenta uma demonstracdo do Teorema de Cayley-
Hamilton.

Exercicio 4.2. Mostre o Teorema de Cayley-Hamilton.

Comece por justificar por que razdo a matriz adjunta adj(A — AI) pode ser
escrita na forma adj(A—\I) = B, A"+ .-+ B; A+ By, onde B; sdo matrizes
n x n. Aplique a formula (2.14), na pagina 102, a matriz (A — \/), e conclua que

—Bn,;[ — (-1)”[
AB, vy —Bn 1 =b, Il parak=1,....,n—1
ABO — bo[

Multiplique as igualdades anteriores respectivamente por A", A% e I, adicione,
e obterda p(A) = O.
A

2 Arthur Cayley (1821 — 1895), matemético inglés. Sir William Rowan Hamilton (1805 — 1865),
fisico, astronomo e matematico irlandés.
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4.4 Aplicacoes: Sistemas dinamicos

Apresentamos nesta sec¢do alguns exemplos ilustrativos da importancia dos va-
lores e vectores proprios de uma matriz no estudo de certos modelos matematicos.
Em primeiro lugar trataremos sistemas dinamicos discretos e posteriormente equa-
coes diferenciais (sistemas dindmicos continuos).

Um sistema dindmico é um modelo matemético que descreve a evolugéo no
tempo do estado de um sistema. O modelo matematico procura descrever o re-
sultado de uma determinada experiéncia, efectuada repetidas vezes. Nos modelos
mais simples, o resultado de cada experiéncia depende apenas do resultado da
experiéncia anterior. Consideremos o exemplo seguinte.

Exemplo 4.11. Uma universidade tem na totalidade dos seus cursos de licencia-
tura (com a duracdo de tré€s anos) um numerus clausus de 850 alunos. Em cada
ano lectivo, 80% dos estudantes dos cursos de licenciatura transitam de ano (ou
terminam, caso estejam no terceiro ano) e 20% ficam retidos no mesmo ano. O
nimero de alunos que frequentam as licenciaturas dessa universidade no ano lec-
tivo k representa-se pelo vector de estado x;, € R® cujas componentes zy1, Tpo
€ T3 sdo, respectivamente, o nimero de alunos no primeiro, segundo e terceiro
ano das licenciaturas. Suponha-se que nimero de alunos de licenciatura no ano
lectivo 2010/11, era 1600 no primeiro ano, 950 no segundo ano e 1100 no terceiro.
Representamos o ntimero de alunos de licenciatura no ano lectivo 2010/11 pelo
vector de estado xo = (1600, 950, 1100). O nimero de alunos de licenciatura no
ano lectivo seguinte € representado pelo vector x;. De acordo com os dados do
problema o vector x; é

850 02 0 0
x1=1] 0 [+1]08 02 0 |x9g=Db+ Axo.
0 0 08 0.2

O nimero de alunos de licenciatura nos anos lectivos subsequentes é repre-
sentado pelos vectores de estado x5, X3, X4, . ... O vector de estado x;,; € dado
por

Xp1 =b+Ax, k£=0,1,2,... (4.14)

A equagdo (4.14) é uma formula de recorréncia que permite obter o vector de
estado de um determinado ano lectivo a custa dos vectores de estado de anos
lectivos anteriores. ¢
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Estudamos a seguir sistemas dindmicos discretos lineares do tipo
Xpi1 = Axg, com x, €R"ek=0,1,2,3,...

onde A ¢ uma matriz de ordem n. Este tipo de sistemas é também designado
por equacdo as diferencas, de 1* ordem homogénea. Note-se que (4.14) € uma
equacdo as diferencas de 1* ordem ndao homogénea.

O andlogo continuo de uma equacio as diferencas € uma equagdo diferencial.
Uma equagao diferencial modela sistemas fisicos cujos estados sdo observados de
forma continua. No final deste capitulo estudaremos este tipo de equagdes.

44.1 Sistemas dinamicos discretos
Consideremos o sistema dinamico discreto
Xk:AXk_l, k:071,2,...

onde A é uma matriz real do tipo n X n.

Chamamos érbita do ponto Xy ao conjunto de pontos da sucessdo {xs}, isto
é, X0, X1,Xa, . . .. A Orbita do ponto inicial x, é determinada pelas poténcias A* e
por Xo, uma vez que

X1 = AX(]
X9 = AXl = A2X0
xp = Ax_1 = AFxy, k> 1.

Suponhamos que A é diagonalizavel e que existe uma base B = (uy, ua, ..., u,)
de R™ formada por vectores proprios de A. Nesta base, o ponto inicial x, escreve-
se como combinagao linear (inica) dos vectores de B, seja

Xg = ciuy + coUug + - - - + Uy,

Como vimos na demonstra¢do da Proposi¢ao 4.9, se (\;, u;) é um par proprio de
A, entdo (¥, u;) é um par proprio de A*. Por conseguinte, o estado do sistema
no instante k é dado por

x, = A%y = A¥(ciu; + couy + - + couy)
= 1 APu; 4+ . AFuy + - - - + ¢, Ak, (4.15)
= My + e\uy + -+ e\,
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onde ()\;, u;) € um par préprio de A, parat =1,...,n.
A expressdo (4.15) permite determinar o comportamento a longo prazo do
sistema. Este comportamento é dado pelo vector x,, definido por

Xoo = lim x; = lim [cl)\’ful + 62/\§u2 4+ 4 cn)\fiun] . (4.16)
k—o00 k—o00

Apresentamos a seguir alguns exemplos de sistemas dindmicos discretos.

Numeros de Fibonacci e o nimero de Ouro

-

E no minimo surpreendente como, quer na Natureza quer em certas criacdes
artisticas em arquitectura e pintura, se podem encontrar os chamados niimeros
de Fibonacci. Um exemplo € a flor do girassol que tem 233 sementes em 144
espirais, nimeros que correspondem aos 12° e 13° termos da sucessdo de Fibo-
nacci. Aconselhamos uma visita ao site “goldennumber.net” 3, ou ao site de Ron
Knott*, onde pode encontrar vérios exemplos de como as sucessdes de Fibonacci
aparecem na Arte e na Natureza, bem como outras curiosidades relacionadas com
0 “nimero de ouro”.

A sucessdo de nimeros de Fibonacci foi usada pelo seu criador, Leonardo de
Pisa® (mais tarde conhecido por Fibonacci), como um modelo matemético sim-
ples para descrever o crescimento de uma populacido de coelhos, nas seguintes
condigdes:

1) Admite-se que os coelhos ndo morrem;

2) Supde-se que um casal de coelhos demora dois meses a atingir a maturidade,
altura em que se passa a reproduzir mensalmente dando origem a um novo
casal de coelhos.

Denotemos por F;, o nimero de casais de coelhos no més k. A evolugdo da
populag@o de coelhos pode modelar-se da seguinte forma:

e O processo inicia-se no més k = 1 com um casal de coelhos, isto €, F; = 1.

e No més seguinte o nimero de casais € ainda igual a 1, ou seja, Fy, = 1, visto
que o casal original est4 ainda imaturo.

Shttp://goldennumber.net/

“http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knott/Fibonacci/fibnat.html

SLeonardo de Pisa (1170 — 1250), matematico italiano considerado um dos mais talentosos
matematico da Idade Média.
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e Decorridos dois meses, tem-se [3 = 2, correspondente ao casal original e a
um casal recém-nascido.

A sucessdo { F}} obtida pelo processo anterior é designada por sucessdo de Fibo-
nacci. O termo de ordem £ da sucessdo de Fibonacci, verifica

Fooo=Fe1+F, comFi=1ekF,=1.
Os primeiros termos desta sucessao sao
1,1,2,3,5,8,13,. ..

A sucessdo de Fibonacci pode ser escrita na forma matricial da maneira que
indicaremos a seguir. Usaremos os valores proprios e os vectores proprios da
matriz que define a sucessdo para obter uma expressao explicita (ndo recursiva)
de F} e provar que o crescimento da sucessao de Fibonacci € do tipo exponencial.

Fia
Fy

Frro| |1 1| | Fra |11 _ _
|:Fk+1:| = [1 O] [ P, ] — X, = {1 O] X, 1= Axp_1, parak=1,2,...
“4.17

ol

Atendendo a expressao obtida em (4.15), se a matriz A for diagonalizavel (e
com valores proprios reais), tem-se

Escrevendo x;,_1 = [ ] ,aequacdo Fj .o = Fj1 + F} € equivalente a

F
Xp_1 = { ;,:1} = clx\’f_lul + c2/\’§_1u2, (4.18)

onde (Ag,u;) e (A2, up) sdo pares proprios A, e (c1, c2) é o vector das coordenadas
de x( na base ordenada (u;, uy).
Comecemos por calcular os valores proprios de A.

1—X 1

det(A—)\I):’ 1 )

’:/\2—)\—1.

As raizes de p(\) = A2 — X\ — 1 sdo

B

~ —0.618....
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O valor proprio A; é conhecido por niimero de ouro sendo habitualmente desig-
nado pela letra ¢.

A matriz A tem valores proprios reais e distintos, logo é diagonalizavel (cf.
Coroléario 4.3). Determinemos uma base de R? constituida por vectores proprios
de A. Parai = 1,2 temos

1—)\ 1 o — (I—X)a—+ b:O(:) —\b
1 =% o a—\b=0 @ = Ad.

A A . :
LOgO, pOdeOS tomar u; = 1 € Uy = 1 como vectores proprios associa-

dos, respectivamente, a A; € Ay. As coordenadas de x, na base ordenada (u;, u)
S20:

. 1 . )\1 )\2 Cl/\1+02>\2:1
e[ =o i) ) = rhon
1

A 1 —=c —Lqﬁc =———=A
Ny VA i

Assim, a expressao (4.18) toma a forma

e - () ) ()

Logo, os termos da sucessdo de Fibonacci sdo dados por

< c1=1—cy,c0=

k k
1| (1+5 1-+5 B
Fk_ﬁ <2> —( 5 > . k=1,2,.... (4.19)

A férmula (4.19) € conhecida como a formula de Binet para os nimeros de Fibo-

k
nacci. Note que nesta féormula temos que (%) — 0 quando £ — o0, ja que

0 < Ay < 1. Por conseguinte, para k suficientemente grande, o valor de F}, pode
aproximar-se por %qb’“, onde \; = ¢ > 1 € o maior valor proprio de A.

Matrizes de Markov

As chamadas cadeias de Markov® aparecem naturalmente na modelagiio matematica
de problemas de biologia, quimica, economia, etc.. Trata-se de sistemas dinamicos

6Andrey Markov (1856-1922), matemético russo.
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discretos, X1 = Mx;, em que a matriz M é uma matriz cujos vectores coluna
sdo vectores de probabilidades, isto €, vectores de componentes ndo negativas e
tais que a soma das componentes € igual a 1.

Por exemplo, suponha-se que o administrador de uma firma de aluguer de
viaturas, com trés agéncias localizadas em cidades distintas, pretende estimar o
namero de carros em cada agéncia num dado instante. Admita-se que um cliente
pode alugar uma viatura numa agéncia e entregé-la noutra. E claro que o admi-
nistrador da firma nao pode saber de antem@do qual o niimero exacto de viaturas
que seré entregue numa dada agéncia, mas pode calcular a percentagem de car-
ros que se encontram numa dada agéncia. Designe-se por X, = (Tx1, Tk2, Tx3) O
vector de estado do més k, isto €, o vector em que a componente x; representa a
probabilidade de um carro da frota se encontrar na agéncia < ( = 1, 2, 3) no més
k. Calculando as probabilidades de um carro que estd na agéncia ¢ se encontrar na
agéncia 7 no més seguinte, o administrador da firma concluiu que x;+1 = Mxy,
onde

1/2 0 1/10
M= |1/10 7/10 1/10
2/5 3/10 4/5

Este € um problema tipico que € modelado matematicamente por uma cadeia
de Markov com trés estados (as agéncias). A entrada p;; da matriz M = [p;;]
designa a probabilidade do sistema se encontrar no estado = quando na observagcdo
anterior se encontrava no estado j. A matriz M € designada por matriz de transicdo
da cadeia de Markov. Como cada vector coluna de M € um vector de probabili-
dade, a matriz M goza da propriedade de ter todas as entradas ndo negativas e da
soma das entradas de cada coluna ser constante e igual a 1. Estas matrizes s@o
designadas por matrizes de Markov ou matrizes estocdsticas.

Seja M uma matriz de Markov. Uma cadeia de Markov associada a M € uma
sucessdo de vectores de probabilidade, x¢, x1, X5 . . . satisfazendo

Xpi1 = Mxp, k=0,1,2,... (4.20)

Como se disse, as matrizes de Markov caracterizam-se por terem entradas nfo ne-
gativas (dizendo-se matrizes nao negativas) e a soma das entradas de cada coluna
serigual a 1. Vemos a seguir que estas duas propriedades tém fortes implica¢des
no tipo de valores proprios destas matrizes e no comportamento a longo prazo das
cadeias de Markov.

Se A é uma matriz tal que a soma das entradas de cada linha é constante igual
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a s,entdo o vectoru = (1,1,..., 1) satisfaz a igualdade
Au = su.

A igualdade anterior significa que s é um valor proprio de A e u € um vector
proprio associado. Como o determinante de uma matriz € igual ao determinante
da sua transposta, tem-se det(A — A\I) = det(A — AI)T = det(AT — \I). Ou
seja, as matrizes A e AT t&ém os mesmos valores proprios. Por conseguinte, se
uma matriz tem a soma das entradas de cada coluna constante, esta constante €
um valor préprio da matriz.

Proposicao 4.10. Se uma matriz A tem a soma das entradas de cada coluna (ou
de cada linha) constante, entdo esta constante € um valor proprio de A.
Em particular, A = 1 é um valor préprio de uma matriz de Markov.

Nota 24. Apesar de uma matriz e a sua transposta terem os mesmos valores
proprios, isso ndo significa que pares proprios de A sejam também pares proprios
de AT. Ou seja, se v é um vector préprio de A associado ao valor préprio )\, ndo
significa que v é um vector proprio de AT associado ao valor préprio \. Deixa-
mos como exercicio encontrar um contra-exemplo.

Dada uma cadeia de Markov definida pela matriz M, um vector de equilibrio,
ou vector estaciondrio, € um vector de probabilidades q que satisfaz

Ou seja, um vector de equilibrio é um vector proprio de M associado ao valor
proprio 1 que também € um vector de probabilidades. Saliente-se que, se x;, é um
vector de equilibrio, entdo x; = X, para j > k, o que justifica a designacdo de
vector de equilibrio.

Para uma matriz de Markov, a existéncia de vectores proprios associados ao
valor préprio A = 1 que sejam vectores de probabilidades decorre da teoria ge-
ral das matrizes ndo negativas. A teoria das matrizes ndo negativas (conhecida
pela designagio de Teoria de Perron-Frobenius’) est4 fora do &mbito deste texto.
Utilizamos no entanto alguns resultados fundamentais desta teoria, convidando o
leitor interessado a consultar obras especializadas. Para os resultados que aqui
utilizamos sugere-se a leitura de Meyer [9].

7Oskar Perron (1880 — 1975) e Ferdinand Georg Frobenius (1849 — 1917).
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Define-se raio espectral de uma matriz como sendo o maximo dos médulos
dos seus valores proprios. Isto é,

p(A) = max {[A;[},

onde \; é um valor proprio da matriz A (de ordem n). Resume-se no quadro se-
guinte alguns resultados da Teoria de Perron-Frobenius cuja prova pode encontrar
em Meyer [9].

A Teoria de Perron-Frobenius para matrizes ndo negativas garante que uma
matriz de Markov admite um vector prdprio u, associado ao valor proprio A = 1,
com todas as componentes positivas. Além disso, o raio espectral de uma matriz
de Markov é exactamente 1.

No caso da matriz de Markov M ser positiva (isto €, com todas as entradas
positivas), tem-se:

1) O valor proprio A = 1 tem multiplicidade algébrica igual a 1 e os restantes
valores proprios de M t€m modulo inferior a 1.

ii) Se y € um qualquer vector de probabilidades, entdo

lim M*y = q, (4.22)

k—o00

onde q € um vector de probabilidades cujas componentes sdo todas positi-
vas.

O facto de uma matriz de Markov M possuir um par proprio (1, u) em que o
vector proprio u = (uyq, ..., u,) tem todas as componentes positivas vai implicar
que qualquer cadeia de Markov admita pelo menos um vector de equilibrio. Com
efeito, o vector q = ﬁu ainda é um vector proprio de M associado ao valor
proprio A = 1, e além disso é um vector de probabilidades. Logo, q é um vector
de equilibrio.

Proposicao 4.11. Qualquer cadeia de Markov admite pelo menos um vector de
equilibrio.

Saliente-se que o valor proprio A = 1 de matrizes de Markov ndo negativas
pode ter multiplicidade geométrica superior a um, e portanto haver mais do que
um vector de equilibrio. No entanto, quando a matriz de Markov é positiva, a
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unicidade do vector de equilibrio estd garantida, uma vez que o valor proprio
A = 1 & um valor préprio simples. Além disso, a longo prazo o sistema tende para
o vector de equilibrio independentemente do vector de estado inicial (pelo item
(i1) no quadro acima).

No caso da matriz de Markov M ser positiva e diagonalizavel, € facil ver que
a expressdo (4.16) converge. De facto, como A\; = 1 é um valor proprio de M
de multiplicidade algébrica 1, e os restantes valores proprios de M t€m mddulo
inferior a 1, a expressdo (4.16) reduz-se a

Xoo = lim MkXo = lim [cl/\lful + 02)\l§u2 4+ 4 cn)\flun] = cuy.
k—o00 k—o0

Como x,, € um vector de probabilidades (de facto é o vector de equilibrio), a
constante ¢; € igual ao inverso da soma das componentes de um vector proprio
(positivo) u; associadoa A\; = 1.

Exemplo 4.12. Suponha-se que anualmente 1.5% da populacéo que vive na area
metropolitana de Lisboa (AML) muda-se para outras regides do pais, e 9% da
populagio portuguesa muda-se para AML. Sabendo que no ano de 1970, 18% da
populacdo de Portugal vivia na AML, pertende-se determinar qual a distribuicéo
da populagdo portuguesa a longo prazo.

Tomando para vector de estado inicial x, = (0.18,0.82), correspondendo a
ter (em 1970) 18% da populagdo na AML (e portanto 82% fora desta regi@o), a
evolucdo no tempo da percentagem da populagcdo portuguesa vivendo na AML é
descrita pelo sistema x, = Mx;_ 1,k =1,2,...onde M é a matriz de Markov

M= {0.985 0.09} .

0.015 0.91

A matriz M corresponde aos movimentos transcritos na tabela seguinte (onde
FAML designa ndo residentes na AML).

De
AML | FAML
AML | 0985 | 0.09

Para
FAML | 0015 | 091

A matriz M é positiva e tem 1 como valor préprio visto que a soma das en-
tradas de cada coluna é igual a 1 (cf. Proposi¢do 4.10). Como a soma dos valo-
res proprios € igual ao traco da matriz (Proposi¢do 4.3), o outro valor proprio é
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A2 = 0.895. Uma vez que M € uma matriz positiva ja sabiamos que \; = 1
seria 0 maior valor proprio e que a sua multiplicidade algébrica seria igual a
um. S#o vectores proprios associados, respectivamente a A\; € a Ay, 0s vecto-
res u; = (0.09,0.015) e uy = (—1,1), como pode confirmar calculando Mu; e
MUQ .

Usando a equag@o (4.15), no ano k, a percentagem da populacéo portuguesa
na AML e fora desta area é dada por

0.09 -1
Xy = ¢ [0.015] + ¢2(0.895)" { | } , (4.23)

onde ¢, e ¢y sdo as coordenadas do vector inicial xy = (0.18,0.82) na base or-
denada (uj,uz). A longo prazo, a distribui¢do da populagdo portuguesa tende

para
X, = lim x;, = 0.09
oo = L TR T U0 015

uma vez que (0.895)F — 0 quando k — oco. Este vector é de facto, o vec-
tor de equilibrio. Uma vez que x., € um vector de probabilidades tem-se ¢; =

m = 0.105. Pode confirmar-se este resultado calculando as coordenadas
¢1 € ¢ de xo na base (ug, up).
Assim, a longo prazo temos X,, = mul ~ (0.86,0.14), ou seja, a longo

prazo 86% da populagio portuguesa viverd na drea metropolitana de Lisboa. ¢

Exemplo 4.13. Este exemplo baseia-se no artigo de Kurt Bryan e Tanya Leise
intitulado: “The $25000000000® eigenvector. The linear Algebra behind Google”,
publicado em 2006 pela SIAM Review [3].

Nos finais dos anos 90 a empresa fundadora do motor de busca Google® apre-
sentou um processo de pesquisa na net de palavras chave que listava os resultados
segundo a sua relevancia. Tal ndo acontecia com os motores de busca existentes a
época, nos quais o utilizador era obrigado a percorrer varias piginas de listagem
de sites irrelevantes até encontrar a informacao desejada.

Um dos algoritmos usados pelo Google para seriar os sites por ordem decres-
cente de importancia é o denominado algoritmo PageRank.!°

80 valor estimado da empresa Google quando em 2004 se tornou uma empresa ptblica.

°Google é um trocadilho da palavra anglo-saxénica “googol” a qual significa 10'°°. O termo
reflecte o nlimero enorme e sempre crescente de utilizadores da net.

0pageRank foi desenvolvido na Universidade de Stanford (USA) por Larry Page e posteri-
ormente por Sergey Brin como parte de um projecto de investigacdo. Page e Brin fundaram a
empresa Google em 1998.
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Apresentamos aqui um exemplo muito simples que ilustra a importancia da
algebra linear na quantificac@o da relevancia dos sites da net. A relevancia de uma
dada pégina € quantificada atribuindo-lhe uma classifica¢cdo (um nimero real néo
negativo). Esta classificacdo depende do nimero de links (ligagcdes ou citagdes)
que essa pagina faz para outras paginas, bem como do ntimero de cita¢cdes que as
outras paginas lhe fazem.

Suponha que o nimero de paginas (interligadas) numa rede é n > 1 e que
cada pagina é designada por um inteiro k. Cada link vai representar-se por uma
seta. Uma seta com origem em A e ponto final B, indica um link da pagina A
para a pagina B. Um exemplo é a rede com cinco péaginas representada pelo grafo
direccionado'" da Figura 4.7.

Figura 4.7: Uma rede com cinco paginas. Uma seta de A para B indica um link
da pagina A para a B.

Designemos por x; o valor da relevancia (ou importancia) da pagina k da
rede. O valor de x;, € ndo negativo e x; > x;, significa que a pigina j tem mais
importancia que a pagina k. Uma forma simples de atribuir a importancia a uma
dada pégina k seria considerar z; igual ao nlimero de setas que entram na pagina
k, ou seja, o nimero de citagdes que as outras paginas da rede fazem a pagina k.
Por exemplo, para a rede da Figura 4.7 teriamos 1 = 2,2, = 4,23 = 1,24 = 3
e r5 = 1, significando que a pagina mais relevante seria a pagina 2 e as menos
importantesa3 ea 5.

A caracterizacdo anterior € insuficiente visto que uma citacdo proveniente de
uma pagina pouco importante ndo deve ter o mesmo valor que uma citagdo pro-
veniente de outra mais importante, e as autocitagdes ndo devem ser consideradas.
Uma outra forma de atribuir o valor da importancia da pigina k seria considerar
x, igual a soma do valores das importancias das paginas que a citam. Isso daria,
Tl =T+ Ty, To =21+ T3+ Ty + T5,03 = 21,04 = X1+ T3+ T5 €T = To.

""Um grafo consiste num conjunto de vértices e arestas. Cada aresta liga um par de vértices.
Um grafo diz-se direccionado se estd atribuido um sentido a cada aresta.
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Ha contudo uma outra caracteristica a levar em conta neste modelo, nomeada-
mente o facto de uma péagina ndo dever ganhar uma relevancia superior s pelo
simples facto de fazer muitas citacdes a outras paginas. Neste sentido, o valor da
importancia de uma dada pagina deve ser dividido pelo nimero de citacdes que
faz a outras paginas da rede, ou seja, se a pagina j faz um total de s; links para as
outras paginas da rede deve considerar-se que a sua relevancia é z;/s; (note que
s; € o nimero de setas que saem do vértice j do grafo). Ou seja, uma pagina que
faz s citagdes confere a cada pagina citada o valor 1/s da sua importncia.

Desta forma, para a rede apresentada na Figura 4.7 teriamos a seguinte modi-
ficacdo nas relacdes obtidas anteriormente:

Ty = ll‘g + l$4
-2 2
_ 1 1 1 1
To = 51‘1 + §$3 + §I4 + §$5
T3 = %zl (4.24)
1 1
Ty = 31 + §$3 + §$5
Ty = §I2

As equagOes anteriores podem reescrever-se na forma matricial x = Mx, onde
M ¢ a matriz de Markov

1 1
0to0lo
LG LI
3 2 2 2
M = % 00 00 e x=(x1,29,T3,Ty4,T5).
L g1 g 1
3 2 2
02000

Para determinar o valor das relevancias das cinco paginas web representadas no
grafo da Figura 4.7 ha que determinar o vector x que verifica as igualdades (4.24),
ou seja, um vector de equilibrio da cadeia de Markov definida por M. Temos
assim de determinar um vector prdprio associado ao valor proprio 1 de M que seja
um vector de probabilidades. O vector (15, 18, 5,12,9) é um vector proprio asso-
ciado ao valor proprio 1, e portanto um vector de equilibrio é % (15,18,5,12,9) ~
(0.25,0.31,0.09,0.20,0.15). Logo, a pagina mais importante serd a pagina 2,
seguidade 1,4,5 e 3.

Evidentemente que no caso concreto da seriacdo realizada pelo Google a ma-
triz M terd uma grandeza da ordem dos bilides, pelo que no tratamento compu-
tacional deste modelo assumem especial relevancia os métodos numéricos para
célculo de valores e vectores proprios de matrizes de grandes dimensdes.

Convém referir que o vector de equilibrio pode ndo ser Gnico, uma vez que,
como se observa neste exemplo, a matriz que modela o funcionamento do Goo-
gle ndo € necessariamente positiva. Ou seja, o subespaco proprio associado ao
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valor préprio 1 pode ter dimensao superior a 1. Este caso, € tratado no artigo [3]
anteriormente referido, sendo ai apresentado um algoritmo que permite que o Go-
ogle produza sempre uma listagem de sites ordenados por ordem decrescente de
relevancia.

Aconselha-se ao leitor interessado em aprofundar os detalhes da implementa-
cdo do algoritmo PageRank e de outros motores de busca, a leitura de [7]. ¢

44.2 Equacoes diferenciais ordinarias

O anélogo continuo de um sistema dinadmico discreto sdo os sistemas modela-
dos por equagdes diferenciais, ou seja, por equagcdes que envolvem uma fungédo
e as suas derivadas. Nesta secc@o abordaremos alguns aspectos da resolucido de
equacdes diferenciais ordindrias (EDO'?) lineares, de primeira ordem. Trataremos
equagdes do tipo x'(t) = Ax(t)+b(t), onde A é uma matriz real (constante), x(t)
e b(t) sdo vectores n x 1 cujas componentes sao fungdes reais de varidvel real,
e X'(t) designa a derivada de x(t), isto é, a fun¢do com valor em vectores cujas
componentes s3o as derivadas em ordem a ¢t € R das componentes de x(t). Eis a
expressdo matricial de x e X'

Em particular, iremos determinar o conjunto de todas as solu¢des de um sistema de
equagdes diferenciais (lineares) da forma x'(t) = Ax(t¢), em que A é uma matriz
diagonalizavel. O caso em que A ndo é diagonalizavel é tratado no Capitulo 8.
Para além do estudo da soluc@o geral do sistema referido abordaremos outros
topicos relacionados, nomeadamente a exponencial de matrizes e a reducdo de
uma equacdo diferencial de ordem n, homogénea e de coeficientes constantes, a
um sistema do tipo x'(t) = Ax(t).

Comecemos por precisar a nomenclatura usada na classificacdo de equacdes
diferenciais.

e Equacio diferencial: uma equacg@o que envolve uma funcéo, por exemplo,
x : R — R", e as suas derivadas.

e Equacdo diferencial ordinaria (EDO): uma equacio que envolve uma fungdo
de uma Unica variavel real ¢, e as suas derivadas.

12A abreviatura EDO em lingua inglesa é ODE, de “ordinary differential equation”.
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e Ordem de uma EDQO: ordem da derivada de maior ordem que aparece na
equacao.

Alguns exemplos de equacdes diferenciais do tipo x(t) = Ax(t) + b(t):

(a) ' — 2x =5t (onde x(t) = [z(t)],b = [5t] e A=[-2])

®) { 28 - iiiﬁiﬁlféi)(t) = [ij - [i Iol] Bj = x(f) = Ax{t).

Quando a matriz A é de ordem superior a 1, como no exemplo (b) anterior, a
equagdo x'(t) = Ax(t) + b(t) € um sistema de EDOs lineares de 1* ordem. Neste
texto usaremos indistintamente a designacdo EDO para uma equagao diferencial
ou para um sistema de EDOs.
A equagdo
x'(t) = Ax(t) + b(t)

diz-se homogénea se b(¢) = 0. Em geral chama-se a
x'(t) = Ax(t)

a equacao homogénea associada a equagdo x'(t) = Ax(t) + b(t).

Uma solugdo da equagdo diferencial x'(t) = Ax(t) 4+ b(t) é uma fung@o dife-
rencidvel u que verifica a equag@o, ou seja, tal que u'(t) = Au(t) +b(t). Chama-
se solucdo geral de uma equacao diferencial ao conjunto de todas as solu¢des da
equacio.

Estamos interessados em obter o conjunto de todas as solucdes da equacgéo
diferencial x'(t) = Ax(t), onde A é uma matriz (constante) do tipo n x n. Para
tal comecemos por abordar o caso mais simples em que n = 1, ou seja, de uma
equagdo do tipo z'(t) = kx(t), com k uma constante real.

Exemplo 4.14. Considere-se a equagdo 2'(t) = 3x(t). A solugdo geral desta
equacgdo € o conjunto de todas as funcdes reais x de variavel real cuja derivada
¢ o triplo da func@o. Esse conjunto solugdo € constituido por todas as func¢des
da forma z(t) = ce, onde ¢ designa uma constante real arbitrdria. N#o existe
outro tipo de fun¢des que verifiquem a equacdo, como pode confirmar usando o
Exercicio 4.3 adiante. Assim, a solucéo geral da equacéo dada, é o subespaco

{z(t) =ce”: ceR} =Span{e™} (4.25)
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do espaco linear C das fungdes reais de varidvel real, continuas com derivada
continua. As operacdes de adi¢do e multiplicacdo por escalares para as quais C é
um espaco linear s@o as operacdes definidas na pagina 167.

O conjunto (4.25) é uma familia de funcdes parametrizadas por ¢ € R. Na
Figura 4.8 encontram-se representados alguns elementos desta familia.

3t
2e e3t

_eBt

Figura 4.8: A solugfio geral da equagdo 2’ = 3x é z(t) = ce®. A vermelho a
funcdo nula, correspondente a ¢ = 0; a verde a solugdo correspondente a ¢ =
x(0) = 1; a azul a solugao correspondente a ¢ = x(0) = —1.

Obtivemos uma infinidade de solugdes para a equacdo =’ = 3z. Porém, se
considerarmos o problema de saber quantas solu¢des da equacdo tomam um certo
valor num dado ponto, a resposta é: uma Unica solucdo. Este tipo de problema é
designado por problema de valor inicial (ou abreviadamente p.v.i.). Por exemplo,
o problema de valor inicial

=3z
{ z(0) =1,

apenas possui a solu¢do z(t) = €3, ja que impondo a condigdo inicial z(0) = 1
na soluc@o geral da equac@o resulta

(t) =ce® = 2(0)=1=c=1.
¢

Exercicio 4.3. Mostre que u() ¢ uma solugio de 2’ = kx (com k uma constante
real) se € s6 se o produto u(t)e~* é uma constante. A
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Sistemas de EDOs lineares, de primeira ordem, homogéneos

Vimos que no caso de uma EDO homogénea do tipo 2’ = kx (com x : R — R)
o conjunto solucéo geral é o espaco linear gerado por e*'. A solucio geral de um
sistema de EDOs homogéneo do tipo x’ = Ax é igualmente um subespaco do
espaco linear das fungdes x : R — R", continuas com derivada continua, com
as operagdes usuais de adicdo de funcdes e multiplicacdo de uma fun¢ido por um
escalar. De facto, é facil mostrar que:

e A soma de duas solugdes de x’ = Ax ainda é uma solug@o desta equacio.

e O produto de uma solugdo de x’ = Ax por um escalar ainda é uma solugéo
desta equacdo.

Refira-se que a solu¢do (constante) nula x(t) = (0,0, ..., 0) é sempre solugdo
do sistema x’ = Ax, como ndo podia deixar de ser uma vez que a solucéo geral é
um subespaco.

Como veremos, a solugdo geral de X' = Ax, em que A é uma matriz de ordem
n, € um (sub)espaco linear de dimensdo n. Assim, a determinagdo da solugéo
geral passa pela obtencdo de uma base deste espaco. Uma base para a solugéo
geral recebe a designac@o de conjunto fundamental de solucoes, atendendo a que
qualquer solugio de x’ = Ax se obtém como combinagio linear dos elementos
do referido conjunto.

Para obter uma base para a solucio geral, temos de saber determinar solucdes
linearmente independentes da equac@o x’ = Ax. A Proposi¢@o 4.12 adiante, con-
sequéncia imediata do Teorema de existéncia e unicidade de solucdes de proble-
mas de valor inicial, fornece-nos um teste para a independéncia linear de solucdes
da equagdo x’ = Ax. Enunciamos em seguida uma versdo do teorema referido
cuja prova pode ser encontrada em qualquer livro dedicado ao estudo de equacdes
diferenciais como, por exemplo, Braun [2].

Teorema 4.4. Existéncia e unicidade de solucoes

Seja A uma matriz real de ordem n, x : R — R" uma fun¢@o continua e x’ a
sua derivada.

Existe uma e uma s6 solu¢ao do problema de valor inicial

X =Ax e x(t) = (2%, 25,...,20).

Além disso, esta solucdo existe para todo ¢ € R.
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Deixamos como exercicio a demonstracdo da unicidade de solugdes de um
problema de valor inicial.

O teorema anterior permite-nos provar que o conjunto soluc¢io geral da equacio
x" = Ax é um subespaco de dimensio n, onde n é a ordem da matriz A. No
exercicio a seguir sugere-se uma demonstragdo.

Exercicio 4.4. Mostre que o conjunto solugio geral da equagdo x’ = Ax é um
subespaco de dimensdo n, onde n é a ordem da matriz A.

Sugestdo: Considere o conjunto B = {¢y(t),...,¢,(t)}, onde ¢;(t) é a
solugdo do problema de valor inicial X’ = Ax e x(0) = e;, com e; o vector
da base candnica de R", e; = (0,0,...,1,...,0). Mostre que B ¢ linearmente
independente e que qualquer solu¢do da equagdo x’ = Ax é uma combinacao
linear dos elementos de .

A

A proposicdo que enunciamos a seguir fornece um teste de grande utilidade
pratica na verificacdo da independéncia linear de solugdes de x’ = Ax. Nome-
adamente, essa proposi¢do garante que as solugdes u; (1), ..., u,(t) de x' = Ax
sao linearmente independentes se e s6 se os vectores de R", u;(ty), . .., ux(to)
sdo linearmente independentes, onde ¢, ¢ um valor de ¢ que podemos escolher da
forma mais conveniente.

Proposicao 4.12. Seja B = {u;(t),...,u,(t)} um conjunto de solugdes de
x" = Ax e ty um valor fixo de ¢. O conjunto B ¢ linearmente independente se e
s6 se {uy (o), ..., ux(to)} é linearmente independente em R.

Demonstracdo. Suponha-se que B ¢é linearmente dependente. Ou seja, existem
constantes ¢, . . ., ¢, ndo todas nulas, tais que cyu; (t) + - - - + cpug(t) = 0. Cal-
culando esta igualdade em ¢ = ¢, tem-se

Clul(to) + -+ Ckllk(to) = 07

com pelo menos um dos ¢;’s € ndo nulo. Logo, {u; (¢y), . .., ux(to) } € linearmente
dependente.
Para a implicac@o reciproca, suponha-se que existem constantes ci, ..., C,

ndo todas nulas, tais que cyu;(tg) + - - - + cxug(to) = 0. Considere-se a fungao
O(t) = cruy (t) + - - - + crup(?).

A fungdo ¢ é uma solugdo da equagdo diferencial X’ = Ax ja que, ¢ é uma
combinag@o linear de solugdes. Além disso, ¢(ty) = 0. Pelo Teorema de existéncia
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e unicidade de solu¢des de um problema de valor inicial (Teorema 4.4), o pro-
blema de valor inicial X’ = Ax com x(#y) = 0 s6 admite a solugdo nula. Logo,
¢(t) = 0 para todo o ¢, e portanto cyuy (t) + - - - + cxug(tf) = 0 com pelo menos
um dos ¢;’s ndo nulo. Ou seja, B € linearmente dependente. 0]

Pretendemos agora determinar a solugio geral de X’ = Axem que x : R —
R™ € uma fung¢do continua ¢ A uma matriz real n X n. Para tal, comecemos por
abordar o caso em que A é a matriz diagonal A = diag(Ay, Aa, ..., A,). O sistema
x" = Ax reduz-se a n equagdes do tipo ja estudado. Nomeadamente,

l'llz)\ll'l
A
, 1'2—)\21’2
X = Ax <—
T = M\
n - nLn-

Como vimos anteriormente, no Exercicio 4.3, a solucio geral de cada equacéo
xi = \;x; € dada por z;(t) = c;e*! onde ¢; é uma constante real arbitraria. Logo,
a solug@o geral deste sistema é

x1(t) creMt
Aot
xo(t) coe
xt)=| .| = , =cieMle; + cpeMey + -+ cretle,
xn(t) Cpetnt.
| -
Co
= |eMte; eMley, .- eMle, | =X()c,
Cn
onde ey, e,,...,e, sdo os vectores da base candnica de R™. Assim, um con-
junto gerador da solugdo geral é {e*fe;,e*ey, ... eM'e,}. Este conjunto é

uma base para a solucao geral ja que, avaliando os elementos deste conjunto em
to = 0 se obtém a base canoénica de R", e portanto a Proposicao 4.12 garante que
{eM'ey, ... e*le,} € linearmente independente.

Podemos tirar as conclusdes que se seguem relativas a solucdo geral do sistema
de EDOs x’ = Ax em que A é uma matriz diagonal do tipo n X n.

A

e Existem n solug¢des linearmente independentes da forma e’ile; para x' =

Ax.
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e A solugdo geral do sistema é da forma x(¢) = X (¢)c, onde X é uma matriz
que tem para colunas os n vectores e*i'e;, e ¢ é um vector coluna constante
arbitrario. Como se verifica facilmente, os pares (\;, €;) séo pares proprios
de A.

e A matriz X (t) é invertivel, visto que as suas colunas sao linearmente inde-
pendentes. Consequentemente det X (¢) # 0 para todo o ¢.

e A derivada da matriz X (¢) satisfaz a equacdo X' = AX, onde a derivada
de uma matriz é a matriz se que obtém derivando entrada a entrada. E facil
verificar que de facto X'(¢t) = AX (¢).

As conclusdes anteriores, validas para uma matriz diagonal, permanecem validas
para qualquer matriz quadrada, como veremos a seguir.

Definicao 4.9. Seja A uma matriz do tipo n x n. Chama-se matriz solucdo
fundamental do sistema x’ = Ax a qualquer matriz X (¢) cujas colunas sejam n
solucdes linearmente independentes de x’ = Ax.

Visto que a solugdo geral de um sistema homogéneo de n equacdes diferenciais
lineares de 1* ordem é um espaco linear de dimenséo 7, as colunas de uma matriz
solucdo fundamental X formam uma base para este espaco. Assim, a solug@o
geral de X’ = Ax é o conjunto das combinagdes lineares das colunas de X .

A solugido geral de x’ = Ax é dada por

onde X (t) é uma matriz solugéo fundamental do sistema e ¢ é um vector coluna
constante arbitrario.

Note-se que, por defini¢cdo de produto de uma matriz por um vector, a expressao
X (t)c designa precisamente uma combinag@o linear (arbitraria) das colunas de
X.

Exercicio 4.5. Mostre que X (¢) é uma matriz solu¢do fundamental do sistema
x' = Ax seesdse X'(t) = AX(t) e det(X(0)) # 0.

Relembre que a notagéo X’(¢) designa a matriz cujas entradas sdo as derivadas
das entradas de X (). A

Como determinar n solugdes linearmente independentes para x’ = Ax? A
proposi¢do seguinte responde (parcialmente) a esta questao.
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Proposicao 4.13. Seja A uma matriz real n X n, € u um vector constante nao
nulo.

(1) A fungiio e*Mu é solucio de X' = Ax se e s6 se \ é valor proprio de A com
vector proprio associado u.

(2) Se x(t) = x;(t) + ix2(t) é uma solugdo (complexa) de x' = Ax, entdo
Rex(t) = x1(t) e Imx(t) = x2(¢) sdo duas solugdes reais de x’ = Ax.

(3) Se A = a + ib, com b # 0, é um valor préprio (complexo) de A e u um
vector proprio associado, entdo Re(e*u) e Im(eMu) sdo duas solugdes
reais linearmente independentes de x’ = Ax. Ou seja,

e™ (cos(bt) Reu —sen(bt) Imu) e e (sen(bt) Reu + cos(bt) Imu),

sdo duas solugdes reais linearmente independentes de x’ = Ax.

Demonstragdo. (1) Como (eMu)’ = Ae*u, tem-se que z' = Az para z(t) =

eMu se e sO se

AeMu = A(eMu) <= Au = Au,
. ~ . . . At
onde na equivaléncia anterior se aplicou o facto de e* nunca se anular.

Ou seja, e*u é solugio de X' = Ax se e s6 se u é um vector proprio de A
associado ao valor proprio A.

(2) Dizer que x(t) = x;(t) + ix2(t) € uma solugdo complexa de x’ = Ax é
equivalente a

) = A(x1(t) + ixa(t))
) = Axy(t) + iAxo(t)
<= xX(t) = Ax1(t) e x5(t) = Axo(t).

Ou seja, Rex(t) = x;(f) e Imx(t) = x3(t) sdo duas solucdes reais de
x' = Ax.

(3) Do item (1) tem-se que e*u é uma solucéo (complexa) da equacio diferen-
cial, e pelo item (2) resulta que Re(e*u) e Im(e*u) sdo duas solugdes reais
da respectiva equacdo diferencial. A independéncia linear destas solucdes
segue do Lema 4.1 (na pagina 198) e da Proposicdo 4.12 considerando
to = 0
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Calculemos a parte real e imagindria de e’u. Para tal, relembremos que
e = cos(bt) + isen(bt) (ver (A.1) no Apéndice A).

e Reu +iImu) = e”e™(Reu + i Imu)
= e“(cos(bt) + isen(bt))(Reu + i Imu)
= e [(cos(bt) Reu — sen(bt) Imu)
+ i (sen(bt) Reu + cos(bt) Imu)].

Assim, Re(e*u) e Im(eMu) sdo dadas pelas expressdes no enunciado.
U

Podemos agora determinar a solug@o geral de X’ = Ax para matrizes diagona-
lizaveis A. O caso em que A nao é diagonalizdvel é tratado no Capitulo 8.

Recorde-se que uma matriz A, de ordem n, é diagonalizavel se e s6 se admite
n vectores proprios linearmente independentes. Neste caso, pela Proposicédo 4.13,
o sistema x’ = Ax tem n solucdes reais linearmente independentes da seguinte
forma: (i) e**u com \ um valor préprio real de A e u um vector préprio associado;
(ii) para cada par de valores proprios complexos conjugados ) e \, existem duas
solugdes reais (linearmente independentes) da forma Re(e*u) e Im(e*u), onde u
¢ um vector proprio associado a A. A solugao geral de X’ = Ax é uma combinagio
linear destas n solugdes linearmente independentes.

Apresentamos a seguir um exemplo da determinac@o da solu¢do geral de um
sistema X' = Ax em que A possui valores proprios reais e complexos.

Exemplo 4.15. Determine-se a solugio geral do sistema x’ = Ax,em que A éa
matriz do Exemplo 4.9 (pag. 194). O sistema correspondente &

'y = 2w + by
Th = —1
xhy = bus.

A matriz A possui valores proprios 5 e 1 + 2i e 0s espagos proprios sao:
E(5) = Span{(0,0,1)}, FE(1+2i)=Span{(l+2i,—1,0)}
E(1—2i) =Span{(1 —2i,—1,0)}.

Usando a Proposic¢do 4.13, sdo solugdes (reais) linearmente independentes do
sistema:

0 142 1+ 2
e5t 0 ’ Re e(1+2i)t -1 e Im e(1+2i)t -1
1 0 0

226



Capitulo 4. Valores e vectores proprios

Como eI +20t = ete?it = ef(cos(2t) + i sen(2t)), resulta

1+ 24 2
Re [ e0+20t | 1 =¢e' | cos(2t) —1 —sen(2t) |0
0 0
14+ 2¢ 1 2
Im | (20t | _q = ¢t sen(2t) | —1| + cos(2t) |0
0 0 0

Conclui-se que a solugdo geral do sistema é o conjunto das fungdes

0 1 2
x(t) = c1e” |0| + cpe’ [ cos(2t) 1| —sen(2t) [O] | +
1 0 0
1 2
+ cze’ | sen(2t) |—1| +cos(2t) (0] |,
0 0

com ¢y, ¢ € c3 constantes reais arbitrarias.
Note-se que uma matriz solu¢io fundamental para este sistema é

0 e'(cos(2t) — 2sen(2t)) e'(sen(2t) + 2 cos(2t))
X(t)=10 —e' cos(2t) —e' sen(2t)
5t 0 0

¢

Exercicio 4.6. Para a matriz A do Exemplo 4.8 (pag. 194), mostre que uma matriz
solugdo fundamental para o sistema x’ = Ax é

_6325 0 65t

Xt)y=1| 0 e 2
6375 0 e5t

Calcule ainda X (¢) X (0)~.
A

Da defini¢do de matriz solu¢do fundamental, vé-se facilmente que néo existe
uma Gnica matriz solucdo fundamental. Nao € dificil mostrar que quaisquer duas
matrizes X (t), Y (t), solugdo fundamental de um sistema, satisfazem uma relagéo
do tipo Y'(t) = X (¢)K onde K é uma matriz (constante) invertivel.
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Exercicio 4.7. Mostre que se X (¢) e Y (¢) sdo duas quaisquer matrizes solugao
fundamental do sistema x’ = Ax, entdo existe uma matriz real invertivel K tal
que Y(t) = X(1)K.

Sugestdo: Escrever as colunas de Y como combinag@o linear das colunas de
X e usar os factos det Y(0) # 0 e det X (0) # 0 para mostrar que K ¢é invertivel.
A

A Proposicio 4.13 diz-nos como determinar uma base do conjunto das solugcdes
de x’ = Ax no caso em que A é diagonalizavel. Conhecida a solug@o geral da
equacao homogénea x’ = Ax podemos determinar a solugio geral da equac@o néo
homogénea x' = Ax + b(¢) desde que se conheca uma solugio desta equag@o.
De facto, a semelhanca do que acontece para sistemas de equacdes lineares (néo
diferenciais), tem-se:

A solugao geral da equagdo x'(t) = Ax(t) + b(t) é a soma de uma solugio
particular x,, da equag@o com a solugio geral x; da equagdo homogénea associ-
ada, x'(t) = Ax(t). Ou seja, a solugdo geral é

{x(®) - x(t) = %(t) + xa(t)} -

Deixamos como exercicio a demonstracao deste resultado que se reduz a um mero
decalque da demonstra¢@o apresentada para o Teorema 3.7 da pigina 153.

No exemplo que se segue aplicamos o resultado anterior para determinar a
solugdo geral de uma equacgao diferencial ndo homogénea.

Exemplo 4.16. Considere-se a seguinte EDO ndo homogénea 2’ — 3z = 2t — 3t2.

A fung@o v(t) = ¢? € uma solugdo desta equagiio como facilmente se verifica.
A equagiio homogénea associada, ' — 3z = 0, tem solugfio geral z(t) = ce3, com
c € R. Logo, a solugdo geral da equacdo nio homogénea é: {ce® + 2 : ¢ € R}.

¢

Exponencial de matrizes

Como se viu, dada uma equacio diferencial, X’ = Ax, existem vérias matrizes
solucdo fundamental dessa equaciio. A exponencial ¢! vai ser definida como
sendo uma matriz solu¢éo fundamental particular do sistema x’ = Ax. E possivel
definir a matriz exponencial e’ como uma série de poténcias da matriz At, seme-
lhante a série de poténcias que define a funcao exponencial real. No entanto essa
via sai do ambito deste texto, o leitor interessado podera consultar, por exemplo,
Braun [2].
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Relembremos (Exercicio 4.5) que uma matriz solu¢io fundamental do sistema
x' = Ax é uma matriz que verifica a equagdo diferencial para matrizes X'(t) =
AX(t).

Definicdo 4.10. Seja A uma matriz quadrada. A exponencial e* é a matriz
solug@o fundamental do sistema x’ = Ax cujo valor em ¢t = ( é a matriz identi-
dade. Ou seja, e*? é a solugo do problema de valor inicial

&

onde [ designa a matriz identidade e X uma matriz da mesma ordem de A.

Nota 25. O problema de valor inicial na definicdo anterior é um problema de
valor inicial para matrizes. Este problema pode ser visto como um conjunto de n
problemas de valor inicial para o sistema x' = Ax (correspondentes a problemas
de valor inicial para as colunas de X ).

Tendo em conta a defini¢do anterior e o resultado do Exercicio 4.7 (pag. 228),
podemos enunciar a proposicdo seguinte.

Proposicao 4.14. Seja A uma matriz real n x n e X (f) uma qualquer matriz
solucdo fundamental do sistema x’ = Ax. A exponencial e é dada por

Demonstragdo. Se e e X (t) sdo duas matrizes solugio fundamental do sistema
x' = Ax, do Exercicio 4.7, segue que

onde K é uma matriz (constante) invertivel. Como por definicio e? = I, resulta
A0 _ 7 _ _ —1
eV =1=X0K <+ K=X(0)".

Por conseguinte, et = X (¢) X (0) L. O
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Nota 26. Uma vez que et é solucdo de um problema de valor inicial, segue da

unicidade de solugdes deste tipo de problemas que a matriz e é vinica. Além

disso, como e é uma matriz solucdo fundamental de X' = Ax, é satisfeita a

. d .

igualdade a(e“”) = Ae (ver Exercicio 4.5).

Exercicio 4.8. a) Mostre que e(A5)! = ¢AleBt se e 56 se A e B comutam.
b) Use o resultado anterior para mostrar que a matriz inversa de e* é e~

Sugestdo: Para a alinea a) mostre os resultados:

e Se AB = BA, entio X(t) = Be e Y(t) = e B sdo matrizes solugdo
fundamental do mesmo p.v.i.. Use a unicidade de solu¢des de problemas de
valor inicial para mostrar que X (t) = Y ().

At Bt o t(A+B)

e Mostre que e resolvem o mesmo problema de valor inicial.

e Finalmente, mostre que se X (¢) = Y (f), o que necessariamente implica
X'(t) =Y'(t),setem AB = BA.

1 0
No Exemplo 4.4 (pag. 182) calculamos os valores proprios e os espagos proprios
desta matriz. Os valores proprios de A sdo A\ = +i e F(—i) = Span{(1,7)}.
Logo, pelo item (2) da Proposicao 4.13, s@o solugdes (reais) linearmente indepen-
dentes do sistema x’ = Ax, 0s vectores

(el]) < m( D)

ou, equivalentemente,

cos(—t) H —sen(—t) m _ [gggﬂ . sen(—t) H +cos(—t) m _ {‘szjt] |

Nas igualdades anteriores aplicimos cos(—t) = cost e sen(—t) = —sent.

Uma matriz solugido fundamental para o sistema x’ = Ax é uma matriz cujas
colunas sdo solucdes linearmente independentes do sistema. Neste caso, uma
matriz solucdo fundamental X (¢) &, por exemplo,

cost —sent
X(t) = [Sent cost } ‘

Exemplo 4.17. Calculemos e para A = [O _1] )
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Como X (0) é a matriz identidade, temos e = X (¢)X (0)~! = X (t). Verifique
ainda que se tivéssemos considerado para X (¢) a matriz que se obtém trocando as
colunas da matriz acima a expressdo X ()X (0)~! produziria 0 mesmo resultado
(et é Gnica). ¢
Exercicio 4.9. Considere o sistema de equacdes diferenciais x’ = Ax, onde A é
uma matriz diagonalizavel, isto é, A = PDP~'com D diagonal.

a) Mostre que o sistema dado é equivalente ao sistemay’ = Dy, ondey =
P~1x.
b) Use a alinea anterior, para mostrar a igualdade et = PeP*P~1,

Equacoes de ordem 7 e reducao de ordem

Para finalizar esta sec¢do vamos verificar que podemos obter a solucdo geral de
equagdes diferenciais ordindrias lineares homogéneas, de coeficientes constantes
e de ordem superior a primeira, resolvendo um sistema da forma x’ = Ax.

Uma equagdo diferencial ordindria, linear, homogénea, de coeficientes cons-
tantes, e de ordem n, € uma equacdo diferencial da forma

Y+ 4y 4 any +agy =0, (4.26)
onde (os coeficientes) a; € Rparai = 1,...,n,a funcdo y : R — R é real de
variavel real, e y*) designa a derivada de ordem k de y.

Introduzindo novas variaveis =1 = vy, 22 = v/,..., 2, = y™ Y, a equagio

(4.26) é equivalente a um sistema da forma x’ = Ax. Nomeadamente

/
rr =Y Ty = T2
! /
— . 4.27)
-1 A
Ty =y Y Tl = =T — 1T — -+ — 1Ty

A matriz A do sistema obtido é conhecida por matriz companheira da equagao
(4.26) e tem a forma

0 1 0 oe--. 0 0
0 1 ceee.. 0 0
0 0 0 oveen 0 0
A= .
0 0 0 0 1
—Gp —ap —az T —ap—2 —0p-1.

231



4.4. Aplicagdes: Sistemas dindmicos

Exercicio 4.10. Mostre que o polindmio caracteristico da matriz companheira da
equagdo (4.26) é p(A) = (—1)"[A" + @, A" Y + -+ 4+ a1\ + ag).
Sugestdo: Calcule det(A — A\I)T usando o método de eliminagdo de Gauss. A

Atendendo ao tdltimo exercicio, o polinémio caracteristico da matriz com-
panheira de uma equagdo de ordem n pode ser obtido directamente a partir da
equacgio (4.26).

Ap0s reduzir a equacdo (4.26) a um sistema de EDOs homogéneo de primeira
ordem, x' = Ax, a soluco geral da equagio (4.26) obtém-se da solugdo geral
do sistema (4.27) considerando apenas a primeira componente da solu¢do x do
sistema, visto que fizemos y = ;.

Exemplo 4.18. Determinemos a solucio geral da equacgéo diferencial de terceira
ordem, 3" — 6y” + 11y’ — 6y = 0.
Fazendo y = x1,y’ = x5 e y” = x3, a equagao diferencial reduz-se ao sistema

) 0 1 0f |~
ol =10 0 1| [
xh 6 —11 6| |3

Pelo Exercicio 4.10, a equac@o caracteristica da matriz companheira é \*> — 6% +
11\ — 6 = 0. E facil verificar que esta equagdo tem raizes A = 3, A = 2e A = 1.
Como os valores proprios sdo distintos, a matriz companheira é diagonalizivel.

Uma base de vectores proprios €, por exemplo, {(1,3,9), (1,2,4),(1,1,1)}.
Esta base € constituida por vectores proprios associados respectivamente a 3,2 e
1. A solugido geral do sistema é assim

21 (t) 1 1 1
2o(t) | = cre® [3] +coe® 2] +c3et |1

Uma vez que fizemos y = x1, a solugdo geral da equacdo diferencial de terceira
ordem é
y(t) = 21(t) = c16® + c2e* + c3e’,

onde ¢, ¢y € c3 sA0 constantes reais arbitrarias. ¢
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Exercicios

1.Diga quais dos vectores seguintes sdo vec-
tores proprios da matriz

1 00
A=10 2 1
2 0 3

Em caso afirmativo, indique o valor préprio
correspondente.

a) (0,2,2) b) (0,5,0) ¢) (0,0,0)
d) (=1,-1,2) e)(-2,-2,2).

2. Verifique se A = 3 € ou ndo um valor

1 2 -3
prépriode | O 3 4 |, e em caso afir-
-1 1 5

mativo determine um vector proprio associ-
ado.

3.Sejam A e B matrizes de segunda ordem
tais que

e Ax ¢ o vector que se obtém de x pro-
jectando-o sobre o eixo dos xz.

e Bx ¢ o vector que se obtém rodando
x de 90° no sentido directo.

Indique o valor 16gico das afirmacdes se-
guintes:

a) Os valores proprios de A sdo le —1.

b) O vector (2,0) e (0, 2) sdo vectores
proprios de A associados respectiva-
mente aos valores préprios 1 e 0.

¢) A = 1¢éum valor préprio de B.

4.Considere as matrizes

1 2
A—L 1] e B=A+51.

a) Determine os valores proprios e os
espacos proprios de A e de B.

b) Compare os resultados obtidos na alinea
anterior e estabeleca a relacéo exis-
tente entre os valores proprios e 0s
vectores proprios de uma matriz C' e
os da matriz C' + k1.

5.Sem efectuar quaisquer calculos, deter-
mine os valores proprios e dois vectores proprios
linearmente independentes para a matriz

2 2 2
2 2 2
2 2 2

Caso exista, indique uma base de R3 cons-
tituida por vectores proprios.

6.Suponha que v € um vector proprio de
uma matriz invertivel M. Mostre que v também
é um vector proprio de M ! e determine o
valor préprio de M ~! que lhe est4 associ-
ado.

7.Seja A uma matriz 3 X 3 com valores
proéprios 0,2 e 3.

a) Determine a caracteristica de A.

b) Calcule o determinante de AT A.

c¢) Calcule os valores proprios de (A +
I~

8.Para cada uma das matrizes seguintes de-
termine os valores proprios e uma base para
cada espaco proprio.

3 0 0 3
a)_s —1] b)[4 o]
- -2 0 1
c) _12 ;wd) -6 -2 0
L 19 5 -4
I 0 1
e | 1 10
| -7 10
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00 2 0
10 1 0
b 01 -2 0
00 0 1

9.Determine quais das seguintes matrizes
sdo diagonalizdveis. Em caso afirmativo en-
contre uma matriz P que diagonaliza a ma-
triz dada A (ou seja, tal que P~ AP é di-
agonal), indicando a respectiva matriz dia-

gonal.
11 10
2 [0 1] » o Y
3 0 0 2 0 -2
c) 020 d) 0 3 0
|0 1 2 0 0 3
[0 —1 0
e) |1 0 0
0 0 2
10. Considere a matriz
-1 -2 =2
A= 1 2 1
-1 -1 0

a) Verifique que A é diagonalizavel e
determine uma matriz diagonal D e
uma matriz P tal que A = PDP~!.

b) Use a alinea anterior para: (i) cal-
cular A%°; (ii) encontrar os valores
proprios de A2%; (iii) determinar uma
base para cada espago préprio.

11.Para uma matriz real A do tipo n X n,

diga se sdo verdadeiras ou falsas as afirmacdes

seguintes.

a) Se existe uma base de R" formada
por vectores proprios de A, entdo A
¢ diagonalizavel.

b) A é diagonalizavel se tem n vectores
proprios.

c) A ¢é diagonalizavel se e s6 se tem n
valores préprios contando as suas mul-
tiplicidades.

d) Se A ¢ diagonalizavel, entdo tem n
valores proprios distintos.

e) Se A tem n valores proprios distin-
tos, entdo € diagonalizével.

f) Se A é diagonalizével, entdo é invertivel.

g) Sen = 3e Atem dois valores proprios
tal que a dimensdo de cada espaco
proprio é 1,entdo A é diagonalizavel.

h) Se A é uma matriz 5 x 5 com dois
espacos proprios de dimensdes 2 e 3,
entdo a matriz A é diagonalizavel.

12. Uma matriz L diz-se nilpotente de
indice k > 1se LF = Oe LF! £ O
(onde O designa a matriz nula). Considere
uma matriz A de ordem n com um Unico
valor préprio p. Mostre que

a) Sedim N(A—ul) = n,entdo a ma-
triz (A— u1) é uma matriz nilpotente
de indice 1.

b) Sedim N(A—pul) < n,entdo a ma-
triz (A— pJ) é uma matriz nilpotente
de indice 1 < k < n. (Use o Teo-
rema de Cayley-Hamilton).

13.Seja A uma matriz 3x 3 tal que dim N (A—
3)=1e
N(A-20) = {0}, N(4)# {0},

Diga quais das afirmag¢des seguintes sao

verdadeiras.

a) 2 ndo é valor préoprio de A.
b) A nao € invertivel.
¢) Zero ndo é um valor préprio de A.
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d) 3éum valor préprio de A com multi-
plicidade algébrica menor que a mul-
tiplicidade geométrica.

e) Se dim N(A) = 2, a matriz A é se-
melhante a matriz diagonal
diag(0,0, 3).

f) A matriz A — 21 é invertivel.

14.Sejam u, v e w vectores nao nulos de

R? e A uma matriz 3 x 3 tal que Au
2u, Av = 0 e Aw = w. Diga quais das
afirmacdes seguintes sdo verdadeiras.

a) B = {u,v,w} é uma base de R3.
b) A matriz A é invertivel.

¢) A matriz A ndo é diagonalizavel.
d) A =1 ¢ um valor préprio de A.

15.Seja A = [a,ij]m':lg uma matriz real
tal que a11 + ase = 0 e det(A) = 1. Diga
qual das afirmagdes seguintes é verdadeira:

a) Zero é um valor préprio de A.

b) O polinémio caracteristico de A é p(\) =

A +1

¢) A matriz A nio tem valores préprios
complexos.

d) 1e —1 sao valores proprios de A.

3 0 0

16.ParaamatrizA = |0 /2 1|ef(x)=

0 -1 0
Ax, diga quais das afirmagdes seguintes sao
verdadeiras.

a) O eixo dos xx € um subespaco inva-
riante para f.

b) O plano yz é um subespaco invarian-
te para f.

¢) O eixo dos zz é um subespago inva-
riante para f.

d) Se u é um vector do plano yz, entdo
w = f(u) é o vector que se obtém

de u por rotacdo em torno do eixo
dos zx de 7/2.

Se u € um vector que ndo pertence ao
plano yz nem ao eixo dos zx, entdo a
sucessdo u, f(u), f2(u),... percor-
re uma hélice num cilindro cujo eixo
¢ o eixo dos zz.

e)

0.03 0.95
cuja soma por colunas € constante, e o vec-

tor xg = {0'3}
0= .
0.7

a) Justifique por que razdo A = 1 é um
valor proprio de A. Sem calcular ex-
plicitamente, mostre ainda que \ =
0.92 é também um valor préprio de

17.Considere a matriz A = [0'97 0'05]

' 5 1
b) Mostre que v = {3} eu = {J

sdo vectores proprios, indicando os
valores proprios correspondentes.

Mostre que pode escrever a sucessao
Xk+1 = AXk (k = 0,1,2,...) na

5] +¢9(0.92)F [ 1

9

3 -1
onde c; e ¢y sdo as componentes de
X na base {u, v}.

Use os resultados das alineas anteri-
ores para determinar: limg_, o0 Xt 1-

formaxy,1 = ¢; [
d)

18.Seja A = [Z Z] uma matriz de Mar-

kov. Mostre que se A # 1 é um valor préprio
de A, entdo A < 1. Sugestdo: use o traco
de A.

19. Anualmente, numa certa populagio de
elefantes 2% dos elefantes ficam velhos, 3%
dos elefantes velhos morrem e ndo nascem
elefantes. Designe-se por N,V, e M res-
pectivamente o nimero de elefantes novos,
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velhos e dos que morrem. Determine o vec-
tor estaciondrio do sistema correspondente:

098 0 0
Xk+1 = 0.2 097 0 Xk
0 003 1

comx = (N,V,M).

20. Verifique quais das matrizes seguintes
sdo de Markov e caso o sejam determine um
vector de equilibrio.

1/3 1/2 1/4
1/2 —1/2
a) b [1/3 0 1/2
[1/2 _1/2] 1/3 1/2 1/4
0 1/2 0
o |1 1/2 1/3
0 0 2/3

sala decresce a razdo de 0,008 vezes a dife-
renca entre 7' e a temperatura exterior fixa
a 15 graus. Este problema é modelado pela
equacdo diferencial

T' = —0,008(T — 15).

a) Faca a mudancade varidvel T'—15 =
1 e escreva a correspondente equagdo
diferenciavel para y. Determine ainda
a respectiva solu¢do geral.
Determine ao fim de quanto tempo
a temperatura da sala atinge os 18
graus, sabendo que no instante ini-
cial ¢ = 0 a temperatura da sala era
de 25 graus.

b)

25.Determine a solugdo geral dos seguin-

21.Para o problema do Exemplo 4.13 (pag. 21k sistemas de equagdes diferenciais.

obteve-se a matriz:

0 0 1 0
M= /3 0 0 1/2
1/3 1/2 0 1/2
1/3 1/2 0 0
a) Determine o grafo direccionado cor-
respondente.
b) Determine a relevancia das paginas
da rede.

22.Supondo que a populagido P(t) de um
certo planeta cresce a taxa (instantnea) de
5% ao ano, isto é P’ = 0,05P, determine
ao fim de quanto tempo duplica a populag@o.
23. A equagio diferencial 3y’ = 1—10y mo-
dela o crescimento de uma certa cultura de
bactérias. Se a cultura de bactérias tem 100
individuos no instante ¢ = 0 determine ao
fim de quanto tempo atinge 3000.

24.Seja T'(t) a temperatura no instante ¢
de uma sala aquecida. A temperatura da

a) { y;1 Y1+ Y2
Yo = Y1+ Y2

b) { y;1 = 3y1 + 2y
Yo = Yr+ye
Y1 3y1 — 2u2

A ¥ = Y1ty
Y3 = Y2 — Y3

26. Para cada um dos sistemas do problema
anterior determine a soluc@o que satisfaz as
condi¢des

a) y1(0) =0ey2(0) =0.
b) y1(0) =2ey2(0) =1
©) y1(0) = —1,12(0) = 1 e ys(0) = 0.

27.Para cada uma das matrizes A seguin-

tes, determine e,

2 -2
a) A= [1 0]. b) A=

o O =
S W N
= o O
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2 0
c) A=1]1 3
0 0

= o O

28.Escreva as seguintes equacgdes diferen-
ciais na forma de um sistema de equacdes
diferenciais de 1* ordem e determine a sua
solucdo geral.

a) y' —y — 6y =0.
b) vy — 3y’ +2y — 1y =0.

29. Mostre que t? é uma solugiio da equagio
diferencial (ndo homogénea) 3" —1/ — 6y =
2 — 2t — 6t2. Use ainda a solugio geral
da equacdo da alinea a) do problema ante-
rior, para determinar a solu¢do geral desta
equacao.
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Capitulo 5

Produto interno e ortogonalidade

O conceito de produto interno em R? é generalizado neste capitulo a um espago li-
near qualquer. Munindo um espaco linear de um produto interno, ficamos habilita-
dos a calcular distancias entre vectores do espaco bem como a concretizar nogdes
fundamentais como ortogonalidade, projecc¢do ortogonal, bases ortogonais e or-
tonormadas. Em particular, nas sec¢des 5.3 e 5.5 sdo discutidos alguns topicos
fundamentais, como sejam a decomposi¢do ortogonal de um espaco linear em
subespacos, o Teorema da melhor aproximacgdo e o processo de ortogonalizagéo
de Gram-Schmidt. Na Sec¢do 5.4 estudam-se as propriedades de ortogonalidade
dos subespacos fundamentais associados a uma matriz.

O produto interno usual em R? ¢ aplicado para determinar equacdes de rectas
e planos nesse espaco e calcular distancias de pontos a planos. Na Sec¢do 5.7.2
o Teorema da melhor aproximag@o e as propriedades de ortogonalidade dos sub-
espacos fundamentais associados a uma matriz, aplicam-se na determinacio de
solucdes de minimos quadrados de sistemas lineares.

Finalizamos o capitulo tratando, na Secc¢do 5.7.3, a aproximacéo de fungdes
reais por polindmios trigonométricos. Neste tipo de aproximac@o, é crucial a pro-
priedade de ortogonalidade (em relagdo ao produto interno usual em C") da base
formada pelas colunas da matriz de Fourier. Relaciona-se ainda o denominado
algoritmo da transformada de Fourier rapida com uma factorizacio da matriz de
Fourier.
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5.1 Produto interno num espaco linear

Muitos dos resultados de algebra linear sdo de natureza geométrica, visto terem
surgido da necessidade de generalizar propriedades geométricas basicas de R? e
R3 a espagos lineares de dimens@o superior a 3. Nestes espacos s3o bem conheci-
dos os conceitos de comprimento e perpendicularidade. Procura-se nesta seccéo
generalizar estas nogdes, ndo s6 a R™ mas também a qualquer outro espaco li-
near. Como veremos, uma vez definido o conceito de produto interno num espago
linear, é facil efectuar a generalizacdo das no¢des de comprimento, distincia e
ortogonalidade.

Comecemos por relembrar que pontos do plano (ou seja, vectores de R?) po-
dem escrever-se usando coordenadas polares. De acordo com a Figura 5.1, dados
os vectores u = (uy, uz) € v = (v, v7) podemos escrever

(v1,v2)

Iy

{4

(u1,uz)

>
j’f

Figura 5.1: Coordenadas polares.

o Jm=lufess L= ] eos(8+0)
w=uw e {RTSE v=ew = TSGTE

onde |lu|| designa o comprimento do vector u, e 5 e 6 os ngulos indicados nessa
figura. Calculemos a quantidade uiv; + uqvs:

u1vy + uzvz = [[uf|[|v]| cos B cos(B + 6) + [[ull[|v|| sen 3 sen(3 + 6)
= [Ju|||v]| [cos B (cos B cos @ — sen B sen 8) + sen /3 (sen 3 cos O + sen 6 cos [3)]

= [[ull[|v]| (cos® B cosf + sen® B cosd) = [lul|||v] cos.

O produto interno de dois vectores u = (uy,us) € v = (vy,vy) de R? define-se
como

(u,v) = ((u1,u2), (v1,v2)) = ugvy + ugve = ||ul|||v| cosb. (5.1)
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onde ||ul| e ||v|| designam respectivamente os comprimentos de ue de v,e 6 é o
angulo que u faz com v. A férmula (5.1) ainda ¢ valida em R3.

E pois natural tomar como defini¢io de produto interno em R" uma generalizacio
da expressdo obtida em (5.1). Isto é, para u, v € R", podemos definir um produto
interno como

(u,v) = ((ur,ug, ..., up), (1,02, ..., 0y)) = UrV1 + UV + -+ + UpVy. (5.2)

Se considerarmos u e v vectores coluna de R", a expressdo matricial do produto
interno em (5.2) tem a forma

<u7V> = uTV = [ul Uy - un} . = U1 + U2V2 + -+ UpUp.

Un

E facil verificar que o produto interno definido em (5.2) goza das seguintes pro-
priedades:

i) Simetria: (u,v) = (v,u).
ii) Aditividade: (u,v +w) = (u,v) + (u,w).
iii) Homogeneidade: (u, kv) = k(u,v),com k € R.
iv) Positividade: (u,u) > 0,com (u,u) =0seesdseu = 0.

Relembre-se que o comprimento do vector u = (uy, uz) € R? é dado por ||ul|? =
u? + u3, ou equivalentemente, |[u||* = (u, u). Assim, a propriedade iv) acima é
essencial se se pretende definir comprimento a custa de um produto interno.
Coloca-se naturalmente a questdo de saber se podemos aplicar a expressao
(5.2) para definir um produto interno em C", de modo que a propriedade iv)
de positividade se mantenha. A resposta € negativa ja que, por exemplo, para
(21, 22) € C?,aexpressdo ((21, 22), (21, 22)) = 2% + 22 ndo € em geral um nimero
real ndo negativo. Vamos portanto adaptar essa definicdo de modo a que a pro-
priedade iv) se verifique. Considerando, para (21, z3), (w, wy) € C?, a expressido
((21, 22), (w1, w2)) = Zyw; + Zaws, onde Z designa o conjugado de z, verificamos
que ((21, 22), (21, 22)) = Z121 + Zaz9 = |21]? + |22/*> € um nmero ndo negativo.
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5.1. Produto interno num espaco linear

Assim, para z, w € C" define-se um produto interno em C" do seguinte modo:

(z,w) = (21,22, 2n), (W1, W2, ..., wy,))
= Z1W1 + Zowsg + - - - + Zp Wy,
w (5.3)
=z 2 - Z || =2fw,
Wy,

onde z7 = z' é o transconjugado de z, isto é, o vector linha cujas entradas sdo
as conjugadas de z.

Notacao:
Paraz = (a; +iby, as +iby, . . ., a, +ib,) € C", 0 transconjugado do vector
z € o vector linha:

Z =12 :[al—ibl az—ibg an—ibn].

Resumindo:

Produto interno usual em R" e C"

Define-se o produto interno usual, respectivamente, em R™ e em C", como

(u,v) :uTV:Zuivi ER e (u,v) ZUHVZZE'U@' eC, (G4

i=1 i=1

onde u = (uy,...,u,) e v = (vy,...,v,). A norma usual de um vector u é
definida como
[ufl* = (u,w),

onde (, ) é o produto interno usual.

E frequente designar-se o produto interno usual (em R™ ou C") por produto
interno euclidiano.

Note-se que a norma usual de um vector u = (z1 +iyy, Lo+ 1Yo, - - ., Tp+1Yn)
de C" coincide com a norma usual do vector (1, Y1, To, Yo, - - - ; Tn, Yp) de R*".

Verifica-se facilmente que exceptuando a propriedade de simetria, a defini¢do
(5.3) de produto interno usual em C™ satisfaz todas as propriedades acima enun-
ciadas para o produto interno usual em R". Em vez da simetria temos (u, v) =
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(v,u),uma vez que para u,v € C", se tem

<11, V> = ULV1 + UV + - -+ 4+ UpVy

(v,u) = Tiug + Uatg + « - - + Tp Uiy,

onde u = (uy,...,u,) € C"ev = (vq,...,v,) € C". Refira-se ainda que
o produto interno usual em C" se restringe ao produto interno em R", ja que o
conjugado de um vector de R™ € o prdprio vector.

Com base nas propriedades do produto interno usual em R” e C", definimos
seguidamente o que se entende por produto interno num qualquer espago linear
real ou complexo.

Definicao 5.1. Seja W um espaco linear real (resp. complexo).
Um produto interno em W é uma funcido que aplica cada par de vectores
u,v € W num escalar real (resp. complexo) (u, v), satisfazendo as propriedades:

Pl. (u,v) = (v,u) (resp. (u,v) = (v,u)).

P2. (u,v+ w) = (u,v) + (u, w).

P3. (u, kv) = k(u,v) parak € R (resp. para k € C).
P4. (u,u) > 0,com (u,u) = 0 seesodseu=0.

Passamos a designar um espaco linear (real ou complexo) munido de um produto
interno por espaco euclidiano' .

Nota 27. [. As propriedades P2 e P3 da definicdo anterior sdo equivalen-
tes a dizer que, fixado o vector u, a fungdo f(v) = (u,v) é linear (ver
Definicao 6.1, pdg. 325). Dito de outra forma: o produto interno é uma
fungdo linear na segunda varidvel. Se o espaco linear é real, pela proprie-
dade de simetria, resulta

(v4+w,u) = (u,v+w) = (u,v) + (u, w) = (v,u) + (W, u)
(ku,v) = (v, ku) = k(v,u) = k{u,v),

INa literatura encontram-se vérias designacdes para um espaco linear munido de um produto
interno. S@o frequentes as designacdes de espaco euclidiano se o espago linear é real, enquanto
que espacos lineares complexos munidos de um produto interno sdo chamados de espacos hermi-
tianos. A designac@do espaco de Hilbert € igualmente usada embora se requeira ainda que o espago
seja completo (qualquer sucessdo de Cauchy de elementos do espaco converge para um elemento
do espago na norma induzida pelo produto interno).
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5.1. Produto interno num espaco linear

o0 que significa que o produto interno é também linear na primeira varidvel.
Assim, num espago linear real o produto interno é uma fungdo linear em
ambas as varidveis. Neste caso dizemos que o produto interno é uma funcdo
bilinear ou uma forma bilinear.

Quando o espago linear é complexo, o produto interno é apenas linear na
segunda varidvel (ou seja, verifica P2 e P3), enquanto que na primeira
varidvel se tem

[
[N}
i

(v+w,u)
(ku,v)

(u,v +w) = (u,v) + (u,w)
(v, ku) e k(v,u) = k{u,v).

(v, u) + (w, u),

[

Por isso, num espago linear complexo o produto interno diz-se uma forma
sesquilinear.

2. Noutros textos matemdticos é habitual definir um produto interno num espaco
linear complexo como sendo uma fungao linear na primeira varidvel (con-
trariamente ao que definimos). Neste caso a definicdo de produto interno
em C" seria (z,w) = z'W em vez da nossa definicdo (z,w) = z'w =
zw. A defini¢do por nés adoptada é mais conveniente em termos praticos
pois facilita a tradugdo para C" de resultados vdlidos em R" (basta substi-

tuir o “I'” de transposto pelo “H” de Hermite).

3. Outras notagdes comuns para o produto interno (u,v) sdo: (u|v), ulv e
u-v.

Exemplo 5.1. a) Em R?, a expressdo

(1, m2), (Y1,92)) = 22191 + T2y

define um produto interno, ja que sdo satisfeitas todas as propriedades da
definicao de produto interno.
b) Em R?, a expressdo

((z1,22), (Y1, Y2)) = 231y1 — T2yo

nao define um produto interno, visto que a propriedade P4 da defini¢do néo
¢ verificada em geral. Por exemplo, ((0,1), (0,1)) = —1.
c) Em R?, a expressido

((z1,22), (Y1,Y2)) = T1y1 + T2y2 — T1Y2
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ndo define um produto interno, uma vez que a propriedade de simetria ndo
se verifica:

((y1,92), (21, 2)) = 1201 + Yoa — 12 # (21, 22), (Y1, ¥2))-

¢

Exercicio 5.1. Mostre que no espago linear real das matrizes reais n X n, a ex-
pressdo seguinte define um produto interno:

(A, BY = tr(ABT),

onde tr(A) designa o traco da matriz A (soma das entradas da diagonal principal).
Sugestdo: Para mostrar que (A, B) = (B, A) use o facto do trago de uma matriz
ser igual ao da sua transposta.

A

Matriz de Gram

Comecemos por verificar que qualquer produto interno num espaco linear fica
completamente determinado se conhecermos os produtos internos dos vectores
de uma base do espaco. Como consequéncia deste resultado, qualquer produto
interno é determinado por uma matriz chamada matriz de Gram®.

Considere-se, por exemplo, um espaco linear real W de dimensdo 2, munido
de um produto interno, e B = (vy, v5) uma base ordenada de TW. As propriedades
de linearidade de um produto interno permitem escrever um produto interno rela-
tivamente a base B usando uma matriz. De facto, se x e y sdo vectores de IV tais
que x = T1v1 + ToVs € Y = Y1V + YoUs, das propriedades P2 e P3 da defini¢io de
produto interno resulta

(x,y) = (101 + T2V2, Y1U1 + YoUa)
= 21y1(v1, V1) + 212 (V1, V2) + Toy1 (v, V1) + Tay2(v2, V2)

o] [ ) )ty

(7127 U1> <U27 1)2> Y2

onde xp e yp designam os vectores das coordenadas, respectivamente, de x e de
y na base B.

2Jgrgen Pedersen Gram (1850 — 1916), actudrio e matemético dinamarqués.
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5.1. Produto interno num espaco linear

De modo inteiramente anidlogo, se W é um espaco linear real de dimensdo
n munido de um produto interno, e B = (vy,...,v,) uma base de W, entdo
(z,y) = x5Gyp onde a matriz G = [g;;]; j—1, . tem entradas g;; = (v;,v;), e
Xp € o vector das coordenadas de x na base B.

Das propriedades do produto interno podemos concluir:

e Da simetria, temos
(vi, v5) = (v}, vi) <= i = gji»
e portanto a matriz G = [g;;] = [(v;, v;)] € simétrica (G = G7).
e Da positividade ((x, x) > 0 para todo = # 0) a matriz G tera de verificar
ng xp >0, paratodoxpg # 0. (5.5)

Uma matriz que satisfaz a desigualdade (5.5) diz-se definida positiva. Note-
se que, sendo a desigualdade (5.5) vélida para qualquer vector ndo nulo, ela
¢ satisfeita em particular por qualquer vector proprio de G. Por conseguinte,
se xp € um vector proprio de G associado ao valor proprio A, tem-se

x5Gxp = x5 xp = M|xp[|? > 0= )\ > 0.

Ou seja, todos os valores proprios de G sdo positivos. No Capitulo 7
estabelecem-se critérios que permitem identificar matrizes definidas positi-
vas, em particular estabelece-se que é condi¢c@o necessdria e suficiente para
uma matriz ser definida positiva que todos os seus valores proprios sejam
positivos.

Exercicio 5.2. Repita o procedimento utilizado no caso real para mostrar que
num espaco linear complexo munido de um produto interno, a matriz que define
o produto interno, relativamente a uma base B, é uma matriz G tal que:

1.G = G, onde G = G’ designa a matriz transposta da conjugada
(também designada por transconjugada). Quando G = G a matriz G
diz-se hermitiana (ver Capitulo 7).

2. xBGxp > 0, paratodox # 0 (ou seja, G é definida positiva).
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Nota 28. A restricdo de uma matriz hermitiana aos reais é uma matriz simétrica,

uma vez que se G é uma matriz real a igualdade G = G = G reduz-se a
igualdade G = GT.

Nota 29. Outras notacées frequentes para a trasconjugada A" de uma matriz A
sdo: Al e A*.

Matriz de Gram

Seja W um espacgo linear real (resp. complexo) munido de um produto
interno e B = (v1,0s,...,v,) uma base ordenada de W. A matriz G =
[(vi, v;)];,j=1,...n,» dOs produtos internos dos vectores da base B, é designada por
matriz de Gram ou matriz da métrica, relativa a base B. A matriz G verifica:

1. G é simétrica (resp. hermitiana);

2. G ¢ definida positiva, isto €, x5Gxpg > 0 paratodoz # 0 (resp.
xBG xp > 0 paratodoz # 0) .

Em relac@o a base B, o produto interno em W escreve-se na forma
(w,y) =x5Gyp  (resp. (z,y) =x5Gyp),

onde xp e yp sdo, respectivamente, os vectores das coordenadas de x e de y na
base B.

Podemos assim concluir:

Num espaco linear de dimensao n, um produto interno fica completamente
determinado se forem conhecidos os produtos internos entre os vectores de uma
base do espaco, isto €, se for conhecida a respectiva matriz de Gram G.

Exemplo 5.2. 1. A matriz de Gram relativa a base can6nica de R" para o pro-

7

duto interno usual em R"™ é a matriz identidade.

2. Se a expressdo do Exemplo 5.1-b) definisse um produto interno, entdo na
base candnica de R? a matriz de Gram respectiva, G = [g,;], teria de ser
simétrica e definida positiva. Ora, calculando (e;,e;) = g;; obtemos a

matriz:
2 0
0 —1}°
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5.1. Produto interno num espaco linear

Esta matriz, apesar de ser simétrica, ndo é definida positiva pois tem um
valor proprio negativo. Logo, a expressdo do exemplo referido nao define
um produto interno.

3. Calculando a expressdo do Exemplo 5.1-c) nos vectores da base candnica
de R?, obtém-se a matriz
1 -1
-l 5]

A matriz G ndo € simétrica, pelo que a referida expressdo nao define um
produto interno.

¢

Exercicio 5.3. Sejam B e B’ duas bases ordenadas de um espacgo linear W munido
de um produto interno e M a matriz de mudanga da base B’ para a base B. Mostre
que para quaisquer x,y € W, se tem

(x,y) = x5 Gyp = xSy s,

comS = MIGM. A

Norma, distancia e angulo.

A propriedade P4, enunciada na defini¢do de produto interno, permite-nos definir
uma norma e uma distancia entre vectores de um qualquer espaco linear, desde
que este espago esteja munido de um produto interno.

Definicao 5.2. Num espaco linear /' munido do produto interno (, ) definimos
norma (ou comprimento) de um vector u € W como sendo

[ull = v/ {u, u).
A distancia entre os vectores u, v € W é definida por

dist(u,v) = |Ju — v||.

Em R?, munido do produto interno usual, tem-se

x| = \/2? + 23 = \/(x,x), comx = (71, 23).

A norma generaliza pois o conceito de comprimento a um espaco euclidiano.
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e~

0

Figura 5.2: Distancia entre o vector v e v.

Exercicio 5.4. Verifique que num espaco linear W, real ou complexo, se tem
([Eull = [&] [lul],

para qualquer escalar k e qualquer u € W. A

Exemplo 5.3. Considere os vectores x = (1,0,—2,1) ey = (i,1,—27,0), de

R* e C* respectivamente. Para o produto interno usual nestes espagos lineares, a
norma destes vectores é

Il = VITa+i=16,

Iyl =y"y = [=i 1 2 0] | | =[="+1-4" =6,
0

e portanto ||y|| = /yHy = V6. ¢

Dado um vector nio nulo u, podemos sempre obter um vector v proporcional
a u que tenha norma unitaria. Para tal, basta dividir o vector u pela sua norma:

Um vector com norma igual a 1 recebe a designacdo de versor.

Exemplo 5.4. Considere-se R? munido do produto interno usual e o subespaco
V = Span{(2,5,0),(1,0,2)}. Os vectores u = (2,5,0) e v = (1,0, 2) formam
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5.1. Produto interno num espaco linear

um base de V. Determinemos uma base de V' constituida por versores

1
u=(2,5,0)=|u|=v29=>u=—(2,5,0),
(2,5,0) = uf = v/ T55(2:5.0)
1
v=(1,0,2)=|v] =v5=v=—=(1,0,2).
(1,0,2) = |Iv] 7(1,0.2)
Assim, {Q1, v} é uma base V' constituida exclusivamente por vectores de norma
unitdria. ¢

Exercicio 5.5. Mostre as igualdades seguintes.

a) Num espaco linear real:

1
(¢ y) =5 (IXIP + Iyl = Ix = yI) (5.6)

b) Num espaco linear complexo:

(x+ ¥l = llx = yl* =i (Ix +iyll* = [x —iyl*)) . 5.7

] =

<X7 Y> -
A

Todas as propriedades que a seguir deduzimos sao validas para qualquer espaco
linear munido de um produto interno (quer esse espaco seja real ou complexo).
Contudo, algumas das provas sé serdo realizadas para o caso real sendo o caso
complexo deixado como exercicio.

Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Num espago linear /' munido de um produto interno (, ), é vélida a desi-
gualdade
[(u,v)| < ||lul||lv]|, paratodowu,ve W. (5.8)

Ocorre a igualdade na expressao anterior se e s se os vectores v € v s@o linear-
mente dependentes.
A desigualdade (5.8) é conhecida por desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Demonstracdo. Se um dos vectores é o vector nulo a desigualdade € trivialmente

satisfeita. Suponhamos que v # 0 e considere-se o escalar ¢ = Tﬁﬁg . Calculando

[tv — ul|?, tem-se

250



Capitulo 5. Produto interno e ortogonalidade

0 < (tv —u,tv—u) Fars t{tv — u,v) — (tv — u, u)

!
,_.

=t(v,tv — u) — (u, tv — u)

Pgipgtﬂv,v) —t(v,u) — t {u,v) + (u,u), (5.9)
onde na tltima igualdade aplicamos o facto do conjugado de um niimero real ser
o préprio namero (por exemplo, (u, u) = (u, u)).

Como o produto de um nimero complexo pelo seu conjugado € igual ao qua-
drado do mddulo do complexo, tem-se

e el )l
tt=lt| —ﬂuzl = BE
AR (v, u)(v,w) _ (v, u)|? _ \(, v)
B T T E T
2Ty = (0w () pr{u,0)(u,0) |(u, v) [
t( ’ > ||UH2 HUHQ ”U||2 )

onde se levou em conta que o médulo de um complexo € igual ao médulo do seu
conjugado.
Substituindo as expressdes anteriores em (5.9), vem

2
[0}l v)]
R
2
Jullllel? = I, o)

N BE = [luf?[o]* = |{u,0)[* > 0. (5.10)

2
0 < f[tv —ul]* = + [l

Usando o facto de (u, u) = ||u|* e (v,v) = ||v||* serem quantidades ndo negativas,
da desigualdade anterior obtém-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Verifica-se a igualdade em (5.10) se € s6 se ||tv — ul|> = 0, ou seja, se € s6
se tv = u. Como t € um escalar, a igualdade tv = w significa que u e v sdo
linearmente dependentes. O

Se na desigualdade de Cauchy-Schwarz® a quantidade (u,v) for real (isto
acontece necessariamente se o espaco linear é real), para vectores ndo nulos u

3 Augustin-Louis Cauchy (1789 — 23 May 1857), matemético francés, e um dos pioneiros da
analise matemaética; Karl Hermann Amandus Schwarz (1843 — 1921), matematico alemdo com
indmeras contribui¢cdes em andlise complexa.
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e v, resulta

o)l g fw)

< < <1
Il Il

Se 6 é um angulo cuja medida em radianos varia de 0 a 7, entdo cos § toma valores
entre —1 e 1 (uma dnica vez). Podemos assim definir angulo entre dois vectores
da forma que se segue.

Definicao 5.3. Sendo u e v vectores de um espago linear real munido de um
produto interno (, ), definimos angulo entre u e v como sendo o Gnico angulo
0 < 0 < 7 que satisfaz a igualdade

{u, v)
[lulllloll

cosf =

Exemplo 5.5. Considere em R* o produto interno usual. O angulo entre os vec-
toresu = (1/2,0,0,1) e v = (0, 1,0, +/3) é dado por:

Jul =v2+1=v3, |v[=v1i+3=2 e (uv)=+3.

Logo,

s

cosf = =

¢

Uma das consequéncias importantes da desigualdade de Cauchy-Schwarz é a
chamada desigualdade triangular da norma.

Desigualdade Triangular

Se u e v s@o vectores de um espaco euclidiano, entdo

[[u+ ol < [Jufl + o]

Demonstragdo. Calcule-se ||u + v||? usando as propriedades da defini¢do de pro-
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duto interno num espago linear real (o caso complexo ¢ deixado como exercicio).

|u+v||? = <u—|—v,u+v>g(u%—v,u)%—(u—l—v,w
1

=

(u,u4+v) + (v,u+v)
P2

PL (u,u) + 2(v,u) + (v, v)

= [lull® + llv]l* + 2(u, v)
<l + |l + 2 [{u, v)]| (Propriedade do mé6dulo)
< lull® + vl + 2||ull]|v]|- (Des. Cauchy-Schwarz)
Ou seja,
l+ ol < (Jlull + Joll)* -
Como as quantidades na desigualdade anterior sdo todas ndo negativas, extraindo

a raiz quadrada resulta a desigualdade pretendida. O

Exercicio 5.6. Faca a demonstracdo da desigualdade triangular para o caso do
espaco linear ser complexo. Para tal necessita de usar alguns resultados sobre
nimeros complexos enunciados no Exercicio A.1 (pag. 510). A

Vectores ortogonais

Em R? dois vectores sio ortogonais (ou perpendiculares) se o angulo entre eles é
recto. Ou seja, se o produto interno usual (u, v) = ||ul|||v]| cos 6 € igual a zero. E
portanto natural generalizar esta no¢do a um espaco linear qualquer, do seguinte
modo:

Definicao 5.4. Dois vectores u e v de um espaco euclidiano dizem-se ortogonais
ou perpendiculares), se (u,v) = 0.
Quando u e v sdo vectores ortogonais escrevemos v L v.

Sendo u e v dois vectores ortogonais, tem-se |[u — v|| = ||u + v]|| (ver Fi-
gura 5.3). De facto, se u e v sdo dois vectores ortogonais, entao

lu = ol* = u = v,u — v) = (u,u) = (u,v) = {w,v) + (v,0)
= [ull* + [[]I*,

Hu—i—vH2 = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (u,v) + (v, v)
= [lull?®+ [lo]]*.
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lu = (=0)

[ —v (% —v

Figura 5.3: Vectores u e v respectivamente ortogonais e ndo ortogonais.

Acabamos de mostrar que o Teorema de Pitidgoras € valido em qualquer espaco
linear munido de um produto interno.

Teorema 5.1. Teorema de Pitagoras
Se u e v sdo vectores ortogonais de um espaco euclidiano, entdo

[ = vl|* = llull® + [[o]|*.

Além disso, também se verifica ||u — v||* = |Ju + v||?.

7,
N
v (7

Figura 5.4: Teorema de Pitdgoras num espaco euclidiano.

Exercicio 5.7. a) Mostre que num espago linear real a relacdo de ortogona-
lidade u L v é equivalente a ||Ju + v||* = [Jul|? + |Jv]|*.
b) Mostre, através de um exemplo, que num espaco linear complexo ¢é falsa
uma das implicacdes da equivaléncia da alinea anterior.
A

Exercicio 5.8. Mostre que se u é ortogonal aos vectores v € w, entdo o vector u €
ortogonal a qualquer combinagio linear de v e w. Isto é,

ulveulw= ul (av+ pfw), comq, [ escalares.
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Projeccao ortogonal de um vector sobre outro

Em R2, a projec¢io ortogonal do vector u sobre o vector v € um vector p com a
direc¢do de v e tal que u— p € ortogonal a v. Assim, o vector projec¢do ortogonal
de u sobre v € um multiplo de v, isto &, p = kv. Observe a Figura 5.5.

P v

Figura 5.5: O vector p € a projeccdo ortogonal de u sobre v. O vector u — p é
ortogonal a v.

Num espaco linear real ou complexo, definimos projeccdo ortogonal de um
vector u sobre o vector ndo nulo v como sendo um vector p = kv (k escalar do
espaco), tal que (v — p) L v. Usando a relagdo de ortogonalidade (v — p) L v,
podemos determinar o escalar k, e consequentemente o vector p. Ou seja, para

v#£0,
0= (v,u—p)=(v,u—kv) = (v,u) — k{v,v)

(v, u)

]l

[0]

= (v,u) —kllv]|* <=k =

v, U . .
Logo,p = kv = wv. Passamos a designar o vector p por proj,, u.
v

Definicao 5.5. Num espaco linear W munido de um produto interno (, ) a
projeccdo ortogonal do vector u € W sobre o vector ndo nulo v € W, é de-
finida por

(v, u2>u
o]

proj, u = (5.11)

Nota 30. Num espaco linear complexo ndo é indiferente usar (v, u) ou {u,v) na
definicdo (5.11), de projeccdo ortogonal. Se tivéssemos definido (como acontece
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5.1. Produto interno num espaco linear

em alguns textos), o produto interno como sendo linear na primeira varidvel, na
Definicdo 5.5 apareceria (u,v) em vez de (v, u).

Exemplo 5.6. Consideremos C? munido do produto interno usual, e determine-
mos a projecgdo ortogonal do vector x = (24, 1) sobre y = (7,0). Como

(1,0), 2i,1)) = 22 =2 ¢ [1.0)? = —* =1,

tem-se
((4,0), (2i,1))

TROIE (7,0) = 2(7,0).

proj, X =

¢

Exemplo 5.7. Usemos a expressao (5.11) para confirmar que (u — proj, u)) L v.

,u)

[l

)

(v, u—proj,u) = (v, u—

= (v, u)

v
——

escalar

= (v,u) — (v,u) = 0.
¢

Exercicio 5.9. Considere o subespago S = Span{vy,vs,...,v,} de um espaco
linear W' tal que (v;,v;) = Oparatodoi # jei,j=1,...,n. Sejaxz € W.

a) Justifique que o vector w = proj,, « + proj,,  + - - - + proj,  pertence a

S.

b) Sendo w o vector da alinea anterior, mostre que o vector x — w € ortogonal
aw.

A

Consideremos R" e C™ munidos do produto interno usual, € sejam x e y vec-
tores destes espagos. Calculemos proj,, x usando a expressao matricial do produto
interno. Nos célculos que apresentamos a seguir identificamos matrizes 1 X 1 com
escalares.
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Capitulo 5. Produto interno e ortogonalidade

a) Parax ey # 0 pertencentes a R", tem-se

y.x)  _ y'x y'x 1 T

= y=y = (yy') x,

lyll>= Iyl Iyll? Iyl =~
——

nxn
escalar

proj, x =

onde na ultima igualdade se aplicou a associatividade do produto de matri-
zes. Assim, a projeccdo ortogonal de um vector sobre outro pode obter-se
por multiplicacdo por uma matriz. Isto &,

1
proj, x = PyX, onde Py € a matriz, de ordem n, Py, = Wny.
Yy
b) Para x e y # O pertencentes a C", tem-se
: y.x) _ y'x yi'x 1 (yy")
projy X = y = Y=y = Yy )X
Y Iyl>= lyl? Iyl? llyllP =~
N nxn
escalar
Portanto,
1
proj, X = Pyx, onde Py € a matriz de ordem n, Py = WYYH'
y

Do Exemplo 5.7 sabemos que (z — proj, x) é ortogonal a y. Logo, para o
produto interno usual em R"™ (ou C"), tem-se que

X —proj, x =x — Pyx = (I — Py)x,

¢ um vector ortogonal a y.
A discuss@o anterior pode resumir-se da seguinte forma:

Se R™ (resp. C™) estda munido do produto interno usual, a projec¢o ortogonal
do vector x sobre y # 0 é dada por

proj, x = PyXx,
onde Py € a seguinte matriz n X n:

1

T
= Yy resp. P, =
ML (resp- By

iy, 5.12

Py

O vector (I — P,)x é ortogonal a y.
A matriz P, é designada por matriz de projecgdo ortogonal (sobre y).
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5.2. Bases ortogonais

5.2 Bases ortogonais

As bases ortogonais permitem uma simplificacdo computacional consideravel.
Como veremos adiante, dada uma base ortogonal de um espaco linear, qualquer
vector do espaco € igual a soma das projec¢des ortogonais do vector sobre os vec-
tores da base. Trata-se de uma generaliza¢do de um facto bem conhecido em R?
e R? onde as coordenadas de um vector relativas a base canénica (que é uma base
ortonormada) se obtém das projec¢des ortogonais do vector sobre vectores com
direc¢des dos eixos coordenados.

Definicao 5.6. Conjuntos ortogonais e ortonormados
Um subconjunto U = {uy,us,...,u;} de um espaco euclidiano diz-se um
conjunto ortogonal, se todos os vectores de U sao ortogonais dois a dois. Isto €,

(uj,uj) =0, paratodo i #jei,j=1,... k.

O conjunto U diz-se ortonormado se é ortogonal e todos os seus vectores tém
norma igual a 1. Ou seja,

(uj,uj) =0 e |lul| =1, paratodo i#jed, j=1,...,k.

Um conjunto ortogonal (resp. ortonormado) que seja uma base diz-se uma
base ortogonal (resp. base ortonormada).

Exemplo 5.8. Considere-se R? munido do produto interno usual.

a) A base {(1,2),(—2,1)} de R? ¢ uma base ortogonal mas néo é ortonor-
mada.

b) A base {%(1, 2), %(—2, 1)} é uma base ortonormada de R?.

¢

Como vimos, a partir de um qualquer vector ndo nulo podemos obter um vec-
tor de norma unitaria. Assim, dado um conjunto ortogonal que ndo contenha o
vector nulo podemos sempre obter um conjunto ortonormado, bastando para tal
multiplicar cada vector do conjunto pelo inverso da respectiva norma. Passamos
a designar este procedimento por normalizagcdo.

U ortogonal U ortonormado

normalizag@o

U={uy,...,u} U:{lﬁiuv“"uzﬁn}'

(5.13)




Capitulo 5. Produto interno e ortogonalidade

E 6bvio que os conjuntos U e U geram o mesmo espago linear.

A proposicio que se segue garante-nos a independéncia linear de um conjunto
ortogonal.

Proposicao 5.1. Qualquer conjunto ortogonal, que néo contenha o vector nulo,
¢ linearmente independente.

Demonstragdo. Seja U = {uy,...,ur} um conjunto ortogonal (isto é, tal que
(u;,uj) =0 paratodoi,j =1,...,kei## j)que ndo contém o vector zero.

Verifiquemos que a Gnica soluc@o da equagido aju; + -+ apup = 0€ oy =
-+« = oy = 0. Seja u; um qualquer vector de U. Sao vélidas as igualdades

0= <Ui,0l1’l£1 + -+ CVkUk> = 041<U¢,U1> + - ai<ui,ui> + -+ ak<ui,uk>
a;{u;,u;)  (os vectores u; sdo ortogonais dois a dois)
|? <= a; = 0 (j4 que u; # 0).

Oéz‘HUz‘
Logo, como i é qualquer, obtém-se oy = -+ = ay, = 0. O

Consideremos R™ munido do produto interno usual e o subconjunto U = {uy, ..., uz} C
R™. Seja A a matriz que cujas colunas s@o os vectores uy, . . ., uy. Isto €,

A= |u uws --- uy

As linhas de A” s@o os vectores ul,ul,...,ul. O produto A”A é a matriz
(simétrica) de ordem £, dada por

—u
T
— u —
ATA = ,2 u uy - w
|~ —
ufu; ufu, - uly, |lai])>  (up,ug) -+ (ug,ug)
_ wup wuy o uyuy _ (u,u2)  flwef® - (w2, )
ufu uwiuy o ufug (w,up) (ug,up) -+ [Jug?

Podemos concluir:
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5.2. Bases ortogonais

Proposicao 5.2. Seja A uma matriz real.

1. As colunas de A formam um conjunto ortogonal (em relagdo ao produto
interno usual em R™) se e s6 se a matriz AT A ¢ diagonal.

2. As colunas de A formam um conjunto ortonormado se e s6 se a matriz
AT A é igual 2 matriz identidade (isto é, AT A = I).

Exercicio 5.10. Considere o produto interno usual em C”, e A uma matriz com-
plexa. Mostre que:

e As colunas de A formam um conjunto ortogonal se e s6 se a matriz A7 A é
diagonal.
e As colunas de A formam um conjunto ortonormado se e s6 se a matriz A7 A
é igual a matriz identidade (isto é, A7 A = I)*.
A

O Teorema 5.2 a seguir estabelece que as coordenadas de um vector relativas
a uma base ortogonal podem exprimir-se em termos das projec¢des ortogonais do
vector sobre os vectores da base.

Teorema 5.2. Seja B = (uq, ua, . . ., u,) uma base (ordenada) ortogonal de um
espaco linear W.
O vector das coordenadas de x € W na base B, xg = (c1,¢2,...,¢,), tem
componentes
P <ui7 $>
C il

Em particular,
T = proj,, T + -+ + proj, =.

Se B é uma base ortonormada, entdo ¢; = (u;, x).

Demonstracdo. Sendo B uma base de W, o vector x escreve-se de forma tnica
como combinag¢@o linear dos vectores da base. Seja x = cjuq + - - - + ¢, uy,, onde
0s ¢; sdo as coordenadas de x na base B. Logo,

(ug, ) = (us, crug + -+ + cptin) = 1 (ug, ur) + -+ - + e {ug, uy)

= ¢;(uy, uy) (a base € ortogonal e portanto (u;, u;) = 0 parai # 7).

4Uma matriz real A que verifica AT A = I diz-se uma matriz ortogonal, enquanto que se A
for complexa e verifica A7 A = I, diz-se que A é uma matriz unitéria. No Capitulo 7 estudam-se
propriedades destas matrizes.
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Capitulo 5. Produto interno e ortogonalidade

Os vectores u; sdo ndo nulos uma vez que sdao vectores de uma base, por conse-
guinte

(ug, ) B (u;, )

(ui, ug) a [Juall?

C; =

Da defini¢do de projeccdo ortogonal de um vector sobre outro (ver (5.11))
tem-se c;u; = proj,, ¥, € portanto x = proj,, r + ---+ proj, =.

No caso da base ser ortonormada, todos os vectores u; satisfazem ||u;|| = 1,
pelo que a afirmacido final segue da expressao obtida para os ¢;’s. O

5.3 Complemento ortogonal de um subespaco

Dois subespagos U e V' de um espaco linear W dizem-se subespagos complemen-
tares se qualquer vector w de W se escreve na forma w = u + v, com u € U
ev € V,e,além disso, a intersec¢do dos subespacos é U NV = {0}. Ou seja,
U e V sdo subespacos complementares em W se W = U +V e U NV = {0}.
Quando isto acontece escrevemos W = U @& V', que se 1€ “WW € a soma directa de
UcomV”.

Subespacos complementares num dado espaco linear W' gozam da proprie-
dade da soma das suas dimensdes ser igual a dimensao de WW. De facto, usando a
Proposicao 3.10 na pagina 141, a dimens@o do subespaco U + V', é dada por

dim(U + V) = dim U + dim V — dim(U N V), (5.14)

e portanto se U e V' s@o subespagos complementares em W, tem-se dim(UNV') =
0,peloque dim W = dimU +dim V.

Em R? sdo exemplos de subespacos complementares duas quaisquer rectas
distintas concorrentes na origem. Em R?, qualquer plano que contenha a origem
¢ um subespaco complementar de uma recta que passa pela origem e ndo esteja
contida no plano.

Estamos interessados em estudar subespacos de um espaco euclidiano que
para além de serem complementares sejam ortogonais entre si, no sentido em
que qualquer vector de um subespaco é ortogonal a qualquer vector do outro
subespaco. Quando isto acontece, um subespaco diz-se o complemento ortogo-
nal do outro subespaco.
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5.3. Complemento ortogonal de um subespago

Definicao 5.7. Seja W um espaco linear munido de um produto interno (, ) e S
um subespaco de V.

O complemento ortogonal de S € o conjunto de todos os vectores de W que
sdo ortogonais a qualquer vector de S. Designamos o complemento ortogonal
do subespago S por S+. Ou seja,

St={zecW: (u,x)=0,VucS}.

Vamos verificar que a defini¢do apresentada significa que S e S+ sdo subespacos
complementares em W . Comecemos por mostrar que S+ é um subespago.

Proposic¢io 5.3. O complemento ortogonal S+ do subespago S € um subespaco.

Demonstragdo. Para mostrar que S+ é um subespago, basta mostrar que é fechado
para a adi¢do e para a multiplicacio por escalares. Como,

v €St <= (u,z) =0 paratodo u€S
y€ St <= (u,y) =0 paratodo u € S,
resulta que

(u,z) + (u,y) =0 <= (u,z+y) =0 paratodou € S
k{u,x) =0 <= (u,kx) =0 paratodou € S e k escalar.

As equivaléncias anteriores dizem que os vectores = + y € kx pertencem a S,
para quaisquer z,y € S e k escalar. Ou seja, S* é subespaco. O

Mostremos agora que um subespago S € o seu complemento ortogonal S+ se
intersectam apenas no vector zero.

Proposicio 5.4. Seja S um subespago e S+ o seu complemento ortogonal.
Verifica-se:
Sn S+t ={o}.

Demonstragdo. Sendo S e St subespacos, 0 zero pertence a ambos 0s conjuntos,
istoé,0 € SN S+. Tome-se z € SN S+.

Como todos os vectores de S sdo ortogonais a qualquer vector de S, temos
que z € ortogonal a si préprio, ou seja,

0= (z,2) = |z]|* <=2 =0, (propriedade P4 da Defini¢do 5.1).
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Capitulo 5. Produto interno e ortogonalidade

Exemplo 5.9. Verifiquemos se sdo ou ndo complementos ortogonais os seguintes
conjuntos de R? (munido do produto interno usual).

a) U = Span{(1,2,0),(1,0,1)} e V = Span{(1,0,0)}. O subespago V'
ndo é o complemento ortogonal de U ja que ((1,0,0),(1,0,1)) = 1. Ou
seja, ha vectores de U que ndo s@o ortogonais a vectores de V.

b) U={(z,y,2) ER®:2+y—2=2}eV = Span{(1,1,—1)} ndo sdo
complementos ortogonais, visto que U ndo é um subespaco (U é um plano
que nio contém a origem).

o) U={(z,y,2) eR*:2+y—2=0}eV =Span{(1,1,-1)}.

Os conjuntos U e V' s@o subespagos e uma base para U é {(—1,1,0),(1,0,1)}.
Como ((—1,1,0),(1,1,-1)) = 0e ((1,0,1),(1,1,—1)) = 0, tem-se que
U = V+. Note-se que dados dois subespacos com bases B e B’, para mos-
trar que os subespacos sdo ortogonais basta provar que cada vector da base
B ¢é ortogonal a todos os vectores da base B’ (ver Exercicio 5.8).

Teorema da decomposicao ortogonal

J4 mostramos que o complemento ortogonal S+ do subespago S ¢ um subespago e
que St NS = {0}. Para mostrar que S e S~ sdo subespagos complementares em
W falta mostrar que qualquer vector de IV se escreve como a soma de um vector
de S com um vector de S*+. Este é o contetido do Teorema da decomposi¢io
ortogonal. Antes de enunciarmos esse teorema mostremos o lema seguinte.

Lema 5.1. Seja {u1, ..., u;} uma base ortogonal do subespaco S de W, e x um
vector de WW. O vector

(w1, z) {ug, )

Up+- -+
e a2

Ts = Projg ¥ = proj,, T+---+proj, r = ug (5.15)

pertence a 8 , € 0 vector

T —Tg =T — Projgx
= o= (fafhu + o+ i)

[[ua]?

(5.16)

é ortogonal a S..
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5.3. Complemento ortogonal de um subespago

Demonstragdo. O vector xg pertence obviamente ao subespaco .S, uma vez que é
a soma dos vectores proj,, x, que sdo vectores de S. Vejamos agora que r — rg
¢ ortogonal a S. Para tal, basta verificar que x — xg é ortogonal a qualquer vector
de uma base de S. Assim,

(up, x — xg) = (uj,x —

I [ |2
(u1, ) (ug, )

< (2 > Hu1H2< 1) 1> HukH2< (2 k>

(ug, )y — <|TZ’|T2>< i, u;)  (jd que a base é ortogonal)

T
<’U,Z',ZE> 2
= (U;, T) — |° = 0.
Logo, z — x5 é ortogonal a S, isto é, x — x4 pertence a S=. O

Teorema 5.3. Teorema da decomposiciao ortogonal

Seja W um espago euclidiano e S um subespaco de W. Qualquer vector
x € W escreve-se de forma tnica como a soma de um vector g de .S com um
vector x5. do complemento ortogonal de S. Isto é,

T =I5+ xgL com tg€Se zgL €St

Define-se a projec¢do ortogonal de x sobre S como projg x = xg, € a projeccao
ortogonal de x sobre o subespago S+ como projg. = g .

A demonstragio deste teorema serd realizada supondo que o subespaco S ad-
mite uma base ortogonal. A existéncia de uma base ortogonal é assegurada pelo
processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt que serd descrito na Sec¢éo 5.5.

Demonstragcdo. Suponha-se que S admite uma base ortogonal e seja = um qual-
quer vector de WW. O vector rg = projgz definido no Lema 5.1 pertence a
S, e o vector x — x5 pertence a S*-. Logo, qualquer vector  de W ¢ igual a
x =2xg+(x—xg5) = r5+xg:. Faltamostrar que esta decomposi¢io € tnica. Para
tal, considere-se t = x5 +rgL e = Tg+TgL comxg,Tg € Sexgr,Tgr € S .
Subtraindo estas duas expressoes de x, tem-se

0= ($S —Tg) + (vgr — SESJ_). 617
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Capitulo 5. Produto interno e ortogonalidade

Os vectores (15 — Zg) e (rgL — Tg.) pertencem, respectivamente, a S e a S*, ja
que S e S+ sdo subespagos. Mas a igualdade (5.17) diz que os vectores (25 — Z)
e (g1 — Tg1) sdo simétricos, logo pertencem ambos a S N S=. Isto significa que
(v —Tg) =0 = (rgL — Tg1),jaque SN S+ = {0} (cf. Proposi¢do 5.4). [

Na Figura 5.6 ilustramos o Teorema da decomposi¢io ortogonal.

SL

=

3
)
95}

s

Figura 5.6: Teorema da decomposi¢io ortogonal, onde {u;, us} € uma base orto-
gonal de S.

As proposicdes 5.3, 5.4, e o Teorema da decomposi¢ido ortogonal permitem
concluir que dado um subespaco S de um espaco euclidiano W, se tem W =
S @St Consequentemente,

dim W = dim(S + S*) = dim S 4 dim S* — dim(S N S*) = dim S + dim S*.

Nota 31. [. A projecgcdo ortogonal sobre um subespaco S, de um espagco eu-
clidiano W, pode ser vista como uma funcdo (ou operador) Ps = projg :
W — S tal que

r sex €S
PS(I):{O se r € St

Consequentemente
PZ(x) = Ps(Ps()) = Ps(x) para todo x € W.

Um operador P que satisfaca a condicdo P* = P diz-se idempotente, ou
operador de projecgdo.
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Exemplo 5.10. 1) Consideremos um plano em R? que contém a origem. Este

2)

subespaco ¢é definido por uma equagéo do tipo ax + by + cz = 0, em que
a, b e ¢ ndo sdo simultaneamente nulos.

Qualquer vector (z,y, z) deste plano é ortogonal ao vector (a, b, ¢), visto
que
((a,b,¢),(x,y,2)) =ax+ by +cz=0.

Uma vez que o plano é um subespago de R? de dimensdo dois, 0 seu com-
plemento ortogonal é um subespaco de R? de dimensio um. Logo, a recta
que passa pela origem e tem a direc¢do do vector (a, b, ¢) é o complemento
ortogonal ao plano.

Considere-se R? munido do produto interno usual, e S a recta de equagio
y = x. Esta recta passa pela origem e tem a direc¢do do vector (1,1).
Assim, {1, 1)} é uma base de S. O complemento ortogonal S* é o conjunto
de todos os vectores (z,y) € R? ortogonais a (1, 1), isto é

(,y), 1) =z+y=0<=x=—y.
Logo
St ={(z.y) eR*: v =—y} ={(~y,y): y € R} = Span {(~1,1)}.

Por conseguinte, S+ ¢ a recta perpendicular a recta S que passa pela origem.

¢

A expressio (5.15), da projecgdo ortogonal sobre um subespago .S, pressupde
o conhecimento de uma base ortogonal de .S. No caso particular em que a di-
mensdo do subespaco S de W € igual a dim S = dim W — 1, podemos usar o teo-
rema da decomposicdo ortogonal para determinar projg = sem termos de determi-
nar uma base ortogonal de S. Neste caso, como a dimenséo de S LédimSt =1,
do Teorema da decomposic¢io ortogonal resulta

projg* = & — projg. & = T — Proj, T,

onde v é um qualquer vector néo nulo de S*.

Num espaco linear de dimensdo n, chama-se hiperplano a um subespago de
dimens@o (n — 1).
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Capitulo 5. Produto interno e ortogonalidade

Vejamos agora como se traduz a projeccdo ortogonal sobre hiperplanos de
R"™ para o produto interno usual. Relembremos que, para este produto interno, a
projeccdo ortogonal de um vector x € R" sobre o vector ndo nulo u € R" tem a
expressdo matricial Pyx, onde P, € definida em (5.12).

Considere-se o subespaco de R™ gerado pelo vector ndo nulo u e designe-se
por u'’ o seu complemento ortogonal (usamos a notag@o ut em vez da notacao
habitual (Span{u})"). O subespaco u' é um hiperplano uma vez que dim u’ =
n — 1. Para qualquer x € R", o Teorema da decomposi¢do ortogonal garante que

X = proj, X + proj,. X = Pyx+ Pyux <= (I — Py)x = P,.x,

significando que a projec¢do ortogonal sobre o complemento ortogonal ao subespaco
gerado por u é obtida multiplicando pela matriz (I — P,).
Verifiquemos agora algumas propriedades das matrizes P, e (I — Py):

= WuuT, as matrizes P, ¢ (I — P,) sdo matrizes simétricas.

e P2=P,e(I —P,)?= (I — P,),uma vez que

e Como P,

1 1 1
Pﬁ =P, ——=uu ) = uuluu? = uu! = P,.
[[uf]? [uf]* >~ [[uf]?

[[ul?
(I—P)?=(I—-P)I—-P)=1—-P,—P,+P>=1-P,.

Exemplo 5.11. Determinar proj,, X e proj,. X para os seguintes vectores

1 3
x= (0|, e u=|-1
2 2

Assim, usando a defini¢ao temos

_ (u,x) 3+4
ro X = u =
PO 2" 9+1+4

1
=5 |1
2 2

Podemos confirmar este resultado usando a matriz P,,.

9 -3 6 NE
proj, x = Pyx = ——uu’x = i 3 1 —2lx=21-1
[[all 6 —2 4 )
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A projeccdo ortogonal de x sobre o complemento ortogonal ao espaco gerado por
ué

—_
w
|
[

1 1
proj. X =x —projyx = [0| == [-1| =5 | 1 | =x— Pux= (I - Pu)x.

2l 2|2

Note-se que neste caso u’ é um plano perpendicular & recta definida por u. Se
para determinar a projec¢do ortogonal sobre este plano tivéssemos usado a ex-
pressdo (5.15) necessitariamos de determinar previamente uma base ortogonal do
plano. Sugerimos que confirme o resultado obtido calculando a projec¢do ortogo-
nal sobre o plano dessa forma. ¢

Teorema da Melhor Aproximacao

O Teorema da melhor aproximacdo esti na base de véarios resultados usados nas a-
plicacdes, com destaque para o problema de minimos quadrados que abordaremos
neste capitulo. Esse teorema afirma que dado um subespago S de W e um vector
x € W, o vector de S mais proximo de x é projg z = xg. Ou seja, que a distancia
de = a qualquer outro vector u de .S € maior ou igual a distancia de x a projg x:

dist(z, zg) < dist(x,u) qualquer que seja u € S.

Usando a defini¢do de distancia entre dois vectores (ver Definicdo 5.2), a desi-
gualdade anterior é equivalente a

|t — zg|| < ||x — u|| paraqualqueru € S.

Teorema 5.4. Teorema da melhor aproximacao
Seja W um espaco linear munido de um produto interno, S um subespaco de
W e x um vector de W . Entao,

|z —xs|| < || —u| paraqualquer u € S,

onde xg = projg x € a projeccdo ortogonal de = sobre S.

Demonstragdo. Pelo Teorema da decomposi¢@o ortogonal podemos escrever © =
rs+xge. Seja u um qualquer vector de S. Uma vez que os vectores t —xg = Tg.L
e rg — u € S sdo ortogonais, pelo Teorema de Pitdgoras (pag. 254), temos

lo —ull* =l 2 — zs +2s — ul* = o — ws|* + |25 — ul®

es+ es
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Da igualdade anterior obtém-se
lz = ul® > |lz — @s|?,
equivalente a desigualdade do enunciado. O

O Teorema da melhor aproximagéo permite determinar a distancia de vectores
de um espaco linear I a um subespaco S de . A distancia de v € W a um
subespaco S, € a menor das distancias de = aos vectores de S. Ou seja, a distancia
dist (z,.S), de = ao subespago S, é

dist (z,S) = mindist (z,u) = min ||z — u|| = ||z — xs|| = || projg. z||.
uesS ues

Distancia a um subespaco

Seja W um espaco linear, S um subespaco de W e = um vector de . A
distdnciade x a S é:
dist (x, S) = || projg. z||.

5.4 Ortogonalidade dos quatro subespacos funda-
mentais

Nesta seccao analisamos as relacdes de ortogonalidade entre os quatro subespagos
fundamentais de R™ associados a uma matriz real A. Relembremos (ver Sec¢éo 3.2,
pag. 114) que estes subespagos sdo: o nicleo de A; o espago das linhas de A; o
espaco das colunas de A; e o niicleo de AT,

Consideremos R™ munido do produto interno usual (x,y) = x’y. Se A é
uma matriz real p X n,

— 1 —
— 1, — | |
A= . = |C C2 -+ Cpj,
— 1, —
entao:
e Aslinhasly, 1y, ... 1, de A sdo vectores de R".
e As colunas ¢, Co, ..., c, de A sdo vectores de R?.
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Como estamos a considerar o produto interno usual em R", a multiplicacdo da
matriz A por um vector x € R" € igual a

_— 11 _— ‘ <11,X>
— 1, — I, x
Ax = 2 x| = < 2_ )
- 1P - <1p7X>

Logo, o conjunto dos vectores x € R™ que sao ortogonais a todas as linhas de A é
o conjunto de todos os vectores x que verificam Ax = 0, ou seja, o nticleo de A.

Se x verifica (x,1;) = O para¢ = 1,...,p, entdo x é ortogonal a qualquer
combinacio linear das linhas 1;, uma vez que

<X, 04111+...+Oép1p> :061<X, 11>+"'+ap<x7 1p> = 0.

Assim, qualquer vector do espago das linhas de A € ortogonal ao nicleo de A, isto

7

c,

(BL(A))" = N(A).
Como a relagdo anterior é vélida para qualquer matriz, em particular ¢ satisfeita
pela matriz transposta A”". Ou seja, (EL(AT))L = N(AT). Logo,

(EC(A))" = N(AT).

Resumindo:

(EL(A)* = N(A) e (EC(A)*=N(AT) (5.18)

Os espagos EL(A) e N(A) de uma matriz real p x n sdo subespagos de R”,
enquanto que FC(A) e N(AT) sdo subespagos de R”. Por conseguinte, de (5.18),
resulta

R" = EL(A)® N(A) e RP = EC(A)@® N(AT).

Do Teorema da dimenso (Teorema 3.6, pag. 144), tem-se que dim EC(A) =
dim EL(A) = car(A) = k enquanto que a dimensdo do nicleo de uma matriz é a
diferenca entre o ntimero de colunas da matriz e a sua caracteristica. Na Figura 5.7
ilustramos estes factos usando um diagrama apresentado por Strang em [11].

A expressao (5.15) para a projeccao ortogonal de um vector sobre um subespaco,
pressupde o conhecimento de uma base ortogonal do subespaco. Os resultados do
proximo exercicio permitem calcular a projec¢do ortogonal sobre um subespaco
de R™ sem determinar uma base ortogonal desse subespaco.
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dim = &

dim =n—k

Figura 5.7: Ortogonalidade dos quatro subespacos fundamentais para uma matriz
real A do tipo p X n, de caracteristica k.

Exercicio 5.11. Considere uma matriz real A do tipo p x n tal que AT A ¢ in-
vertivel, e a matriz quadrada P = A(ATA)~1AT. Mostre que:

(@) Pb=bseb e EC(A).
(b) Pb=0seb e (EC(A))*.
(c) P2=P.

(d) Justifique que as propriedades das alineas (a)-(c) equivalem a afirmar que a
matriz P fornece a projec¢ao ortogonal sobre o espaco das colunas de A.

(e) Verifique que se A tem uma tnica coluna ndo nula a, entdo proj, x = Px
para qualquer x € R?.

(f) Use a matriz P para determinar a projec¢do ortogonal de (1,2,0) sobre
S = Span{(1,1,1),(—2,0,1)}.

A

Nota 32. O exercicio anterior mostra que a matriz P dd a projeccdo ortogonal
sobre o espaco das colunas de A (desde que AT A seja invertivel). Assim, pode
calcular-se a projeccdo ortogonal sobre um subespagco de R" (munido do produto
interno usual) tomando para A a matriz que tenha por colunas uma base (ndo
necessariamente ortogonal) do subespaco linear em questdo.

No Teorema 5.8, pdg. 301, estabelecem-se condigcbes para invertibilidade da
matriz AT A.
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Exercicio 5.12. Considere o produto interno usual em C", S um subespago de
C"e B = (uy,...,u;) uma base ortonormada de S. Mostre que a projec¢ao
ortogonal sobre S é dada por

proj¢x = QQ”x paratodox € C", (5.19)

onde () é a matriz que tem por colunas os vectores da base B (pela mesma ordem).
Sugestdo: Use o Exercicio 5.11 com as adaptacdes convenientes ao caso de ma-
trizes complexas (substitua nesse exercicio o simbolo “T” por ‘H’). A

5.5 Ortogonalizacao de Gram-Schmidt e decompo-
sicao QR

Como se observa na expressdo (5.15), a projeccao ortogonal sobre um subespaco
S tem uma expressdo simples, desde que se conheca uma base ortogonal de S.
A questdo que naturalmente se coloca € a da existéncia de uma base ortogonal
para qualquer subespaco. A resposta a esta questdo é fornecida pelo denominado
processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidf® o qual permite obter uma base
ortogonal a partir de uma base dada. Par tal considere-se um conjunto de vecto-

res linearmente independentes V' = {vy, v, ..., v} de um espago euclidiano. O
processo de ortogonaliza¢cdo de Gram-Schmidt constrdi a partir de V', de forma re-
cursiva, um conjunto ortogonal U = {uy, us, ..., u;}. Os passos deste algoritmo

s@o detalhados a seguir.

Passo 1: Tome-se para u; um dos vectores de V:

Uy = vg.

Passo 2: Considere-se outro vector vy de V', e construa-se a projec¢do ortogonal de vy
sobre u;. Do Exemplo 5.7, sabemos que o vector v, — proj,,, vo € ortogonal
a u; (observe a ilustragc@o na Figura 5.5 da pagina 255). Tome-se para sy 0
vector v — proj,, va, isto €,

(u1,v2)

Up = Uy — Proj,, Vs = Vg — Wul.
1

SEste processo recebeu os nomes dos mateméticos Jgrgen Pedersen Gram (1850 — 1916) e
Erhard Schmidt (1876 — 1959), embora possa ser encontrado em trabalhos anteriores de Laplace e
Cauchy.
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Passo 3:

Passo i+1:

Considere-se o subespago S gerado por {uy,us}. Este subespago tem di-
mensdo igual a dois ja que os vectores uq, us SA0 ortogonais, € portanto
linearmente independentes (cf. Proposicdo 5.1, pag. 259). Além disso,
como uy é combinagdo linear de u; = v; e de vq, tem-se Span{u, ug} C
Span{v;,v2}. Como, por hipdtese, {vq,v,} € linearmente independente,
tem-se S = Span{uy, us} = Span{vy, v }.

Considere-se v3 um outro vector de V. O Lema 5.1 garante que o vector
U3 — Projg vz € um vector ortogonal a u; e uy. Tome-se para ug este vector

U3 = V3 — Projg vz = v¥3 — pProj,, vz — proj,, vs,

onde na segunda igualdade se aplicou o facto de {u,us} ser uma base
ortogonal de S.

Repetir o passo anterior considerando para S o subespago gerado pelos vec-
tores u; construidos nos passos anteriores, considerar um vector v;,; € V
ainda ndo utilizado, e tomar para u;+; = v;+; — Projgv;+;. Repetir este
processo até esgotar os vectores de V.

Acabamos de ilustrar o denominado processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt.

Teorema 5.5. Ortogonalizacao de Gram-Schmidt
Seja V' = {v1,va,..., v}, com k > 1, um conjunto linearmente inde-
pendente de um espacgo linear munido de um produto interno. O conjunto
U = {uy,us,...,ux}, formado pelos vectores
Uy = U1
<U1, ’U2>
Uz = V2 5 U1
[ |
(u1,v3) (ug, v3)
Uz = U3 ! 5 Uz
e | [[uz|l
U = Vg — prOju1 Uk — IOTOJ.u2 Vg — " — pTOjuk_l Uk,
¢ ortogonal.
Os conjuntos U e V' geram 0 mesmo espago.
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Demonstragdo. Para mostrar que o conjunto U é ortogonal vamos usar inducdo
sobre o nimero j de vectores de U. Para j = 2, como 0 vector va — proj,,, v €
ortogonal a u; (ver Exemplo 5.7), os vectores w4 € us S30 ortogonais.

Suponha-se que o conjunto {uy,...,u,} é ortogonal (hipétese de indugao).
Mostremos que o conjunto {uy, ..., up, uy41} também é ortogonal. Calculando
(ui, upi1), paraqualqueri = 1,..., p, tem-se

p
<ui7 up+1> = { Ui, Upt1 — Z M%‘
[

7=1
P
(uj, vp+1)
= (U5, vpe1) — Y Wwi’ u;)
j=1
Uiy U
= G vper) = B )
1

= <Uiﬂ)p+1> - <U¢7Up+1> =0,

onde na terceira igualdade aplicamos a hip6tese de indugdo. Logo, U € ortogonal.

Falta mostrar que U e V' geram o mesmo espaco. Os vectores de U, cons-
truidos a partir dos vectores de V', sdo da forma

U; = U — Proj,, Uy — Proj,, Vi — -+ — Proj,. . Ui,
isto €, os u;’s sdo combinagdes lineares dos vectores de V', e portanto Span U C
Span V. O conjunto U € ortogonal, e portanto U € linearmente independente pela

Proposicao 5.1 (pag. 259). Como as dimensdes de Span U e Span V' sdo iguais e
Span U C Span V, tem-se necessariamente Span U = Span V. O

Exercicio 5.13. Determinemos uma base ortogonal para o subespago
S =Span{(1,1,0),(0,1,0),(0,1,1)}.
E ficil verificar que os vectores v; = (1,1,0),v, = (0,1,0) e v5 = (0,1, 1) for-

mam uma base para S. Esta base ndo é ortogonal ja que, por exemplo, (v, vs) =
1.

Apliquemos o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt para obter uma
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base {u;, uz, uz} de S que seja ortogonal.

u; =Vvy = (17 170)
. 1 1
uy = vy — proj,, vo = (0,1,0) — 5(1, 1,0) = 5(—1, 1,0)

U3 = V3 — Proj,, V3 — Proj,, vs
1 1/2

=011 - 51,10 - 77 <‘71 %o> —(0,0.1)

Decomposicao Q)R

A factorizagdo de uma matriz A na forma A = @QR, onde () é uma matriz cu-
jas colunas formam um conjunto ortonormado e R é uma matriz triangular su-
perior invertivel, é conhecida como decomposicdo QR de A. Esta factorizagéo
tem variadas aplicacdes numéricas, nomeadamente no que respeita a algoritmos
para determinacao de valores proprios de matrizes de grandes dimensdes, sendo
também frequentemente utilizada na resolucéo de problemas de minimos quadra-
dos (ver Secg@o 5.7.2, pag. 295). A decomposic¢do ()R surge naturalmente como
consequéncia do processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt.

Considere-se uma matriz A cujos vectores coluna cy, cs, ..., c, sdo linear-
mente independentes

| |

A= |c; ¢ -+ ¢,
| |

Podemos aplicar o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt ao conjunto
V = {cy,cq,...,c,} e obter um conjunto ortogonal U. Se a este conjunto apli-
carmos a normaliza¢do referida em (5.13), obtemos um conjunto ortonormado de
vectores:

Gram-Schmidt Normalizag¢do
V:{cl,...,cn} _— U E— {qlv"'aqn}-
\J \J
Ortogonal Ortonormado
O conjunto V', 0 conjunto U e o conjunto {qy, . . ., q, } geram o mesmo subespago.

Assim, cada vector c; € V pode escrever-se como combinacdo linear dos vectores
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di, - - -,q,. Como o conjunto formado pelos q;’s € uma base ortonormada para o
subespaco gerado por V', do Teorema 5.2 resulta

C; = PI0jq, C1 + -+ -+ Projq, Cp-
Equivalentemente,

C1 = <0117 01>Q1 + <012, Cl>Q2 + -+ <Qn, Cl>qn
c2 = (1, Ca, )q1 + (d2, C2)q2 + - - - + (Qn, C2)qp

Cn = <Q17 Cn>q1 + <Q27 Cn>q2 +-+ (CIn, Cn>qn

Suponha-se que os vectores de U = {uy,...,u,} respeitam a ordem pela qual
foram construidos através do processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt. Ou
seja, suponha-se que cada vector q; = HE—H ¢ ortogonal a cada um dos vectores

C1,C2,...,¢gparal < i < mn. Como (c;,q;) = Oparaj =1,...,i—1,as
igualdades anteriores reduzem-se a

C1 = <0117€1>011
co = (q1, Ca)q1 + (g2, C2)q>

Cn = (a1, Cn)a1 + (A2, Cn) 2 + - - + (U, Cn) Ay

Exprimindo estas igualdades na forma matricial, e relembrando que a coluna j do
produto () R de duas matrizes ¢ a matriz () multiplicada pela coluna j de R (reveja
as definicdes 1.12 e 1.11, pag. 34), tem-se

<q17 C1> <CI1; C2> e <CI1; Cn>
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 (qo,c2) -+ (dg,Cp)
Ci C -+ Cyp| = (A1 92 - dn . . . .
S O S
A Q -~
R

Cada vector q; € o vector u; normalizado, onde u; € obtido pelo processo de orto-
gonalizacdo de Gram-Schmidt a custa de {cy, ..., c;_1}. Assim,

Cc1 .
&% = il < > para? = 1
t 1 i—1 (uj,c; .
™ (Ci - ZFI HJJ_HQ uj> paral <i < n,
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. Ou seja, para ¢ > 1 podemos escrever

]acz
mm+z: Tl

Logo, as entradas da diagonal principal da matriz R sdo dadas por

com p; =

i—1 <u]vc1>
C; — E; 1 a2 Wi

Cy
(qi,¢1) = (—7,¢1) = e,
el
i—1 (u4 C4>
(i, €i) = piQi, @) + Z #ﬁlm u;)
j=1
= Mz‘qu'HQ = Wi,

onde na pentltima igualdade aplicimos o facto de cada vector u; (e portanto q;)
ser ortogonal aos vectores uy, . .., u;_1. Ou seja, as entradas da diagonal principal
da matriz R sdo positivas. Enunciamos no teorema seguinte o que acabamos de
provar.

Teorema 5.6. Decomposicao ()R
Se A é uma matriz do tipo p X n cujas colunas formam um conjunto linear-
mente independente, entdo existem matrizes () e R tais que

A=QR,
sendo

(i) @ uma matriz cujas colunas formam um conjunto ortonormado, ou seja,
QTQ = I no caso de A ser real, e Q) = I no caso de A ser complexa.

(i) R uma matriz triangular superior cujas entradas na diagonal principal sdo
todas positivas.

Além disso, a factorizagdo A = QR € tnica.

Demonstragdo. Consideramos o caso em que A é uma matriz real deixando o
caso complexo como exercicio. Falta mostrar que a factorizacdo A = QR é
Unica. Comecemos por notar que se provarmos que a matriz 12 na factorizacao
A = @R é unica, segue de imediato que a matriz () é Gnica, uma vez que sendo
R invertivel, se tem

1 R= QR+ Q= Q.
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Provemos agora que a matriz R é Gnica. Suponha-se que existem matrizes R?; e
R, triangulares superiores com todas as entradas da diagonal principal positivas,
e matrizes ()1 e (5 cujas colunas formam conjuntos ortonormados, tais que A =
@1 Ry = Q2 R,. Como o conjunto das colunas de (); e ()5 é ortonormado (isto €,
QTQ, =T =QTQ,), e as matrizes R, e R, sdo invertiveis, verifica-se

RTQTQ R, = A"A = RIQYQyRy <= RTR, = RIRy = R\R;' = (RT)"'RY.

O produto de matrizes triangulares superiores (resp. inferiores) ¢ uma matriz tri-
angular superior (resp. inferior), a inversa de uma matriz triangular superior (resp.
inferior) é uma matriz triangular superior (resp. inferior), e a transposta de uma
matriz triangular superior ¢ uma matriz triangular inferior. Assim, da igualdade
anterior, obtemos

—1 _ T\—1pT —1z 71:

R R, = (R;) Ry, = R;R, ¢ diagonal.
H,—/ E/_/
triangular superior triangular inferior

Qualquer matriz triangular superior invertivel R pode escrever-se como o produto
de uma matriz diagonal cujas entradas na diagonal sdo as entradas da diagonal
principal de R por uma matriz triangular superior com 1’s na diagonal principal,
ou seja,

Rl :DlUl € RQZDQUQ,

com D, e Dy matrizes diagonais invertiveis, e U; e Us matrizes triangulares supe-
riores com 1’s na diagonal principal. Logo, para a matriz diagonal Ri R, = D,
tem-se

Ri\Ry' = D <= D,U,Uy' Dyt = D = U, Uy ' = D' DD,

Como a matriz U U, * é triangular superior com 1’s na diagonal, e D; DD, é
uma matriz diagonal, a igualdade U, U, 1 Dy DD, implica U1 Uy L— 7,isto é,

U1U51:I<:>U1:U2.

Alémdisso, se U; = Uy, entio RT Ry = AT A = RT R, é equivalente a U DU, =
Ul'D3U,. Como U, € invertivel, resulta desta igualdade que D? = D3. Como as
entradas na diagonal principal de D; e de D, sdo positivas por hipdtese, e Dy e
D, sdo matrizes diagonais, a igualdade D? = D3 é equivalente a D; = Ds. Logo,
Rl = RQ. |:|
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Exemplo 5.12. Considere-se a seguinte matriz

As colunas c; e ¢ de A sdo linearmente independentes, uma vez que a matriz A
tem caracteristica 2. Apliquemos o processo de Gram-Schmidt ao conjunto dos
vectores coluna de A, e normalizemos os vectores obtidos.

u; 1

u; =C1 = (1,2,0) ~oQql = = —(1,2,0)
lwl V5
<U17C2> 1 Uy 1
Uy = Co — u =—-(—-2,1,5) ~ qp=-—=—+(—-2,1,5).
[Jas [ 5 Juzll /30

Como (qy,¢1) = %, (a1,c2) = Ze(az.c2) = \/%, a factorizagdo A = QR é

1 —2/V6

! 1/V6 |, Rzl B \56]

Q=2 —

5.6 Determinantes, produto vectorial e produto misto
em R3

Nesta seccio fazemos uma interpretacdo geométrica do determinante de uma ma-
triz 3 x 3, e aproveitamos para introduzir alguns conceitos usados com frequéncia
em Célculo, como seja o produto vectorial e o produto misto.

O produto vectorial de dois vectores de R? sera definido como sendo um vector
de R? que goza da propriedade de ser ortogonal ao plano gerado pelos vectores
dados (quando esses vectores gerarem um plano).
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Definicao 5.8. Produto vectorial
Sejam x,y € R3 com x = (21, 79, 73) € Y = (Y1, Y2, y3). Definimos produto
vectorial, ou produto externo, de x por y,como sendo o seguinte vector de R3:

X Xy = (Toy3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)
— T2 X3 | _ | T1 T3 Ty T2
Yo ys | |y Y3 || 1 w2
_ Ty I3 |71 X3 e, - ry T2 es, (5.20)
Y2 Y3 Y1 Y3 Y1 Y2

onde ey, e; e ez designam os trés vectores da base candnica de R3.

Por analogia com o desenvolvimento de Laplace para o calculo do determi-
nante ao longo da primeira linha, é frequente escrever a igualdade (5.20) na forma:

€ € €3
XXYy=|[T1 I X3|. (521)
Y Y2 Y3

A expressdo (5.21) formalmente ndo tem sentido (ndo faz sentido calcular um
determinante de uma matriz cujas entradas da primeira linha sdo vectores e as
outras entradas nimeros) mas funciona como uma mnemonica para a expressao
que define o produto vectorial.

Relembrando que o determinante de uma matriz muda de sinal quando se tro-
cam duas linhas da matriz, quer usando (5.21) ou (5.20), temos: x Xy = —(y Xx).
Ou seja, o produto vectorial é anticomutativo.

Definicao 5.9. Produto misto
Sendo x,y,z € R® com x = (21,22, %3), ¥ = (Y1, Y2, y3) € 2 = (21, 22, 23),
define-se produto misto, ou produto triplo,de X,y e z (por esta ordem) por:

x-(yx2)=(x,y x2)
= I1(3/223 - y322) + $2(y321 - ?/123) =+ 353(3/122 - y221).

Como consequéncia imediata do desenvolvimento de Laplace (ao longo da pri-
meira linha) para o célculo de um determinante, e da defini¢do de produto vecto-
rial, o produto misto de trés vectores é exactamente igual ao determinante de uma
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matriz cujas linhas sio os vectores X,y e z. Isto €,

Tr1 To9 I3
x-(yxz)=|n ¥ ¥yl (5.22)
Z1 Z9 Z3

Das propriedades do determinante de uma matriz, resultam imediatas as seguintes
propriedades do produto misto:

x-(yxz)=y-(zxx)=2z-(xXYy)
=-y - (xx2z)=—-x-(zxy)=-2z-(y X X).

Uma propriedade importante do produto vectorial é a seguinte:

O vector x Xy € ortogonal ax e ay. Se x e y sdo linearmente independentes,
o vector x X y é perpendicular ao plano gerado por x e y.

Para mostrar a afirmagdo anterior, basta notar que (x,Xx X y) = x- (X X y)
corresponde ao determinante de uma matriz com duas linhas iguais, portanto igual
a zero. Da mesma forma (y ,x x y) = 0.

Exercicio 5.14. Use as propriedades do determinante de uma matriz para mostrar:

a) (y+w) xx=(yxx)+ (W xx).
b) k(x xy) = (kx) x y = x x (ky),com k escalar.
¢) x xx=0.

A
Usemos as propriedades do Exercicio 5.14 para mostrar a igualdade
X Xy = (X—proj,x) xy. (5.23)
b - o . (vx) -
a defini¢do de projeccdo ortogonal, proj, x = e y, e das propriedades a)-
y
¢) do exercicio anterior, tem-se
(x — proj, x) Xy L x y — (proj, x) X y
b (y, %)
SOy )
<)
=X XYy.
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Exercicio 5.15. Mostre que para os vectores e, e; € es da base candnica de R?
se tem:
e Xeyg=e3, €y Xez3=e, e3XxXe =es.

A

Exercicio 5.16. Mostre as propriedades seguintes e conclua que o produto vecto-
rial ndo ¢ associativo.

a) xx (y xz)=(x,2)y — (x,y)z.
b) (xxy)xz=(x,z2)y—(y,z)x.

A

Para além das propriedades que enuncidmos nos exercicios anteriores, referi-
mos em seguida uma propriedade essencial na interpretacdo geométrica do pro-
duto vectorial.

Proposicao 5.5. Para quaisquer x,y € R? verifica-se a identidade de Lagrange:
I x ylI* = Il Iy I* = ((x, ))*.
Além disso, a igualdade anterior € equivalente a
Il x yII* = lIx||*[ly||* sen® 6,

onde 6 é o anguloentre x e y.

Demonstragcdo. Para mostrar a identidade de Lagrange® basta calcular ||x x y||? €
I|x[[2[|y||2 = ((x, y))*. Para tal, considere-se x = (1,22, 25) ey = (Y1, 2, y3)-

[x x y|I* = (z2ys — w392)° + (z3y1 — 21y3)” + (T1y2 — T2t1)?
c
Ix[Py]* = ((x, ¥))* = (23 + 23+ 23) (Y} + y3 + ¥3) — (2151 + T2y2 + T3Y3)°.

Desenvolvendo os membros direitos das duas expressdes anteriores e comparando
os resultados, confirma-se a igualdade dessas expressoes.

6Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813), matematico francés.
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Da identidade de Lagrange e da defini¢do de dngulo entre os vectores x e y,
resulta

2
el 11 = (e y ) = Py l* = [l Iy [[* cos® & = [|x]|*ly[|*(1 — cos®0)

= [[x[*[ly[|* sen®6.

g

Nota 33. A igualdade ||x x y|* = [|x|*||y||?sen? @ diz-nos que se x e y sdo
vectores ndo nulos, o vector x X'y é nulo se e s6 se § = 0 ou 0 = 7. Ou seja, para
x#0ey #0,0vectorx xy = 0 seeséseXxey tém a mesma direccdo (isto
é, se e 5O se X e 'y sdo colineares).

Exercicio 5.17. Mostre que o determinante de uma matriz A cujas linhas sdo os
vectores u, v e u X v, por esta ordem, é sempre positivo, nomeadamente det(A) =
lu x v||>. Deduza ainda que se as linhas de A s@o os vectores u,v e —(u x v),
por esta ordem, entdo det(A) é negativo.

Sugestdo: Use a expressao (5.22). A

Vimos que u x v € ortogonal ao plano gerado por u e v, e que o seu compri-
mento é dado pela identidade de Lagrange. No caso de u e v serem linearmente
independentes, 0s trés vectores u, v e u X v sdo linearmente independentes e po-
demos usar estes vectores para definir um referencial em R3. O sentido de u x v
depende da orientac@o desse referencial.

A chamada regra da mdo direita’ é um processo pratico para decidir a orien-
tagdo positiva de um referencial em R3. Um terno ordenado (u, v, w) de vectores
linearmente independentes de R3 diz-se um triedro directo , ou uma base positiva
de R3, se estd de acordo com a regra da mio direita, isto é, se se pode dispor os de-
dos indicador e médio da m@o direita por forma a que apontem, respectivamente,
no sentido de u e de v, entdo o dedo polegar apontard no sentido de w.

Considerando os vectores da base candnica de R?, sio exemplos de triedros
directos:

(61762763)7 (62763761)7 (63761762)'
E facil verificar que uma base ordenada (e;, e}, e;), formada por vectores da base

candnica de R?, é um triedro directo se e s6 se o determinante da matriz cujas
colunas sdo os vectores e;, e;, e, por esta ordem, tiver o valor 1. Fixada uma

7A regra da mio direita foi introduzida pelo engenheiro electrénico e fisico inglés, Sir John
Ambrose Fleming (1849 — 1945).
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base ordenada B = (e;, e;, ;) qualquer outra base ordenada (u, v, w) de R estd
relacionada com a base B através da matriz de mudanga de base M. E natural
considerar-se que uma base ordenada (u, v, w) é positiva se det M > 0, e que é
negativa se det M < 0.

Definicao 5.10. Triedro directo

Uma base ordenada (u, v, w) de R, diz-se um triedro directo ou uma base
positiva, se o determinante da matriz cujas colunas (ou linhas) sdo os vectores
u, v, W, por esta ordem, é positivo.

Se u e v sdo vectores linearmente independentes de R3, o vector u X v é
ortogonal a u € a v, pelo que B = (u,v,u x v) é uma base de R?. Seja A a
matriz cujas colunas sdo os vectores u, v e u X v, por esta ordem. Da expressdo
(5.22), tem-se que det A = |[jux v||?, e portanto (u, v, u x v) é uma base positiva.

Interpretacao geométrica do determinante de matrizes 3 x 3

Nesta seccdo relacionamos os conceitos de produto vectorial e produto misto com
os conceitos de area e volume da geometria elementar.

Considere-se um paralelogramo definido por dois vectores x,y € R?, como
se indica na Figura 5.8.

h =yl send

X

Figura 5.8: Paralelogramo definido por dois vectores x e y fazendo um angulo 6
entre si.

Tomando como base do paralelogramo o lado definido por x, a altura h do
paralelogramo é igual a norma do vector (y — proj, y). Como exercicio pode
verificar que

h=|ly = proj yll = [ly|| sen®,
onde # é o anguloentre x e y.

A érea A do paralelogramo € igual ao comprimento da base vezes a altura.

Isto €,

A= [x]|h.
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Logo,
A = ||x]|||ly]| sen 6. (5.24)

Usando a identidade de Lagrange (Proposicéo 5.5), concluimos que a norma do
produto vectorial de x por y € igual a area do paralelogramo definido por x e y.
Note-se que o angulo 6 varia entre 0 e 7, e portanto sen 6 > 0.

Exercicio 5.18. Mostre que o valor dado pela férmula (5.24) nao depende da
aresta que se escolhe para base do paralelogramo. A

A érea A de um paralelogramo definido por dois vectores ndo nulos x e y de
R3 é igual & norma do produto vectorial de x por y:

A= x>yl

A area de um paralelogramo definido por dois vectores x = (z1,22,0) ey =
(y1,Y2,0), do plano zy, de R? é

A =[x xy| =(0,0,2192 — 2op1)|| = V(2192 — T2y1)? = |71Y2 — T2y

e ([ 24)

Exercicio 5.19. Determine a drea do tridngulo cujos vértices sao V; = (1, —1,2),
Vo =(0,4,3)e V3 =(1,0,1).

A

Consideremos agora o paralelipipedo definido pelos vectores x,y e z (Fi-
gura 5.9).

XXy

—

h = || projex, gl

Figura 5.9: Paralelipipedo definido pelos vectores x,y € z.
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O volume deste paralelipipedo € igual a area da base vezes a altura h. Tomando
como base o paralelogramo definido por x e y, a area da base ¢ igual a ||x x y||,
enquanto que a altura € igual a2 norma da projeccdo ortogonal de z sobre x X y (0
vector x X y € ortogonal ao plano gerado por x e y). Assim, o volume V é dado
por:

V=[x xyl|lh=|xxy| projcy, zl
(xxy,z)
(X X y)

_ ||xxy||\

x> yl?
X

=[x x y||WHX Xyl (ver Exercicio 5.4)
XXy

=[(xxy,z)|=z-(xxy)|.

Deixamos como exercicio verificar que o volume de um paralelipipedo é sempre
dado pela expressdo acima, independentemente de qual das faces se considera
como base.

Conclui-se que o volume de um paralelipipedo gerado por trés vectores linear-
mente independentes x, y e z de R?, é igual a0 médulo do determinante da matriz
cujas linhas sdo os vectores x,y e z. Ou seja,

_ X _
V=lz-(xxy)|=|det | — y —
_ Z _

Na igualdade anterior usou-se o facto do produto misto de trés vectores ser igual
ao determinante da matriz 3 X 3 cujas linhas sdo esses vectores. Resumindo:

e A érea do paralelogramo definido pelos vectores x = (z1,23) ey =

(yh y?) é
A = |det 1 22
Y1 Y2

e O volume do paralelipipedo definido pelos vectores x = (x1, o, 23),y =
(y1,¥2,y3) e 2 = (21, 22, 23) €

1 T9 X3
V=|det |y1 v 3
21 22 23
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Para terminar esta seccdo refira-se que as nog¢des de paralelipipedo e de volume
em R3 podem ser generalizadas a R". Um paralelipipedo em R? definido pelos
vectores linearmente independentes X, y e z € o conjunto de todas as combinagdes
lineares destes trés vectores com coeficientes variando no intervalo [0, 1]. Define-
se um paralelipipedo em R", gerado pelos vectores linearmente independentes
up, ..., U,,como sendo o conjunto:

{ayy+---+auu,: 0<a;<1,...,0<a, <1}.

A nocdo de volume de um paralelipipedo é generalizada de forma dbvia sob a
designacdo de medida. A medida M de um paralelipipedo de R™ é o mddulo
do determinante da matriz cujas linhas (ou colunas) sdo n vectores uy, ..., U,,
geradores do paralelipipedo. Isto €,

—_— u1 —_—

M = |det

5.7 Aplicacoes

Nesta secc@o abordamos as seguintes aplicacdes de conceitos estudados neste ca-
pitulo: (i) equagdes de rectas e planos em R?; (ii) minimos quadrados; (iii) trans-
formada de Fourier discreta. No cerne destas aplicacdes estdo varias propriedades,
anteriormente estudadas, de um espaco linear munido de um produto interno.

5.7.1 Equacoes de rectas e planos em R?

Comecemos por relembrar que no Capitulo 1 estabelecemos uma correspondéncia
biunivoca entre pontos e vectores do espago tridimensional. Esta correspondéncia
associa a um ponto P do espaco o vector de posi¢cdo p = O P, isto é, o vector apli-
cado na origem O. As coordenadas do ponto P sdo as coordenadas do respectivo
vector de posicao p.

No Capitulo 3, vimos que em R?® uma recta que passe pela origem, ou um
plano que contenha a origem, sdo subespacos de dimensao, respectivamente, 1 e
2. Isto quer dizer que uma recta que passa pela origem é gerada por um vector
u (ndo nulo), que determina a direc¢do da recta, enquanto que um plano que
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passe pela origem € gerado por dois vectores u e v linearmente independentes. O
conjunto gerado por um vector é o conjunto {tu : t € R}, de todos os miltiplos
do vector, enquanto o conjunto gerado por dois vectores u € v € o conjunto de
todas as combinagdes lineares desses vectores, ou seja {tu + sv : t,s € R}.
Assim, uma recta que passa pela origem e tem a direc¢éo do vector u € o conjunto

{X€R3:X:tu, tER},
e um plano que contém a origem e os vectores (ndo colineares) u e v € o conjunto
{xERB:X:tu—i-SV, t,sG]R}.

As rectas que ndo passam pela origem (resp. os planos que ndo contém a
origem) ndio sdo subespacos de R, no entanto estas rectas (resp. estes planos)
podem ser obtidos por translagdo de uma recta paralela (resp. um plano paralelo)
que passa pela origem. De facto, uma recta que passa por um ponto I e tem
a direccdo do vector u € o conjunto dos pontos X tais que os vectores FyX é
colinear com u, isto é, Pp.X = tu,comt € R. Como Pp.X = OX—-0F, = x—pyg
(ver Capitulo 1, pag. 28), tem-se que a recta que passa por F € o conjunto

{x e R®:x =ppy+tu, t € R} = py + Span{u}.

Ou seja, a recta que passa por Iy e tem a direc¢do de u € a translacdo da recta
Span{u} pelo vector py.

De igual modo, um plano que contém o ponto F, pode ser obtido por translacio
de um plano paralelo que passa na origem, gerado pelos vectores (linearmente in-
dependentes) u e v. Ou seja, um plano que contém F e € paralelo ao plano gerado
pelos vectores u e v é o conjunto de pontos

{xeR® :x=py+tu+tsv, t,s € R} =py+ Span{u, v}.

Na Figura 5.10 ilustram-se as translacdes de rectas e planos por um vector pg.

As equagdes x = pg + tu e x = pg + tu + sv que definem, respectivamente,
uma recta e um plano que passam por F, sdo designadas por equacdes vectoriais.
Quando nestas equacdes se explicitam as coordenadas dos vectores envolvidos,
essas equagdes recebem a designacgdo de equacdes paramétricas.
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Figura 5.10: Plano e recta que passam por F, como translacdes de um plano e de
uma recta que passam pela origem.

e As equacdes paramétricas de uma recta em R® que passa por Py, =
(%0, Yo, 20) € tem a direc¢do do vector ndo nulo u = (u, uz, uz) sdo:

T = x9 + tuq
X=pgt+tu<=<y=1y+tus teR.
z = zg + tus

o As equagdes paramétricas de um plano em R? que passa por Py =
(%0, Yo, 20) € é paralelo ao plano gerado pelos vectores linearmente inde-
pendentes u = (uy, ug, uz) € v = (v1, v2, v3) SA0:

T = xg + tug + svy
X=pgt+tu+sv<= ¢ y=yo+tus+svs tseR
z = zg + tus + svs

Exemplo 5.13. 1. As equacdes paramétricas de uma recta, com a direc¢do do
vector u = (—1,1,2) e que passa pelo ponto Py = (1, —2,3), sdo

r=1—t y=-241t 2z=3+2t, tekR

2. Asequagdes paramétricas de um plano que passa pelo ponto Py = (1, —2, 3)
e é paralelo ao plano gerado pelos vectores u = (1,1,0) e v = (2,0,1), sdo

r=1+t+2s, y=-2+4+t, z=3+s, t,seR.
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E frequente pretender-se determinar uma equagio de um plano conhecendo um
ponto Py = (o, Yo, 20) do plano e uma direc¢do normal n = (a, b, c) # (0,0,0)
(observe a Figura 5.11). Dizer que o vector n € normal ao plano significa que

. n

Figura 5.11: O vector n € normal ao plano que passa por Fj.

qualquer vector do plano € ortogonal a n. A condi¢do do vector genérico P, X do
plano ser ortogonal a n € traduzida pela equacgédo

(POXI, n) =0 <= (x — pg, n) =0.
Em coordenadas, a equacao anterior reduz-se a

((x — 20,y — Y0,2 — 20), (a,b,¢)) =0 <= a(x —x0) + by — o) +c(z — 29) =0
< ar+ by + cz =d,

onde d = axg + by + czp.

Uma equacdo cartesiana de um plano que passa por Py = (xg, %o, 20) € €
perpendicular an = (a,b,c) é

a(r — x0) +b(y — yo) + c(z — 20) =0,

ou, equivalentemente,

ar + by + cz = d, com d = axy + byy + c2p.

Exemplo 5.14. No Exemplo 5.13 determinamos equacdes paramétricas de um
plano passando pelo ponto Py = (1, —2, 3) e contendo os vectores u = (1,1,0) e
v = (2,0, 1). As equagdes paramétricas obtidas foram: = = 1+t+2s, y = —2+¢
ez=3+s.
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Eliminando os parametros s,? nestas equagdes (isto €, determinando uma
equacio que ndo envolva ¢ e s) podemos determinar uma equacgdo cartesiana do
plano. Assim, substituindo os valores t = y + 2 e s = z — 3 na igualdade para z,
obtemos para equacdo do plano

r=14y+24+22-06<= a2 —y—2z=-3.

Esta equag@o diz-nos que o vectorn = (1, —1, —2) é perpendicular ao plano. Uma
vez que sdo conhecidos dois vectores u e v geradores do plano, podemos confir-
mar que n € normal ao plano calculando o vector u x v o qual € necessariamente
um miltiplo do vector n. Calculando este vector obtemos u x v = (1, —1,—2).

¢

Sabemos que trés pontos ndo colineares, Py, P; € P, definem um plano. Para
determinar uma equacg@o do plano definido por esses pontos, note-se que os trés
pontos definem dois vectores (linearmente independentes) do plano, por exemplo,

=7 =75 R . ~
u = FyP, ev = PP, (veja Figura 5.12). Assim, podemos obter equacdes
paramétricas e cartesianas, para o plano, respectivamente das seguintes equagdes:

e X =py+tu+sv=py+tpi1—po)+ s(P2 — Po)-

e (x—pp,uxv)=0.

uxv

Sy
~_

Figura 5.12: o vector n = u X v € normal ao plano que passa por F.

Exemplo 5.15. Determinar uma equacdo cartesiana do plano II definido pelos
pontos Py = (1,-2,3), P, =(0,3,0)e P, = (—1,0,1).

Os vectoresu = p; —po = (—1,5,—3) e v = ps—po = (—2, 2, —2) definem
o plano. O vector u x v = (—4, 4, 8) é ortogonal a I1. Logo, sendo X = (z,v, 2)
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um ponto genérico de II, uma equagio cartesiana é

(x—po,uxv)=0<=((x—1,y+2,2—3), (—4,4,8)) =0
— —dr +4y + 8z = 12.

A equacgio obtida é equivalente a equacdo do plano do Exemplo 5.14 (os trés
pontos Fy, P, e P, pertencem a esse plano). ¢

Vejamos agora como obter equacdes cartesianas da recta que passa por Py =
(0, Yo, 20) € possui a direccio do vector u. Esta recta é a translagdo de uma recta
paralela que passa na origem, ou seja, é a soma py + Span{u} = py + 5. O
complemento ortogonal do subespaco S é um plano, gerado por dois vectores
(linearmente independentes) v, w, e portanto a recta é o conjunto de pontos X =
(x,y, z) tais que Py X é ortogonal a v e a w. Assim, a recta é o conjunto de pontos
X que satisfazem as equagdes:

{uﬁ*,w — {( = 70,5 — 90,2 — 20),V) = 0
(PX,w) = {((z— 20,y —Y0,2— 20),w) =0.

Calculando os produtos internos nas expressdes anteriores, temos

Uma recta que passa por Py = (¢, Yo, 20) € é perpendicular aos vectores
v = (v1,v9,v3) € W = (wq, we, w3) tem equacdes cartesianas:

{ vi(z — Zo) + v2(y — yo) + v3(z — 20) =0
wi(z — o) + wa(y — yo) + ws(z — 2p) = 0.

Estas equagdes reescrevem-se na forma

MT + vy + v3z = dy
w1 T + woy + w3z = ds.

Exemplo 5.16. Determinemos equag¢des cartesianas da recta que passa por Py =
(1,—2,3) e por P, = (2,—3,1). Esta recta tem a direc¢io do vector u = PyP; =
(1,—1,—2), ou seja, a recta é o conjunto de pontos pg + Span{u} = pg + S. O
complemento ortogonal S+ é o conjunto dos vectores (a, b, ¢) ortogonais a u, isto

c,
((a,b,c), (1,-1,-2)) =0<=a—-b—2c=0<=a=b+2c.

Assim,

St ={(b+2¢,b,¢): b,ce€R} =Span{(1,1,0),(2,0,1)}.
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Logo, tomando v = (1,1,0) e w = (2,0, 1) obtemos para equagdes cartesianas

da recta: ( >
X—po,Vv)=0 r+y=-1
{(x—po,w>:O — {2x+z=5.

No Exemplo 5.13 determindmos equagdes paramétricas da recta que passa pelo
ponto Fj e tem a direc¢do do vector u. Eliminando o parametro ¢ nessas equagdes
(r=1—-t,y=—-2+1tez=3+4 2t) obtém-se equagdes cartesianas para a recta,
equivalentes as equacgdes acima. ¢

Vimos que uma recta de R? é o conjunto de pontos py + Span{u} (u # 0),
enquanto que um plano é o conjunto py + Span{u, v}, onde u e v s@o linear-
mente independentes. Ou seja, uma recta € a soma de pg com um subespago S de
dimensdo 1, e um plano é a soma de py com um subespaco S de dimensao 2.

No caso da recta py + S, a dimensdo de S+ é dois, e portanto niimero de
equagOes cartesianas necessarias para definir a recta € igual a 2 (estas equacdes
descrevem o conjunto de vectores X tais que Fy X € ortogonal a cada vector de
uma base de S*). No caso de um plano py + S, a dimensio de S+ é 1, e portanto
o nimero de equagdes (cartesianas) que define o plano é 1.

Estas no¢des podem ser generalizadas a espacgos lineares de dimensao superior
a 3 da seguinte forma:

Definicao 5.11. Chama-se plano de dimensdo k, ou plano-k de R", a qualquer
subconjunto U de R™ da forma py + .5, onde pg € R™ e S € um subespaco de R"
de dimensao k. Diz-se que U é obtido de S por translagao segundo o vector py.
O subespago S € designado por subespaco director, ou subespaco das direccoes,
de U, e py € designado por vector de translagdo.

Um plano-1 é habitualmente designado por recta, um plano-2 por plano, e
um plano-(n — 1) de R™ por hiperplano.

Da discussio efectuada para o caso de rectas e planos de R3, podemos facil-
mente concluir que um plano-k de R", U = pg + S, é definido por um sistema
de n — k equagdes lineares da forma (x — pg, v;) = 0,onde {vy,va,..., Vv, }é
uma base para o complemento ortogonal S+ do subespago S.

Distancia de um ponto a um plano de R?

Consideremos em R3 um plano P que passa por Py, € um ponto () nio per-
tencente (em geral) ao plano. Pretende-se calcular a distancia de () ao plano P.
Geometricamente, esta distancia é a medida do segmento de recta de extremos ()
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e R,onde R é o ponto do plano que se obtém projectando ortogonalmente () sobre
P (observe a Figura 5.13).

Se P = po+ S, onde S é um subespago de dimensdo dois de R, a distancia de
(2 ao plano P € a distancia D de Fy() ao vector de S que lhe estd mais proximo,

ou seja, a distancia de P(@ ao vector projg Fy(). Usando a Definicdo 5.2 € o
Teorema da decomposi¢do ortogonal, tem-se

D = dist (R, projs P ) = | P — projs PG| = || projs: ARGl

Como a dimensdo de S+ € igual a 1, a projec¢do projg. m reduz-se a projec¢do
de @ sobre um vector n perpendicular ao plano. Isto é, a distancia de () ao
plano P = py + S é dada por

D = || proj, BoQ||-

A/\ .
D = | proj, B0

Figura 5.13: Sendo n um vector normal ao plano, D designa a distancia de () ao
plano.

Suponha-se que é conhecida uma equagio cartesiana a(z — x¢) + b(y — yo) +
c(z — z9) = 0 de um plano que passa pelo ponto Py = (zg, Yo, 20), € que se
pretende determinar a distancia do ponto ) = (z1,y1,21) a este plano. Da
equagdo cartesiana do plano sabemos que n = (a, b, ¢) é normal aolplano. Por

—_— 1.
vaz+ b2+ c?

A distancia do ponto ) = (z1,y1, 21) ao plano é a norma da projec¢@o orto-

conveniéncia de célculo, consideremos a normal unitaria n =
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gonal do vector m sobre . Ou seja, a distancia D pretendida é
D = || proja Gl = 14, @ — po)il| = |(i1, q — po)| 4]

1
=|(n, q— =——|{(a,b,¢), (21 — To,y1 — Yo, 21 — 2
(0, q — po)| m’(( ) (21 0, Y1 — Yo, 21 0))|
_ Jaes — m0) + by — ) + ez — )

B Va2 4+ b% + 2 .

Exemplo 5.17. Considere-se o plano py+ Span{u, v},com py = (1,—-2,3),u =
(—=1,5,-3) e v = (2,2, —2). Determinemos a distancia do ponto @) = (1,0, 1)
a este plano. Esta distancia D € igual & norma da projec¢do ortogonal do vector
Py = q— po = (0,2,—2) sobre um vector n ortogonal ao plano. Podemos
tomar para n o vector u x v = (—4, —8, —12). Assim,

((—4,-8,-12), (0,2, —2))
1(—4, -8, -12)|]?
| — 16 + 24| 8 2

D= || proje_s s (0.2, -2)] = H (4,8, -12) H

T4 =812 Ve VT
Como exercicio, confirme o resultado obtido calculando a distancia D da seguinte
forma: (i) determine uma recta r que passe por () e seja perpendicular ao plano;

(ii) determine o ponto R de intersecc¢io da recta r com o plano; (iii) determine o
comprimento do segmento de recta de extremos () e R. ¢

5.7.2 Minimos quadrados

E frequentemente necessario determinar uma curva “bem ajustada” a um conjunto
de dados obtidos experimentalmente. Por exemplo, suponha que como resultado
de uma certa experiéncia se obteve a seguinte tabela de dados:

$1‘x2“xn
yl‘yZ""‘yn

(5.25)

Os dados (x;,y;) podem representar-se por pontos do plano. Pretende-se encon-
trar uma curva y = f(z) que “melhor aproxima” os dados (pontos) obtidos. Na
Figura 5.14 indicam-se algumas possibilidades.

Comecemos por analisar o caso em que se pretende determinar uma recta de
equacdo y = az + b que se ajuste bem aos dados da Tabela (5.25). Em Estatistica,
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S N LA

(a) (b) ©
y=a+bx y=a-+bx+ca? y=a+bx + cx® + da?

Figura 5.14: Ajuste de curvas a um conjunto de pontos

este problema é conhecido sob a designacdo de regressdo linear. Se os pontos
(x;,y;) forem colineares, os coeficientes a e b de y = a + bz satisfazem o sistema
de equacdes lineares:

Y1 = a+ bxy
=a+bx
AT ax, (5.26)
yn:a‘l'bxn
com
(1 I x
1 z
=" k=] e s
b ;
Un 1 =z,

Se os pontos (z;, ;) ndo sdo colineares (como no caso da Figura 5.14-(a)), o
sistema (5.26) é impossivel. Quando o sistema Ax = y é impossivel, podemos
procurar um vector X de modo que a distancia de Ax a y seja a menor possivel. A
distancia que aqui consideramos ¢ a distancia definida pelo produto interno usual
em R™ (ver Defini¢do 5.2). Pretendemos pois encontrar um vector X tal que Ax
seja uma (boa) aproximacdo do vector y.

Definicao 5.12. Seja A uma matriz n X p e y um vector (fixo) de R”. Uma
solugdo de minimos quadrados do sistema Ax =y € um vector X de R” tal que

ly — A%|| < |ly — Ax]], (5.27)

para todo o x de R?.
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Geometricamente, determinar uma solu¢ao de minimos quadrados X = (a, ?)) do
sistema (5.26) € obter a recta y = a + b que melhor aproxima os dados (ver
Figura 5.14-(a)).

A designac@o “minimos quadrados” (ou “least-squares” em inglés) esta rela-
cionada com o facto de ||y — Ax||* ser uma soma de quadrados € de se pretender
minimizar esta quantidade (ou, equivalentemente, minimizar ||y — Ax||).

Para encontrar uma solu¢do de minimos quadrados do sistema Ax = y ire-
mos aplicar alguns dos resultados de capitulos anteriores. Relembremos alguns
resultados basicos essenciais:

(i) Dado um vector x, a expressdo Ax ¢ uma combinagio linear das colunas
de A, ou equivalentemente Ax pertence ao espago das colunas de A. Isto €,
Ax € EC(A).

(i) A inequagdo (5.27) significa que AX estd mais proximo de y que qual-
quer outro vector do espaco das colunas de A. Pelo Teorema da melhor
aproximagdo (Teorema 5.4, pag. 268), o vector de FC(A) mais proximo de
y € a projeccdo ortogonal de y sobre EFC'(A). Assim,

AX = prOjEC(A) y. (5 .28)

EC(A) ® Ax

Figura 5.15: O vector AX estd mais proximo de y do que qualquer outro vector
Ax € EC(A).

Nota 34. A equagdo (5.28) é sempre possivel visto que AX e projpc(a)y perten-
cem ao espago das colunas de A.

O Teorema da decomposigéo ortogonal (pag. 264) diz-nos que qualquer vector
de um espaco linear pode escrever-se (de forma Gnica) como a soma da projec¢éo
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ortogonal desse vector sobre um subespago com a projec¢do ortogonal sobre o seu
complemento ortogonal. Assim,

. . . (5.28) . 1
Y = Projpo(a) Y +Proj(pe(a)yt Y = Y —Projpca) Y = y—Ax € EC(A)™.
Logo, o vector (y — AX) é um vector do complemento ortogonal do espago das

colunas de A. Como o complemento ortogonal do espaco das colunas de uma
matriz € o ndcleo da sua transposta (relembre a igualdade (5.18)), temos:

(y —AR) € (EC(A)r <= (y—AR) e N(AT) <= AT (y —A4%) =0
—= ATy —ATAx =0 ATA%x = ATy.
(5.29)
Podemos pois concluir que uma solu¢do de minimos quadrados X satisfaz a se-
guinte equagdo.

Equaciao Normal

ATAx = ATy, (5.30)

A equagio (5.30) é designada por equagdo normal para o sistema Ax =y.

Acabdmos de mostrar que uma solu¢do de minimos quadrados do sistema
Ax = y satisfaz a equag@o normal. O resultado reciproco é igualmente valido. De
facto, se X é solugiio da equagiio normal, tem-se AT A% = ATy. Da equivaléncia
(5.29), resulta que (y — A%) € (EC(A))*. Logo, da unicidade da decomposigdo
ortogonal, temos que AX é necessariamente a projeccdo ortogonal de y sobre
EC(A). Ou seja, que X é uma soluc¢do de minimos quadrados. No teorema se-
guinte enunciamos o que acabamos de provar.

Teorema 5.7. O conjunto das solu¢des de minimos quadrados do sistema Ax =
y coincide com o conjunto (nfo vazio) das solu¢des da equagio normal A7 Ax =
ATy,

Exemplo 5.18. Suponhamos que se fizeram as seguintes observacdes:
z|1l 2 3
y 1 2 2
Estas observacdes correspondem a trés pontos no plano, representados na Fi-
gura 5.16. Vemos claramente que nfo existe nenhuma recta y = a + bx que passe
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Figura 5.16: Melhor aproximac@o de minimos quadrados do Exemplo 5.18.

por estes tré€s pontos. Esta afirmacido € equivalente a dizer que é impossivel o
sistema:

11 1
1 2{x= 2| < Ax =Y. 53D
1 3 2

Pretende-se determinar a recta y = a + b que melhor se ajusta aos pontos obser-
vados. Isto é, pretende-se determinar um vector X € R? que seja uma solugio de
minimos quadrados de Ax =y.

Usando o Teorema 5.7, a equagdo normal é

T AT 3 6 a o 5
AT Ax = ATy [6 14] M M.

Como a matriz AT A é invertivel, o sistema de equagdes normais tem solugdo
tinica dada por x = (AT A)"1ATy. Ou seja,

-
|
[y
ot
wWinN

N[ —=

Consequentemente, a recta de minimos quadrados y = a + bx é

_2 1

¢

Sendo X uma solug@o de minimos quadrados do sistema Ax = y, o vector AX
€ uma aproximacao de y. Esta aproximacéo é a melhor aproximac&o, no sentido
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em que o erro de minimos quadrados, ||y — AX||, é o menor possivel. O vector
d = y — A% é denominado por vector dos desvios, e portanto o erro de minimos
quadrados € a norma do vector dos desvios.

Para o Exemplo 5.18 calculemos o vector dos desvios, bem como o respectivo
erro de minimos quadrados. Recorde-se que a solu¢do de minimos quadrados
obtidaé x = (2/3,1/2) equey = (1,2,2). Logo, o vector dos desvios é

7 1
6 G
1
_ ¢ 5| |1
2
13 1
6 6
iy . V6 .
O erro de minimos quadrados € ||d|| = 5 Na Figura 5.17 encontram-se repre-

sentados os desvios, dy, dy e d3, ou seja as componentes do vector d = (dy, da, d3).

Y

Figura 5.17: Desvios para o Exemplo 5.18.

No Exemplo 5.18 o problema de minimos quadrados possui solugdo tnica, o
que nem sempre se verifica. Coloca-se naturalmente a questdo de saber em que
condi¢des um sistema Ax = y admite uma tnica solu¢do de minimos quadrados.
A equacdo normal € um sistema de equacdes lineares cuja matriz dos coeficientes
AT A é quadrada, portanto a unicidade de solu¢do de minimos quadrados é equiva-
lente 2 existéncia de inversa da matriz AT A. O resultado que se segue fornece um
critério para a unicidade da solu¢do de minimos quadrados em termos da matriz

A.
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Teorema 5.8. A matriz AT A é invertivel se e s6 se as colunas de A sdo linear-
mente independentes. Neste caso, o sistema Ax = y tem solu¢do de minimos
quadrados Unica, dada por

% = (ATA) A y.

Demonstragdo. Quando a matriz AT A é invertivel, da equagdo normal segue que
a solu¢c@o de minimos quadrados é dada pela expressdo do enunciado. Falta pois
mostrar que a matriz A7 A é invertivel se e s6 se as colunas de A sio linearmente
independentes. A prova deste resultado serd realizada em dois passos: (i) mostrar
que o nicleo de A é igual ao niicleo de AT A; (ii) usar (i) para provar o resultado.

(i) Mostrar que N(A) = N(ATA).
Se x pertence a N(A), isto é Ax = 0, o vector x pertence ao nicleo de AT A,
jaque
Ax =0 = ATAx = 0.

Logo, N(A) C N(ATA).
Para a implicagdo reciproca, suponha-se agora que x € N(ATA), isto &,
AT Ax = 0. Multiplicando esta igualdade por x*, obtém-se

ATAx =0 = x"ATAx = 0.
Porém,
xTATAx = 0 <= (Ax)"(4Ax) = 0 <= || Ax||* = 0 <= Ax = 0 <= x € N(A).
Logo, N(ATA) € N(A). Conclui-se portanto que N(A) = N(AT A).

(ii) Relembre que é condi¢io necessaria e suficiente para que uma matriz A tenha
colunas linearmente independentes, que a tnica solu¢do do sistema homogéneo
Ax = 0 seja a solug@o nula (ver Proposicao 3.14, pag. 152). Assim, a matriz A
tem colunas linearmente independentes se e s6 se N(A) = {0}. Como N(A) =
N (AT A), as colunas de AT A sdo linearmente independentes se e s6 se as colunas
de A sdo linearmente independentes.

Além disso, como a matriz AT A é quadrada, a independéncia linear das suas
colunas é equivalente a dizer que AT A é invertivel. A matriz AT A é a matriz dos
coeficientes do sistema de equacdes normais, logo a equagcdo normal tem solugdo
Gnica se e s6 se a matriz AT A é invertivel. O
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Nota 35. No caso de A ser uma matriz quadrada invertivel, a solucdo de minimos
quadrados do sistema Ax =y reduz-se ax = A7 (AT)1 ATy = A~y (usando
o Teorema 5.8). Neste caso, o sistema Ax =y é possivel e a solucdo de minimos
quadrados coincide com a solucdo do sistema Ax =y.

A técnica descrita para ajustar uma recta a um conjunto de dados generaliza-
se facilmente quando a curva € definida por um polindmio (como nos casos (b)
e (c) da Figura 5.14). Por exemplo, suponhamos que se pretende determinar o
polinémio iy = ag + a1x + - - - + az* que melhor se ajusta aos dados da seguinte
tabela:

ZL"ZIIl o - Tn
yly v o Un

Substituindo em y = ag + ayx + - - - + a,x* os n valores de e de y tabelados,
obtemos n equagdes lineares:

ag + arry + - - -+ apxf =y ao

a0+a1x2+-'-+akx§:y2 AX =y, comx = ay
— =y, =

. :
ap + a1x, + -+ -+ apx, =Y, Qg

Resolvendo como anteriormente a equagio normal AT Ax = ATy, determinamos
os coeficientes a; do polindmio de minimos quadrados.

Exemplo 5.19. Nos primeiros 5 meses do ano, as vendas (em milhares de euros)
de uma certa empresa foram: 2,2.2,2.6,3.2 e 4. Marcamos estes dados no grafico
que apresentamos na Figura 5.18. A representacdo gréfica destes dados sugere que
as vendas podem ser bem aproximadas por um polindmio de grau 2.

Assim, pretende-se determinar a parabola y(x) = ag + a1z + axz* que melhor
se ajusta aos dados, com a finalidade de usarmos esta func@o para estimar qual
o volume de vendas que a empresa ird realizar no dltimo més do ano (isto é,
determinar o valor de y(12)).

Vamos portanto determinar a aproximag@o de minimos quadrados do sistema

ag + a1 + as =2 1 1 1
ap + 2@1 + 4@2 = 2.2 1 2 4
ay + 3a; + 9a; =26 |1 3 9 |x=y,
ag -+ 4(11 + 16&2 =3.2 1 4 16
ap + 5&1 + 25@2 =4 1 5 25
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Milhares de Euros
|
]
-

Meses do ano

Figura 5.18: Dados do Exemplo 5.19.

comx = [ag ag}Tey: 2 22 26 32 4]T.Aequagﬁ0 normal é

5 15 55 14
ATAx = ATy <= |15 55 225|x= | 47
55 225 979 185.4

A solugio de minimos quadrados do sistema Ax =y é

2
%= (ATA) ATy = | -0.1
0.1

O polinémio procurado € portanto y(z) = 2 — 0.1z + 0.122. Assim, prevé-se que
as vendas da empresa no tltimo més do ano sejam de y(12) = 15.2 mil euros.
¢

Factorizacao ()R e minimos quadrados

A decomposi¢do (QR de uma matriz é um recurso computacional frequente-
mente utilizado na resolugc@o de problemas de minimos quadrados. Esta decomposicio
apresenta vantagens computacionais, em particular nos casos em que o célculo de
AT A ou da sua inversa no sdo aconselhdveis, por exemplo devido a propagacio
de erros de arredondamento. Fazemos por isso uma referéncia breve a forma como
a decomposi¢io ()R € utilizada na resolu¢iio da equag@o normal. Relembremos
o Teorema 5.6 que diz que uma matriz real A com colunas linearmente indepen-
dentes admite uma factorizagio (Gnica) na forma A = QR, onde () ¢ uma matriz
que verifica QTQ = I e R é uma matriz triangular superior invertivel.
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Considere-se uma matriz A com colunas linearmente independentes, e o pro-
blema de minimos quadrados modelado pelo sistema linear Ax = y. Como as co-
lunas de A sdo linearmente independentes, a equacio normal A7 Ax = ATy tem
solug?o tnica e a matriz A admite uma factorizagdo () R. Aplicando a factorizagéo
A = QR amatriz AT A, temos

ATA=(QR)"(QR) = R"Q"QR = R"R.
el

Como a matriz R é niio singular (j4 que R é nio singular), a equag¢io normal
pode reescrever-se na forma:

ATAx = Ay <= R"Rx = R"Q"y <= Rx = Q"y.

A equagio normal reduz-se portanto ao sistema Rx = QTy, cuja matriz dos
coeficientes ¢ uma matriz triangular superior. Logo, a soluc@o deste sistema pode
obter-se facilmente por substituicdo regressiva.

5.7.3 Transformada de Fourier discreta

Os métodos matematicos adequados ao tratamento de sinais (por exemplo, sinais
de audio ou imagem) fazem parte da Andlise de Fourier®. Nesta sec¢ciio abordamos
o assunto de uma forma suméria, e sob o ponto de vista da algebra linear.

Supde-se que o sinal é representado por uma fungio real de que se conhece
apenas um conjunto finito de valores. Pretende-se reconstruir o sinal (continuo)
através da sua amostra discreta. Para o efeito iremos aproximar a funcéo que re-
presenta o sinal por um polinémio trigonométrico, isto € uma combinacéo linear
de senos e cosenos, sendo os coeficientes desta combinacdo linear as incognitas a
determinar. Tal processo conduz-nos a resolucéo de um sistema linear cuja matriz
dos coeficientes é conhecida por matriz de Fourier. A resolucdo deste sistema
recebe a designagio de transformada de Fourier discreta (DFT®) da amostra do
sinal em causa. Como se verd, as colunas da matriz de Fourier (de ordem n) for-
mam uma base ortogonal de C™. Esta propriedade de ortogonalidade é essencial
em todos os modelos mateméticos dedicados ao processamento de sinal.

Nesta seccdo fazemos uma breve introdugdo ao assunto e finalizamos com uma
referéncia ao algoritmo conhecido por transformada de Fourier rdpida (FFT'?).

8 Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830), matemético e fisico francés.
9DFT é a abreviatura de “Discrete Fourier Transform”.
0EFT ¢ a abreviatura de “Fast Fourier Transform”.
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Este algorimo permite determinar a transformada de Fourier discreta com grande
economia computacional. Mostramos ainda que a FFT se deduz facilmente de
uma determinada factorizag¢@o da matriz de Fourier.

Como se disse anteriormente, um sinal é representado por uma fungéo real de
varidvel real f, definida num intervalo [a, b]. Por conveniéncia de célculo, con-
sideramos [a, b] = [0, 27]. Para além disso, consideramos que a amostragem do
sinal é realizada em periodos de tempo igualmente espacados no intervalo refe-

. . , , . . ™
rido, isto é, a amostra é realizada nos instantes ;, = k—,onde k = 0, ..., (n—1).

Ou seja, os dados da amostra s@o constituidos pelos n valores

f(0)7f<2§) f(‘%) f(@)

Na prética, o valor de n € bastante grande, pelo que o vector observado,

f = (f(l"o), f(ffl)a ceey f(xn—1)>>

pode ter dimensdes considerdveis.

Pretende-se aproximar f por uma func¢éo p tal que p e f coincidam nos pontos
da amostra, ou seja, p(xy) = f(zx), parak = 0,1,...,(n — 1). Uma fungéo p
que verifica esta propriedade diz-se uma funcdo interpoladora de f.

As fungdes interpoladoras que se consideram habitualmente sio combinagdes
lineares de senos e cosenos, sendo conhecidas pela designacdo de polindbmios
trigonométricos. Para simplificar os calculos consideramos que a funcao inter-
poladora p € uma combinacgdo linear de exponenciais complexas (relembre que

e*® = cos(kx) + isen(kx)), isto é,
p(x) = co+ 1™ + 6% 4 - 4 ¢y eTVE (5.32)
onde ¢y, ...,c,_1 s30 n coeficientes a determinar. Estes coeficientes sdo deno-

minados por coeficientes de Fourier. A designacdo “polindmio trigonométrico”
para p, esta relacionada com o facto da expressdo (5.32) resultar da substituicio
de z por € = z no polinémio p(2) = ¢y + c12 + 222 + - + 12V, Num
polindémio trigonométrico p(x) = Z;é cre™, designam-se por frequéncias os
inteiros k em e,

A fungido p(x) é uma fungio real com valores complexos, e a fung@o f que se
pretende aproximar toma valores reais. Por isso, uma vez determinado p, tomamos
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como aproximagdo de f a parte real de p, ou seja, consideramos a aproximagao
f(x) = Re(p(x)).
Dada a amostra £ = (f (o), f(21), ..., f(zn_1)), com z, = 2 determinar

a sua Transformada de Fourier discreta equivale a determinar os coeficientes de
Fourier cy, c1, . . ., c,_1 que satisfazem as igualdades

f(ﬂfo) = p(xO)a f(I1> = p(fl/'l), RN f(xn—l) = p(‘rn—l) com I = %

—
(5.33)
Atendendo a expressdo de p em (5.32), tem-se

2k 21k jAnk j2m(n=1k
p(zy) =p o =Ct+tcae n +6e n Frt g n
=co+ clffj + cﬁik 44 cn_lfr(ln’l)k com &, = e
(5.34)

O ntmero complexo &,, € uma raiz (indice n) da unidade. De facto, & =
e*™ = cos(2m) + isen(27) = 1. As rafzes indice n de um niimero complexo 2
estao localizadas numa circunferéncia de centro na origem e raio W , e dividem
esta circunferéncia em n partes iguais. Assim, existem n raizes distintas /z,
dadas pela expressdo (ver (A 4)).

i(0+2km)

|zle= =, parak=0,...,(n—1),

n

onde 6 é o argumento de z. Logo, quando z = 1 tem-se |z| = 1 e § = 0, e portanto
os n nimeros complexos distintos que representam /1 sio

2kmi

h=e, kE=0,1,...,(n—1).

Usando a expressdo (5.34), as condicdes (5.33) s@o equivalentes ao seguinte

sistema linear, nas incognitas cg, ¢1, ..., C,_1,
f (o) = f(0) =ct+tct+cat-F e
2T
f(z1) =f o =ctabnt g+ et
47 e
f(x2) =f " =t +cli+ -+ Cn715721( 2

2(n—1)m

f(;cnl) —f (

— _1)\2
) :co_l_clg;llfl_FCQgi(n 1)+"'+Cn,1££n 1) .
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O sistema anterior pode escrever-se na forma matricial f = F,,c, onde c € o vector
dos coeficientes de Fourier e F,, é a designada matriz de Fourier de ordem n. Os
vectores coluna da matriz de Fourier, de ordem n, sdo:

Fo,=|wg wi -+ Wy, (5.35)
com
1 1 1
1 &n n
Wo= (.|, W1+ . ey Wpo1 = .
1 gt o

Note-se que os vectores coluna wj, da matriz de Fourier F;, ttm a seguinte
forma:

27

wi = (L& &k k), com &, =en.

Por exemplo, a matriz de Fourier de ordem 4 é

F, = (5.36)

—_ = =

3kmi

~ ki ;
uma vez que as colunas de F; sdo wy, = (1,e 2 ,ef™ e™2 ), parak = 0, 1,2, 3.

O sistema linear f = F},c diz-nos que o vector da amostra f € uma combinagéo
linear das colunas de F;, sendo os coeficientes desta combinag@o linear as compo-
nentes de c. Ou seja, o vector da amostra f € uma combinac@o linear dos vectores
do conjunto S' = {wy, w1, ..., W,_1}. Assim, se provarmos que S é um conjunto
ortogonal, o Teorema 5.2 (pag. 260) fornece-nos a expressiao dos coeficientes de
Fourier. Nomeadamente,

<Wk> f>

=Tk (5.37)
AR

Ck
onde (, ) designa o produto interno usual em C".

Mostremos agora que o conjunto dos vectores coluna, {wg, Wy,..., W, 1},
da matriz de Fourier F}, ¢ um conjunto ortogonal.
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Proposicao 5.6. As colunas da matriz de Fourier de ordem n formam um
conjunto ortogonal para o produto interno usual em C™. Isto é, o conjunto
8= {Wo,Wl, 000 ,Wn_l}, com

2mi

wi = (1,€F, 6% . elnmDEy o g =,

é ortogonal. Além disso, |[w||*> = nparak =0,1,...,(n —1).

Demonstracdo. Qualquer polindmio de grau n > 1 pode ser factorizado em ter-
mos das suas raizes. Como as raizes (distintas) do polinémio z" — 1 sdo 57',3, com
k=0,1,...,n—1,tem-se

S -l=(z=D(z=&)(z =) (=&,
Além disso, é vélida a igualdade
= 1=(z-1)1+z+2"+ - +2"),

como pode facilmente verificar desenvolvendo o membro direito da equacio an-
terior. Comparando as duas tltimas igualdades, obtemos

Idz+22 4+ 2" == &)z =&) (2 =&, (5.38)
Substituindo z por ¥ em (5.38), tem-se
n, se k=0

L+ &+ &F 4k = (5.39)
0, se 0<k<n,

uma vez que 52 =1l,eparaz = fj, com 0 < k < n, o membro direito de (5.38) é

sempre nulo. Calculemos agora (wy, , w;).

(Wy, W) = wal = W;‘Cwl

1
gl
- [1 & . 51(;1—1%} &
é57(ln;1)l
=145 + 67+ 4 Rl (visto que & = £,%)
n—1 n—1 n, N ]f:l
=D &= a8 =
J=0 j=0 0, se k#I,
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onde na dltima igualdade aplicimos (5.39). L

A proposi¢do anterior diz-nos que S € um conjunto ortogonal que ndo é orto-
normado. Porém, como todos os vectores de S t&ém norma igual a 1/n, resulta da
equacdo (5.37) que os coeficientes de Fourier s@o

<ka f> <wkv f>

cp = = . k=0,1,...,n—1. (5.40)
([ w2 n

Exemplo 5.20. Consideremos a amostra da fungfo f(z) = 2wz — 2 em 4 pontos,
e calculemos o respectivo polindmio interpolador de Fourier. O vector f corres-
pondente & amostra é

£ = (fo, f, fo, f3) = (£(0), f(7/2), f(m), f(3n/2)) = (0,3n%/4, 7%, 3n* /4).

Os vectores coluna wy, da matriz de Fourier £, sdo dados por (5.36). Calculando
os coeficientes de Fourier obtemos os seguintes valores (arredondados para 4 casas
decimais)

Co = <W0,f> = 6.1685 Cy = <W2,f> = —1.2337
¢ = (wy,f) = —2.4674 3 = (ws, f) = —2.4674.

Assim, o polinémio interpolador (com valores complexos) é
p(z) = 6.1685 — 2.4674e™ — 1.2337e** — 2.4674e*.
Consequentemente, a parte real de p é dada por
Re(p(z)) = 6.1685 — 2.4674 cos v — 1.2337 cos(2x) — 2.4674 cos(3x).

Na Figura 5.19 € ilustrado o grafico de f, os pontos de amostragem, e a parte real
do polindémio interpolador. ¢

Nos gréficos da Figura 5.19 observa-se que embora a aproximacao Re(p(z))
coincida com a fung¢@o f nos pontos de amostragem, fora desses pontos Re(p(x))
toma valores bastante diferentes dos da fungdo f, ou seja, Re(p(z)) ndo é uma
boa aproximagio de f. E no entanto possivel obter uma aproximacdo melhor
de f substituindo no polindmio trigonométrico p as exponenciais complexas de
frequéncias mais elevadas por exponenciais de frequéncias mais baixas tomando
os mesmos valores nos pontos da amostra. As observacdes que se seguem justifi-
cam a razdo de ser desta substituicdo.
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10

Figura 5.19: O grafico de f(z) = 2mx — 2? esté representado a vermelho, € o
gréfico da parte real do polindmio interpolador da amostra de f em 4 pontos a cor
azul.

Considerem-se as exponenciais €3* = cos(3z) + isen(3x) e e = cosz —
1sen x, e uma amostra em 4 pontos ry = % Como se observa na Figura 5.20, os
graficos de Re(e**) = cos(3x) e Re(e™™) = cosx sio bem diferentes no inter-
valo [0, 27| embora coincidam nos pontos xj. A parte real (ou a parte imaginéria)
da exponencial €% tem uma frequéncia de oscilacio maior que a exponencial
e B portanto natural que a exponencial e~ seja mais conveniente em termos
de aproximacgio que e3*. Este fendmeno é designado por distorcdo (“aliasing”
em inglés).

1.0:

05

Figura 5.20: A parte real (a esquerda) e a parte imaginéria (2 direita) de e**
representada a cor azul, e a cor vermelha as respectivas partes real e imaginéria de
e~ . Nos pontos da amostra os valores de €% e de e~ coincidem.

Note-se ainda que as raizes de 2™ — 1 ocorrerem em pares de conjugados. Por
. . ik
exemplo, para as raizes quartas da unidade £¥ = e 2 , temos

0 1 im . 2 i -2 3 —in .71
64:17 54262:7'7 5426“1—:_1:54%7 5:@ 2:_22541'
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Na Figura 5.21 ilustramos este facto para as raizes quartas e ciibicas da unidade.

Figura 5.21: As raizes quartas e ciibicas da unidade.

Assim, podemos substituirem p(z) = ¢y + €@ + - - - + ¢, 1€/ )7 metade das
exponenciais por exponenciais de frequéncias mais baixas, sem alterar os valores
de p nos pontos da amostra.

Podemos pois considerar uma versdo alternativa ao polindmio p, que envolva
frequéncias mais baixas. Nomeadamente, conforme o niimero de pontos n de
amostragem ¢é par ou impar, toma-se para polinémio interpolador:

~

p(x) = Come ™ 4 e e T f gt e 4™ sen=2m+1

ou

P() = come ™ e f gt et 4+ Co1€™ T ge = 2m.

Em ambos os casos os coeficientes de Fourier de indices negativos sio iguais
aos coeficientes de Fourier dos seus “alternativos” de frequéncias mais elevadas,
isto é,

<Wn—k7 f> <w—k7 f>

C_ = Cp— = - 3
Wl Wkl

uma vez que &, ¥ = €%, e portanto w,,_j, = W_y.

Exemplo 5.21. No Exemplo 5.20 determindmos o polindmio interpolador p(x)
para a fungdo f(x) = 2wz — 22 para 4 pontos de amostragem. Determinemos
agora o polinémio p(x).

P(x) = c9e™ +c_1e7™ 4y + cre™.
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Os coeficientes de Fourier, calculados no exemplo referido, sdo os seguintes:

co = 6.1685 Cy = c_g = —1.2337
(G —2.4674 C_1 = C3 = —2.4674.
Logo,
p(z) = —1.2337¢™ 2% — 24674~ 4 6.1685 — 2.4674e™. (5.41)

A parte real deste polindmio ¢
Re(p(z)) = 6.1685 — 4.9348 cos x — 1.2337 cos(2z).

Na Figura 5.22 encontra-se representada a fungido f e as partes reais dos po-
linémios interpoladores p(x) e p(x), respectivamente a azul e a verde. Podemos
verificar que Re(p(x)) aproxima melhor a fungao f do que Re(p(x)). ¢

10

XN

4l

21

1 2 3 4 5 6

Figura 5.22: O gréafico de f(z) = 2mx —2? estd representado a cor vermelha, e nas
cores azul e verde, respectivamente, os graficos das partes reais dos polinémios
interpoladores p(x) e p(x).

Observamos a seguir algumas propriedades interessantes da representacio de
Fourier p(z) da fungdo real f.

e Como a funcgfo f € real e os vectores w_, verificam w_; = Wy, os coefici-
entes de Fourier satisfazem a igualdade c¢_; = ¢, ja que

<W,k,f> = <Wk,f> = ng = W{f = <Wk,f>,

€ portanto

Lo wed) _Twef)
Iwoell? = w2

312



Capitulo 5. Produto interno e ortogonalidade

e As parcelas de p(x) da forma c_re~™** 4 c,e™*® sio reais. De facto, tomando
cr = aj + by, tem-se

c,ke_l’” + Ckezk;z: — Eke—zkx + Ckezkx —_ ckeikff + Ckezk:r

= 2Re (cpe™) = 2Re ((ay, + iby)(cos(kz) + isen(kz)))
= 2 (ag cos(kx) — by sen(kx)),

onde aplicdmos a igualdade z + zZ = 2 Re 2, valida para qualquer nimero
complexo z.

Assim, se o ntimero de pontos n da amostra for impar, o polindmio inter-
polador p € um polindmio real, e no caso em que m = 2n somente o termo
—imx

C_me pode produzir um nimero complexo néo real, conforme pode ve-
rificar através do polinémio (5.41).

Transformada de Fourier rapida (FFT)

Como vimos, a determinacdo da transformada de Fourier discreta consiste em
resolver (em ordem a c) o sistema linear f = F,c. A matriz de Fourier F}, é

) . 1— . .
invertivel e a suainversaé [~ I = —F,,. Assim, a transformada de Fourier discreta

pode obter-se multiplicando o Vect?)r de amostragem f por uma matriz de ordem n,
isto é, ¢ = (1/n)F,f. Esta abordagem para o calculo dos coeficientes de Fourier
¢ apenas satisfatoria quando n ¢ relativamente pequeno. Para grandes amostras,
como € o caso do processamento de imagens de video ou imagens de virios meios
de diagnostico médico, esta via ndo é conveniente ja que requer n° multiplicacdes
(F,, tem n? entradas).

Em 1965, J. Cooley e J. Tukey'! introduziram um algoritmo que reduz para
5 log, n 0 nimero de multiplicagdes necessérias para o célculo da Transformada
de Fourier discreta. Este algoritmo é conhecido pela designacé@o de Transformada
de Fourier rdpida'* (FFT).

Quando n € par, o algoritmo FFT pode descrever-se usando uma factorizag@o
da matriz de Fourier de ordem n envolvendo matrizes de Fourier de ordem n /2.
Nao pretendemos aqui descrever completamente este algoritmo mas apenas ilus-
trar os seus passos essenciais. O leitor interessado em aprofundar este assunto
pode consultar, por exemplo, Olver & Shakiban [10].

Hyames Cooley, matematico americano nascido em 1926, e John Wilder Tukey (1915 — 2000)
estatistico americano.

12A Transformada de Fourier rdpida é o nome genérico atribuido a uma classe de algoritmos
que inclui o algoritmo de Cooley e Tukey.

313



5.7. Aplicacoes

Comecemos por observar que quando n € par, o conjunto das raizes n-ésimas
da unidade contém o conjunto das raizes (n/2)-ésimas da unidade. Por exemplo,
{1,i,—1, —i} s@o as raizes quartas da unidade e {1,—1} o conjunto das raizes
quadradas da unidade. Este facto é essencial para entender a factorizacdo de F,
em termos da matriz [}, ;» que passamos a enunciar.

Factorizacao da matriz de Fourier

Se n = 2", a matriz de Fourier de ordem n pode escrever-se na forma

I D»n | [Fx O
e L —53] { 0 F] o 04
onde / ¢ a matriz identidade, 0 a matriz nula, D» = diag (1, En,E2 ., 52/2_1) ,

2kmi g . ~
com §Z =e » ,e P, aseguinte matriz de permutacio:

Lo
[ ) i L2
ia)
Pn Z2 — Tn—2
T
Tp—2 x3
_xnfl_ :
| Ln—1

A matriz D,/ tem na diagonal principal metade das raizes n-€simas da uni-
dade, e o produto P, x € o vector cujas primeiras 3 componentes sdo as compo-
nentes de x com indices pares e as Gltimas 7 componentes sdo as componentes
com indices impares.

Por exemplo, vejamos qual € a factorizacdo da matriz de Fourier F;. As ma-
trizes de Fourier I, e F5 sdo

11 1 1
1 ¢ -1 — 1 1
1 =i =1

A matriz diagonal Dy tem na diagonal principal as primeiras duas raizes quar-
tas da unidade (comecando em 1 e percorrendo a circunferéncia unitiria no sen-
tido anti-horério), isto é, D, = diag(1,7). Além disso, uma vez que para x; =
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(x0, 21, Ta, x3) se tem Pyxy = (x¢, T2, 21, T3), a matriz de permutagdo P; é a ma-
triz que se obtém da identidade de quarta ordem trocando a segunda linha com a
terceira linha. Isto é,

Usando estas matrizes, € ficil verificar a validade da factorizacdo (5.42) para Fj.
Nomeadamente,

1 D[R 0 [FR DR,
F4_[1 —DQ] [o FQ] P4_[F2 —DQFJ Fa.

Ilustremos agora, através de um exemplo, como se utiliza a factorizagdo (5.42)
para implementar o algoritmo FFT. Consideremos, por exemplo, a determinacdo
de Fng .

Lo o
T T2
To Ty
X3 Te IVX(O)
Para xg5 = , tem-se Pixg = = ‘(11) )
L4 L1 I_x4 J
Ty T3
e Ts
_{L‘7_ _1‘7_
Assim,
Fe [Fr DaEr ] (x| [Fx” + DaFix)
878 F4 —D4F4 Xgll) F4X510)—D4F4XZ(11) .

A matriz F pode ainda ser factorizada na forma (5.42), obtendo-se:

Lo €1
(0) Ty X(O) (1) s X(2)
Pxy =1 =111 ¢ Pxy’ = = 2 (5.44)
'rQ X2 .rg X2
xﬁ_ X7
Logo,
F4X(0) _ -FQ Dy F, :| Xgo) _ FQXgO) + DQFQXgl)
C R —nRf [x0] T R - Dupd)
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2) FQX%Q) + D2F2X53)

Fixt a [FQ Dze] [
FQX(QQ) — DQFQXg)

Fy —DyF,

X2

1 1

1 1|
parat = 0,1,2, 3 O algoritmo FFT para calcular Fyxg comeca por determinar
(1)

Como F5 tem a forma F5, = € agora trivial calcular os vectores FQX(i)

0s vectores ng2 para ¢ = 0,1, 2,3, a partir destes calcula F4x e Iyx,’, e
finalmente Fyxg, conforme esta representado no diagrama seguinte.
FQX;O) FQXS) FQXéQ) FQX&B)
F4X510) \ / F4X4
Fng

L o . . L. 1) (2
E evidente que para iniciar o algoritmo € necessdrio conhecer os vectores xé ), Xg ), é )

e xg ), ou seja, obter o agrupamento correcto das componentes de xg separando

em cada grupo as componentes nas posi¢des pares das componentes nas posi¢oes
impares. Por exemplo, no caso apresentado de n = 8, efectuaram-se os agrupa-

mentos
(0,1,2,3,4,5,6,7)

(0,2,4,6) (1,3,5,7)

(0,4) (2,6) (1,5) (3,7).

Este processo de separacdo em par/impar, necessario para se iniciar o algoritmo,
€ por vezes designado por “baralhar perfeito”. O agrupamento dos indices das
componentes de x tem uma interpretacio simples se for usada a representac@o
binéria dos indices das componentes de x. Deixa-se como exercicio verificar qual
¢ a interpretac@o correspondente ao agrupamento par/impar efectuado para o vec-
tor xg. Para tal, escreva os elementos do conjunto {0, 1,2,3,4,5,6, 7} na base 2
e proceda aos agrupamentos anteriormente efectuados. Compare a disposi¢cdo dos
digitos na representacdo bindria final com a disposi¢@o inicial.

Para finalizar, ilustramos agora os diversos passos do algoritmo FFT no célculo

dos coeficientes de Fourier para uma amostragem em quatro pontos. Isto é, pre-
tendemos calcular ¢ = 1Ff, onde £ = (fo, f1, f2, f3) e fr = f(zx) = f(%)
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Em primeiro lugar, faz-se a reordenac@o correcta das componentes do vector da
amostra f. Neste caso, como a amostra apenas foi realizada em 4 pontos, obtém-se
f = (fo, fo, f1, f3). O algoritmo decorre em dois passos, que passamos a descre-
ver no pseudocddigo seguinte (onde o simbolo “<—"" significa uma atribui¢io).

Passo 1: (Calculo de F5f)

Dados: f’~: (fo, f2, f1, f3)
f«— Pif = (fo, f1, f2, [3)
D «—— El = (1] (f

£ «— (fo, f1)

£ «— (fo, f3)

Calcular:

Df(l) - (({)27 f3) )
_J—E@fg;4—4ﬁ+bjﬁﬁy%—bﬁ—h)

Passo 2: (Célculo de F,f)

£ «— PiFof = (fo+ fo, fo— fo, [i + f3, [1 — f3)

£O +— (fo+ f2, fo = f2)
£ «— (fr+ f3, f1 = fs)

Calcular:
DEfW = (fy + fa3,—if1 +ifs)
fot+ fot+t it fs
= £ + D £ Jfo—fo—ifi+ifs
Fat = ) | =
% - Df fot+fo—fi—fs

Jo—fatifi—ifs

Usando a expressdo de F; dada em (5.43) confirma-se que o vector obtido é de
facto F'4f, sendo o vector dos coeficientes de Fourier:

11 1 1 fo Jotfot fit [z

c—lff—l I = =1 Al 1 fo—fo—ifitifs
AT Tt v S A fotfomhi— S
L @ =1 —i] |fs Jo—fotifi —ifs
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Para uma amostra em n = 2" pontos, o nimero de multiplicacdes efectua-
das por este algoritmo é estimado do seguinte modo. O algoritmo tem 7 passos
e em cada passo realizam-se (no maximo) n/2 multiplicagdes (correspondentes
a multiplicagiio pela matriz diagonal D). Logo, para n = 2" efectuam-se 2" !
multiplicagdes. Assim, o nimero total de multiplicagdes é 72" ~! (uma vez o algo-
ritmo tem r passos). Como n = 2" (ou seja, r = log, n) e 2! = n /2, 0 ndmero
total de multiplicagdes é (no méximo) r2"~' = 2 (log, n).

Comparando as n? multiplicagdes necessérias para efectuar o produto %an
com o nimero de multiplica¢des usando o algoritmo FFT, nota-se uma economia
de operagdes consideravel. Por exemplo, para n = 2° = 512, temos n? = 262144
e 5 logy n = 2304.
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Exercicios

Sempre que ndo se especifique o produto in-
terno, considere o produto interno usual.

1.Parau = (4,1,4,5), v = (1,2,0,2),
calcule as expressoes:

a) [[utv]| b fluf+]v] ¢) =3]uf+
13vl

d) HTIHV e) Hﬁv“ f) L(u, V).

2. Verifique a desigualdade de Cauchy-Schwarz

para os seguintes vectores:

a) u=(-3,1,0)ev=(2,-1,3)
b) u=(-4,2,1,6,—1)e¢
v =(8—4,-221).

3.Diga para que valores de k os vectores
seguintes sdo ortogonais:

a) u = (2,1,3),V = (k,1,2)
b) u=(21,3,4),v=(k—1,2k1).

4. Determine todos os vectores u de R? tais

que o angulo que u faz com o vector (1, 2)
™ .

é de — radianos e ||ul| = 1.

S.Para u, v € R" mostre a igualdade
[+ v]? + fJa = v = 2]a]* + 2[|v]*.

Interprete geometricamente esta igualdade
para vectores de R?.

6. Mostre que se u e v sdo vectores ortogo-
nais tais que |[u|| = 1 e ||v|| = 2, entdo a
distinciadeuavéd(u,v) =
/5. Interprete geometricamente este resul-
tado para vectores de R?.

7.Sejam x = (\/_ \/_) ey = (%,%)
Diga para que valores de k£ # 0 o conjunto
{x,y} é um conjunto ortonormado.

8. Calcule:

a) proj(12,3)(3,0,1).
b) proj( g 3)(—m, —2m, —3m).
C) prOj(1,2’3) (_2000, 1000, 0)

9. Considere a matriz:

1 2 -1 2
A=13 5 0 4
11 2 0

a) Sem efectuar quaisquer calculos, jus-
tifique se s@o verdadeiras ou falsas as
seguintes afirmacdes:

i) dim EL(A) + dim N(AT) =
4,

ii) dim EC(A) + dim N(AT) =
4,

b) Determine uma base para o comple-
mento ortogonal do nicleo de A.

¢) Determine uma base para o comple-
mento ortogonal do niicleo de AT

10.Decida quais das expressdes seguintes
definem um produto interno. Em caso nega-
tivo indique quais dos axiomas da defini¢do
do produto interno ndo sdo satisfeitos.

a) ((u1,uz), (vi,v2)) = durvi+ugui+
u1v2 + 4ugvy, em R2.

b) ((u1,u2,u3), (vi,v2,v3)) = urvy —
UgVy + usvs, em R3.

¢) ((u1,u2,u3), (vi,va,v3))

2,2 1 2,2 3
ujv; + uzvs, em R°.

2.2
= ujvy +

VIuE v =D (w1, ug,u3), (1,02, 03)) = urvr +

ugvsz, em R3.

11. Encontre uma base para o complemento
ortogonal de U'.
a)U = Span{(1,1,-1),(1,2,3),

1 (2,1, —
b) U = Span{(1,2,3,4),(2,4,6,8

)

2,
)}
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12.Seja U o plano de R? definido pelaequagio a) Os vectores (1,1) e

x —2y+ 2z = 0. Encontre uma equacado para

U+.

13. Determine a distancia de (2, 0, 1) ao plano
x—2y—z = 0, bem como o vector do plano
mais proximo de (2,0, 1).

14. Determine uma equagao para:

a) A recta que passa pelos pontos (2,2, 0)
e(1,2,1).

b) O plano que passa por (1,1, —1), (0,1, 0)

e (0,0,1).

(—1,1) formam
uma base ortogonal para R2.

b) Os vectores (1, 5) e (1,1) formam
uma base ortogonal para R2.

c) Os vectores (1, 5) e (1,1) formam
uma base ortonormada para R2.

d) Os vectores (1,1) e (—1,1) formam
uma base ortonormada para R?.

20. Determine uma base ortonormada para
U = Span {(1,0,-1,0),(-1,2,0,1),
(2,0,2,1),(2,2,1,1)}.

21. Utilize o processo de Gram-Schmidt e a

15.Seja U arecta de R? definida pelas equagdesrmalizacio para obter uma base ortonor-
paramétricas x = 2t,y = —t,z = 4t (! € madaa partir dabase: {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}.
R). Determine uma equagio para U~. 22.Seja S o subespago de R? dado pela

16. Considere o subespaco S de R? gerado equacdo y = 2z. Determine S e a distincia

pelos vectores u; = (0,1,0) euy = (%, 0, —%1)ovector (1, —1) aos subespagos S e S+.

Exprima w = (1,2,3) na forma w =
Wi + Wo,emque w; € Sewsy € S+,
17. Considere em C? o produto interno usual
eu= (i,4) ev=(1+4+2i,1— 2).

a) Diga se u e v sdo ou ndo ortogonais.
b) Determine proj, (u + v).

18. Considere o subespago de R?:
S = {(a:,y,z) eR3: ;r;—y—l—z:O}.

Para o produto interno usual, uma base or-
togonal para .S é:

a) {(71/27 1/27 1)}

b) {(1,1,-2), (-1,1,0)}
c) {(17170)}
d {(1,1,0), (-1/2,1/2,1)}.

19. Considere R? munido do produto in-

10
2]
e x,y € R2. Diga qual das afirmacdes se-
guintes € verdadeira:

terno (x, y) = x! Ayonde A = [

23.Seja Myx2(R) o espago linear real das
matrizes reais 2 X 2, e U o subespago das
matrizes anti-simétricas (isto é, que satisfa-
zem a igualdade A = —AT). Em Myy»(R)
considere o produto interno

(A, B) = tr(ABT),
onde tr designa o trago de uma matriz.
a) Mostre que (-,-) definido em (5.45)
¢ um produto interno.
b) Determine a dimensio de U e de U .
¢) Determine bases ortonormadas para
UeparaUt.
d) Determine as projeccdes ortogonais
de A = {_11 ;] sobre U e sobre
U+t.

(5.45)

e) Qual a matriz anti-simétrica mais proxima

1 1
= ?
de A {_1 2] ?
. Coa 1 1
f) Determine a distinciade A = 1 9

alU.
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Capitulo 5. Produto interno e ortogonalidade

24.Considere

U = Span{(1,0,-1,0),(-1,2,0,1)} .

uma matriz. Use ainda os resultados
das alineas anteriores para confirmar
o resultado obtido.

Use o Exercicio 5.11 para determinar a projec¢®®. Considere o tetraedro definido pelos vec-

ortogonal de (2,1,0,1) sobre U.

25.Diga se existe algum valor de £ € R
para o qual o conjunto das colunas das ma-
trizes seguintes € ortonormado.

1 k 1 —k
LI
2 -k
c) [k: 9 ] .
26. Mostre que qualquer matriz real 2 x 2
de determinante igual a 1, e cujas colunas
formam um conjunto ortonormado, se es-
cosf) —senf
senf)  cosf ] ’
27.Considere u = (1,0, —1,2). Use a ma-
triz Py, definida por (5.12), para determi-
nar a distincia de v = (1,0, 1,1) ao hiper-
plano u™ (isto é o complemento ortogonal
ao espago gerado por u). Indique ainda o
vector de u' mais préximo de v.
28. Considere o plano-3 de R* definido por

po+Sonde pg = (1,—1,0,1) e S oespago
gerado pelos vectores (0,1, 1,0),(1,0,1,0)

creve na forma [

tores u = (1,1,0), v = (0,1,1) e w =
(1,0,1). Determine o volume do tetraedro.

4 1 10
31.SejaA= 1|3 —-1|,b=|2],u=
4 1 2

-2

[ . ] ev =
bem como a distancia destes vectores a b.
Diga se u pode ou nédo ser uma solugdo de
minimos quadrados do sistema Ax = b.

32.Determine todas as solu¢des de minimos
quadrados do sistema Ax = b, sendo

{_11] Calcule Au e Av

33.Determine todas as solu¢des de minimos
quadrados do sistema:

2a+b=1
2a +b=2.

34.Indique o valor légico das afirmacdes

e (0,0,0,1). Determine a distancia de (2, 0, 1,§uintes:

a este plano-3.

29.Considere um paralelipipedo com ares-
tasu = (1,1,0), v = (0,1,1) e w =
(1,0,1).

a) Determine a drea do paralelogramo
com arestas u e v.
b) Determine a altura do paralelipipedo

considerando para base o paralelogramo

da alinea anterior.

¢) Determine o volume do paralelipipedo

usando a no¢do de determinante de

a) Uma solu¢do de minimos quadrados
para Ax = b é um vector x* tal que
b — Ax|| < ||b — Ax*|| para todo
x € R™.

b) Se as colunas de A sdo linearmente
independentes, a solu¢do de minimos
quadrados para Ax = b é tnica.

¢) Uma solu¢do de minimos quadrados
para Ax = b é um vector do espago

das colunas de A que minimiza a distancia

ab.
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5.7. Aplicacoes

35.Determine a equagdo de uma recta de
minimos quadrados, y = « + Bz, que me-

Thor se ajusta aos dados: (2, 3),(2,5), (6,4), (8,1).

36. Determine o polinémio interpolador (5.32)
para uma amostra da fung¢do f(x) = = —
27 nos pontos 0,27/3 e 47/3. Esboce o
grafico de f e compare-o com o gréfico da
parte real do polindémio interpolador obtido.
37.Indique o valor légico das afirmagdes
seguintes relativas a matriz de Fourier F,.

a) F,, é simétrica.
b) O conjunto das colunas de F;, é orto-
normado.

¢) O conjunto das colunas da matriz —= F},

NG
é ortonormado.
d) Verifica-se a igualdade F/ F,, = I.

1
e) Verifica-se a igualdade ﬁF,{{ F,=1.

38.Seja F;, a matriz de Fourier de ordem n
e
xg = [10,1,2,4,7,10,6,2].

a) Determine os vectores xg) definidos
por (5.44),para: = 0,1, 2, 3.

b) Use os vectores ng) e a factorizagdo
(5.42) para determinar F4xio) e F4xil) .
A partir destes vectores calcule Fgxg.

¢) Confirme o resultado obtido na alinea
anterior usando para tal a definicdo
da matriz de Fourier F3y.
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Capitulo 6

Funcoes Lineares

Neste capitulo estudamos um tipo particular de fun¢des, as chamadas fungdes li-
neares. O principal resultado a reter € que uma funcgio linear f : V' — W entre
dois espacos lineares de dimensdes respectivamente, dimV = n e dimW = p,
¢ sempre representada por uma matriz A do tipo p x n. Tal significa que esco-
lhendo bases ordenadas B e B’, respectivamente em V' e em W se pode escrever
(f(x))p = Axp,paratodox € V.

Em primeiro lugar comecamos por rever alguns conceitos bésicos sobre fun-
codes. Definem-se depois funcdes lineares entre espacos vectoriais. Mostra-se que
a fun¢do composta de fungdes lineares € ainda uma func¢@o linear, e que a inversa
de uma funcgdo linear invertivel ainda é uma fungao linear. Introduzimos ainda na
Seccdo 6.1 a nog¢do de isomorfismo, e mostramos que qualquer espago linear real
de dimensdo n € isomorfo a R™. Na seccdo seguinte estudamos a representacao
matricial de uma funcio linear em relac@o a bases fixadas no dominio e no espago
de chegada da funcg@o, e relacionamos representacdes matriciais distintas de uma
dada func@o linear. Na Seccdo 6.3 caracterizam-se as fungOes lineares invertiveis
através do seu ntcleo e relacionam-se os valores e vectores proprios de funcdes
lineares com os valores e vectores proprios de matrizes que representam a fung@o.
Finalizamos o capitulo introduzindo a no¢ao de espaco dual de um espaco linear, e
deduzindo a representacdo matricial da func@o dual induzida por uma dada funcéo
linear entre espagos vectoriais.
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6.1. Definigcado de fungdo linear

6.1 Definicao de funcao linear

Comecemos por recordar que uma fungio f € uma “lei”que a cada elemento = de
um conjunto V' associa um e um s6 elemento y de outro conjunto W. Quando
f aplica x em w escrevemos w = f(z) e dizemos que w é a imagem de x por
f- Anotagdo f : V — W indica que f aplica os elementos de V' em elementos
de W,e f : x — w usa-se para indicar que o elemento x € V ¢ aplicado por
f no elemento w € W. Para a funcdo f : V' — W, o conjunto V' é chamado
conjunto de partida, ou dominio de f,e o conjunto W é denominado conjunto de
chegada. O subconjunto de W que é formado pelas imagens por f dos elementos
de V' é designado por contradominio, ou conjunto imagem de f, e serd denotado
por Im(f),ou f(V). Isto é,

Im(f)={weW: w= f(z), paraalgum z € V}.

Na literatura, os termos aplicagdo e transformagdo sao igualmente usados para
designar uma funcg@o.

Consideremos V' = R", W = R e f : R* — RP. A funcdo f aplica
cada vector x = (x1,29,...,x,) num vector w = f(x) € RP, digamos w =
(wy,ws, ..., w,). Para fungdes f entre os espacos lineares R" e R?, dizer que f é
uma fung¢@o linear significa que as equagdes que relacionam wy, wo, . . ., w, com
Ty, X3, ..., Ty S30 equacdes lineares (nas varidveis x1, xo, . .., T, ). Por exemplo,
consideremos as fungdes:

1. f:R?— R3definida por f(z,y) = (z + y, 2y, 2% + 1);

2. f:R? — Rdefinida por f(z,y) = 2% + 22y + v

3. f:R — R definida por f(x) = sen x;

4. f:R3 — R?definida por f(z,y,2) = (v +y — 2,2y — 32).

Destas fun¢des somente a funcdo do item 4 € linear uma vez que as equacdes
w; =T+ Yy — zewy = 2y — 3z sdo lineares.

Como veremos adiante, qualquer funcio linear f pode ser escrita na forma
f(x) = Ax, onde A é uma matriz. Por exemplo, a fung¢@o do item 4 acima pode
escrever-se nesta forma, dado que

f(:z:,y,z)—(x+y—z,2y—3z)<:>f(:1c,y7z)—Ll) ; :;)]

IS S
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Capitulo 6. Fungdes Lineares

Pretendemos agora definir func¢des lineares 7' : V' — W no caso geral em que V'
e W sio espacos lineares. E claro que a definicdo deve generalizar o caso em que
V = R"e W = RP. Para tal, note-se que quando 7" : R” — RP ¢ definida por
T'(x) = Ax,onde A é uma matriz real p x n, sdo satisfeitas as condi¢oes

Tx+y)=Ax+y)=Ax+ Ay =Tx)+T(y);
T(ax) = A(ax) = aAx = aT'(x),
para quaisquer vectores x,y € R" e todo o escalar real «.. Estas sdo precisamente

as propriedades que iremos usar para definir fun¢@o linear entre dois espagos vec-
toriais.

Definicao 6.1. Funcao linear

Seja T : V. — W uma fung@o entre dois espacos lineares V' e W sobre o
mesmo corpo K. Diz-se que 1" é uma fungdo linear, ou transformagdo linear, se
para quaisquer vectores z,y € V', e qualquer escalar o € K, sdo verificadas as
condi¢des:

D T(x+y)=T(x)+T(y).
i) T(ax) = oT(x).

Note-se que as condi¢des i) e ii) da Definicdo 6.1 sdo equivalente a condicao:
T(ax + py) = aT(x) + BT (y), paratodososa, € Ketodosz,y € V.

Esta condi¢do, que caracteriza igualmente uma func¢do linear, significa que uma
funcdo € linear se aplica combinagdes lineares de vectores em combinacgdes line-
ares dos respectivos vectores imagem.

Exercicio 6.1. Sejam V' e W espacos lineares sobre K,e 7} : V. — We T; :
V' — W duas fung¢des lineares. Mostre que as fungdes (77 + T3) e (a77), com
a € K, sao lineares. Recorde para tal que (7 + 75) e o7} sdo definidas por:

(Ty + Ty)(z) = Ti(z) + To(z) e (aTy)(z) = aTi(x).

Apresentemos alguns exemplos de fun¢des lineares e ndo lineares.

Exemplo 6.1. Exemplos de funcoes lineares
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6.1. Definigcado de fungdo linear

1. Produto interno: Seja 7' : V' — C a fung@o definida por T'(z) = (v, z),
onde (, ) denota um produto interno no espago linear complexo V' e v um
vector de V.

Para mostrar que 7" € linear basta verificar que, por defini¢do de produto in-
terno, esta funcéo goza das propriedades P2 e P3 da Definicdo 5.1 (pag. 243).
Ou seja,

T(z+y)=(v,z+y) = (v,2) + (v,y) =T(z) + T(y),

T(ax) = (v,ax) = a(v,z) = o1 (),

onde « € um escalar complexo.

2. A projeccao ortogonal sobre um subespaco: Seja .S um subespago de um
espaco linear V' munido de um produto interno,e 7" : V' — S definida por
T(x) = projg .

Para mostrar que 7' € uma funcgio linear, basta escolher uma base ortogonal
de S e utilizar a expressdo (5.15) que define projg = (ver pag. 263). Essa
expressdo, diz-nos que projg « € igual a soma das projec¢des ortogonais de
x sobre os vectores da base, ou seja, uma soma em que as parcelas sdo da
forma proj,, * = <\1\Zfl\€> (sendo v; um vector da base ortogonal escolhida em
S). O produto interno € linear (na varidvel x), e portanto a fungéo g(x) =
proj,, = € linear. Como a soma de fung¢des lineares € uma fung@o linear (ver

Exercicio 6.1), tem-se que 7 € linear.

3. A operacao de derivacao: Considere-se o subespaco D do espaco linear
F das fungdes reais de variavel real, formado pelas fungdes diferencidveis.
Seja T : D — F definida por T'(f) = f’, onde f’ designa a derivada de f.
Como,

T(f+g9)=(f+9) =1 +g=T(f)+T(g)

T(af) = (af) = af' = oT(f),

tem-se que 7' € linear.

4. O integral de uma funcio: Seja V' o espaco linear das funcdes reais in-
tegraveis no intervalo [a, b], e T a fung@o definidaem V por T'(f) = fab f(z)dz.
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Capitulo 6. Fungdes Lineares

Como,

b

T(f—i—g)—/(f—i-g)(x)d:r—/ f(x)daH—/ g(x)de =T(f)+T(g),

T(af) = / (af)(z) dz = a / f(z)dx = aT (f),

tem-se que 7" € linear.

5. O traco de uma matriz: Seja M,,,,, 0 espaco linear das matrizes reais de
ordemn > 1,e T : M,x, — R definida por 7'(A) = tr(A). Usando a
definic@o de trago de uma matriz (soma das entradas da diagonal principal),
¢ facil verificar que

T(A+ B) =tr(A+ B)
T(aA) = tr(aA)

=tr(A) +tr(B) =T(A) + T(B)
atr(A) = aT(A).

Logo, o traco € uma funcdo linear.

6. Escolha de coordenadas: Seja V' um espaco linear real de dimensdo n e
B = (v1,...,v,) uma base ordenada de V. Verifiquemos que a fungéo
I:V — R" que acada vector v € V faz corresponder o vector das
coordenadas x, isto é, [(x) = xp, € linear.

Sex,y € Vsiotaisque v = x1v1 + -+ + TpUp €Y = Y101 + -+ + + YnUn,
tem-se
(x1v1 4+ -+ Tpvn) = (1, ..., Tp)

=1
]I(y) = H(ylvl + ynvn) = (yb cee 7yn)'
Logo,

H(:L‘—I—y) = H((xl +y1)vl +o 4+ (xn +yn)vn) = (xl + Y, +yn)
= (21, 2n) + (Y1, -, yn) = 1(z) + L(y)
Iax) =1((axy)vy + - - - + (axy)vn) = (@, ... axy,)

=a(xy,...,z,) = ol(z).

Exemplo 6.2. Exemplos de funcoes nao lineares
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6.1. Definigcado de fungdo linear

1. Determinante de uma matriz: Seja M, ., o espaco linear das matrizes
reaisn X n (comn > 1),e T : M,,,, — R definida por 7'(X) = det(X).

Como para qualquer escalar « se tem det(aX) = a"det(X), a fungdo
determinante ndo € linear.

2. Translacao: Seja V' um espago lineare 7' : V' — V definida por T'(z) =
z + v, onde v € um vector ndo nulo fixadoem V.

Para qualquer escalar «, sdo vélidas as igualdades
T(azr) =axr+v e aT(z) = a(z +v).

Logo, T'(ax) # oT'(z), e portanto 7" nao é linear.

¢

Uma propriedade das fungdes lineares 1" : V' — W, entre espacos lineares 1/
e W, é que a imagem do vector zero de V' € o vector zero de W. De facto, como
V' € um espaco linear, sabemos que: (a) V' contém o vector zero; (b) cada vector x
de V possui um simétrico (—z) = (—1)z, que ainda pertence a V. Logo, usando
a defini¢cdo de funcdo linear, tem-se

T0)=T(x—z)=T(x)—T(x) = 0.

Podemos assim enunciar uma condi¢@o necesséria para uma funcg@o ser linear.

Proposicao 6.1. Se V' e W sado espacos lineares e 7' : V' — W é uma fungao
linear, entao
T(0) =0.

Exemplo 6.3. A fungdo T definida por 7'(z,y) = (x — y,x + y + 1) ndo € linear
uma vez que 7°(0,0) = (0, 1) # (0,0). ¢

Recordamos a seguir as defini¢des de fungdo composta de duas funcdes e de
inversa de uma fungcdo. Mostramos que no caso das fun¢des em causa serem
lineares entdo a fun¢cdo composta e a fungdo inversa também sdo fungdes lineares.

Composicao e inversao de fungoes

328



Capitulo 6. Fungdes Lineares

Figura 6.1: A composicio g o f das funcdes fe g .

Dadas duas fungdes f : V — We g : W — U define-se a composicdo (go f)
(1&-se “g ap6s f’) como sendo a funcéo

(go f)(xz)=g(f(x)) paratodoo x € V. (6.1)

Por conseguinte, a composi¢io (g o f) é uma funcdo de V em U. E claro de (6.1)
que (g o f) s6 esté definida se o contradominio de f coincidir com o conjunto de
partida de g. Observe o diagrama na Figura 6.1.

Na proposic¢do seguinte mostramos que a composta de duas fun¢des lineares é
uma fungio linear.

Proposicao 6.2. Sejam V, W e U espacgos lineares. Se 7} : V = Wely : W —
U sdo fungdes lineares, entdo (75 0 T7) : V' — U é uma fung@o linear.

Demonstragcdo. Sejam x e y vectores de V' e « um escalar. Da definicao (6.1), de
funcdo composta, e da definicdo de funcdo linear, temos

(TyoTh)(z +y) =Ta(T1(z + y)) = Ta(T1(z) + Ti(y))
=T5(Ti (7)) + To(Th(y)) = (T2 o T1)(z) + (T2 0 T1)(y),

e
(Ty o Th) () = To(Ty(ax)) = To(aTi(x))
= OéTQ(Tl(ZL')) = CM(TQ o Tl)(.%')
Ou seja, (T3 o T1) satisfaz as duas condi¢des da defini¢do de fung@o linear. O

Dada uma fungéo f : V' — W, a inversdo de f consiste em determinar uma
outra fung@o g : Im(T) — V tal que a composi¢do g o f seja a identidade, isto é,
tal que (g o f)(z) = x paratodo o x € V (observe a Figura 6.2).
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6.1. Definigcado de fungdo linear

Figura 6.2: A fungdo f e a sua inversa .

Definicao 6.2. Inversa de uma funcao
Uma fung@o f : V' — W diz-se invertivel se existe uma fun¢io g : Im(f) —
V tal que (g o f) é a fun¢do identidade em V. Isto &,

(9o f)(x) = x paratodox € V

Uma fungio g nestas condi¢des designa-se por funcdo inversa de f.

Deixamos como exercicio mostrar que a inversa de uma fun¢do, quando existe,
¢ Unica.
Exercicio 6.2. Suponha que existem duas fungdes g; € go que sdo fungdes inversas
de uma fung@o invertivel f. Mostre que g1 = go.

| A inversa de uma func@o invertivel € Gnica. |

A

| Quando f é invertivel, designamos por f~! a fun¢iio inversa de f. |

Note-se que a func¢do inversa de uma funcdo 7" : V' — W entre espagos
lineares, estd definida num subespago de W. De facto, Im(7T) C W é fechado
para a adicdo de vectores e multiplicacdo por escalares uma vez que, sendo

y,we€ Im(T) <=y =T(x1) e w=T(x3) para alguns z1,z5 € V,
(6.2)

se tem
y+w="T(x1)+T(xe) =T (21 +22) = y+w € Im(T)
e
ay =al(x)) =T (ar1) = ay € Im(T), com « escalar.

Vejamos agora que a inversa de uma fungio linear ainda é uma func@o linear.
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Capitulo 6. Fungdes Lineares

Proposicao 6.3. Seja 7' : V' — W uma funcao linear invertivel. A funcio
inversa 7! € uma fung?o linear.

Demonstracdo. Seja T—' : Im(T) — V a fung¢io inversa da fungfo linear 7', e

u,v € Im(T),comu =T (z) e v ="T(y) para certos z,y € V. Como T ¢ linear,
tem-se

T Yau+ Bv) =T Yol (x) + BT(y)) = T HT(az + By))
=ax+ By =T ' (u) + BT (v),

onde « e 3 sdo escalares. Ou seja, T~ é linear. Ol

A injectividade de uma fungido f é condi¢do necessaria e suficiente para a
invertibilidade de f. Recordemos as defini¢des de injectividade' e de sobrejecti-
vidade de uma funcgio.

Definicao 6.3. A funcdo f : V — W diz-se

(i) Injectiva se aplica pontos distintos em pontos distintos. Ou seja, f € injec-
tiva se para todo x, z € V se tem

T # 2= f(z) # f(2),
ou equivalentemente, f € injectiva se: f(x) = f(z) = x = 2.
(ii) Sobrejectiva se o contradominio de f é igual a W. Isto €,

Im(f) = W.

Uma fun¢@o que € simultaneamente injectiva e sobrejectiva diz-se bijectiva.

Proposicao 6.4. A funcdo f : V — W & invertivel se e sd se f € injectiva. |

Demonstragcdo. Suponha-se que f € injectiva e mostremos que f é invertivel.
Sendo y € Im(f),existe z € V tal que y = f(z). Como f é injectiva, a solu¢do
x de y = f(x) é tnica, pelo que a fungdo g : Im(f) — V tal que g(y) = x esta
bem definida. Como ¢(y) = ¢g(f(z)) = x para todo o x, a fung@o g é a inversa de

1.

'Na terminologia anglo-saxénica uma funcio injectiva diz-se “one-to-one”.
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6.1. Definigcado de fungdo linear

Para a implicagio reciproca, suponha-se que f € invertivel e mostremos que é
injectiva. Sejam z,z € V tais que f(z) = f(z). Como existe a fun¢io inversa,
aplicando f~! a igualdade anterior, tem-se f~!(f(z)) = f~'(f(2)), ou equiva-
lentemente, x = z. Logo, f € injectiva. 0]

Isomorfismos

Desde o Capitulo 3 que sabemos que, fixada uma base ordenada B num espago
linear V' de dimensdo n, podemos estabelecer uma correspondéncia biunivoca
entre vectores de um espaco linear real (resp. complexo) V' de dimensdo n e
vectores de R™ (resp. de C"). Esta correspondéncia associa a cada vector x € V'
o respectivo vector das coordenadas xz. No Exemplo 6.1-6 vimos ainda que esta
funcdo, I : x — xp, € linear.

Afuncdo [ : x — xp é um exemplo de um isomorfismo entre espacos lineares.
Como indica a origem etimoldgica da palavra isomorfo (do grego “iso” quer dizer
igual e “morfo” quer dizer forma), dois espacos lineares sdo isomorfos quando sdo
estruturalmente iguais, no sentido em que qualquer propriedade que € verificada
num espago ¢ igualmente vélida no outro espago. Define-se um isomorfismo entre
espacos lineares como sendo uma fungdo bijectiva f : V' — W que preserva a
estrutura de espaco linear em V' e em W. Ou seja, uma fungo bijectiva f que
preserva as operagdes de adi¢do e multiplicacdo por escalares definidas em V' e
em W, isto é

flet+y)=fz)+ fly) e [flax)=af(z).

As duas condi¢Ges anteriores significam que f € linear.

Definicao 6.4. Isomorfismo entre espacos lineares

Um isomorfismo entre os espagos lineares V e W € uma fungcdo I : V — W
linear e bijectiva.

Quando existe um isomorfismo entre V' e W, os espacgos lineares V e W
dizem-se isomorfos.

Exercicio 6.3. Mostre que um isomorfismo entre espagos lineares aplica bases em
bases.
A

Exercicio 6.4. Mostre que o espaco linear real C, dos nimeros complexos z =
a + 1b, € isomorfo ao espaco das matrizes reais da forma

i
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A

Como a func@o (linear) que aplica um vector de um espaco linear no respectivo
vector das coordenadas, na base ordenada fixada no espaco, € um isomorfismo,
conclui-se o que a seguir se enuncia.

Proposicao 6.5. Um espaco linear real (resp. complexo) de dimensao n € iso-
morfo a R™ (resp. C™). Um isomorfismo é a fung@o que a cada vector do espago
faz corresponder o vector das coordenadas numa base ordenada fixada no espaco.

Refira-se que o conceito de isomorfismo ¢ mais geral do que o apresentado
na Definicdo 6.4. Podem estabelecer-se isomorfismos entre conjuntos munidos
de estruturas distintas da estrutura de espaco linear, como por exemplo, conjuntos
munidos da estrutura de grupo, de anel, ou de algebra de Lie (ver Capitulo 7).
Por exemplo, se A e B sdo conjuntos munidos, respectivamente, das estruturas
algébricas A\ e [J, uma fungio bijectiva do conjunto A no conjunto B que preserve
as estruturas, definidas em A e em B diz-se um isomorfismo. Isto €, uma fungéo
bijectiva f : A — B que satisfaz

flaAb) = f(a)Of(b), paratodoa,be A. (6.3)

Se existe um isomorfismo entre os conjuntos (A, A) e (B, ), munidos das res-
pectivas estruturas, estes conjuntos dizem-se isomorfos.

No caso em que a estruturaem A e em B € a de espago linear, um isomorfismo
¢ uma funcao bijectiva que satisfaz a condic¢do (6.3) para as operagdes de adi¢do
de vectores e de multiplicacdo por escalares. Neste caso, um isomorfismo é uma
funcao linear tal como se considerou na Definicdo 6.4.

Exercicio 6.5. Mostre que a fungéo

0 —X3 )
[ x=(r1,20,23) = | T3 0 —z| =X
—T9 I 0

¢ um isomorfismo entre R3, munido da estrutura de produto vectorial X, e o con-
junto Aj das matrizes reais anti-simétricas de terceira ordem, munido da estrutura
[, ] definida por [A, B] = AB — BA.

Chama-se comutador a operag@o [, | que associa ao par de matrizes A, B a
matriz [A, B] = AB — BA. Como podera ver no proximo capitulo, (R3, x) e
(As, [, ]) sdo algebras de Lie e a fung¢@o f é um isomorfismo de algebras de Lie.

A
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6.2 Matriz que representa uma funcao linear

O objectivo desta sec¢do é mostrar que qualquer funcao linear 7' : V' — W, onde
V' e W sdo espacos lineares de dimensdes 7 € p respectivamente, pode representar-
se por uma (Gnica) matriz A em relagdo a bases fixadas em V e em W. Isto
significa que o vector das coordenadas de 7'(z) na base fixada em W se pode
escrever na forma Axpg, onde xp é o vector das coordenadas de  na base fixada
emV.

Seja T' : V. — W uma fung@o linear, B = (v, vs,...,v,) uma base orde-
nada de V e B’ = (wy,ws,...,w,) uma base ordenada do espago de chegada
W. Qualquer vector de um espacgo linear pode escrever-se (de forma tGnica) como
combinacio linear dos vectores de uma base desse espaco. Assim, existem esca-
lares c; Gnicos tais que

r=cv+-+eu, <= xp=(C1,...,Cn) zeV, (6.4)
Como a fung¢do 7' é linear, tem-se
w="T(x) =T(crvy + -+ + cpun) = 1T (1) + T (v2) + - - - + ¢, T (vy,).
Desta igualdade obtemos

Wpr = (T(x))B/ = Cl(T(Ul))B’ + CQ(T(UQ))B/ + -+ Cn(T(Un))B/

| | T e
= (T(U‘l))B’ (T(U‘Q))B’ (T(U‘n))B/ : (Definigdo 1.11)
| | |
== (T(U‘l))B' (T(Uf))B' (T(U‘n))B’ xp (por(6.4))
= Axp. (6.5)

A matriz A em (6.5) diz-se a matriz que representa a fungio linear 7" nas bases
BdeV e B’ de W. Saliente-se que se os espacos lineares V' e W sdo complexos,
tem-se

Ctosxpr— wp = (T(SU))B/ = Axp € (Cp,

e portanto a matriz A é do tipo p X n.
Para referéncia futura passamos a enunciar o que acabamos de mostrar.

334



Capitulo 6. Fungdes Lineares

Definicao 6.5. SejaT' : V' — W uma fung@o linear, B uma base ordenada do
espago linear V' e B’ uma base ordenada do espago linear .

A matriz A que representa 7' nas bases, B do espaco de partida e B’ do
espaco de chegada, € a matriz que para todo x € V satisfaz

(T(z))p = Axp, (6.6)

onde xp e (T(x))p designam, respectivamente, os vectores das coordenadas de
xnabase BedeT(z)nabase B'. SedimV =nedim W = p, a matriz A é do
tipo p X n.

Para designar a matriz A em (6.6) usa-se a notagdo M(T, B, B).

Nota 36. Para uma funcdo linear T' : V. — V em que se fixa a mesma base
B no espago de partida e de chegada, referimo-nos a matriz que representa T
simplesmente como a “matriz que representa T’ na base B” .

Proposicao 6.6. Matriz que representa uma funcao linear

A matriz que representa a funcao linear 7' : V' — W na base ordenada
B = (vy,...,v,) de V e na base ordenada B’ de IV, é a matriz A cujas colunas
sdo os vectores das coordenadas (T(vy))p, (T(v2))5,- ., (T(v,))ps (por esta
ordem). Ou seja,

A=M(T,B,B") = | (T(v))p (T(v2))p -+ (T(on))s|.  (6.7)

Nota 37. Existe uma tinica matriz que representa uma funcdo linear T : V. — W
em relagdo a bases ordenadas fixas em V e em W. A unicidade desta matriz
é consequéncia da unicidade dos vectores das coordenadas que constituem as
colunas da matriz.

Na Figura 6.3 ilustramos a definicio de matriz que representa uma func¢éo
linear em relacdo a bases fixadas no espago de partida I e no espaco de chegada
w.

Exemplo 6.4. Considere-se a fung@o linear T'(z, y, z) = (2x—y, 3z+y). Podemos

escrever
T T x
2 —1 0
Sk _[0 1 3] vl =AY
z z z
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Espago linear
w

de dimensdo p

Base B’

Espago linear
v

de dimensdo n

Base B

Um vector de

Um vector de

R" (ou C™)

R” (ou CP)

(T(z))p = Axp

Figura 6.3: A matriz A, do tipo p X n, representa a funcgéo linear 7' : V. — W em
relagdo a base B de V e a base B’ de W. Os espagos V e W tém dimensdes n e
p, respectivamente. O isomorfismo I é a fung@o (linear) que aplica cada vector de
um espaco linear no vector das coordenadas na base fixada nesse espaco.

Ou seja, aimagem por T’ de um qualquer vector de R? pode obter-se multiplicando
a matriz A por esse vector.

A matriz A representa T' em relagdo a base candnica de R? (espago de partida)
e & base candnica de R? (espago de chegada), uma vez que as colunas da matriz A
sdo as imagens dos vectores da base candnica de R3,

T(1,0,0) = (2,0), 7(0,1,0)=(-1,1) e T(0,0,1) = (0,3).

¢

Exemplo 6.5. Consideremos a fungdo 7" : P; — P», definida por T'(p(t)) =
3p/(t), onde P, designa o espaco linear dos polindmios de grau menor ou igual a
n,e p'(t) designa a derivada de p. Fixemos as bases By = (1 — ¢, 2t3,1+t) em
P3,e By = (2,t+1,t—t?) em P,. Pretende-se determinar a matriz que representa
T em relacdo a estas bases. Para tal, calculemos as coordenadas dos vectores

T(l—t)=-3, T =6t, T2 =18 T(1+t)=3,

na base By. As coordenadas de T'(1 —t) = —3 podem obter-se da seguinte forma:
—3=2a+Bt+1)+~(t—1?) = a+B) + (B+7)t -t
200+ =-3
— b+7=0 <= a=-3/2e f=~v=0.

336



Capitulo 6. Fungdes Lineares

Por conseguinte, (T(1 — t))s, = (—3/2,0,0). Calculando de igual modo as
restantes colunas da matriz pretendida, obtemos

(T(t*)B, = (=3,6,0), (T(2t%))p, = (=9,18,-18) e (T(1+t))5, = (3/2,0,0).
Assim, a matriz que representa T' nas bases fixadas, é

—3/2 -3 -9 3/2
M(T,B;,B)=| 0 6 18 0
0 0 —18 0

Vejamos agora como usar esta matriz para calcular a imagem por 7' de um certo
polinémio de P;. Por exemplo, pretende-se usar M (T, By, B) para determinar
T(q) onde q(t) = 2 + 2t — 5t2 + 413,

Comecemos por notar que o vector das coordenadas de ¢ na base B1 é qp, =
(0, —5,2,2). Por defini¢do de matriz que representa uma fung@o linear, tem-se

0

-3/2 -3 -9 3/2] |, 0
(T(¢))p,=| 0O 6 18 0 9 =6
0 0 —-18 O —36

2 B2

B
Assim, como (T(q))p, = (0,6, —36), a imagem de ¢ por 7" é
T(q(t)) = 6(t + 1) — 36(t — t*) = 6 — 30t + 36>,
De facto, usando a expressdo de 7' podemos confirmar este resultado:
T(q(t)) = 3¢ (t) = 3(2+ 2t — 5t* + 4¢3) = 3(2 — 10t + 12t?) = 6 — 30t + 36t°.

¢

Exemplo 6.6. Considere-se a fungio 7'(f) = fot f(x)dx, definida no espago P,
dos polinémios de grau menor ou igual a 2. E claro que a imagem de um po-
linébmio de P, é um polindmio de grau menor ou igual a 3, e portanto podemos
tomar para espaco de chegada o espaco Ps, ou seja, considerar T' : P, — Ps.
Fixemos em P, e em Pj as respectivas bases candnicas: BCp, = (1,t,t%) e
BCp, = (1,t,t*t3). Como

t t t2 t t3
)= [1ar=t. 10 [war=5 e 1= [Par-t
0 0 2 0 3
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as colunas da matriz que representa 7' nas bases fixadas sdo os vectores das coor-
denadas de T'(1), T'(t) e T'((t*) na base BCp,, ou seja, respectivamente 0s vectores
(0,1,0,0),(0,0,1/2,0) e (0,0,0,1/3). Assim, a matriz que representa o integral
indefinido (como funcdo de P, em P3) relativamente as bases consideradas, é

0 0 0
1 0 0

M= 1 o (6.8)
0 0 1/3

Alguns exemplos geométricos de funcoes lineares

Nesta sec¢do pretendemos identificar as matrizes que representam (na base cand-
nica) certas fun¢des lineares definidas em R? e R3. Como vimos, para obter essa
matriz basta conhecermos as imagens dos vectores da base candnica. Em todos os
exemplos que se seguem consideramos fixada a base candnica, quer no espaco de
partida quer no espacgo de chegada.

Exemplo 6.7. 1. T : R?> — R? é uma reflexdo em relacio ao eixo dos zx
(Figura 6.4).

T(x)

Figura 6 .4: Reflexdo em relac@o ao eixo dos xx.

Como
T(1,0)=(1,0) e T(0,1)=(0,-1),

a matriz que representa 7' é

Ou seja, T(z,y) = A m = (z,—y).
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2. T : R? — R? é uma reflexdo em relacio a recta y = x (Figura 6.5).

o T(x)

Figura 6.5: Reflexdo em relagdo arecta y = .

Como 7(1,0) = (0,1) e 7'(0,1) = (1,0), a matriz que representa 1" é
01
=P

3. T : R? — R? é a projeccdo ortogonal sobre o eixo dos yy (Figura 6.6).

Portanto, T'(x,y) = (y, z).

Figura 6.6: Projeccdo ortogonal sobre o eixo dos yy.

Como 7'(1,0) = (0,0) e T(0,1) = (0, 1), a matriz que representa T é

-y

4. T : R? — R? é uma rotacio em torno da origem de um angulo 6 no
sentido directo (Figura 6.7).
A imagemde (1, 0) por 7' é obviamente 7'(1,0) = (cos 6, sen f) e ade (0, 1)
é¢T(0,1) = (—senb,cosf). Logo, a matriz que representa 1" é
[cos 6 —sen 9]
9 = .

senf cosf

Assim, T'(z,y) = (0,y).
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T(x)

T'(er)

|
i senf
\

cos

Figura 6.7: Rotag@o em torno da origem de um angulo ¢ no sentido directo.

Por exemplo, a rotagdo em torno da origem de um angulo /4 no sentido
directo (ou anti-horario, ou positivo) é
V2

T(X) = Rﬂ/4x — 7 |:1 —1:| X,

ouseja, T'(z,y) = B2 (z —y,x +y).

¢

Exercicio 6.6. Considere as fungdes lineares 7' : R® — R3 definidas a seguir.
Mostre que as matrizes M indicadas representam 7' em relacdo a base canénica
de R3.

1
1) T'é uma reflexdo em relacdo ao plano zy, M = |0
0

000
2) T é a projec¢ao ortogonal sobre o plano yz, M = |0 1 0].
0 01

3) T é umarotagdo em torno do eixo dos zz de um angulo 6 no sentido positivo,
cosf —senf 0
M = [senf) cosf O].
0 0 1

Verifique ainda que a imagem de um qualquer ponto x = (x,y, z) é

T(z,y,z) = (zcosf —ysend, xsent + ycosb, z).

O sentido directo (ou positivo) de uma rotacdo em torno de um eixo é es-
tabelecido da seguinte forma: um observador, alinhado com o eixo, com
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os pés na origem e a cabeca direccionada no sentido positivo do eixo, vé€ a
rotac@o no plano perpendicular ao eixo realizar-se no sentido anti-horario.

4) T é umarotacdo em torno do eixo dos yy de um angulo € no sentido directo,

cosf@ 0 senf
M = 0 1 0
—senf 0 cosf

Para finalizar esta sec¢do refira-se que o conjunto

L(V,W)={T:V — W; T élinear}

¢ um espaco linear. O conjunto L(V, W) é um subconjunto do espago linear F
das funcdes f : V' — W, entre espacos lineares sobre o0 mesmo corpo K, com as
operacdes de adi¢do e multiplicacdo por escalares definidas por

(f+9)(v)=fv)+g) (af)(v)=af(v), paratodo f,.ge FeacK.

Como a soma de fun¢des lineares ¢ uma func@o linear e a multiplicacdo de uma
fungao linear por um escalar ¢ uma funcéo linear (ver Exercicio 6.1), tem-se que
L(V, W) é fechado para estas operagdes, e portanto um subespaco de F.

Sejam V e W espacos lineares de dimensdes dimV = n e dimW = p.
Fixadas bases ordenadas B e B’, respectivamente,em V' ¢ em W, é facil concluir
que a aplicagéo que a cada T' € L(V, W) faz corresponder a matriz M (T, B, B')
do tipo p x n, é uma fung@o linear bijectiva. Ou seja, L(V, W) é um espago linear
isomorfo ao espagco M,,,,, das matrizes p xn (reais se V' e W sdo espagos lineares
reais ou complexas se estes espagos forem complexos).

Enunciamos na proposic¢do seguinte este resultado.
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Proposicao 6.7. Sejam V' e W espacos lineares sobre o mesmo corpo K, de
dimensdes dim V' = n e dim W = p. Fixadas bases ordenadas Bem V ¢ B’ em
W, o espago linear

L(V,W)={T:V = W; T élinear}

¢ isomorfo ao espago linear M, ,,(K), das matrizes do tipo p x n com entradas
em K.

O isomorfismo € a bijec¢do que a cada fungdo 7" : V' — W de L(V, W) faz
corresponder a matriz M (7', B, B"), que representa T' nas bases ordenadas B de
Ve B’ de W. Ou seja, o isomorfismo I : L(V, W) — M, é definido por

T —s M(T, B, B').

Matrizes que representam uma funcao linear em relacao a bases distintas

Pretendemos agora relacionar matrizes que representam uma dada funcao linear
em relacdo a bases distintas. Para tal, suponha-se que a fungéo linear 7' : V — W
¢ representada pela matriz A em relagio as bases B; de V' e By de W,e que 1" é
representada pela matriz C' em relac@o as bases By de V' e By de W. Isto é,

(T(z))p, = Axp, e (T(z))p, = Cxp, paratodor € V. (6.9)

Sendo y = T'(z),entdo (T(z))5, = Y ¢ (~T(a:))j§2 = y 3, Tepresentam o mesmo
vector y, respectivamente, nas bases By e By. Assim, 0s vectores y B, €Y 5, €stdo
relacionados através da matriz M = Mp . 5 que realiza a mudanga da base B;
para By (ver Definicdo 3.9 na pagina 157). Nomeadamente,

Y5, = Myp, -

De igual modo, os vectores xp, € Xp, estdo relacionados através da matriz S =
Sp,« B, que realiza a mudanga da base B; para Bs:

XBy, = SXBl-
Usando (6.9), temos

¥, = Cxp, <= Myp = CSxp, <= MAxp, = CSxp,.
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Como as matrizes de mudanca de base sdo invertiveis e a equivaléncia acima é
verificada para todo x € V, as matrizes A e C' (que representam a mesma funcéo
linear em relac@o a bases distintas) satisfazem a igualdade

MA=CS=— A= M"'CS.

Relembremos que a matriz de mudanga da base ordenada B = (vy, ..., v;) para
a base ordenada B é a matriz cujas colunas sdo os vectores das coordenadas,
(v1)g, - -, (Vi) g (por esta ordem). Tendo em conta a forma da matriz em (6.7),
que define uma funcéo linear em relacao a bases fixadas no espacgo de partida e de
chegada, a matriz de mudanga de base Mz, 5 pode interpretar-se, em termos de
funcdes lineares, como sendo a matriz que representa a funcio (linear) identidade
I:V — V,z — =z, em relacdo a base B no espaco de partida e a base B no
espaco de chegada. Ou seja,

Num espaco linear W, a matriz de mudanga da base ordenada B de W para a
base ordenada B de 1V, é a matriz que representa a fungdo identidade  : W —
W, x — x, em relacdo a base B no espaco de partida e a base B no espaco de
chegada. Isto é,

Mg, 5= M(I, B, B).

Considere-se o exemplo seguinte.

Exemplo 6.8. Seja T : R? — R? a fung@o linear definida por

T:R® — R?

(.T,y,Z) — (x_l_yvy_z)
Como

x
11 0
T(I’,y,Z)—(l'—i-y,y—Z)—[O 1 _1:| )

a matriz que representa 7' em relag@o a base canonica de R? e a base canonica de
R? ¢ a matriz

A—M(T,BCRs,BORz)—{l ! 0}.

01 -1

Fixemos agora em R3 e em R? as bases ordenadas
By =((1,1,0),(0,1,1),(1,1,1)), By =1((2,1),(1,-1)).
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Determinemos a matriz que representa 7" em relagdo a estas bases. Como

T(1,1,0)=(2,1)=u, T(0,1,1)=(1,0)=v, T(1,1,1)=(2,0)=w,

(2,1) =1x(2,1)40x (1,—1)

(2,0) = %(27 1)+ %(17 —1),
temos ug, = (1,0),vp, = (1/3,1/3) e wp, = (2/3,2/3). Logo,
1y
C:M(T,Bl,BQ) =
0

2
3

W=

As matrizes A e C' estdo relacionadas através de matrizes de mudanga de base S
e M. O diagrama que apresentamos a seguir ajuda a estabelecer a relacdo entre
estas matrizes.
3 T 2
S=M(I,BC,B) iIRg Ino lM:]V[(I,BC,Bg)

3 T 2
RBl 0 RBQ

Na horizontal temos a fungéo linear 7' com duas representacdes matriciais distin-
tas A e C'. Na vertical, a esquerda, temos a matriz S que realiza a mudanca da
base BC de R? para a base B, que é igualmente a matriz que representa a fungdo
identidade Ips : R® — R? em relago a base BC no espago de partida e a base
By no espago de chegada. Na vertical, a direita, temos a matriz M que realiza a
mudanga da base BC' de R? para a base By, que também € a matriz que representa
a funcdo identidade Iz> : R? — R? em relac@o a base BC' no espaco de partida e
a base B5 no espaco de chegada.

Dado um qualquer vector x = xpc € R3, a sua imagem por T, yp, =
(T(x))p,, pode obter-se do diagrama (6.10) de duas formas distintas:

XBc — AXBC — MAXBC =Y¥VB, (611)

ou
Xpo — Sxpc — CSXpc = ya,. (6.12)
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Isto é, M Axpc = C'Sxpc para todo x € R3. Ou seja, MA = CS.

As aplicacdes em (6.11), correspondem a “ler” o diagrama (no sentido das
setas) primeiro na horizontal e em seguida na vertical. Enquanto que em (6.12) o
diagrama € percorrido primeiro na vertical e depois na horizontal.

Um diagrama (direccionado) deste tipo diz-se comutativo se o resultado da
composicdo de aplicagdes correspondentes a qualquer percurso entre dois vértices
¢ igual.

Determinemos agora as matrizes S e M de mudanca de base. Como

1 1

(1,0,0) =0 x (1,1,0) — (0,1,1) + (1,1, 1), (L,0) =321 +5(1-1)
1 2
(0,1,0) = (1,1,0) + (0,1,1) — (1,1, 1), (0,1) = 5(2, 1) — §(1’ —1)
(0,0,1) = —(1,1,0) + 0 x (0,1,1) 4+ (1,1,1)
temos
0o 1 -1
S=M(Igs,BC,B;)=|—-1 1 0
1 -1 1
B (/3 1/3
M = M(Igz2, BC, By) = [1/3 _2/3] .
Deixamos como exercicio a confirmacio da igualdade A = M~1CS. ¢

No caso geral de uma fungdo linear 7' : V' — W ,com V' e W espacos lineares
reais de dimensdes dimV = n e dimW = p, usamos também um diagrama
comutativo para ilustrar a relac@o entre as matrizes que representam 7' em relacdo
a bases distintas fixadas em V' e em W. Designamos por R?U, ) Uma copia de R"
cujos elementos sdo vistos como vectores das coordenadas de vectores de U na
base B.

Na Figura 6.8 apresentamos a esquerda o diagrama comutativo que relaciona
as matrizes A e C' que representam a fungao linear 7 : V' — W em relagéo a
bases fixadas em V' e W, e na mesma figura a direita € ilustrado o significado da
comutatividade do diagrama.

Obviamente que se 7' € uma funcdo linear em que o espago de partida e o de
chegada sdo o mesmo espacgo (isto €, 7" : V' — V), e se neste espaco fixarmos a
mesma base, o diagrama comutativo anterior reduz-se ao diagrama da Figura 6.9.
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6.2. Matriz que representa uma fungéo linear

R?V,Bl) — RZ()VV,BH) XB b—> 14XB1
‘| | |
n RP SXB1 P C’SXB1 = MAX31

(V.B2) G TN (W,Ba)

Figura 6.8: As matrizes A e C', que representam a fung@o linear 7" em relag@o a
bases distintas, estdo relacionadas através das matrizes de mudanga de base M
e S. O diagrama do lado esquerdo é comutativo, e portanto C'S = MA, ou
equivalentemente C' = M AS~!.

R,z —= R Xp, ————— Axp,
I I
R?V,BQ) ?R?V,Bg) ]\4-)(31 f—— C’]\4-)(B1 — MAXBl

Figura 6.9: As matrizes A e C' que representam 7" : V' — V s@o semelhantes:
C=MAM™'.

Ou seja, as matrizes A = M(T, By, By) e C = M(T, B, By), que represen-
tam 7" : V — V, respectivamente, em relagcdo as bases B; e B fixadas em V' sdo
matrizes semelhantes, isto é, C' = M AM ! (recorde a Defini¢do 4.8 de matrizes
semelhantes, pagina 188). Para referéncia futura, enunciamos este resultado.

Proposicao 6.8. As matrizes A = M(T, By, B;) e C = M(T, By, Bs), que
representam a fungao linear 7" : V' — V em relacdo as bases B; e B, fixadas em
V', sdo matrizes semelhantes. Isto é,

C=MAM™,

onde M é a matriz que realiza a mudancga da base B; para a base Bs.

Nota 38. Uma funcao linear T' : V — V diz-se um endomorfismo. Ou seja, um
endomorfismo é uma funcdo linear do espago linear V' em si proprio.
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Capitulo 6. Fungdes Lineares

Matriz que representa a fun¢iao composta

A partir da definicdo de matriz que representa uma func@o linear, é ficil deter-
minar a matriz que representa a composta de duas funcdes lineares. Sejam 7 :
V — WeT;: W — U duas fungdes lineares, A = M(Ty, By, By) a matriz que
representa 7; em relagdo a base By de V e abase By de W,e C = M(1Ts, By, Bs)
a matriz que representa 75 em relacdo a base B, de W e By de U. Se A é a matriz
que representa 77, e C' é a matriz que representa 75, tem-se (T4 (z))p, = Axp, €
(T2(y))B; = Cyp,. Além disso, como (T3 o T)(x) = To(T1(x)), resulta

((Tg 0 T1)(2)) 5, = C(Axp,) = (CA)xp,.

Conclui-se portanto que a matriz C'A representa (7507} ) sempre que A representa
T e C representa T5. Os diagramas seguintes ilustram este facto.

T n
(V,B) —>(W,By) Ry p) =Ry o)

@h( lTQ R lc

U, Bg) Rk

Proposicao 6.9. Sejam 7, : V — W e Ty, : W — U duas fungdes lineares,
A = M(T\, By, By) a matriz que representa 7} em relagio a base By de V e a
base By de W, e C = M(T3, By, B3) a matriz que representa T, em relacdo a
base By de W e By de U.

A matriz que representa (75 0 77) : V — U em relagdo a base By de V e Bj
de U, é a matriz C A, isto é,

CA = M(TQ OTl,Bl,B:;).

6.3 Nicleo e contradominio de uma funcao linear

Vimos que existe um isomorfismo entre o espaco das funcgdes lineares e o espaco
das matrizes (ver Proposicdo 6.7). Este isomorfismo aplica uma dada funcao li-
near 7' : V. — W na matriz M (T, B, B'), que representa 1" em relag@o as bases
Be B’ fixadas em V e em . E assim de presumir que este isomorfismo (fungo
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6.3. Niicleo e contradominio de uma fungao linear

linear bijectiva) permita traduzir varios resultados obtidos para matrizes em ter-
mos de fun¢des lineares. A seguir estabelecemos algumas destas relagdes para
o contradominio e para o ndcleo de uma fun¢éo linear. Comecemos por definir
ndcleo de uma fungao linear entre espacos vectoriais.

Definicao 6.6. Seja 7' : V — W uma funcao linear entre espacos lineares.
Chamamos niicleo de T' ao conjunto dos elementos de V' que sdo aplicados em
0 € W. Designamos por N(T") o niicleo de 7.

Note-se que se A = M (T, BCgn, BCg») € a matriz que representa 7' : R” —
R? em relagdo as bases candnicas de R™ e de RP?, isto é, T'(x) = Ax, entdo a
defini¢cao de nucleo de 7T estd de acordo com a defini¢do de niicleo da matriz A
(ver Exemplo 6.9 a seguir).

O nicleo de uma fun¢éo linear € um subconjunto do espaco de partida, e o
contradominio um subconjunto do espaco de chegada (observe a Figura 6.10).

T

Figura 6.10: O nucleo e o contradominio de uma fungéo linear 7'

Exemplo 6.9. Seja T : R” — RP definida por 7'(x) = Ax. Por defini¢ao, o
ndcleo de 7" é

N(T) ={xeR": T(x) =0}
={xeR": Ax =0} = N(A),

e o contradominio

Im(T) ={y € RP: y =T(x) para algum x € R"}
={y e RF: y = Ax paraalgum x € R"} = EC(A).

Conclui-se que o niicleo de 7" é o nicleo da matriz A, e o contradominio de T’
¢ o conjunto dos vectores y € RP que sdo combinag@o linear das colunas de A,
ou seja, o espago das colunas de A. Na Figura 6.11 esquematizam-se as nogdes
de nidcleo e de contradominio de 7.

¢
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Capitulo 6. Fungdes Lineares

Figura 6.11: O nicleo e o contradominio da fungéo linear 7" definida por 7'(x) =

Ax.

Exemplo 6.10. a) Seja 7 : R?> — R? a rotacio de um angulo # em torno da

b)

¢

origem. Como o tnico vector de R? que ¢ aplicado por 7" em (0,0) € a
origem, tem-se N(T') = {0}. Além disso, qualquer vector de R? é imagem
por T' de algum outro vector de R?, logo Im(T) = R?.

Seja T : R? — R3 a projec¢io ortogonal sobre o plano .

Como os tnicos vectores de R? que sio aplicados por 7' na origem sdo 0s
vectores do eixo dos zz, o nucleo de T é o eixo dos zz. Por outro lado,
qualquer vector de R? ¢ aplicado num vector do plano zy, logo o conjunto
imagem € o plano zy. Ou seja,

N(T)={(0,0,2): zeR} e Im(T)={(z,y,0): z,y € R}.

Seja T : R? — R? a reflexdo em relagdo ao eixo dos zz. E fécil ver que
N(T) = {0} e Im(T) = R%
¢

Proposicao 6.10. Sejam V' e I espacos lineares. O nucleo e o contradominio
de uma funcdo linear 7" : V' — W sdo subespacos lineares de V' e de W, respec-
tivamente.

Demonstragdo. Ja mostrdmos, na pagina 330, que /m(T") é um subespaco de W.
Para provar que N(7') é um subespaco de V' basta verificar que é fechado para a
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6.3. Niicleo e contradominio de uma fungao linear

adi¢ao de vectores e para a multiplicacdo por escalares. Sejam z,v € N(T), isto

é
r,0€ NT)<=T(x)=0e T(v) =0,

Da linearidade de T, resulta

Tx+v)=T(x)+Tv)=0+0=0=x+v e N(T)
e
T(az) =aT(x) =0= axr € N(T), « escalar.

g

Usando a defini¢do de matriz que representa uma fungdo linear 7' em relagcao a
bases fixadas no espago de partida e no espaco de chegada, conclui-se facilmente
que o nicleo e o contradominio de uma fung¢do linear sdo (sub)espacgos isomorfos,
respectivamente, ao nicleo e ao espaco das colunas da matriz que representa I’
nas bases fixadas (ver também o Exemplo 6.9). Este resultado é enunciado no
teorema seguinte.

Teorema 6.1. Seja 7" : V' — W uma funcio linear e A = M (7', B, B') a matriz
p X n que representa 7" em relacdo a base B de VV e a base B’ de IV. Sdo vilidas
as afirmacoes:

a) O isomorfismo de V' em C" determinado pela base B, aplica o nicleo de
T no nicleo de A.

b) O isomorfismo de W em C? determinado pela base B’, aplica o contra-
dominio de 7" no espago das colunas de A.

¢) Verifica-se a igualdade:

dim N(T) + dim Im(T) = dim V. (6.13)

Passamos a designar a relacdo (6.13) por “Teorema da dimensdo para funcdes
lineares”.

Demonstracdo.  a) Seja x € V um qualquer vector do nicleo de 7', isto é, z é
um vector que verifica 7'(z) = 0. Da defini¢io da matriz que representa 7',
tem-se (T'(z))p = Axp para todo z € V. Logo,

reENT)<=T(z)=0<= (T(2))p =0 <= Axp =0 <= x5 € N(4).
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Capitulo 6. Fungdes Lineares

O isomorfismo N(T') — N(A) é a func@o (linear) que a cada vector = €
N(T') faz corresponder o vector das coordenadas x .

b) Para mostrar que /m(T") é um espago linear isomorfo a EC(A), considere-
sey € Im(T). Logo,y = T'(x) para algum = € V. Da defini¢do de matriz
que representa 7', temos

y € Im(T) <= T(x) = y,paraalgumz € V
< (T(x))p = Axp = yp/, para algum xg € C"
< yp € EC(A).

O isomorfismo Im(7T") — EC(A) é a fungao (linear) que a cada vector
y € Im(T) faz corresponder o vector das coordenadas y .

c) Da Proposi¢do 3.9 (pag. 137) sabemos que o isomorfismo que a cada vector
de um espaco linear faz corresponder o respectivo vector das coordenadas
numa base fixada, aplica bases em bases (ver também o Exercicio 6.3).
Do Teorema da dimensdo para matrizes (Teorema 3.6, pag. 144) temos
dim N(A) + dim EC(A) = n, onde n é o nimero de colunas de A, ou
seja,n = dim V. Logo, como N (A) é isomorfo a N(T') e Im(T) isomorfo
a EC(A), tem-se dim N(T') = dim N(A) e dim Im(T) = dim EC(A).
Por conseguinte, dim N (7") 4+ dim I'm(T) = dim V.

OJ

O ntcleo e o contradominio de uma fung@o linear 7' : V' — W s&o espagos
lineares isomorfos, respectivamente, ao niicleo e ao espaco das colunas de uma
matriz que represente 7', mas nio sao necessariamente iguais a estes espacos. Os
exemplos que apresentamos a seguir ilustram esta situagio.

Exemplo 6.11. Consideremos a fung@o linear 7'(p(t)) = 3p/(t) do Exemplo 6.5.
No exemplo referido, foi calculada a matriz que representa 7' : P; — P, em
relagiio as bases By = (1 —t,12,2t3, 1+ t) de P3,e By = (2,1 + 1,t — t?) de P,
a saber:
-3/2 =3 -9 3/2
A= 0 6 18 0
0 0 —-18 0

Esta matriz é tal que yp, = (T(z))p, = Axp,. Pretendemos obter o niicleo e o
contradominio de 7. Para determinar o ndcleo de 7' e o contradominio I'm(T),
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6.3. Niicleo e contradominio de uma fungao linear

vamos calcular N(A) e EC(A). A matriz A ja estd em escada e portanto uma
base para o espago das colunas € dada pelas trés primeiras colunas de A, donde

EC(A) = Span {(—3/2,0,0), (—3,6,0), (—9, 18, —18)} .

A base do espago das colunas de A ¢ um subconjunto de R?, e portanto nio pode
ser um conjunto gerador do contradominio de 7', uma vez que o contradominio
de 7" é um conjunto de polindémios de grau menor ou igual a 2. No entanto, o
contradominio de 7" € gerado pelos polindmios cujos vectores das coordenadas na
base B, geram E'C(A). Assim, atendendo a que

(P1(t))
(p2 (t)iBQ

(Ps(t)) 3,

0s polinémios p1, ps e p3 formam uma base de Im(7T"). Logo,

By — (_3/27 0, 0) = pl(t) =-3
(—3,6,0) — po(t) = 6t

Im(T) = Span {—3, 6t, —18t°} .

Como dim Im(T) = 3 e dim P, = 3, temos Im(T') = P,.

Pelo Teorema da dimens@o para fungdes lineares, sabemos que dim N(T') =
dim P3—dim Im(T") = 4—3 = 1. Para determinarmos o nicleo de A, resolvemos
o sistema Ax = 0:

—3/2x —3y— 92+ 3/2w=0
6y + 182 =0« {r=w,y=0,2=0.
182 =0

Consequentemente,

N(A) = Span{(1,0,0,1)}.

O nicleo de T' é gerado pelos polindmios de P; cujos vectores das coordenadas
na base B; geram o niicleo de A. Assim,

N(T) = Span {2}

uma vez que (p(t))p, = (1,0,0, 1) é o polindmio constante p(t) = (1 —1¢) + (1 +
t) =2.

Podemos confirmar este resultado usando a defini¢ao de nticleo de 7. O niicleo
de T' € o conjunto dos polindmios p que verificam 7'(p) = 3p/(t) = 0, ou equiva-
lentemente, os polindmios cuja derivada € zero. Estes polindbmios sdo os constan-
tes, isto €, os multiplos do polinémio constante 2. ¢
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Exemplo 6.12. No Exemplo 6.6 obtivemos a matriz que representa 1" : P, —
Py definida por T'(f) = f(f f(z)dz, em relagdo as bases candnicas fixadas nos
espacos dos polindmios P, e P;. Esta matriz (ver (6.8) na pagina 338), é

0 O 0

1 0 0
M=19 12 o

0 0 1/3

A matriz M possui trés colunas linearmente independentes, e portanto as colunas
de M formam uma base para EC(M) (o qual é um subespago de R* de dimensdo
3). Logo, o contradominio de 7" (que € um subespaco de P3) é gerado pelos
polinémios cujos vectores das coordenadas na base BC'p, sdo:

(0,1,0,0), (0,0,1/2,0) e (0,0,0,1/3).

Ou seja, Im(T) = Span{t,t*/2,t3/3}. O contradominio de 7" é assim o espago
dos polinémios cujo valor em zero € igual a zero:

Im(T) = {at + bt* + ct* : a,b,c € R}.

Como dim I'm(T") = 3, resulta do Teorema da dimens@o para fungdes lineares que
dim N(T') = dim P, — dim Im(T") = 3 — 3 = 0. Por conseguinte, o nicleo de
T ¢é o polinémio constante igual a zero, N(T') = {0}. Sugere-se como exercicio
que confirme que o niicleo de 7' € o vector zero de Ps. ¢

O nicleo de uma funcao linear e invertibilidade

A injectividade de uma func¢@o é uma condic@o necesséria e suficiente para que a
funcdo seja invertivel (cf. Proposicdo 6.4). No caso da funcdo 7' ser uma fun¢do
linear (entre espacos lineares), ainda se tem que 7" € invertivel se e s6 se N (1) =
{0}. A Proposi¢@o seguinte caracteriza as fungdes lineares invertiveis.

Proposicao 6.11. Sejam V e W espagos lineares e 7' : V' — W uma fungio
linear. Sdo equivalentes as afirmacdes:

(i) T é injectiva.

(i) T é invertivel.

(iii) O ntcleode T é N(T) = {0}.
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6.3. Niicleo e contradominio de uma fungao linear

Demonstracdo. A equivaléncia (i) <= (ii) é precisamente a Proposi¢do 6.4.
Vamos mostrar a sequéncia de implicagdes: (ii) = (iii) = (i).

(11) = (di7): Seja x um elemento qualquer do nicleo de T, isto é, tal que
T(z) = 0. Aplicando 7! a dltima igualdade, vem T~ 1(T'(z)) = z = T%(0).
Como 7! ¢ uma fungio linear (cf. Proposi¢do 6.3), a imagem de zero € zero (cf.
Proposi¢do 6.1), e portanto z = T~1(0) = 0 para qualquer z € N(T). Ou seja,
N(T) = {0}.

(#4i) = (i): Suponhamos que N(7T') = {0} e sejam z,y € V tais que T(z) =
T'(y). Pela linearidade de 7', tem-se

T(x)=T(y) == T(x) -Ty) =0 =Tz -y) =0=2-y =0,

onde a dltima implicacéo segue do facto do ndcleo de 7" apenas conter o elemento
zero. Conclui-se que, se T'(x) = T'(y) entdo x = y, ou seja, que 7" € injectiva. [

Pela Proposicdo 6.11, a dimensdo do nucleo de uma func¢do linear ser zero
€ uma condicao necesséaria e suficiente para a fungdo linear ser invertivel. Con-
sequentemente, pelo Teorema da dimensd@o para funcgdes lineares, para que uma
funcdo linear 7' : V' — W seja invertivel € necessario que a dimensdo do con-
tradominio seja igual a dimensdo do dominio (isto é, dim /m(7") = dim V'). No
caso de endomorfismos 7" : V' — V, & facil ver que o Teorema da dimensdo para
fungdes lineares, a Proposi¢do 6.11, e o facto do N(7T') ser isomorfo ao nicleo da
matriz que representa 7', permitem estabelecer as equivaléncias seguintes.

Seja V um espaco linear e 7' : V' — V uma fungdo linear. Sdo vélidas as
seguintes equivaléncias:

e N(T)={0}seesése Im(T)=1V.

e T' é injectiva se e sO se é sobrejectiva.

o N(T') = {0} se e s6 se qualquer matriz que represente 7" é invertivel.

Exemplo 6.13. Vejamos quais das func¢des lineares do Exemplo 6.7 sdo invertiveis.

a) Quer a reflexdo 7" : R? — R? em relagiio ao eixo dos zx, quer em relacio a
recta y = x, sdo fungdes lineares invertiveis. A func¢io linear inversa destas
fungdes lineares coincide com a propria fungio, isto é, 7 = T1.

b) A projecc¢éo ortogonal sobre o eixo dos yy ndo € invertivel. O nticleo desta
fungio linear é o eixo dos xz (e portanto diferente de {(0,0)}).
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¢) E facil verificar geometricamente que a rotacio 7' : R?> — R? em torno
da origem de um angulo 6 € uma fungio invertivel, e que a sua inversa é a
rotagfio em torno da origem de um angulo (—0). A fungiio 7! é represen-
tada pela matriz de rotagéo de um angulo (—6), isto é,

v sl B il

Verifique que R,' = R(_g = R}. Note-se ainda que det Ry = cos? +
sin? @ = 1 # 0 e portanto a matriz R, é sempre invertivel qualquer que seja

6.
¢

Exemplo 6.14. a) Pretende-se saber se existem fungdes lineares 7' : R? —
R® que sejam injectivas ou sobrejectivas.
Uma tal fung@o linear é representada por uma matriz A do tipo 5 x 3. A
matriz A tem caracteristica menor ou igual a 3, ou seja, a dimensdo do
espacgo das colunas de A € no maximo 3. Consequentemente, a dimensao
do contradominio de 7" é menor ou igual a 3. Assim, como dim R> =5
o contradominio de 7" nunca pode ser R, pelo que nio existem fungdes
lineares T : R® — IR sobrejectivas.
Por outro lado, do Teorema da dimensdo para fun¢des lineares, resulta
dim N(T) + dim Im(T) = dimR? = 3. Como dim I'm(T') pode ser igual
a 3, a igualdade anterior diz-nos que a dimensdo do nicleo pode ser zero.
Assim, existem fung¢des lineares injectivas (logo, invertiveis) 7" : R? — R5.

b) Pretendemos saber o mesmo que na alinea anterior mas para uma fungdo

linear T : R® — R3,
Uma matriz que represente uma tal fun¢do linear é do tipo 3 x 5, e por-
tanto tem caracteristica menor ou igual a 3. Se tiver caracteristica 3, entéo
dim Im(T) = dimR?® = 3, e portanto T seré sobrejectiva. Além disso,
como dim N(T') + dim Im(T) = 5 e dim I'm(7") € no maximo 3, resulta
que dim N(7') é no minimo 2, e portanto nunca se podera ter N(7') = {0}.
Ou seja, ndo existem fungdes lineares injectivas T : R® — R3.

¢

Vejamos agora qual é a matriz que representa uma funcao linear invertivel em
relacdo a bases fixadas no espaco de partida e de chegada. Consideremos uma
funcdo linear 7 : V. — W e T-!': W — V asua inversa. Sendo 7T invertivel,
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6.3. Niicleo e contradominio de uma fungao linear

tem-se que dim V' = dim W. Seja A = M (T, By, B2) a matriz (quadrada) que
representa 1" em relagfo as bases By de Ve Bode W,e C = M(T‘l, By, By) a
matriz que representa a fung@o (linear) inversa T~!. Da defini¢do de matriz que
representa uma funcio linear, e da defini¢@o de inversa, obtém-se

TT(z)) = v <= C(Axp,) = xp,, paratodox € V.

Como C'Axp, = xp, paratodo z € V, tem-se CA = [. Ou seja, a matriz C' € a
inversa de A.
Enunciamos na proposi¢ao seguinte o que acabamos de mostrar.

Proposicao 6.12. Sejam V' e W espacos lineares da mesma dimensdo, B; uma
base ordenada de V' e B, uma base ordenada de 1V

Se A = M(T, By, B;) é a matriz que representa a fun¢io linear invertivel
T :V — W,entdo A~! é a matriz que representa a funcfo (linear) inversa
T71:W —V.Istoé, A=t = M(T~', By, By).

Valores proprios de fungoes lineares

No Capitulo 4 estuddmos valores e vectores proprios de matrizes. Como o espagco
L(V,V), das fungdes lineares de um espago linear V' em si proprio, é isomorfo a
um espago de matrizes quadradas (cf. Proposicdo 6.7), é natural definir valores
e vectores proprios de uma fungdo linear. Como veremos, os valores proprios
e vectores proprios de uma funcdo linear 7' : V' — V sdo valores e vectores
proprios de uma matriz que representa 7' em relacdo a bases fixas em V. Contudo
o reciproco ndo ¢ sempre vélido, em particular se V' € um espaco linear real e a
matriz A que representa 7" tem valores proprios complexos, os valores proprios de
A ndo sio valores proprios de T (ver o Exemplo 6.15 abaixo).

Definicao 6.7. Seja VV um espacos linear sobre o corpo K,e 7' : V' — V uma
funcdo linear.
Um escalar A € K diz-se um valor proprio de 7" se existe um vector ndo nulo
v € V tal que
T(v) = \v. (6.14)

Equivalentemente, A € K é um valor proprio de 7" se N (7' — A\I) # {0}, onde [
¢ a funcdo identidade definida em V.

Quando um vector ndo nulo v € V satisfaz a igualdade (6.14) para um certo
A € K, diz-se que v € um vector proprio de 1" associado ao valor proprio .
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Usando a defini¢cdo de matriz que representa uma funcao linear, relacionam-se
agora os valores e vectores proprios de uma matriz que represente a fun¢éo linear
com os valores e vectores proprios da fungéo linear dada.

Proposicao 6.13. Seja 7" : V' — V uma func@o linear, onde V' é um espaco
vectorial sobre K, e A a matriz que representa 7' em relagdo a uma base fixada
em V. Sdo validas as afirmacgdes:

e Os valores proprios de 7" sdo valores proprios de A.
e Os valores proprios de A pertencentes a K sdo valores proprios de 7.

e Se dim V' = n, entdo 7' tem no maximo n valores proprios (pode ndo ter
nenhum).

Demonstracdo. Da defini¢ao de matriz que representa uma funcio linear 7" tem-
se

T(x) = <= (T(x))p = (\zr)p <= Axp = \xp.

Por conseguinte, os valores proprios de 7" sdo valores proprios de A. Os valores
proprios da matriz A, s6 serao valores proprios de 7" se pertencerem ao corpo K.

Como a matriz A que representa 7" tem n valores proprios, dos itens anteriores
conclui-se que 7' tem no maximo n valores préprios. O

No exemplo a seguir, apresentamos uma fungdo linear 7' : V' — V que ndo
tem valores proprios enquanto que a matriz que representa a funcdo tem sempre
n = dim V' valores proprios.

Exemplo 6.15. Seja T : R? — R? definida por T'(z,y) = (—y, ). A matriz que
representa 7' na base canonica de R? é

Os valores proprios de A sao A = +i. Claramente, ndo existe nenhum vector
v # 0 do dominio da fungdo T (isto é, de R?) que verifique T'(v) = iv. Logo, T
ndo tem valores proprios. Dito de outra forma, os valores proprios de A ndo sdo
escalares do corpo K = R sobre o qual V = R? (o dominio de 7") é um espaco
linear. ¢
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6.4. O espago dual de um espaco linear

Define-se espaco proprio £(A) de um valor préprio A da fung@o linear 7" :
V' — V como sendo o espaco gerado pelos vectores proprios de 1" associados a
A. Ou seja,

A é valor propriode T'=— E(\) = Span{z € V : T'(z) = Az} = N(T — ),

onde [ : V — V ¢ a func¢@o identidade.

Seja A a matriz que representa a fungéo linear 7' : V' — V em relagdo a uma
base fixada em V. Os espagos proprios correspondentes a valores proprios A de
A (isto é, o nicleo da matriz (A — AI)) sdo isomorfos aos espagos proprios de T’
sempre que A € valor proprio de 7'.

Os espacgos proprios de fungdes lineares sdo exemplos de espacos invariantes
por 1.

Definicao 6.8. Um subespaco S do espacgo linear V' diz-se um subespago inva-
riante por T : V. — V se T(S) C S. Isto é, S é invariante por 7" se a imagem
por 7" de qualquer vector de S ainda € um vector de S'.

E consequéncia da definicdo de espaco proprio de uma fungio linear o resul-
tado seguinte.

Seja V' um espaco linear sobre o corpo K e 7' uma fungdo linear 7" : V' — V.
Se A é um valor préprio de 7', o espago proprio F()) é um subespago de V'
invariante por 7.

6.4 O espaco dual de um espaco linear

E frequentemente 1til considerar fungdes lineares definidas num espago vectorial
que tomam valores escalares. Estas fungcdes constituem um espaco linear que se
designa por dual.

A noc¢do de dualidade é importante em vérias areas da matemaética como a
geometria projectiva, a logica e teoria de conjuntos, a geometria diferencial, etc.
Abordamos nesta secc@o a no¢do de espaco dual de um espaco linear de dimensao
finita, definimos a base dual de uma dada base e mostramos que a fungdo dual de
uma fungao linear entre espacos lineares € representada pela matriz transposta da
matriz que representa a funcio dada.

Passamos a definir o espaco dual de um espaco linear de dimensao finita.
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Capitulo 6. Fungdes Lineares

Definicao 6.9. Espaco dual

Se V' € um espaco linear (de dimensao finita) sobre o corpo K, o espaco dual
de V € o conjunto V* = L(V, K) das fungdes lineares de V em K.

Os elementos de V'* sdo designados por funcionais lineares, ou formas-1, ou
covectores.

Se £ € V* usamos indistintamente &(v) ou ((¢, v)), para designar a imagem em
K do vector v € V pela funcgdo &.

Exemplo 6.16. 1. Um elemento de (R™)* é uma fungéo da forma (x4, ..., x,) —
a1y + - -+ oy, com a; € R,

2. Seja V' = P, o espacgo dos polinébmios reais de variavel real de grau menor
ouigual a n. A fun¢éo de P, em R, definida por

b
ps [ e
¢ um funcional linear, isto é, um elemento de V* = (P,)*.

3. Se f : R” — R é uma funcgido diferencidvel e D f a sua derivada, entdo a
funcdo R” — R, definida por

x — Df(x)

¢ um elemento de (R™)*.

¢

Da Proposi¢io 6.7 (pag. 342), sabemos que V* = L(V,K) é um espago linear
e que, se V' € um espaco linear de dimensdo n, V* é isomorfo ao espaco das
matrizes M, (K), do tipo 1 x n, com entradas em K (a dimenséo de K é igual a
1). Ou seja, V* é isomorfo a M, «,,(K) enquanto que V' é isomorfo a M, (K).
Por conseguinte, a dimensdo de V'* € igual & dimensdo de V.

Dada uma base B do espaco linear V' podemos definir uma base B* de V* a
partir de B do seguinte modo. Seja {vy,vs, ..., v, } uma base de V' e definam-se
n elementos v!, v2, ..., v™ de V* através das igualdades

i 1 se 1=
u(vj)_aij_{ 0w Z#j (6.15)

Recordemos que na defini¢@o anterior, a expressio v’(v;) significa a imagem do
vector v; € V pela fungdo linear v*. O conjunto {v',v?, ..., v"} é uma base de
V* como se mostra na proposicdo seguinte.
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6.4. O espago dual de um espaco linear

Proposicao 6.14. Se {vy,vs,...,v,} é uma base de V, entdo o conjunto
{vl,v? ... v"} formado pelos vectores de V* que satisfazem (6.15), é uma base
de V*.

A base {v',v? ... v"} é designada por base dual.

Demonstracdo. Como dim V* = dim V', o espaco VV* tem dimensao n e portanto
basta mostar que o conjunto {v!, v? ... v"} é linearmente independente. Escre-
vendo a fung?o linear nula, 0 : V' — K, como combinag@o linear de vl o? o,
pretende-se mostrar que a Gnica solugdo de c;v! + -+ c, " = 08¢ = -+ =

¢, = 0. Avaliando esta combinacio linear de funcdes lineares em v;, tem-se
v+ e = 0= v (v;) + - + v (vy) = 0,
Usando a defini¢@o (6.15), a express@o anterior é

0= cv'(v)) + -+ + 0" (v)) = v (v)) = ¢,

paratodo j = 1,...,n. Logo, o conjunto {v!,v? ... v"} é linearmente indepen-
dente e portanto uma base de V'*. O
Se B = (v, vy,...,v,) é umabase ordenadade V e B* = (v',v?%,... ,v") éa

base dual, qualquer elemento £ de V' * escreve-se de forma tinica como combinagédo
linear dos covectores v’. As componentes de & na base dual sdo os escalares
&1y ..., &, que satisfazem &(v;) = &, para i = 1,...,n. De facto, usando a
defini¢do de base dual, o valor de £ = &v! + - - - + &,v™ em qualquer vector v; da
base B ¢

E(vi) = &' (v) + - + & (0i) = &
Assim, o vector das coordenadas de £ € V* na base B* = (v, 0% ... v") é
(&) = (&1,...,&) onde & = &(v;), parai = 1,...,n.
Consideremos v € Ve £ € V* taisque up = (uy,...u,) e &p = (&1, .- &n)-
Isto é, u = vy + -+ +upv, € £ = &l + -+ + &™. A imagem de u por & é
dada por

E(u) =&uH(ugvr + - F upvn) + -+ EU(wvr + -+ Uy

= flul + €nun> (6.16)

onde aplicdmos o facto dos v? serem fungdes lineares bem como a defini¢io de
base dual. Usando o isomorfismo que a cada vector de um espaco linear associa
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Capitulo 6. Fungdes Lineares

o vector das coordenadas, a expressdo (6.16) pode escrever-se matricialmente na
forma
Uy
Ew)y=¢p-up=1[& - & | |- 6.17)

Un

Nota 39. Se considerarmos os elementos de R"™ como vectores coluna de n com-
ponentes reais, o espago dual (R™)* identifica-se como os vectores linha de n com-
ponentes reais. De acordo com (6.17), o valor de um funcional linear { € (R™)*
num vector u € R™ é obtido por multiplicacdo matricial (do vector linha & pelo
vector coluna u).

Exemplo 6.17. Considere-se a base canénica (ey, . ..,e,) de R", e (e!,... e")a
respectiva base dual. Se x = (z1,...,x,) é um vector de R", entdo

e'(x) =e'(rie; + - xpe,) = T;.

Seja f : R® — R uma fungido diferencidvel e D f a sua derivada, entdo o
funcional linear D f(x) de (R™)* é

:ﬁel_i_..._i_ﬁen

Df(x) oxy ox,

¢

Exercicio 6.7. Mostre que a aplicagdo que a um vector v € V' associa o funcional
n € (V*)* (fungdo linear de V* em K), definida por n(§) = &(v), para todo
¢ € V*,é um isomorfismo entre V e (V*)*. A

Dada uma func@o linear 7' entre dois espacos lineares V' e W, esta funcgéo
induz uma funcgio linear entre os espacos duais W* e V*, conforme se explicita a
seguir.

Proposicao 6.15. Sejam V' e W espacos lineares e 7' : V' — W uma func@do
linear. Existe uma tnica func¢éo linear 7 : W* — V* que satisfaz

(T7(6), v) = (£, T(v))), §eW" veV. (6.18)

Deixamos como exercicio verificar que a fungdo 7™ € linear e estd bem definida.

Exercicio 6.8. Verifique que (6.18) é independente de v e que 7™ € linear.
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6.4. O espago dual de um espaco linear

A fungdo T™ na proposicdo anterior é designada por fungdo dual de T'.

7

Na proposi¢do seguinte mostramos que a matriz que representa 7™ é a matriz
transposta da matriz que representa 7'.

Proposi¢io 6.16. Seja B; = (e, ..., e,) uma base ordenada do espago linear V',
B! = (e',...,e") arespectiva base dual, B, = (fi, ..., f,) uma base ordenada
de We B? = (f!,..., fP) a base dual respectiva.

Se A = M(T, By, By) é amatriz que representa a fung@o linear 7" : V' — W,
entdo AT = M(T*, B?, B') é a matriz que representa a fun¢éo dual 7™ : W* —
V*.

Demonstragdo. Dizer que a matriz A = M (T, By, By) = [a;;] representa 1" sig-

nifica que a coluna j de A (isto é, o vector (ay;,asj, .. .,a,;)) € o vector das
coordenadas de 7'(e;) na base B,. Ou seja,
T(@j) = aljfl —l—agij—l—---—i—apjfp, ] = 1,...,n. (619)

Se C' = M(T*,B? B') = [¢;;] é a matriz n X p que representa T, pretende-
se mostrar que ¢;; = aj;, paratodo? = 1,...,ne j = 1,...,p. Dizer que C
representa 7* nas bases B? de W* e B! de V*, significa que a coluna j de C' é o
vector das coordenadas de 7*(f7) na base B'. Ou seja,

T*(f) = cljel + 02j62 +-4cpie”, j=1,...p. (6.20)
Usando a defini¢do de func¢do dual e a expressdo (6.19), temos
(T (), ey = ((F7, Te))) = ((f7, anifa + agifo+ - + apify))
= au((f7, fi)) +aa((f7, fo)) + -+ ap({f), )
= aj;, parai=1,...,nej=1,...,p

onde na terceira igualdade usdmos a linearidade de f’ e na tltima igualdade a
defini¢ao da base dual.
Por outro lado, usando a igualdade (6.20), a expressdo ((T*(f7) , e;)) é também
igual a
(T7(F), e)) = ((eje’ +ege” + -+ +enge”, €1)
= ciy({e ey + eyl{e, ) 4 el en)

= Cij-

Por conseguinte, ¢;; = a;;, 0 que significa que C' = AT, O
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Capitulo 6. Fungdes Lineares

Exercicio 6.9. Considere ¢ : R? x R? — R definida por

7 10 —1
o(u,v) =u'Jv, comﬂ—[l 0].

a) Mostre que a aplicagio ¢* : R? — (R?)*, definida por ((¢’(v),n)) =
©(u,v),é linear.

b) Determine a representacio matricial de ¢’ em relacio 2 base canénica de
R? e a respectiva base dual.

c) Justifique que ¢ é invertivel.

d) Seja ©* : (R?)* — R? a fungio inversa de (’. Determine a matriz que
representa (o em relacfio a base dual da base canénica de R? na partida, e a
base canonica na chegada.
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6.4. O espago dual de um espaco linear

Exercicios

1.Diga, justificando, quais das seguintes
fungdes T : R™ — RP (com n e p apro-
priados) sdo lineares.

a) T(z1,x2) = (221 — @2, 21 + x2).

b) T(:cl,xg) = (l‘l,mz).

o) T(x1,x2,23) = (x14+2w2+2x3, 21+
5$2,$3).

d) T(xlax%mfﬂ) = (0707070)

e) T(':Cla x2,T3, x4) = ($4a X1,T3,T2,T1—
1‘3).

5.Seja T : W — R? uma fungio linear e

v1, Vg € v vectores do espaco linear W tais

T(v1) = (1,-1,2), T(vg) =
T(U3) - (_3a 1, 2)'

(0,3,2),

a) T(x1,22) = (21 + x2,321 — x2)

b) (1‘1 ) (1 + 9,311 — 1)

¢) T(xy,x9,x3) = (221 —2o+x3, T2 —
4.173)

d) T'(z1,z2,23) = (v1—z223, 33:%,331— que
4LE3)

e) T(r1,x2,23) = (x1 + w273, 5:5%)

f) T(x1,22) = (v1—22, 3z, £1+522).

2.Sejam U e V espagos linearese 7' : U —
V' uma fung@o linear.

a) Mostre que 7'(0) = 0.
b) Use a alinea anterior para concluir

Determine T'(3v; — v2 + 10v3).
6.Para cada uma das fungdes lineares 7" :
RZ — R2 seguintes, determine a matriz A
tal que T'(x) = Ax. Use a matriz A para
obter as imagens por 7" do triangulo I de
vértices (—1,2), (0,0) e (1,1).

que T : R? — R3, definida por T'(z,y) = a) T é areflexdo em relagdo ao eixo dos

(2z —y,x +y + 1,x), ndo é uma
funcio linear.

3.Diga se as fungdes seguintes sao ou ndo
um isomorfismo de espagos lineares.

a) T(l‘,y) - (Q?,CL‘ + Yy, r — y)
b) T(x,y) = (2z — y, —4z + 2y)
d) T(z,y) = (z —y,z+y)
e) T :R? — M,onde M é o espago li-
near das matrizes 2 X 2 anti-simétricas,
e 1" é definida por
0 =z

4. Determine a matriz que representa cada
uma das funcdes lineares 7' : R" — RP
(com n e p apropriados), em relacdo a base

canénica no espaco de partida e a base canénica

no espago de chegada.

xT;

b) T é areflexdo em relacdo arectay =
€z

c) T éaprojec¢do ortogonal sobre a recta
y=—a;

d) T é arotac@o em torno da origem no
sentido anti-horério de um angulo de
/2.

7.Para cada uma das fungdes lineares 7" :

R3 — R3 seguintes, determine a matriz A
tal que T'(x) = Ax. Use a matriz A para
obter as imagens por 7T do triangulo I de
vértices (—1,2,0), (0,0,1) e (1,0, 1), onde
Té:

a) T ¢ a reflexdo em relacdo ao plano
xz;

b) T ¢é a rotacdo em torno do eixo dos
zz,no sentido positivo, de um angulo
de /2.
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8.Sejam Bj e B> as seguintes bases orde-
nadas de R?

¢) T é uma func¢do bijectiva.

11.Sejam 7 : R? — R3e S : R? — R?

B = ((1,1),(1,~1)), By = ((0,1),(2,3)) 7deﬁnidas por T'(z,y) = (z + v,y — x,2y)

e T : R? — R? a fungdo linear definida
por T'(z,y) = (x — 2y, 2z — y). Determine
as matrizes seguintes que representam nas
bases indicadas.

a) M(T,Bl,Bl).
b) M (T, Bs, B).
C) M(T,B17Bg).
d) M(T, Bs, By).

1
-2
presenta a transformagéo 7' : R? — R? em
relag@o a base ordenada B = (v1, va) onde
v = (1,3),V2 = (71,4) .

9.Seja A = [ _;’ ] a matriz que re-

a) Obtenha as coordenadas de T'(v1) e
de T'(vy) na base B.

b) Obtenha as coordenadas de T'(vy) e
de T(v2) na base canénica de R?.

c) Determine a matriz que representa 7'
na base canénica de R2, e encontre
uma férmula para T'(x1, x3).

d) Use a formula obtida em c) para cal-
cular T'(1, 1).

wseon= (2 9.0 %) [+ 2)

uma base ordenada do espago Sim(2) das

matrizes simétricas reais 2x2,e T : Sim(2) —

Sim(2) definida por T'(A) = A + AT,
Diga quais das afirmagdes seguintes sdo
verdadeiras.

a) A matriz que representa 7" em relacdo
abase B é uma matriz diagonal 2 x 2.
b) A matriz que representa ' em relagdo
abase B € uma matriz diagonal 3 x 3

S(z,y,2) = (x —y,y + 2).

a) Determine a expressdo: (SoT')(x,y).

b) Determine a matriz A que representa
(S o T) em relagdo a base canénica
de R?, e diga se (SoT') é um isomor-
fismo.

. 2 -1
c) Seja M = Mpc«p = {_1 1 ] a

matriz que realiza a mudanga da base
ordenada B para a base canénica de
R2. Determine a matriz C' = M (S o
T, B, B).

12. Considere em R? a base canénica BC' =
(e1,eq, e3) e a base ordenada

B=((-1,1,1),(~1,—1,1),(0,0,1)).

a) Determine a matriz F' que realiza a
mudanga da base BC para B, isto é,
a matriz F' tal que xp = F'xpc.

b) Dado um vector u = z1e; + rses +

x3es,isto é,tal que upc = (z1, 2, x3),

determine up = (y1,y2,¥3)-
¢) Considere a fungio linear 7' : R? —
R3, cuja representagio matricial na

2 -4 -4
base canénicaé | 0 5 1

0o 1 5
Determine a matriz que representa 1’

na base B.

13. Considere as fungdes 7 : R? — R3 e
S : R? — R? definidas por:

T(z,y,z) = (x +1,y,2z + x)
S<x7yaz) = (23"727?/72)

Indique o valor 16gico das afirmacdes se-
guintes:
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a) S e T sdo funcdes lineares. a) Mostre que H e J sdo linearmente
b) S o T é uma fungéo linear. independentes. Determine a dimensao
¢) O espaco de chegada de S o T é R2. e indique uma base para V.
d) T € uma funcdo linear invertivel. b) Dada a fungéo linear 7' : V. — V
definida por
14.Seja T' : V' — V uma fungio linear e
B = (u,v,w) uma base ordenada para V/ TH)=J,T(J)=-H,
tal que T'(u — v) = 2u,T(2u +v) = v
e T(w) = u — v + w. Entdo, a matriz que determine a matriz que representa T'
representa 7' em relac@o a base B no espaco em rela¢do a uma base que contenha
de partida e de chegada é: HelJ.
-, ) ¢) Determine a dimensdo do niicleo de
3 3 |1 T, e diga (justificando) se T € in-
) | 5 F -1 vertivel.
| 0 0 1
(2 -4 1 17.Diga, justificando, em que casos se tem
b) g ; 1 Ty oTy=TyoT.
L 0 0 1 a) T3 éaprojeccio ortogonal de (x,y) €
2 01 00 -1 R? no eixo dos zx, e T é a projecgio
9 (01 -1 )pdj20 1 ortogonal de (z,y) € R? no eixo dos
| 0 0 1 00 1 Yy

b) T3 é areflexdo de (z,y) € R? relati-

15.Seja T : R? — R? a fungio linear defi- ) .
vamente ao eixo dos zx, e Th é a re-

id. :
mica por flexdo de (v,y) € R? relativamente
T(1,1,0) = (2,1), T(0,1,1) = (1,1), a0 eixo dos yy;

7(1,0,0) = (1,1). 18.Seja T : RZ — R? a fungdo linear defi-

nida por:
Entdo, T" € dada por:

T(x1,22) = (41 — 229,221 — T2).

a) T'(z,y,2) = (z+y,z+2)

b) T(z,y,2) = (y — 2,2 + 2z) a) Determine o ndcleo e a imagem da
o T(z,y,2)=(22+z+y,z—2) fungio linear.

d) T(z,y,2) = (2z,2 + 2) b) Indique um vector de R? que nzo es-

teja na imagem da func@o.
¢) Verifique a féormula do Teorema da
dimens&o para este exemplo.

16.Seja V' o espaco linear real das matri-
zes reais 2 x 2, de entradas a;;, satisfazendo
a1l + az2 = 0 e ajo + ag; = 0. Considere
as seguintes matrizes de V: 19.Seja T' : M — M uma fungido linear
definida no espacgo linear M, das matrizes
H:[ 1 0} J = { 0 1} 2 x 2,por T(A) = A— AT Indique o valor

0 —1]" -10 l6gico das afirmagdes seguintes:
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a) 1 (1) pertence ao conjunto imagem
deT.

b) T' ¢ sobrejectiva.

c) 1 (1) pertence ao nicleo de T'.

d) T é invertivel.

20. Considere as funcdes

o=l Y[

Tr(z,y) = (x — 1,y — x).

Indique o valor 16gico das afirmacdes se-
guintes:

a) T é invertivel.

b) T3 é linear e T5 nao € linear.
¢) T4 é ndo linear e T5 € linear.
d) Ty e T; sao fungdes lineares.

21.Seja Max2 o espago linear das matrizes
2x2eT : Mayos — Mayo a aplicagio
definida por T'(A) = A + AT

a) Mostre que 7' € uma fungio linear.

b) Determine a matriz K que representa
T em relagdo a base ordenada B de
Moo dada por:

s=(s L o B )

¢) Determine bases para o nicleo e para
aimagemde 7.
d) Diga, justificando, se 7" ¢ injectiva ou
sobrejectiva.
2
e) Sendo C = [2 9
Observagio: Dada uma funcdo f : A —
B e b € B, define-se a imagem inversa de b

2] determine 7-1(C).

como sendo f~1(b) = {a € A: f(a) = b}.
Note que o conjunto f~'(b) estd definido
mesmo que ndo exista a fungcdo inversa de
f.

22.Seja T : P, — P, a aplicagéo defi-
nida por T'(p(z)) = 2p(x) + p/(z), onde p’
a derivada de p, e P designa o espago dos
polinémios de grau menor ou igual a 2.

a) Determine a matriz que representa 7'
em relacdo a alguma base ordenada
de P2 .

b) Decida se T € invertivel.

¢) Calcule T71(2 — 22).

23.Seja T : R® — R3 uma fungio li-
near com dois valores proprios A\; = 2 e
A9 = —1. Considere a base ordenada B =
(v1, ve, v3) formada pelos vectores que ve-
rificam: (a) o vector v1 = (1,0,0) é um
vector proprio de T associado a Ay; (b) os
vectores vo = (1,1,0) e v3 = (0,1,1) sdo
vectores proprios de 7" associados a Ag.

a) Determine T'(2,1,2).
b) Determine a matriz A = M (T, BC, BC)
que representa 1T’ em relagc@o a base
canénica de R3. Use A para verificar
se T’ é ou ndo injectiva.
Determine a matriz B = M (T, BC, B)
que representa 1" em relacido a base
canénica de R? na partida e 4 base B
na chegada.
Determine a matriz C' = M (T, B, BC)
que representa T’ em relac@io a base B
na partida e a base canénica na che-
gada.
Determine a matriz D = M (T, B, B)
que representa T’ em relacéio a base B
de R3.
f) Seja M amatriz que realiza a mudanca
da base BC para a base 5. Sem de-

d)

e)
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terminar M, apenas usando um dia-
grama comutativo, escreva A em ter-
mos de cada uma das matrizes B, C
e D, determinadas nas alineas ante-
riores.

24.Seja T : R? — R? a fungio linear defi-
nida por T'(x1, 2) = (z1 + 222, —21,0), ¢
considere as bases ordenadas B; = (v1, va)
de R? e By (ur,uz,u3) de R3, onde
V1 = (1,3) , Vo = (—2,4), u; = (1,1,1),
us = (2,2,0),eus = (3,0,0).

a) Calcule,amatriz A = M (T, By, Bs),
que representa 7' relativamente as ba-
ses By € Bs.

b)
que representa 7' relativamente as ba-

ses candnicas de R2 e de R3, e relacione-

a com a matriz A da alinea anterior
através das matrizes mudancga de base.

c) Represente o respectivo diagrama co-
mutativo.

25.Considere abase ordenada B = (v1, va, v3)

de R3, onde v; = (1,1,1),vo = (1,0,0)
evs = (1,1,0). Seja, T : R? — R3 uma
transformagdo linear tal que
T(v1) =(2,0,1), T(v2)=(511),
T(vs) =(2,1,1).

a) Determine amatriz A = M (T, BC, BC)

que representa 1" em relacao a base

canénica de R?, na partida e na che-
gada.

b) Considere a base ordenada

BI = (V27V1,V3)'

Determine a matriz C = M (T, B, B')
que representa 7' em relagc@o a base
B na partida e a base B’ na chegada.

Determine a matriz B = M (T, BC, BC)

¢) Sendo A e C as matrizes das alineas
anteriores, determine matrizes invertiveis
S e P tais que SA = CP. Apre-
sente o diagrama comutativo corres-
pondente.

26.Indique o valor l6gico das seguintes pro-
posigdes:

a) Existem fungdes lineares injectivas de
R* para R3.

b) Existem funcdes lineares sobrejecti-
vas de R* para R3.

c) Existem fungdes lineares injectivas de
R3 para R*.

d) Existem fung¢des lineares sobrejecti-
vas de R3 para R*.

e) Existem fun¢des lineares injectivas do
espaco dos polinémios de grau me-
nor ou igual a 3 para o espago das
matrizes 2 X 2.

f) Existem fungdes lineares sobrejecti-
vas do espago dos polinémios de grau
menor ou igual a 3 para o espago das
matrizes 2 X 2.

g) Qualquer fungido linear injectiva de
R* para R* é sobrejectiva.

h) Qualquer fun¢do linear injectiva de
R* para R® é sobrejectiva.

i) Existe uma funcao linear bijectiva do
espaco dos polinémios de grau me-
nor ou igual a 3 para o das matrizes
2% 2.

27.Sejam U,V e W espagos lineares e:

Bie B:l bases de U; By e By bases de V;
B3 e B3 bases de W. Considere ainda as
seguintes matrizes de mudanca de base

K =Mz g

Q = MB3(733'
Considere as fun¢des lineares 7' : U —

P=Mgp,, g,

VeS:V — W,e as seguintes matrizes A
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e D, que representam 7' e S,
A= M(T, By, By), D= M(S, By, B3).

Determine, em termos das matrizes A, D, K, P
e (2, as matrizes seguintes que representam
a fungd@o composta S o T'.

a) M(SoT,By,Bs).
b) M(SoT, By, Bs).
¢) M(SoT, By, Bs).

28.Sejam f : V. —- Weg: W = U
duas funcdes lineares entre espacos vecto-
riais,e f* : W* — V*eg* : U* —» W*
as respectivas funcdes duais. Mostre que
(gof)r=frog"

29.Seja B = (vy,vq,v3,v4) uma base or-
denada do espaco linear V. Considere a
aplicacdo linear ¢ : V' — V definida por
d)(vl) = 2’1}1 — 3U3,

P(va) = v1 — v3 + 204, P(v3 +v4) = v1 —
U3 + 204,

gb(vg — ’U4) = 3v1 + 2v9 + vs.

a) Determine a caracteristica da matriz
M que representa ¢ em relacdo a base
B.

b) Use a matriz da alinea anterior para
determinar uma base para o nicleo
da fung@o dual ¢*.
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Capitulo 7

Matrizes ortogonais, unitarias,
simétricas e hermitianas

As matrizes ortogonais, unitarias, simétricas e hermitianas revestem-se de parti-
cular importancia nas mais diversas areas da matemaética aplicada e por isso justi-
ficam o destaque que lhes é dado neste capitulo. Eis os principais tdpicos de que
nos ocuparemos:

(1) Triangularizac@o unitaria de Schur.

(2) Diagonalizacao unitéria de matrizes.

(3) Classificagao de matrizes simétricas reais.
(4) Decomposi¢do em valores singulares (SVD).
(5) Grupos de matrizes e as suas algebras de Lie.

Na Seccao 7.1 estabelecem-se as propriedades basicas das matrizes unitérias,
ortogonais, hermitianas e simétricas reais incluindo as propriedades espectrais
destas matrizes. Nas duas seccdes seguintes, estudam-se topicos relevantes na
identificacdo de matrizes que sdo diagonalizaveis por uma matriz unitéria.

Na Seccéo 7.4 lidamos com a diagonalizac@o ortogonal de matrizes simétricas
reais, culminando com a obten¢@o da forma canénica de uma forma bilinear
simétrica real e, em particular, de uma forma quadratica. Os resultados obtidos
sdo aplicados depois na identificagdo de conicas e superficies em R? definidas por
equacdes quadriticas.

Na Secc¢do 7.5, estudamos a decomposi¢do em valores singulares (SVD) de
uma matriz p X n. Interpretamos geometricamente esta decomposicio, € obtemos
bases ortonormadas para os subespacos fundamentais associados a matriz dada.
Na sec¢do seguinte s@o abordadas algumas aplicacdes da SVD, a saber: nimero
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de condicao e sistemas mal condicionados; aproximag@o de uma matriz por outra
de caracteristica inferior; compressdo de imagem; pseudoinversa de uma matriz e
minimos quadrados.

Finalizamos o capitulo estudando grupos de matrizes e suas dlgebras de Lie,
com especial énfase para os grupos ditos classicos. A exponencial de matrizes,
estudada no Capitulo 4, € aqui utilizada para relacionar algebras de Lie de matrizes
e grupos de matrizes.

7.1 Nocoes gerais

7.1.1 Matrizes ortogonais e unitarias

No Exemplo 5.10 (pag. 260) vimos que sendo M uma matriz real do tipo p X n,

cujos vectores colunas sdo uy, . .., u,, a matriz M7’ M tem a forma
Jw [ (u,ag) --- 0 (ug,uy)
MIM = <u2a.111> ||112H2 ) <u2,'un> 7 7.1
(o) ()

onde o produto interno € o produto interno usual em R?”. Assim, o conjunto dos
vectores coluna de M é ortonormado se e s6 se MM é a matriz identidade.
No caso em que a matriz real M é quadrada e as colunas formam um conjunto
ortonormado (isto é, M* M = I) dizemos que M é uma matriz ortogonal.

Definicao 7.1. Uma matriz quadrada real M diz-se uma matriz ortogonal se
satisfaz a igualdade

MTM =1.

Da igualdade (7.1) resulta que as colunas de uma matriz ortogonal de ordem n
formam uma base ortonormada de R".

Exercicio 7.1. Mostre que o produto de matrizes ortogonais ainda é uma matriz
ortogonal. A

E consequéncia imediata da definicdo de matriz ortogonal que qualquer matriz
ortogonal é invertivel e que a respectiva inversa € a sua transposta. Além disso,
tendo em conta as propriedades do determinante, se M/ € uma matriz ortogonal,
obtém-se

det(MM™) = det(M) det(M™) = (det(M))* = det I = 1.
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Ou seja, o determinante de matrizes ortogonais € igual a £1. Resumindo:

Se M é uma matriz ortogonal de ordem n, tem-se:
o M 1=M".
° det(M) = +1.

e As colunas de M formam uma base ortonormada de R".

Exemplo 7.1. Deixamos como exercicio verificar que uma matriz ortogonal 2 x 2
tem uma das seguintes formas:

Ry = [COSH —sin 9} ou S, = |:COS(9 sin @ ] .

sinf@ cosf sinf —cosf

A matriz de rotacdo Ry é a matriz que realiza a mudanca da base ortonormada
B = (u,v),com u = (cos#,sinf) e v = (—sinf, cosf), para a base candnica
de R?. Geometricamente, a base B é obtida da base canénica de R? por rotaciio
de um angulo 6§ em torno da origem. ¢

Os vectores coluna de uma matriz complexa M do tipo p x n pertencem a CP.
Designe-se por A = A a transposta da matriz cujas entradas sdo os conjugados
das entradas de A. Se calcularmos M M, onde M é uma matriz complexa com
colunas uy, . . ., u,, obtemos exactamente a matriz (7.1) onde o produto interno é
agora o produto interno usual em C? ((z, w) = z' w = z’w). Assim, se as colu-
nas de uma matriz complexa M de ordem n formarem uma base ortonormada de
Cn, é valida a igualdade M M = I. Esta condi¢do permite definir para matrizes
complexas o conceito de matriz unitaria (andlogo ao de matriz ortogonal).

Definicao 7.2. Uma matriz quadrada complexa M diz-se unitdria se M M=1 ,
ou seja, se MHM = 1.

Exemplo 7.2. Verifiquemos que a matriz

1 [14+¢ —i
M_ﬁ{—i 1—1]

¢é unitaria.

L(1—4 4 I+1 —
H — =
MM_g[i 1+z‘H—z‘ 1—2}
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A condigdo M M = I garante que as colunas de uma matriz unitaria formam
uma base ortonormada de C" (relativamente ao produto interno usual). Note-
se ainda que o conjunto das matrizes unitarias de entradas reais coincide com o
conjunto das matrizes ortogonais, ja que se M € uma matriz unitaria real tem-se
MY = M™ (o conjugado de um ntimero real € ele proprio). Por conseguinte, todos
os resultados que obtivermos para matrizes unitdrias sdo vélidos substituindo a
palavra “unitdria” por “ortogonal” (ou simbolicamente, substituindo o simbolo
“H” de Hermite pelo “T” de transposto).

Proposicao 7.1. Sejam U e V matrizes unitdrias de ordem n. Sdo validas as
afirmacdes:

a) Qualquer matriz unitaria U € invertivel e U~! = UH.
b) (UV)H = VHUH,

¢) O produto de matrizes unitirias ¢ uma matriz unitéria.
d) Qualquer matriz unitéria U preserva normas, isto €,

lUx|| = ||x|| paratodo x € C".

e) Qualquer matriz unitéria U preserva distancias, ou seja,

|Ux —Uy|| = ||lx — y|| paratodo x,y € C".

Demonstragdo. a) E imediato das defini¢des de matriz unitéria e de inversa
de uma matriz, a equivaléncia

U'U =I+=U"'=U0".
Y A—— —T=T
by (U =WUV) =O0V)'=V U =VHUH,
¢) Sendo U e V matrizes unitarias temos UZU = I e VHV = I. Logo, pela
alinea anterior resulta
(UWHEWUV)=VHIU UV =VHV = 1.
d) Da defini¢do de norma, temos
|Ux||* = (Ux)" (Ux) = x"U"Ux = x""x = ||x]*,

onde na penultima igualdade aplicdmos o facto de U ser unitéria.
d)
e) [|[Ux = Uyl = [Ux=y)l =[x =¥
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As fungdes f : R" — R” que preservam distancias recebem a designacéo de
isometrias. Esta no¢do generaliza-se a fun¢des definidas num espago euclidiano,
do seguinte modo:

Definicao 7.3. Seja VV um espaco linear munido de um produto interno.
Uma fungio f : V — V diz-se uma isometria se, paratodo z,y € V, verifica

dist(f(x), f(y)) = dist(z,y) ou, equivalentemente, | f(z)— f(y)| = |z —y]-

Em particular, resulta da alinea e) da Proposic¢do 7.1 que, sendo M uma matriz
ortogonal, a fungdo f(x) = Mx é uma isometria em R". No entanto existem
isometrias em R" que ndo sdo fungdes lineares, por exemplo, f(x) = Mx + a,
onde M é uma matriz ortogonal e a ¢ um vector nao nulo de R".

Exercicio 7.2. Mostre que se f é uma isometria num espago linear real V' (ou
complexo), entdo f preserva o produto interno. Isto €,

(f(x), f(y)) = (x,y), paratodox,y € V.
Sugestdo: Use o Exercicio 5.5, pagina 250. A

Exemplo 7.3. Matriz de Fourier
A matriz de Fourier de ordem n foi definida em (5.35) (pag. 307) como sendo
a matriz F}, cujas colunas sao:

1 1
27 2(n—1)mi
en (& n
Wo = 3 Wi = 3 3 Wp—1 =
1 2(n—1)mi 2(n—1)2mi
e n e n

Mostramos ainda na Secc¢do 5.7.3 que as colunas de F;, formam um conjunto
ortogonal (para o produto interno usual em C") e que todos os vectores coluna
de F,, ttm norma igual a \/n (ver Proposi¢do 5.6, pag. 308). Logo, a matriz
de Fourier de ordem n ndo é uma matriz unitiria, uma vez que, apesar das suas
colunas serem ortogonais duas a duas, elas ndo t€ém norma igual a 1.

Porém, como todas as colunas de F,, ttm norma +/n, a matriz ﬁFn é uma

H
matriz unitaria e, sendo unitaria, a sua inversa € (ﬁFn) (cf. Proposicdo 7.1).

1 -1 1 A R
—F,) =(-=F) =—=F,=—F,,
(78) = (F") =FF=
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onde na dltima igualdade aplicimos o facto da matriz F;, ser simétrica (F) nT =F,).
A igualdade anterior € ainda equivalente a

H
—
|

1 B 1 —
—F, = —F, <= VnFl1=—F, < F'=-F,.
<ﬁ ) Vi vrb = T n

Valores proprios de matrizes unitarias e ortogonais

A preservacao de normas pelas matrizes unitérias (resp. ortogonais) impde restri-
¢Oes nos valores proprios destas matrizes. De facto, se (), x) é um par proprio de
uma matriz unitaria U (isto é, Ux = AX), entdo

Ux = Ax e [|Ux]| = [x|| == |Ux]| = [[Ax]| = [Alllx]] = [Ix]|-

Como x € um vector proprio, logo ndo nulo, a igualdade anterior € equivalente a

A = 1.

Note-se que para A € C, 0 modulo || é a distancia de A a origem. Assim,

Os valores proprios A de uma matriz unitaria (ou ortogonal) pertencem a
circunferéncia em C, de centro na origem e raio 1. Isto é, os valores proprios
satisfazem

A = 1.

Exemplo 7.4. Verifiquemos que uma matriz ortogonal do tipo 3 x 3 com deter-
minante igual a 1, representa uma rotacdo em torno de um eixo.

Seja M uma matriz ortogonal de terceira ordem tal que det(M) = 1. Como
o determinante de uma matriz € igual ao produto dos seus valores proprios, a
contribuicdo dos valores proprios complexos A para o determinante de M é 1 (ja
que AX = |A\]? = 1). Uma vez que a matriz M é do tipo 3 x 3, existe pelo
menos um valor proprio (real) igual a 1. Seja u € R? um vector préprio de norma
unitdria associado a A = 1, isto é, tal que Mu = u. Considere-se (u, v, w) uma
base ordenada ortonormada de R®, e P a matriz (ortogonal) cujas colunas sdo 0s
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vectores u, v e w (por esta ordem). Entdo,

— o —| [ [ |
PTMP=|— vI' —| |[Mu Mv Mw
—wi — [ [ ]

u'Mua u"Mv u"Mw

1 0
= |(vIMu vIMv vIiMw| = {0 Q} =Q, (7.2)
_WTMu wiMv wlMw
onde a pentultima igualdade resulta dos seguintes factos:
e Como Mu = u, tem-se: u Mu = u’u = ||[u|? = 1lex"' Mu = x"u =
(x,u) = 0, para qualquer vector x € R? ortogonal a u (em particular, para

vVew).

e As condigdes Mu = ue MTM = I implicam que u = M7u. Portanto,
qualquer vector x ortogonal a u satisfaz u’ Mx = (M7u)"x = u’x = 0.

Como M, P e PT sdo matrizes ortogonais e o produto de matrizes ortogonais
é ainda uma matriz ortogonal, a matriz Q = PT M P é ortogonal. Sendo () uma
matriz ortogonal, a matriz Q em (7.2) também o é. Por outro lado, como () é
semelhante a M, tem-se det Q = det(M) = 1, e consequentemente det(Q) = 1.
Do Exemplo 7.1 sabemos que uma matriz ortogonal Q do tipo 2 X 2 que tenha
determinante igual a 1 € uma matriz de rotacdo. Ou seja, podemos escrever (7.2)

na forma

1 0 0
PTMP=Q =10 cosf —sinf|, com P ortogonal.
0 sinf cos6

A matriz () representa portanto uma rotagido em torno do eixo dos zz (ver Exer-
cicio 6.6, pag. 340).

A matriz P é a matriz que realiza a mudanga da base B = (u,v,w) para
a base candnica BC' de R?, e as matrizes ) e M sdo matrizes que representam
a mesma fungdo linear, de R® em si proprio, em relagio a bases distintas (ver
Proposicao 6.8, pag. 346). Ou seja, € vélido o seguinte diagrama comutativo:

R: —2 - RS,

r| |»

3 M 3
Rpe — Ry
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Em conclusdo, a matriz M representa uma rotacdo em torno do eixo que tem a
direc¢@o de um vector prdprio u associado ao valor proprio A = 1. ¢

7.1.2 Matrizes simétricas e hermitianas

Nesta seccdo estudam-se vérias propriedades de matrizes hermitianas e, em par-
ticular, de matrizes simétricas reais. Como veremos na Secc¢io 7.3.1, as matrizes
hermitianas possuem a importante propriedade de serem diagonalizdveis. Além
disso, é sempre possivel escolher uma matriz unitiria para matriz diagonalizante
da matriz hermitiana.

Definicdo 7.4. Uma matriz M diz-se simétrica se MT = M e diz-se anti-
simétrica se MT = —M.

Uma matriz complexa M diz hermitiana, ou hermitica, se M H — M, e diz-
se anti-hermitiana se M" = —M .

Resulta imediato da defini¢cdo que uma matriz hermitiana real é simétrica (ja que

—T . . e
neste caso M = M7T = M). Contudo, existem matrizes complexas simétricas
que ndo sio hermitianas como, por exemplo, a matriz

240 i
A:[i 2_4. (7.3)

Dada uma matriz A do tipo p x n, a matriz M = AT A é sempre simétrica,
visto que
MT = (ATA)Y = ATA = M.

De igual modo, a matriz M = AH A é hermitiana, como se verifica facilmente.

Proposicao 7.2. Qualquer matriz quadrada M pode escrever-se como a soma de
uma matriz hermitiana (resp. simétrica) com uma matriz anti-hermitiana (resp.
anti-simétrica). Mais precisamente,

1 1 1 1
M:§W#Mﬂ+ﬂM—M%,M:§WHWM+?M—MU.
hern?irﬁana anti—h;rr,nitiana simétrica anti-simétrica

Para demonstrar a proposi¢do anterior verifique que M + M?* ¢ hermitiana e
M — M* ¢ anti-hermitiana, analogamente para a decomposi¢do em parte simétrica
e anti-simétrica.
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Valores proprios de matrizes hermitianas e simétricas reais

Mostramos em seguida que o espectro de matrizes hermitianas (em particular, de
matrizes simétricas reais) € sempre real.

Proposicao 7.3. Os valores proprios de uma matriz hermitiana (em particular,
de uma matriz simétrica real) s@o reais. Além disso, a valores proprios distintos
de uma matriz hermitiana correspondem vectores proprios ortogonais.

Demonstragdo. Seja M uma matriz hermitiana e (A, x) um par préprio de M.
Isto €, supde-se que x # 0 e que

Mx = \x. (7.4)
Multiplicando a equagio (7.4) por x, temos
xH Mx = M\xx. (7.5)
Conjugando e transpondo (7.5), obtemos
xA M x = Mxx = xT Mx = Ixx, (7.6)

onde na equivaléncia aplicamos o facto de M ser hermitiana. Comparando (7.5)
e (7.6), temos
MxPx = xxx.
Esta igualdade é equivalente a A\ = \, uma vez que, sendo x # 0 o valor de x"x
é ndo nulo, pois x'x = ||x||? # 0.
Sejam A1 e Ay dois valores proprios distintos de M, e x e y vectores proprios
associados respectivamente a A; e Ao. Ou seja, Mx = \ixe My = A\oy. Entéo,

yEIMx = yH\x = \yix
yIMx =y MPx = (My)"x = \oy"x  (ja que \, é real).

Comparando as tltimas igualdades, tem-se
MyTx = Lyfx <= (A — Ny x=0.
Como \; # g, resultay?x = (y,x) = 0. Ouseja,x L y. O

Nota 40. S6 podemos garantir que os valores proprios de uma matriz simétrica
sdo reais se essa matriz tiver entradas reais. Por exemplo, a matriz A em (7.3) é
simétrica e tem valores proprios 2 + ivV2e2—iv2.
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Proposicao 7.4. Matrizes anti-hermitianas (em particular, matrizes anti-
simétricas reais) tém valores proprios imaginarios puros, isto €, valores proprios
de parte real nula (A = —\).

A prova desta proposicdo € deixada como exercicio ja que € inteiramente analoga
a da proposi¢do anterior (no passo em que se usou M = M deve agora usar-se
M = —M*),

Como vimos no Capitulo 6, o espago vectorial L(V, V'), das fungdes lineares
do espaco vectorial V' (sobre o corpo K) em si prdprio, é isomorfo ao espaco
M, (K), das matrizes de ordem n (onde n = dim V') de entradas em K. E
portanto natural que as matrizes (anti)hermitianas, e unitarias representem fun¢des
lineares (definidas em espacgos euclidianos) com propriedades particulares. De
facto, estas matrizes representam funcdes lineares T que satisfazem a propriedade:
T(S)C S = T(St) C S*, para qualquer subespago (invariante) S do dominio
de T' (recorde a Definicdo 6.8 de subespaco invariante). No exercicio seguinte
estabelecem-se algumas destas relagcdes.

Exercicio 7.3. Seja V' um espaco linear complexo de dimensao n munido de um
produto interno (, ), e B uma base ortonormada de V. Considere a fung¢io linear
T:V —VeA=M(T, B, B) amatriz que representa 7" na base B.

a) Justifique que o produto interno em V' pode ser escrito na forma:
(x,y) = xByp, paratodo z,y € V.

b) Mostre as equivaléncias seguintes.
(i) (T'(x),y) = (x,T(y)) <= A é hermitiana.
(i) (T'(x),y) = —(x,T(y)) <= A ¢é anti-hermitiana.
(i) (T(z),T(y)) = (z,y) <= A é unitdria.

¢) Mostre que se T verifica uma das condi¢des (i)-(iii) da alinea anterior e .S
é um subespaco de V tal que T'(S) C S, entdo T'(S+) C S+.
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7.2 Triangularizacao unitaria

Como se viu na Secc¢do 4.2 (Exemplo 4.7, pag. 190) nem toda a matriz € diagona-
lizavel (ou seja, semelhante a uma matriz diagonal). Nesta secco mostramos que
qualquer matriz quadrada A € unitariamente semelhante a uma matriz triangular
superior. Isto €, que existe uma matriz unitaria U e uma matriz triangular superior
T tais que A = UTU' = UTUH . A matriz T é conhecida pela designagio de
forma triangular de Schur' da matriz A.

No préximo capitulo mostramos que qualquer matriz quadrada é semelhante
(ndo necessariamente por matrizes unitarias) a uma matriz triangular superior pos-
suindo todas as entradas nulas excepto (possivelmente) na diagonal principal e na
diagonal acima desta. Uma tal matriz triangular € conhecida por forma canénica
de Jordan da matriz dada.

Teorema 7.1. Triangularizacao de Schur
Dada uma matriz quadrada A, existe uma matriz unitaria U e uma matriz
triangular superior 7', tais que

A=UTU".

Demonstragdo. A prova é feita por indugdo sobre a ordem da matriz. Seja A do
tipo n x n. O resultado € trivial quando a ordem de A é n = 1. Suponha-se
que a igualdade é valida para (n — 1) e mostre-se que é verdadeira para n. Seja
A um valor préprio de A e u um vector proprio associado de norma igual a 1.
Podemos acrescentar a {u} um conjunto V' com (n — 1) vectores por forma a
que {u} UV seja uma base ortonormada. Seja K a matriz que tem nas colunas
os vectores de V', e P a matriz (em blocos) P = [u|K] cuja primeira coluna é
o vector u. A matriz P é uma matriz unitaria, ja que as suas colunas formam o
conjunto ortonormado {u}UV. Como o produto AP é a matriz cujas colunas sio
os produtos de A pelas colunas de P,e Au = \u, tem-se

H H H H
Hip_ | U | Aufu uw"AK | |A ulAK
PrAP = {W} [AufAK ] = [)\KHu KHAK} - [0 kHar) 77

onde a tltima igualdade resulta do facto de [[u]|> = uf’u = 1 e dos vectores
coluna de K serem todos ortogonais a u (pelo que K *u ¢ igual 2 matriz nula).

'Tssai Schur (1875 — 1941), matemético com trabalhos em teoria de representaciio de grupos,
combinatoria, teoria de nimeros, e em fisica tedrica.
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A matriz B = K AK é uma matriz de ordem (n — 1), logo por hipotese de
indugdo, a matriz B admite uma triangularizacdo de Schur. Ou seja, existe uma
matriz unitaria Q1 , tal que Q7 BQ, = T é triangular superior. Considere-se a
seguinte matriz (unitéria)

@0 o)

Efectuando o produto Q P AP(), obtém-se a seguinte matriz triangular superior

ern-l, gl 551 o) 2]

0 Q|0 KHAK| |0 @ 0 Ty
Como o produto de matrizes unitdrias € ainda uma matriz unitaria, a matriz unitaria
U = P(Q) é a matriz pretendida. g

Como U é uma matriz unitaria (U7 = U'), amatriz A = UTU" é semelhante
aT. Logo, as matrizes A e T possuem os mesmos valores proprios. Por con-
seguinte, a matriz triangular superior 7', da forma triangular de Schur, possui na
diagonal principal os valores proprios de A (recorde que os valores proprios de
uma matriz triangular sio as entradas da sua diagonal principal).

No teorema anterior ndo sdo feitas quaisquer hipdteses sobre a matriz A. Essa
matriz pode ser real ou complexa. De facto, mesmo que A seja real, esta matriz
pode ter valores proprios complexos e nesse caso a matriz U serd complexa.

Exercicio 7.4. Seja A uma matriz real do tipo p x n, de caracteristica car(A) = k.

Considere as seguintes bases ortonormadas dos subespacos fundamentais associ-
ados a A:

Brcy = {u, vy, .. ug} BN(AT) = {Upy1, Upy2, ..., Up}.

BEL(A) = {Vl, Vo, ... ,Vk} BN(A) = {Vk-i-l, Vit+2, ... ,Vn} .

a) Justifique que Brc(a) U Byary € uma base ortonormada de R?, e que
Bgray U Bn(a) € uma base ortonormada de R™.

b) Seja U a matriz cujas colunas sio os vectores Uy, . .., Uy, Uj41, - - . Uy (pOr
estaordem) e V' a matriz cujas colunas sao os vectores vy, ..., Vi, Vi1, ... Vy
(por esta ordem). Justifique que U e V' sdo matrizes ortogonais.

¢) Calcule o produto UT AV, e mostre que esta matriz é da forma

Skxk 0}

T —
UAV_[O 0

onde Sk« € uma matriz invertivel de ordem %, e 0 designa matrizes nulas.
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d) Compare a decomposi¢@o obtida na alinea anterior com forma normal de
uma matriz de caracteristica k£ enunciada na Proposi¢do 3.11.

7.3 Diagonalizacao unitaria de matrizes

Como sabemos, nem todas as matrizes sao diagonalizaveis. Mesmo que uma dada
matriz seja diagonalizavel nem sempre € possivel escolher uma matriz unitaria que
diagonalize a matriz dada. Por exemplo, a matriz

-1 2
A= [O J (7.8)

€ diagonalizavel (tem valores proprios distintos) mas néo existe uma matriz unitaria
(ou ortogonal) que diagonalize esta matriz. De facto, como facilmente se verifica,
ndo existe uma base ortonormada de R? formada por vectores proprios da matriz
A.

O objectivo desta sec¢do € identificar as matrizes que sdo diagonalizéveis por
uma matriz unitiria. Como veremos, as matrizes hermitianas sdo diagonalizaveis
por uma matriz unitdria e, em particular, as matrizes simétricas reais sdo diago-
nalizdveis por uma matriz ortogonal (ver Teorema 7.2). Em geral, as matrizes
unitariamente diagonalizaveis sdo as matrizes ditas normais.

Decomposicao espectral

Comecemos por referir alguns factos gerais sobre matrizes diagonalizdveis, e em
particular sobre matrizes unitariamente diagonalizaveis.

Seja A uma matriz diagonalizavel de ordem n e o(A) = {A1,..., \x} 0 seu
espectro. Dizer que A é diagonalizavel significa que existe uma base de C" cons-
tituida por vectores proprios de A ou, equivalentemente, que C" se escreve como
a soma directa dos subespacos proprios de A, isto é,

C'=NA-MD& - ®NA-M)=EN)® - ®EN). (19)

Se U e V sao subespacos complementares num espaco linear W (isto €, W =
U @ V), podemos definir uma projec¢do de W sobre U da seguinte forma. Todo
o vector x € W pode escrever-se de forma tinica como z = v +v,comu € U e
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7.3. Diagonalizacdo unitdria de matrizes

v € V. Afungdo P : W — W definida por Pz = u, designa-se por projector, ou
projecgdo de W sobre U paralelamente a V. Deixamos como exercicio verificar
que P € linear e idempotente (ver Capitulo 5, pag. 265).

Exercicio 7.5. Sejam U e V' subespagos complementares no espago linear W e
r=u+vcomu € Uev €V adecomposi¢do de um vector x € W. Mostre que
afuncdo P : W — W definida por Px = u, satisfaz as propriedades:

a) P é uma funcdo linear.
b) P é idempotente,isto é, P> = Po P = P.

A

Exercicio 7.6. Mostre que uma fungdo linear P : W — W é um projector se e s6
se P? = P (isto é, P é idempotente).

Sugestdo: Verifique que Im(P) e N(P) sdo subespagos complementares em W.
A

Se B = By U By € uma base de W, com By e By bases dos subespagos
complementares U e V respectivamente, entdo a matriz que representa a projec¢do
Py : W — W sobre o subespaco U na base B é

1 0
M(PUaB7B): |:0 0:| )

onde a ordem da matriz identidade [ € igual a dimenséo de U'.

E portanto natural interpretar a diagonalizacio de uma matriz em termos de
projectores sobre subespagos proprios. Seja A uma matriz diagonalizavel de or-
dem n e S uma matriz que diagonaliza A, isto é, tal que A = SDS~! com D
diagonal. Consideremos ainda a matriz S particionada em blocos S;, do tipo
n X p;, de tal forma que as colunas de cada bloco .S; formam uma base para o
espaco proprio £();). Particione-se a matriz S~ em k blocos R!', do tipo p; X n.
Ou seja,

-
My, 0 0 Ry
0 M. --- O RY
-1 252 2
A=SDST = [Si| S| S| . R : —t, (7.10)
0 0 )\k[pk _Rg_
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onde I,, designa a matriz identidade de ordem p; (note que p; € a multiplicidade
geométrica de \;) e 0 denota matrizes nulas. Refira-se ainda, que sendo A diago-
nalizivel, entdo Ele pi = n.

De (7.10) conclui-se que a matriz A se pode escrever na forma

A=MSRT + \ySoRY + - + A\ Sy RY. (7.11)

A decomposic¢io (7.11) é designada por decomposicdo espectral de A.
No caso de A ser diagonalizdvel por uma matriz unitéria U = [S;]Ss] - - - | S|,
a decomposic¢ao espectral de A tem a forma

A=UDU" = \;S151" + 98285 + -+ + M S S, (7.12)

onde as colunas das matrizes S; formam uma base ortonormada do espago proprio
E(\;). Do Exercicio 5.12 (pag. 272) conclui-se que as matrizes S; S/ sdo matrizes
de projecg¢do ortogonal sobre os espagos proprios F(\;) = N(A — N\ 1).

No caso geral de uma matriz diagonalizdvel A, as matrizes P; = S;R! na
decomposicio espectral de A em (7.11), sdo também matrizes de projec¢do (ndo
necessariamente ortogonal) sobre os subespagos proprios E()\;).

No exercicio guiado seguinte, indicam-se 0s passos que permitem mostar que
as matrizes P, = S;R! em (7.11), sdo matrizes de projec¢iio sobre 0s subespagos
préprios da matriz A.

Exercicio 7.7. Mostre que as matrizes P; = S;R! na decomposi¢do espectral
(7.11), verificam:

a) P+ -+ P, =1.

b) P,P;=0parai+#je P’ =P,

c) EC(P) = N(A—-\I).

Sugestdo: Use o facto de R!'S; = I,,, e a seguinte propriedade do espago
das colunas do produto de matrizes: EC(MN) C EC(M).

d) Use a decomposigio espectral de A, para mostrar que P;(A — \;1) = 0.
Justifique ainda que esta igualdade implica a inclusdo: FC(A — N\, I) C
N(P,).

e) Use o teorema da dimensdo para matrizes (Teorema 3.6, pidg. 144) e as
alineas c) e d) para concluir a igualdade: EC(A — \;1) = N(P;).

f) Conclua das alineas anteriores que as matrizes F; sdo matrizes de projeccao
sobre o subespaco proprio E();), paralelamente a EC' (A — \;1).
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Exercicio 7.8. Seja A uma matriz diagonalizavel do tipo 3 x 3, com valores
proprios \; = 2 e A\ = —5 com multiplicidades algébricas 2 e 1, respectiva-
mente. Considere a decomposigao espectral: A = \; P, + Ao P». Mostre que

(A+50) , _ (A-2])

P = =
1 7 ) 2 7

Sugestdo: Calcule (A — \;1) usando a decomposi¢io espectral de A e a proprie-
dade enunciada na alinea a) do exercicio anterior. A

Nota 41. Usando um procedimento andlogo ao do exercicio anterior, é possivel
mostrar que as matrizes P;, na decomposicdo espectral A = M Py + - - - + A\ Py,
verificam,

1= (A =\ 1)
J#i

H%éll()‘l - /\j) .

i

7.3.1 Diagonalizacao unitaria de matrizes hermitianas

Nesta sec¢do mostramos que as matrizes hermitianas s@o unitariamente diagona-
lizaveis, e na seccdo seguinte prova-se que a classe das matrizes unitariamente
diagonalizaveis é constituida pelas matrizes ditas normais.

Algumas das demonstracdes nesta sec¢@o sdo realizadas para matrizes hermi-
tianas reais (ou seja, matrizes simétricas reais) sendo a prova no caso de matrizes
complexas completamente aniloga e por isso deixada como exercicio.

Seja M uma matriz ortogonalmente diagonalizédvel, isto &, tal que existe uma
matriz ortogonal P satisfazendo

M = PDP™!, com D diagonale P~! = PT.

Entao,
M = PDP" —= M*" = (PDP"Y' = PDPT = M.

Ou seja, M é simétrica.
De forma anéloga, se conclui que uma matriz unitariamente diagonalizivel e
com valores préprios reais ¢ hermitiana. Podemos assim resumir:

Uma matriz ortogonalmente diagonalizavel € simétrica.
Uma matriz unitariamente diagonalizavel e com valores proprios reais, € her-
mitiana.
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Vejamos agora que o reciproco € igualmente valido.

Teorema 7.2. Toda a matriz hermitiana M € unitariamente diagonalizavel. Isto
¢, existe uma matriz unitéria U tal que U MU é uma matriz diagonal (real).
Em particular, toda a matriz simétrica real é ortogonalmente diagonalizavel.

Demonstragcdo. Do teorema da triangularizac¢do de Schur (Teorema 7.1), a matriz
M € unitariamente semelhante a uma matriz triangular superior 7'. Isto €, existe
uma matriz unitéria U tal que M = UTUH . Como M é hermitiana, tem-se

MY =M —= vTiU!? =vTU? = 177 =T,

onde a Ultima implicacdo segue do facto da matriz unitdria U ser invertivel e de
UH = U~ também ser invertivel.

Como 7' é triangular superior, a igualdade 7" = T implica que 7' é uma
matriz diagonal, e portanto M ¢ unitariamente diagonalizavel. Além disso, sendo
M hermitiana os seus valores proprios sdo reais (cf. Proposi¢do 7.3), e por isso a
matriz diagonal 7' € real (matrizes semelhantes t&€m os mesmos valores proprios).

Se M ¢€ (simétrica) real, entdo podemos escolher as colunas de U reais. Por

conseguinte, uma matriz simétrica real é diagonalizavel por uma matriz ortogonal
U. 0]

De forma inteiramente analoga a demonstragio do teorema anterior mostra-
se que as matrizes anti-hermitianas sdo unitariamente diagonalizaveis. Deixamos
como exercicio esta demonstrag@o.

Exercicio 7.9. Mostre que uma matriz anti-hermitiana é unitariamente diagona-
liz4vel. Justifique que as matrizes anti-simétricas reais (ndo nulas) sdo diagona-
lizaveis por matrizes unitarias mas nao sdo ortogonalmente diagonalizaveis. A

Resumimos a seguir num Gnico enunciado algumas propriedades fundamen-
tais de matrizes simétricas reais.

387



7.3. Diagonalizacdo unitdria de matrizes

Proposicao 7.5. Uma matriz simétrica real M, de ordem n, goza das seguintes
propriedades:

1. M & ortogonalmente diagonalizavel;
2. M tem n valores proprios reais (contando as multiplicidades);

3. As multiplicidades algébrica e geométrica de cada valor proprio de M sao
iguais. Ou seja, todos os valores proprios de M sdo semi-simples;

4. Os espacos proprios de M sao ortogonais dois a dois, no sentido em que
vectores proprios correspondentes a valores proprios distintos sdo ortogo-
nais.

Demonstracdo. O item 1) € o Teorema 7.2. Os itens 2) e 4) decorrem da Proposi-
¢do 7.3 desta secc@o, e o item 3) do Corolério 4.4 (pag. 197) . 0]

Vejamos agora como calcular uma matriz ortogonal que diagonaliza uma certa
matriz simétrica real.

Seja M uma matriz de ordem n e M = PDPT, com P ortogonal e D diago-
nal. Sendo a matriz P ortogonal, as suas colunas formam uma base ortonormada
de R constituida por vectores proprios de A. Da Proposi¢do 7.3 sabemos que
se todos os valores proprios de M sdo distintos, o célculo dos espagos proprios
fornece-nos automaticamente n vectores proprios ortogonais entre si (e portanto
linearmente independentes). LLogo, dividindo cada vector pela sua norma, obtém-
se uma base ortonormada de R™ constituida por vectores proprios (note que se u
€ um vector proprio de M entdo ﬁ também €) com a qual construimos a matriz
P.

Resta portanto o caso de matrizes simétricas reais com valores proprios de
multiplicidade algébrica superior a 1. Neste caso, dada uma base de um espaco
proprio E(\) podemos aplicar o processo de Gram-Schmidt a esta base e obtemos
uma base ortogonal para esse subespaco proprio. Normalizando esta base, tem-
se uma base ortonormada para F()). Procedendo de igual modo para cada um
dos espacos proprios de M € assim possivel encontrar uma base ortonormada de
R"™, constituida por vectores proprios, com a qual construimos a matriz P que
diagonaliza ortogonalmente a matriz simétrica dada.

Exercicio 7.10. Sejam u e v dois vectores proprios de uma matriz real A as-
sociados ao valor proprio A. Mostre que se u e v ndo sio colineares, o vector
W = v — proj, v é um vector préprio de A associado ao valor préprio A. Diga
ainda por que razdo precisa da hipdtese de nao colinearidade de ue v. A
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No exemplo seguinte ilustramos como obter uma matriz que diagonaliza orto-
gonalmente de uma matriz simétrica.

Exemplo 7.5. Determinemos uma diagonalizacdo ortogonal da matriz

3 11
A=11 3 1
113

A matriz A € simétrica e, além disso, a soma de cada linha é igual a 5. Logo,
5 é um valor préprio da matriz e u = (1,1,1) é um vector proprio associado
(ver Proposicao 4.10, pag. 212). Como det(A) = 20 = 5A;\q, 0 produto dos
restantes valores proprios é A\ = 4. Atendendo a que tr(4) = 9, tem-se
A+ Ay = 9 —5 = 4. Substituindo \; = /\% em A\ + Ay = 4 e resolvendo
a equacdo resultante, obtém-se: A; = Ao = 2 (ou seja, 2 tem multiplicidade
algébrica 2). Calculemos o nicleo de (A — 21):

1 1 1f |a 0
(A=2D)x= |1 1 1| [b| = |0] <= a=-b—c.
1 1 1 e 0

Assim, podemos considerar {(—1,1,0), (—1,0, 1)} como base para o espago pro-
prio E(2). Este conjunto ndo é ortogonal, pelo que vamos aplicar o processo de
Gram-Schmidt para obter uma base ortogonal para £(2).

Vi 7L
Ivill V2
Vs = (=1,0,1) — %<(—1, 1,0), (—1,0,1))(~1,1,0) = %(—1, _1,9).

vy = (_17 170)7 ‘71 - (_17 170)7

Atendendo ao Exercicio 7.10, o vector vy é um vector proprio associado ao va-
lor proprio A = 2. Por conseguinte, o conjunto {V;,V5}, com v, = HX—EH =
1

%(—1, —1,2), é uma base ortonormada para N(A — 2I). Logo, o conjunto
{Q,Vy,Vo}, comu = Ta] = %(1, 1,1), € uma base ortonormada formada por

vectores proprios de A. Podemos portanto escolher para P e D as matrizes:

500 ) 1 —V3/V2 —1/V2
D=10 2 0| e P=—7=1{1 +3/V2 -1/V2|.
00 2 \/51 0 V2

Confirme que as colunas de P formam uma base ortonormada de R3 e que A =
PDPT, ¢
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7.3.2 Diagonalizacao unitaria e matrizes normais

Nesta sec¢do mostramos que a classe das matrizes unitariamente diagonalizdveis
¢ constituida pelas matrizes normais.

Definicao 7.5. Uma matriz A diz-se uma matriz normal se satisfaz a igualdade

ATA = AA",

Usando a definicdo de matriz normal, mostra-se facilmente que as matrizes
hermitianas e as matrizes unitarias sao exemplos de matrizes normais.

Exercicio 7.11. Seja A uma matriz quadrada. Mostre as implicagdes seguintes.

a) A (anti)simétrica real =—> A (anti)hermitiana =— A normal.
b) A ortogonal = A unitaria = A normal.

Dé exemplos de matrizes 2 X 2 para as quais as implicacdes reciprocas das impli-
cacdes anteriores sejam falsas. A

Comecemos por mostrar que se A € uma matriz unitariamente diagonalizavel,
entdo A é uma matriz normal.
Seja A = UDU*H com U unitériae D = diag(\i, ..., \,). Entdo

ARA = (UDHUT(UDUM) =UDHDUH (7.13)
AAH :(UDUH)(UDHUH):UDDHUH. )
Como D é diagonal, tem-se

DD =DD = DD = DD = diag(|\ %, ..., | \]%),

e portanto, de (7.13) resulta A7 A = AAT,
Resumindo,

Proposicao 7.6. Toda a matriz unitariamente diagonalizavel € uma matriz nor-
mal.

Vejamos agora que uma matriz normal e triangular, é diagonal.

Lema 7.1. Uma matriz normal que seja triangular, ¢ uma matriz diagonal.

390



Capitulo 7. Matrizes ortogonais, unitarias, simétricas e hermitianas

Demonstragdo. Seja A = [a;;]; j—1,.., uma matriz triangular superior, isto €, com
aij = 0 parai > j Sendo A7 A = [Cij]’ AAH = [dij] e A7 = [bij] com bij = Eﬁ,
usando a expressdo (1.10) para as entradas do produto de duas matrizes, tem-se

n n n

n
Cij = g birar; = E s, dij = E irbrj = E Wik Q-
k=1

Em particular, as entradas da diagonal principal de A¥ A e de AAH sdo

n n 7
Ci =Y it = Y _ lagl* = lagal? (7.14)
k=1 k=1 k=1
n n n

di = Zauﬁik = Z lag|® = Z |laix|?, (7.15)

k=1 k=1 k=i

onde na ultima igualdade das somas anteriores se aplicou o facto de a;; = 0 para
1> 7.

Sendo A uma matriz normal, tem-se ¢;; = d;;. Por conseguinte, as somas
(7.14), (7.15) e a igualdade ¢;; = d;;, implicam a;; = O para ¢ # j. Ou seja, A é
diagonal. O

Mostramos em seguida que ser uma matriz normal é condi¢@o necessaria e
suficiente para a diagonalizac@o unitaria da matriz.

Teorema 7.3. Uma matriz é diagonalizavel por uma matriz unitaria se e sé se é
normal.

Demonstragdo. Pela Proposicdo 7.6, uma matriz unitariamente diagonalizavel é
uma matriz normal. Falta provar o reciproco. Seja A uma matriz normal. Pelo Te-
orema 7.1 da triangularizacdo de Schur, a matriz A € unitariamente semelhante a
uma matriz triangular (superior). Isto é, existem matrizes U e T', respectivamente,
unitéria e triangular superior, tais que A = UTU*. Como a matriz A é normal
tem-se

AP A = AAY — uTHTU® = UTTHUY —= THT = TT",

onde a implicacdo resulta do facto de uma matriz unitaria U ser invertivel.

Ou seja, a matriz triangular 7" é uma matriz normal. Se 7' é uma matriz nor-
mal e triangular, pelo Lema 7.1, a matriz 7" é diagonal. Por conseguinte, A é
unitariamente semelhante a matriz diagonal 7. O
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74 Classificaciao de matrizes simétricas reais

Nesta sec¢@o classificamos matrizes simétricas reais em termos dos seus valores
proprios. As matrizes simétricas reais com valores proprios todos positivos (ou
todos negativos) surgem em vérios tipos de aplicacdes, nomeadamente em pro-
blemas de optimizacdo e no estudo de pontos de maximo e minimo de func¢des
f : R™ — R. Nesta sec¢io estabelecem-se testes que permitem obter informagéo
sobre os valores proprios de uma matriz simétrica real sem recurso ao calculo
explicito desses valores proprios.

Comecemos por obter um critério para que uma matriz 2 X 2, real e simétrica,
tenha valores proprios positivos.

Proposicao 7.7. Os valores proprios da matriz real A = {Z

bl . .
c Sao positivos se

esoseac—b>>0ea>0.

Demonstragcdo.(—) Suponha-se que A\; e Ay sdo valores proprios positivos de
A. Como o determinante de A é igual ao produto dos valores proprios e o
traco de A € igual a soma dos valores proprios, tem-se que

det(A) = ac—b* >0 e trA=a+c>0.

Da primeira express@o conclui-se que ¢ nao pode ser nulo. Mostremos que
a>0:

(i) Sea <0ec> 0entdo det(A) = ac — b* < 0 (contradi¢do).

(i) Sea < 0ec < Oentdo tr A = a + ¢ < 0 (contradi¢ao).

Logoa > 0.

(<) Suponha-se que ac — b* > 0, a > 0 e A, \y sdo valores proprios de A.
Mostremos que A1 € Ay SA0 positivos.

Como det(A) = ac — b* > 0, tem-se A\; Ay > 0. Ou seja, \; e Ay possuem
0 mesmo sinal.

Suponha-se que A\; < 0e Ay < 0,entdo tr A = Ay + Ao = a + ¢ < 0. Por
conseguinte, sendo a > 0 temos ¢ < 0. Mas a > 0 e ¢ < 0 implica também
que det(A) = ac — b* < 0, 0 que é uma contradi¢gdo. Conclui-se portanto
que A; e Ay s80 positivos.

O
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Exemplo 7.6. As matrizes

LRI Fa

nao t&m valores proprios positivos, j4 que no primeiro caso o determinante é ne-
gativo, e no segundo caso a entrada da diagonal principal a = —1 é negativa.

¢

Nota 42. O critério da Proposigcdo 7.7 para que uma matriz simétrica 2 X 2 tenha
valores proprios positivos traduz-se nas duas condigoes: (i) a matriz tem determi-
nante positivo, (ii) é também positivo o determinante da submatriz que se obtém
da matriz dada suprimindo a segunda linha e a segunda coluna.

Como veremos adiante, este critério em termos de determinantes de subma-
trizes, generaliza-se a matrizes de ordem superior a 2. Por isso, e para referéncia
futura, definimos a seguir o conceito de menor principal central®.

Defini¢ao 7.6. Chamam-se menores principais centrais de uma matriz A, do tipo
n X n, aos determinantes das submatrizes Ay que sao obtidas de A suprimindo as
Gltimas (n — k) linhas e colunas de A. Isto é, para A = [a;;]; j=1,....n, OS menores
principais centrais sao:

@11 - A1k
yoosdet(Ag) = .0 |,

Qg1 - Qg

a11 Q12
G21 422

det(Al) = ‘CLH‘ ,det(Ag) =

Sao designados simplesmente por menores principais os determinantes de qual-
quer submatriz da matriz dada.

Nota 43. Em termos desta nomenclatura, a Proposicao 3.12 (pdg. 150) enuncia-
se da seguinte forma: a caracteristica de uma matriz é igual a ordem do maior
menor principal (ndo necessariamente um menor principal central) ndo nulo da
matriz.

Outra forma de reconhecer matrizes reais simétricas com valores proprios po-
sitivos € baseada na observagio seguinte. Seja A uma matriz quadrada e (), x)
um par proprio de A. Da igualdade Ax = Ax, obtemos

xTAx = AxTx = \|x|)*.

2Na literatura anglo-saxénica usa-se a designagio “leading principal minor” para menor prin-
cipal central.
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Assim, se todos os valores proprios de A sdo positivos (resp. negativos) tem-se
xT'Ax > 0 (resp. xI Ax < 0) para todos os vectores proprios x de A.

O sinal dos valores assumidos pela fungdo x — xTAx, com x € R", serd
usado para classificar matrizes simétricas reais, como se enuncia a seguir.

Definicao 7.7. Classificacao de matrizes simétricas
Uma matriz simétrica e real A, de ordem n, diz-se:

e Definida positiva se x Ax > 0 para todo x # 0.

Definida negativa se x Ax < 0 para todo x # 0.

Semidefinida positiva se xT Ax > 0 para todo x € R".

Semidefinida negativa se x* Ax < ( para todo x € R".

Indefinida se x* Ax toma valores positivos e negativos.

Nota 44. A expressdo x' Ax ndo é linear. De facto, por exemplo, para uma matriz
2 X 2, temos

xTAx = [x y] {a b] [;j = az? + 2bzy + ¢y’ (7.16)

b ¢

Exercicio 7.12. Mostre que se a matriz A, de ordem n, é uma matriz real, simétrica
e definida positiva, a expressdo

(x.y) =x"Ay
define um produto interno em R". A

A fungdo ¢ : R" — R definida por ¢(x) = x” Ax, com A uma matriz real de
ordem n, chama-se forma quadrdtica.

Vejamos agora que dada uma forma quadratica ¢(x) = x? Ax, podemos sem-
pre supor que a matriz A é uma matriz simétrica. Sendo A uma matriz real, a
fun¢io ¢ é uma fungio de R” em R. Assim, ao transpor ¢(x) estamos transpondo
uma matriz 1 x 1, e portanto ¢(x)” = ¢(x). Ou seja,

q(x) = q(x)" = x"Ax = (x"Ax)" = x"Ax =x"A"x
= x(AT - A)x = 0. (7.17)
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Atendendo a Proposi¢do 7.2, qualquer matriz A pode escrever-se como a soma de
uma matriz simétrica com uma anti-simétrica, ou seja,

A=llapars a_ar
2 NM—>~— >

simétrica anti-simétrica
Logo, usando a equagdo (7.17) tem-se

1 A+ AT
xT Ax = 5 [x"(A+AN)x+x"(A—A")x]| = XT%X.
Por conseguinte, se A ndo é uma matriz simétrica a forma quadratica x” Ax é igual
a forma quadratica associada a parte simétrica de A. Nao ha portanto perda de
generalidade em supor que a matriz que define uma forma quadrética é simétrica.
Para referéncia futura, definimos forma quadratica.

Definicao 7.8. Chama-se forma quadrdtica a funcao ¢ : R” — R definida por
q(x) = xT Ax com A uma matriz real de ordem n.

Quando A é uma matriz simétrica, denotamos a forma quadratica ¢ por
qa(x) = xT Ax.

A nomenclatura na Defini¢do 7.7 para uma matriz A ser definida positiva, ne-
gativa, etc. é igualmente adoptada na classificacdo de formas quadraticas g4 (x) =
x? Ax (com A simétrica).

Teorema 7.4. Seja A uma matriz simétrica real.

1) A matriz A é semidefinida positiva (resp. semidefinida negativa) se e s6 se
todos os valores proprios de A sdo ndo negativos (resp. nao positivos).

2) A matriz A é definida positiva (resp. definida negativa) se e s6 se todos os
valores proprios de A s@o positivos (resp. negativos).

3) A matriz A € indefinida se e sO se tem valores proprios positivos e negati-
VOS.

Demonstragdo. 1)
(=): Mostremos que se A é semidefinida positiva, entéo os seus valores proprios
sd0 ndo negativos. Sendo A semidefinida positiva, tem-se x? Ax > 0 para todo
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x. Em particular, se x € um vector proprio de A (logo, x # 0) associado ao valor
proprio A, resulta

xTAx = x"dx = MxIx = \|x|]*> > 0 <= A > 0.

(<=): Mostremos agora que se todos os valores proprios de A sdo nao negativos,
a matriz A é semidefinida positiva. Sendo A uma matriz simétrica, esta matriz é
ortogonalmente diagonalizavel, isto é, A = PDPT com P ortogonal e D diago-
nal. Considere-se D = diag(A, A2, ..., \,) em que os valores proprios \; estdo
ordenados por ordem decrescente: A\; > Ay > --- > ), > 0 (tal ordenagfo é
possivel uma vez que uma matriz simétrica real tem valores proprios reais). Logo,

x' Ax = x' PDP"x = (P"x)"D(P'x) = y' Dy (7.18)
=My + o Ay 2 Aa(yi ) = Aally [ > 0.

Ou seja, A é semidefinida positiva.

A demonstragdo para o caso de matrizes semidefinidas negativas inteiramente
anéloga e fica como exercicio.

2) A prova para o caso de matrizes definidas positivas (resp. definidas negati-
vas) € igual a do item 1) bastando substituir nessa prova os sinais de > (resp. >)
por > (resp. <), conforme apropriado.

3) O item 3) segue como consequéncia do item 2).

OJ

Da demonstragdo do Teorema 7.4 € ficil concluir que o méximo e o minimo da
forma quadratica g4 (x) = x? Ax na esfera de R", definida por ||x|| = 1, é respec-
tivamente igual ao maior e a0 menor valor proprio da matriz A. De facto, sendo
A uma matriz real e simétrica, e P ¢ D matrizes como na demonstra¢do anterior,
tem-se

x"Ax = x"PDP"x = y" Dy = My} + -~ + My, (7.19)
comy = PT'x = (yi,...,9,). Como a matriz P é ortogonal, tomando para x
um vector de norma unitéria tem-se ||y|| = |P7x]|| = ||x|| = 1. Logo, de (7.19)

obtemos
Mo = Nally P < xTAx = Mgd + -+ A2 < Myl = A

onde \; é o maior valor préprio de A e \,, 0 menor valor préprio de A. E 6bvio que
ha vectores do conjunto {x € R" : ||x|| = 1} para os quais a forma quadratica
toma os valores \; e \,,, uma vez que existem vectores proprios de norma unitéria
associados respectivamente a A\; € \,,.
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Proposi¢do 7.8. O maximo e o minimo da forma quadrética g4(x) = x! Ax,
definida pela matriz real e simétrica A, no conjunto {x € R™ : ||x|| = 1} séo,
respectivamente, o maior e o menor valor proprio de A. Isto é,

o qa(x) = A, i qa(x) = p,

com \ e /i, respectivamente, 0 maior € o menor valor proprio de A.

Em seguida obtemos uma série de resultados que permitem classificar matrizes
simétricas sem recurso ao calculo dos seus valores proprios.

Lema 7.2. Se A é uma matriz real simétrica e definida positiva, entdo:

(a) Todas as entradas da diagonal principal de A sao positivas;

(b) Todos os menores principais centrais de A sdo positivos.

Demonstragdo. a): Sendo A definida positiva, verifica-se x! Ax > 0 para todo
x # 0. Tomando, em particular, para x os vectores e; da base candnica de R", a
expressdo x’ Ax é igual a entrada ay;, da diagonal principal de A. Logo, todas as
entradas da diagonal principal de A sdo positivas.

b): Como x? Ax > 0 para todo x # 0, em particular x;, Ax;, > 0 para vectores
ndo nulos x; = (x1,...,x,0,...,0). Porém,

X{Axk = x{Akxk,

onde Ay, é a submatriz (simétrica) que se obtém de A suprimindo as dltimas (n—k)
linhas e colunas. Logo, se A é definida positiva, as submatrizes A, sao definidas
positivas, para k = 0,...,(n — 1). Como o determinante de uma matriz é igual
ao produto dos valores proprios, o Teorema 7.4 (pag. 395) garante a positividade
do determinante de todas as matrizes A;. Por conseguinte, todos os menores
principais centrais de A sio positivos. U

Pretendemos agora mostrar que o critério dos menores principais centrais (enun-
ciado na alinea b) do Lema 7.2) € necessério e suficiente para que uma matriz
simétrica seja definida positiva. Tal vai ser mostrado recorrendo a factorizacgio
LU de uma matriz.

No Capitulo 1 (pag. 67) vimos que a factorizacdo A = LU & uma factorizago
em que L é triangular inferior com 1’s na diagonal principal e U € triangular
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superior com todas as entradas na diagonal principal ndo nulas. Passaremos a
designar por pivOs as entradas da diagonal principal de U, uma vez que estas
entradas sdo precisamente os pivos do método de eliminacio de Gauss.

E 6bvio que se uma matriz é factorizdvel na forma LU, entio essa matriz
¢ invertivel. Contudo a condicdo de invertibilidade da matriz ndo é suficiente
para a existéncia da factorizagdo LU, como se pode verificar pelo contra-exemplo
apresentado no exercicio seguinte.

Exercicio 7.13. Mostre que a matriz invertivel (e simétrica)
1 2 3
A=12 4 5
3 5 3

ndo admite uma factorizagdo A = LU.
Sugestao: Escreva A = LU com L e U matrizes gerais da forma pretendida e
mostre que o sistema obtido é impossivel. A

Mostramos de seguida que a existéncia da factorizacdo LU para matrizes
simétricas € equivalente a propriedade da matriz possuir todos 0s menores princi-
pais centrais ndo nulos.

Proposicao 7.9. Uma matriz real invertivel A admite uma factorizagdo LU se e
s6 se todos os menores principais centrais de A sdo ndo nulos.

Demonstragcdo. Mostremos que se A admite uma factorizacdo A = LU, qualquer
menor principal central € nao nulo. Para tal, considere-se a seguinte particdo em

blocos:
L,y O Un U
A=LU = ,
{Lm L2J { 0 U22:|

onde Lq; e U;; sdo matrizes k x k. A submatriz (central) A, = L1,U;; é ndo
singular, uma vez que L1; € triangular inferior com 1’s na diagonal principal e Uy;
¢ triangular superior com todas as entradas da diagonal ndo nulas. Logo, qualquer
menor principal central é ndo nulo.

Para a implicagdo reciproca, vamos usar indug¢@o sobre a ordem da matriz A
e mostrar que esta matriz admite uma factorizagdo LU. Para n = 1 a verificag@o
¢ trivial ja que sendo A = [ai;] e det A # 0, tem-se que A = [1][a1;] é a
factorizagdo pretendida. Assuma-se agora que qualquer matriz A, ;, de ordem
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(n — 1), admite uma factorizagdo LU e que todos os menores principais centrais
da matriz A, de ordem n, sdo nao nulos. A matriz A pode escrever-se na forma

A= 2]

c oy,

onde b e ¢! sdo vectores cujas componentes sdo as primeiras (n — 1) entradas,
respectivamente, da coluna e da linha n de A. Como por hipétese de indugdo A,,_;
admite uma factorizagido LU, digamos A,,_1 = L,,_1U,,_1, podemos escrever

A= Anfl b _ Lnfl 0 Unfl L;ilb
Tl | |U 0 a,—clAlb|

Ln Un

uma vez que as submatrizes U,,_1, L,,_1 e A, _1 sdo invertiveis. Para mostrar que
L,U, é uma factorizacdo LU de A, resta verificar que

a, —c' AL b #£0.

Como det(A) # 0 (por hipdtese todos os menores principais centrais de A sdo
nio nulos), tem-se

0 # det A = det(L,,) det(U,) = det(U,) = (o, — ¢" A, 1b) det(U,_1),

n—1
e portanto o, — cT A1 b # 0. O

Note-se que a demonstracdo anterior permite concluir que todas as subma-
trizes centrais A, (de ordem k) admitem uma factorizagdo LU. Além disso, se
A = LU, os pivds podem exprimir-se em termos dos menores principais centrais
da seguinte forma:

det A; parak =1

Ukl = 7.20
N det Agp ara k = 2 ( )
_— =2,....n.
det Ak ’ ’

Tomando em consideracgéo os resultados anteriormente obtidos, o Teorema 7.5
abaixo fornece condi¢des necessarias e suficientes para que uma matriz simétrica
real seja definida positiva.
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Teorema 7.5. Cada uma das condi¢des seguintes € necessaria e suficiente para
que uma matriz simétrica real A seja definida positiva.

(i) Todos os valores proprios de A sdo positivos;
(ii) Todos os menores principais centrais de A sdo positivos;

(iii)) A matriz A admite uma factorizagao LU com todos os pivos positivos.

Demonstragdo. (i): Segue da demonstracio do Teorema 7 4.

(ii): Tendo em conta o Lema 7.2, falta mostrar que se a matriz A tem todos os
menores principais centrais positivos, entdo é definida positiva. De facto, se todos
0s menores principais centrais de A sdo positivos, pela Proposi¢iao 7.9, a matriz
A admite uma factorizagdo LU. Além disso, a igualdade (7.20) diz-nos que todos
0s pivOs sdo positivos (isto €, todas as entradas da diagonal principal de U séo
positivas).

Qualquer matriz triangular superior pode ser escrita na forma U = DW onde
D € uma matriz diagonal cuja diagonal principal € igual a diagonal principal de
U, e W é uma matriz triangular superior com 1’s na diagonal principal. Assim, a
factorizacdo LU de A pode reescrever-se na forma A = LDW . Uma vez que A é
simétrica e as matrizes L e W sdo invertiveis, resulta

AT = A<= W'DL" = LDW = L*'W* = DW(L")"'D~".

Como L~'WT é uma matriz triangular inferior com 1’s na diagonale DW (LT)~!D~!
é uma matriz triangular superior, da igualdade anterior obtém-se LW’ = I, ou
equivalentemente L = W7, Consequentemente A = LDL". Assim,

x'Ax =x"LDL"x = (LTX)TD(LTX) =y’ Dy.

Como as entradas da diagonal principal de D sdo positivas, a forma quadratica
yT Dy ¢é definida positiva, isto &,

y Dy >0 paratodoy # 0.

Finalmente, como L” é uma matriz invertivel (visto que det(L) = 1), o vector
y = LTx é ndo nulo se e s6 se o vector x é ndo nulo. Assim, x’ Ax > 0 para todo
x # 0, ou seja, A é definida positiva.

(iii): Pelo item (ii) uma matriz € definida positiva se e s6 se todos os menores
principais centrais sdo positivos. Logo, pela Proposi¢do 7.9, uma matriz é defi-
nida positiva se e s6 se admite uma decomposicdo LU e tem todos os menores

400



Capitulo 7. Matrizes ortogonais, unitarias, simétricas e hermitianas

principais positivos. Como as entradas da diagonal principal de U sdo dadas pela
expressdo (7.20), podemos concluir que A € definida positiva se e s6 se as entradas
de U (os pivos) s@o positivas. 0]

Exercicio 7.14. Mostre que uma matriz real e simétrica A é definida positiva se
e s6 se pode ser factorizada na forma A = RTR, onde R é uma matriz triangular
superior com todas as entradas da diagonal principal positivas.
Sugestdo: Use a factorizacio A = LDLT obtida na demonstraciio anterior, e
mostre que pode tomar R = D'/2L", onde D'/? é a matriz diagonal cujas entradas
da diagonal principal s@o as raizes quadradas das respectivas entradas de D.

A factorizacio A = RT R é designada por factorizagdo de Cholesky’ e a matriz
R por factor de Cholesky. A

Atendendo a defini¢io, uma matriz A é definida negativa se e s6 se a matriz (—A)
¢ definida positiva. Assim, como corolario do Teorema 7.5, obtemos a seguinte
caracterizacio de matrizes definidas negativas.

Corolario 7.1. Cada uma das condi¢des seguintes é necessaria e suficiente para
que uma matriz simétrica real A seja definida negativa.

(i) Todos os valores proprios de A sao negativos;

(ii) Todos os menores principais centrais de A de ordem par sdo positivos e 0s
de ordem impar negativos;

(iii) A matriz A admite uma factorizacdo LU com todos os pivOs negativos.

Demonstragdo. Basta aplicar o Teorema 7.5 a matriz (—A) e ter em conta que:
det(—Ax) = (—1)F det(Ay); da igualdade (7.20) obtém-se ug, < 0 para todo o
k. O

Poderiamos ser tentados a pensar que a caracterizagdo de matrizes semidefinidas,
por exemplo positivas, podia ser realizada substituindo na caracterizacfo deste
tipo de matrizes a palavra “positiva” pelo termo “nfo negativo”. Porém, se levar-
mos em linha de conta as demonstracdes realizadas (em particular as baseadas na
factorizacdo LU) vemos que tal caracterizagc@o ndo pode ser feita com essa gene-
ralidade, uma vez que as matrizes semidefinidas sdo singulares e portanto nao ad-
mitem uma factorizagdo LU . O leitor interessado em caracterizacdes de matrizes

3Esta factorizaciio foi descoberta pelo matematico francés André-Louis Cholesky (1875 —
1918) para matrizes reais.
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semidefinidas distintas da caracteriza¢do enunciada no Teorema 7.4, (em termos,
por exemplo, de menores principais) pode consultar, entre outros, Meyer [9].

7.4.1 Forma canonica de uma forma bilinear simétrica real

Para finalizar esta seccdo, deduzimos a forma candnica (ou forma normal) de
uma forma bilinear simétrica e, em particular, de uma forma quadratica. Na base
dessa forma candnica encontra-se um resultado conhecido por lei de inércia de
Sylvester®.

Comecemos por definir o que se entende por uma forma bilinear simétrica
num espaco linear real V.

Definicao 7.9. Seja W um espaco linear real. Uma forma ¢ em W € uma funcio

o: WxW = R
(w,v) = o(u,v).

A forma ¢ diz-se:

e Bilinear: € linear nas duas variaveis, isto é, para todos uy, vy, ug, vo € W
e todos os escalares ¢y, ¢, c3 € ¢4 de R, verifica-se:

@(c1ug + caug, c3v1 + cav2) = crezp(u, v1) + crcap(u, v2)
+eacsp(ug, v1) + cacap(ug, vo).

e Simétrica: p(u,v) = ¢(v,u), para todo u,v € W;

o Anti-simétrica: o(u,v) = —p(v,u), para todo u,v € W.

Note-se que uma forma num espago vectorial real que seja simétrica e linear ape-
nas numa varidvel é automaticamente bilinear.

Um exemplo de uma forma bilinear simétrica ¢ um produto interno num espago
linear real.

Nota 45. Num espago linear complexo a nocdo de forma bilinear simétrica é
substituida pela nogdo de forma hermitiana, ou forma sesquilinear. Uma forma
hermitiana no espago linear complexo W é uma funcao ¢ : W x W — C que é
linear numa das varidveis e tal que o(u,v) = p(v,u), para todo u,v € W.

4James Joseph Sylvester (1814 — 1897), matematico inglés.
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E fécil deduzir que fixada uma base ordenada B = (uy, ..., u,) No espago
linear real W, uma forma bilinear simétrica (resp. anti-simétrica) é representada
por uma matriz simétrica real (resp. anti-simétrica) A. Nomeadamente,

O(zrur + -+ 4 TpUp, rus + - -+ Ynln)

o(ur,ur)  o(ur,ug) - p(ur, upy)
ol plug,u)  p(us,us) - p(us, un)
=Xp : : : YB
<P(Unaul) SO(’U/TMUQ) cp(un,un)
=xLAysp.

A Defini¢do 7.8 de forma quadritica em R™ generaliza-se a qualquer espaco
vectorial real W da seguinte forma. Uma forma quadratica ¢ em W € uma funcéo
q: W x W — R que em qualquer base ordenada B de W se escreve na forma
q(z) = ngx B,onde A é uma matriz real. Como vimos anteriormente, podemos
sempre supor que a matriz A € simétrica.

Se ¢ € uma forma bilinear simétrica no espaco vectorial real W, podemos
associar-lhe uma forma quadriética ¢ definindo a fungdo ¢ : W — R por ¢(x) =
¢(x, z). Reciprocamente, sendo ¢ uma forma quadratica num espaco linear real,
podemos definir uma forma bilinear simétrica do seguinte modo:

ez, y) = 5 (gl +y) —q(r) —q(y)) .

N~

A forma ¢ é designada por forma polar de q.

Exercicio 7.15. Seja ¢ uma forma quadratica definida num espaco linear real 1.
Mostre que

% (q(z +vy) —q(x) —qy)),

é uma forma bilinear simétrica em W. A

Exercicio 7.16. Mostre que o conjunto 5(W), das formas bilineares simétricas
definidas num espacgo vectorial real I, € um espaco linear para as operacdes:

(1 +@2)(z,y) = pi(7,y) + @a(7,y), (ap)(7,y) = ap(r,y) com a € R.

A
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Suponha-se que ¢ ¢ uma forma quadritica num espaco linear real W, repre-
sentada pela matriz A em relacdo a uma certa base ordenada B de W, isto €,
qa(xp) = x5Axp. Se considerarmos outra base ordenada B; de W, a forma
quadrética serd representada por outra matriz. De facto, se M é a matriz de
mudanca da base B para a base B, ou seja, xp = Mxp, , tem-se

qa(xp) = X;MTAMXB1 = qo(xp,), comC = M"AM.

Ou seja, as matrizes A e C' que representam a mesma forma quadrética, em relagéo
a bases distintas, satisfazem a relacio C = MTAM, onde M é uma matriz in-
vertivel.

Quando existe uma matriz invertivel K tal que A = KCK7, as matrizes A e
C' dizem-se congruentes. Escrevemos A ~ C quando A e C' sao congruentes.

Exercicio 7.17. Mostre que se A e C' sdo matrizes que representam uma forma
bilinear simétrica ¢ : W x W — R, em relac@o a bases distintas fixadas em W,
entdao A ~ C.

A

Exercicio 7.18. Mostre que:

a) A relagio de congruéncia® de matrizes é:
e Reflexiva: A ~ A,
o Simétrica: A~ C = (' ~ A;
e Transitiva: (A~ Ce(C~D)y=— A~ D.

b) Matrizes congruentes t&€m a mesma caracteristica.
A

Em 1852, o matematico J. J. Sylvester descobriu que a inércia de uma matriz
¢ invariante por congruéncia.

Definicio 7.10. A inércia de uma matriz simétrica real é a sequéncia (p, v, ()
onde p, v e ( sdo, respectivamente, o nimero de valores proprios positivos, ne-
gativos, e nulos, contando as suas multiplicidades algébricas.

SUma relagio que seja reflexiva, simétrica e transitiva, diz-se uma relagiio de equivaléncia.
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Teorema 7.6. Lei de inércia de Sylvester
Sejam A e B matrizes simétricas reais.

A~ B seesOse Ae B tém a mesma inércia.

Demonstragcdo. Como A é simétrica e real, esta matriz é ortogonalmente diago-
nalizavel, isto é, A = PDP” com P ortogonal e D uma matriz diagonal cujas
entradas da diagonal principal sdo os valores proprios de A. Se a inércia de A é
(p, 4, ), podemos tomar para D a matriz

D = diag(/\l, ceey )\p, _>‘p+17 ceey _)\p-i-jv 0, ceey 0),

onde \; > O,parat =1,...,p+J.
Considere-se agora a matriz (invertivel) D = diag(/\l_l/ S )\;1;2, 1...,1).
Sao validas as igualdades

- - - - IPXP
DTPTAPD = DDD = —Lx; = F, (7.21)
OSXS

onde I designa a matriz identidade de ordem k, O, , a matriz nula de ordem s
e os blocos omissos sd@o matrizes nulas. A igualdade (7.21) diz-nos que a matriz
A é congruente com a matriz £

Se a matriz simétrica B tem a mesma inércia de A, a matriz B é congruente
com a matriz £/ acima. Ou seja, B ~ FE. Como a relagdo de congruéncia é
transitiva e reflexiva (ver Exercicio 7.18), tem-se que A ~ E e B ~ FE implica
A~ B.

Para a implicagio reciproca, suponha-se que A ~ B e mostre-se que A e B
tém a mesma inércia. Admita-se que a inérciade A é (p, j, s) eade B é (q,k,t).
Entdo A ~ F onde F é a matrizem (7.21) e B ~ F',com
[q><q
F= — Ik

Otxt

Como A ~ B,A~ FeB ~ F,tem-se E ~ F (transitividade da relacao
de congruéncia). Ou seja, existe uma matriz invertivel K tal que ' = KTEK.
Sendo F¥ ~ F', as matrizes I e I’ ttm a mesma caracteristica (cf. Lema 3.1,
pag. 148), e portanto t = s. Usando a igualdade FF = KTEK ¢é facil ver que

D=4q. U
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Como corolério do teorema anterior (e da sua demonstra¢ao) obtemos o resul-
tado conhecido por forma candnica (isto €, uma forma particularmente simples)
de uma forma quadréatica real.

Teorema 7.7. Forma candnica de uma forma quadratica real
Seja A uma matriz simétrica real e ¢(x) = x’ Ax uma forma quadratica em
R™. Existe uma base em R" em relacdo a qual a forma ¢ se exprime na forma

¢x) =y By = (1n)* + -+ 1) — Wps1)® — - — (Wps)s

onde a matriz F € a matriz em (7.21).

A uma representacdo deste tipo chama-se forma canonica da forma
quadratica q. O naimero de valores proprios positivos de A € p, e o nimero
de valores proprios negativos € j.

Chama-se caracteristica da forma quadratica a p + j e assinaturaap — j.

Note-se que a caracteristica de uma forma quadrética coincide com a carac-
teristica da matriz simétrica que define a forma quadrética (uma vez que matrizes
semelhantes tém a mesma caracteristica) bem como com o nimero de valores
proprios ndo nulos dessa matriz.

As formas bilineares simétricas sao representadas por matrizes congruentes,
em relac@o a bases distintas fixadas no seu dominio (cf. Exercicio 7.17). Segue
como coroldrio do Teorema 7.6 o seguinte resultado que d4 uma forma canénica
para uma forma bilinear simétrica real.

Teorema 7.8. Forma candnica de uma forma bilinear simétrica real
Seja ¢ : W x W — R uma forma bilinear simétrica. Existe uma base B de
W em relacdo a qual ¢ tem a forma

o(z,y) = XEEYB =Ty + T TpYp — Tpt1Yp+1 — 1 — TptjiUpts

onde xg = (21,...,%,),yB = (Y1, ---,Yn) € E é amatriz em (7.21).

7.4.2 Conicas e quadricas

Os resultados obtidos relativos a matrizes simétricas reais (e formas quadraticas)
sdo aplicados nesta seccdo ao estudo de equacdes envolvendo formas quadraticas
em R? e R®. Dada uma matriz simétrica real A pretende-se identificar o lugar
geométrico definido por uma equag@o quadratica, ou seja, uma equacéo do tipo

q(x) +k'x+j=0, jeER, (7.22)
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onde g(x) = x? Ax, para x € R? (ou x € R?) e k um vector (fixo) de R? ou de

R3.

Chama-se forma quadréatica associada a equagdo quadritica (7.22) ao termo

qa(x). Por exemplo,

Equacdo quadritica

ga(x)

Matriz A

8x2 — dxy + 5y? — 36y =0

ry—y+2=0

822 — 4xy + Hy?

Ty

5

[1(/)2 1(/)2]

0
1

— N O

1
224+ 29z + 292 —322 - 12=0 | 22 + 2yz + 29> — 322 | |0
0 -3

Os lugares geométricos determinados por equagdes quadréticas de duas varii-
veis sdo designados por cdnicas ou secgoes conicas. As cOnicas mais importantes
sdo as elipses, as circunferéncias, as hipérboles e as pardbolas. Estas conicas
dizem-se conicas ndo degeneradas.

Uma coénica ndo degenerada diz-se na posicdo padrdo (relativa aos eixos co-
ordenados) se a sua equacdo pode ser expressa numa das formas indicadas nas
Figuras 7.1 a 7.3.

2 2
x_l_y_:l'

el o k1 >0

Elipse ou circunferéncia

o J,/ \\
e - o N ‘»ﬁ | B

=y Jr ‘
\\ i ) 4 ’\\ ,ﬂ’
= \4’/ - \\,\ /./'J

Figura 7.1: Elipse ou circunferéncia.

Note-se que as formas quadréticas associadas as equacdes que definem as
cOnicas ndo degeneradas das figuras 7.1 a 7.3 sdo representadas por uma matriz
diagonal. Quando tal acontece dizemos que a equag@o que define a conica esta
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Hipérbole
N\ / AN e
/ g _

\ /
[
/ \

/ N e \\\

22 P ¥ 1

Figura 7.2: Hipérbole.

y? = kx z = ky

\\
/

k<0

Figura 7.3: Pardbola.

na forma reduzida. As equacdes reduzidas das conicas ndo degeneradas sdo, para
k,l>0ep#0:

Circunferéncia: 7+ % =1 =1
Elipse: i—z + 3{—22 =1 diag (k%, llz) .
Hipérbole: i—z - zlﬁ =1 diag (& —%)-
Pardbola: y? = px diag (0,1).

As conicas degeneradas sao o conjunto vazio, um ponto, uma recta, duas rec-
tas concorrentes, e duas rectas paralelas. As equacdes reduzidas das cOnicas de-
generadas sdo:
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Um ponto: i—z + };—2 =0

Uma recta: 2% = 0.

Duas rectas paralelas: i—z =1.
Duas rectas concorrentes: i—z — ’l’—; = 0.

Para identificar a conica definida por (7.22), usa-se a seguinte estratégia: (a)
reduz-se a forma quadrética (associada a equagfo) a sua forma candnica (ver Te-
orema 7.7); (b) “eliminam-se” da equacdo o méaximo de termos lineares possivel,
usando para tal um processo conhecido por “completar quadrados”.

Comecemos por relembrar que se A é uma matriz simétrica real, existe uma
matriz ortogonal P que diagonaliza A. Isto ¢, tal que A = PDPT com P~ = PT
e D =diag(Aq,...,\,). Assim,

qa(x) = x"Ax = (P"x)"DP"x = y" Dy = qp(y), comy = P'x.

Uma matriz ortogonal P tem det P = +1, no entanto podemos sempre escolher
P por forma a que det(P) = 1 (basta trocar duas colunas de P e a ordem dos
valores proprios nas entradas da diagonal de D). No caso de formas quadriticas
em R?, a matriz P tem uma das formas indicadas no Exemplo 7.1 (pag. 373), e
portanto pode sempre ser escolhida como sendo uma matriz de rotacdo Ry.

A matriz P tem nas colunas vectores proprios de A de norma iguala 1,eéa
matriz que realiza a mudanca da base formada pelos vectores proprios (definida
pelas colunas de P) para a base canénica de R". Assim a mudancga de varidveis
PTx = y aplica direcgdes definidas pelos vectores da base candnica de R™ em
direc¢des definidas por vectores proprios de A. Estas direc¢des sdo designadas
por direc¢des principais.

Reducao a direccoes principais
Efectuando a mudanga de varidveis P7x = y, onde P é uma matriz ortogo-
nal que diagonaliza a matriz simétrica real A, a forma quadratica g4 (x) = x? Ax
transforma-se em ¢p(y) = y’ Dy, onde D = PT AP é uma matriz diagonal. Ou
seja,
qa(%) = qp(y) = Myt + - + Aoy,

onde \Ai,...,\, sdo os valores proprios de A. Além disso, a mudanga de
varidveis PTx = y pode sempre efectuar-se usando para P uma matriz com
determinante igual a 1.
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Exemplo 7.7. Considere-se a equacdo
822 — 4x129 + 5x3 — 36 = 0. (7.23)

A forma quadritica associada a esta equag@o € ga(x, o) = 833% — 4x1x9 + 5x§,
ou seja,

gz, 22) = [ xQ}A[ij - { B —52] EQ]

A matriz A tem valores proprios Ay = 4 e Ay = 9. Como \; # \,, quaisquer
vectores proprios associados a A\; e a Ay s@o ortogonais. Tome-se, por exemplo,
para vector préprio associado a A\; o vector vi = (1,2), e para vector proprio
associado a \y 0 vector vo = (—2,1) (verifique que estes vectores sdo vectores
proprios de A). Uma matriz que tenha nas colunas v; e v, diagonaliza A, porém
ndo é uma matriz ortogonal ja que estes vectores ndo t€m norma unitiria. Se
se pretende uma matriz que diagonalize ortogonalmente A, devemos normalizar
estes vectores. Por exemplo, uma matriz P que diagonaliza ortogonalmente A é

1 _
pP= 7 [; 12} : (7.24)

A matriz P tem determinante igual a 1, e representa por isso uma rotacido dos
eixos coordenados (ver Exemplo 7.1, pag. 373 e Exemplo 6.7-4, pag. 338).
A mudanca de coordenadas PTx = y transforma a equagio (7.23) na equagio
2 2
ap(y) = 4yi+935 =36 = L+ L =1

Em conclusao, a conica é uma elipse centrada na origem do sistema de eixos coor-
denados 3y (eixos com direcgdes dos vectores proprios de A), cujos semieixos
medem 3 e 2. O sistema de eixos coordenados ¥,y € obtido por rotacio do sistema
de eixos 12, rotacdo esta definida pela matriz P. Na Figura 7.4 é apresentado o
grafico da conica. ¢

A equac@o que define a cdnica do exemplo anterior nao possui termos lineares em
x uma vez que é uma equagio do tipo

qa(x) + kT'x+j =0,

com k = 0. Se essa equagdo tivesse um termo linear k”x com k # 0, depois de
reduzir a forma quadratica associada a equacgdo a sua forma canonica, deveriamos
“completar os quadrados”, eliminando o maximo de termos lineares possivel. No
exemplo seguinte ilustramos este procedimento.
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Figura 7.4: Elipse cujos eixos tém as direc¢des dos vectores proprios (unitirios)
u; e u, da matriz A do Exemplo 7.7.

Exemplo 7.8. Considere a modificacao seguinte da equacido do Exemplo 7.7:

64 52

—x; + —=x2 +4=0. (7.25)
Vi VB

Do Exemplo 7.7 sabemos que a forma quadratica associada a esta equag@o pode
ser diagonalizada usando a mudanca de varidveis x = Py, onde P é a matriz em

877 — 419 + B3 —

o 1 1
(7.24). Esta mudanga de variaveis, r; = %(yl —2y) € Iy = %(le + 42),

reduz a equacdo (7.25) a forma
0 =4y’ +9ys5 + 8y; + 36y, + 4.
Completem-se agora os quadrados:
i+ 8y =4y +2m) =4 (i + 2y +1-1) =d(y +1)° 4
93 +36y2 =9 (y3 +4y2) =9 (45 +4y2 +4—4) =9 (g +2)” — 36.
Assim,
A+ 992 + 8y + 36y, +4=0=4(n + 1) —44+9(+2)° =36 +4=0

= A +1)2 49 +2)° =36
+1)°  (p+2)°
9 4

Ou seja, a conica definida por (7.25) € obtida da conica dada por (7.23) mediante
uma translag@o (nas coordenadas y1, y») definida pelo vector a = (—1,—2). Na

1
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Figura 7.5: A elipse do Exemplo 7.8 € uma translacdo da elipse do Exemplo 7.7.

Figura 7.5 apresenta-se a conica definida pela equacdo (7.23) bem como a cénica
transladada definida por (7.25).
¢

Exercicio 7.19. Seja C' o conjunto de pontos do plano definido pela equagio
ax® + by + cy®* +dr +ey + f =0,

e A, i os valores proprios da matriz simétrica que define a forma quadrética asso-
ciada a esta equacdo. Mostre que:

a) Se A\ > 0, entdo C' € uma elipse, um ponto, ou 0 conjunto vazio.
b) Se A\ < 0, entdo C' € uma hipérbole, ou um par de rectas concorrentes.
c) Se A\u = 0, entdlo existem duas possibilidades:

(i) Se A # 0 ou p # 0, entdo C' € uma pardbola, um par de rectas parale-
las, uma recta, ou o conjunto vazio.

(i) Se A = = 0, entdo C' é uma recta, ou o conjunto vazio.

Quadricas

As equagdes quadraticas em 3 varidveis definem superficies no espaco tridimensi-
onal designadas por quddricas. As quadricas na posi¢cdo padrio relativamente aos
eixos coordenados sdo definidas pelas equac¢des indicadas nas Figuras 7.6-7.14. A
curva de intersec¢@o de uma superficie com um plano é designada por traco.
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Os tragos sdo elipses, ou circunferén-
cias, ou um ponto, ou o conjunto vazio.

Figura 7.6: Elipso6ide

Hiperboléide de uma folha.

$2 y2 2,2

K o2

Os tracos sdo elipses, hipérboles,
ou um par de rectas concorrentes.

Figura 7.7: Hiperboldide de uma folha.

Hiperboldide de 2 folhas

Os tragos sdo elipses, ou hipérboles,
ou um ponto, ou 0 conjunto vazio.

Figura 7.8: Hiperboldide de 2 folhas.
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Cone eliptico

x2 y2 )
ErE=?

Os tragos sdo elipses, ou hipérboles,
ou rectas concorrentes, ou um ponto.

Figura 7.9: Cone eliptico.

Paraboloide hiperbdlico

Os tragos sdo hipérboles, ou pardbolas,
ou duas rectas concorrentes, ou
0 conjunto vazio.

Figura 7.10: Hiperbol6ide parabdlico.

Paraboldide eliptico

$2 y2
Rte T

Os tracos sdo elipses, ou parabolas,
ou um ponto, ou o0 conjunto vazio.

Figura 7.11: Paraboléide eliptico.
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Cilindro eliptico

x2 y2
wie !

Os tragos sdo elipses, ou circunferéncias,
ou rectas paralelas, ou o conjunto vazio.

Figura 7.12: Cilindro eliptico.

Cilindro hiperbdlico
22 2
PP

Os tracos sdo hipérboles, ou rectas,
ou o conjunto vazio.

Figura 7.13: Cilindro hiperbdlico.

Cilindro parabdlico

$2

ﬁ:py

Os tracos sdo parabolas, ou rectas,
ou o conjunto vazio.

Figura 7.14: Cilindro parabdlico.
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Nota 46. As superficies das Figuras 7.6-7.9 dizem-se superficies de caracteristica
3, as das Figuras 7.10-7.13 superficies de caracteristica 2 e a da Figura 7.14 é
uma superficie de caracteristica 1. Esta classificacdo estd de acordo com o facto
de a forma quadrdtica associada a equagdo que define a superficie ter respecti-
vamente caracteristica 3,2 e 1.

As equagdes que definem as quadricas das Figuras 7.6-7.14 ndo tém termos
cruzados, isto é, termos envolvendo xy, yz ou zz, pelo que a matriz que define
a forma quadréitica associada a equacdo é diagonal. No caso da forma quadrética
associada a equacgdo da superficie possuir termos cruzados isso indica que a su-
perficie ndo se encontra na posi¢do padrdo. No entanto, a superficie pode ser
obtida por rotacdo de uma superficie na posi¢do padrdo. A rotacdo é definida por
uma matriz ortogonal P do tipo 3 X 3 com determinante igual a 1 (ver Exem-
plo 7.4). Esta matriz P diagonaliza a matriz que define a forma quadratica asso-
ciada a equag@o da superficie.

Exemplo 7.9. Pretendemos identificar a superficie definida pela equacio
— 15 — 201 + 822 + 14y, — 4xyyy + by? — 82 + 422 = 0. (7.26)

A forma quadrética associada a esta equagdo ¢ definida pela matriz simétrica

8§ =20
A=1-2 5 0
0 0 4
Os valores proprios desta matriz sdo \; = 9 e Ay = 4 (com multiplicidade

algébrica 2). Os espacos proprios sdo
E(4) = Span{(1,2,0),(0,0,1)}, E(9) = Span{(-2,1,0)}.

Realizando a mudanga de variaveis (z1,y1,21) = P(z,y,z), onde P ¢é a matriz
ortogonal
0 1/vV5 —2/v5
P=10 2/vV5 1/V5 |,
1 0 0

isto é, 2, = 1/vby —2/v5bz,y1 = 2/v/by +1/v/5z e 21 = x, aequagio (7.26) é
transformada na equag@o

4
4:1;2+42+9z2—89[;+i +5—z—15=0. (7.27)
Yy \/gy NG
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Esta equacao tem termos lineares, pelo que vamos completar os quadrados.

4a? —8r =4(2* — 20 +1—1) = 4(x — 1)* — 4,

8 2 1 1 1\?> 4
4y2+%y:4<y2+ﬁy+g—g>24(y+%> 5

54 6 9 9 3\% 81
922+—z:9<22+—+———>:9<z+—> - —.
N V5 5

Por conseguinte, a equagdo (7.27) escreve-se

4(q;—1)2+4(y+%>2+9<z+%>2:36,

ou equivalentemente,

(-1, WHp’ (+p)P
9 9 4
Concluindo, a equacio (7.26) define um elipsodide de semieixos medindo respecti-

vamente 3, 3 e 2 unidades. Este elipsdide € obtido por translacdo segundo o vector
(—1, %, %) de um elipséide na posicio padrio no sistema de eixos x,y,z. ¢

=1

7.5 Decomposicao em valores singulares (SVD)

A decomposi¢io de uma matriz em valores singulares (SVD®) é actualmente usada
em vérias dreas da matematica aplicada como a estatistica, a dlgebra computaci-
onal e numérica, a bioquimica, o reconhecimento de voz e imagem, etc.. Uma
decomposi¢cao SVD de uma matriz real A, do tipo p X n, € uma factorizacdo de A
naforma A = ULV, com U e V matrizes ortogonais e > uma matriz em blocos
com todos os blocos nulos a excep¢@o de um tnico bloco diagonal. Como vere-
mos, toda a matriz admite uma decomposicio SVD. Na base da obtenc¢io desta
decomposic¢io encontra-se a diagonalizac@o ortogonal (resp. unitiria) de matrizes
simétricas reais (resp. hermitianas).

Nesta sec¢do mostramos que qualquer matriz admite uma decomposicdo SVD
e fazemos a interpretacdo geométrica desta decomposicdo. A partir desta factori-
zacdo, obtemos bases ortonormadas para os quatro subespacos fundamentais as-
sociados a uma matriz.

6SVD é a abreviatura de “singular value decomposition”.
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7.5.1 Factorizacao SVD

Seja A uma matriz real do tipo p x n. A matriz AT A é uma matriz simétrica
(de ordem n), e portanto ortogonalmente diagonalizavel. Assim, existe uma base
ortonormada de R" formada por vectores proprios de AT A. Seja {vi,va,...,v,}
uma tal base, e designe-se por ); o valor proprio de AT A associado a v;. Logo,

|Avi]|? = (Av;)T Av; = v AT Av;
= Vi A\ (v; é um vector préprio de AT A)
= /\iVZTVZ' = Nillvill? = \s (v; € um vector proprio de norma 1).

Conclui-se que os valores proprios de AT A sdo todos ndo negativos visto que,
para cada \; se tem \; = ||Av;||* > 0.

Nota 47. Quando A é uma matriz complexa, a matriz A" A é hermitiana. Logo,
os valores préprios de A" A sdo reais e ndo negativos jd que, sendo (\;, v;) um
par préprio de A" A com ||vi|| = 1, se tem || Av;||> = v AT Av; = \,.

Definicao 7.11. Valores singulares

Seja A uma matriz real (resp. complexa) do tipo p X n.

Os valores singulares o; de A sdo as raizes quadradas dos valores proprios
de AT A (resp. de A7 A). Isto é, 0; = \/\; paral < i < n,onde )\; é um valor
proprio de AT A (resp. de A7 A).

Se )\; é um valor proprio de AT A e v; é um vector proprio associado com
norma unitaria, entao o valor singular o; = /\; € igual a norma de Av;, visto que

o=V h=V]Avi? = |Avil|, i=1,...,n. (7.28)

E habitual ordenar os valores singulares de uma matriz por ordem decrescente:

01209220, 20.

. 3 =8 10
Exemplo 7.10. Se]aA:[4 5 _2}
A matriz
25 —4 22
ATA=|-4 89 —90
22 =90 104
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tem valores proprios Ay = 189 e Ay = 29 e A3 = 0. Portanto, os valores singulares

de A sdo
o1 =V189 =3v2l, o03,=v29, o3=0.

Enunciamos agora o teorema da decomposi¢do SVD.

Teorema 7.9. Decomposicao SVD
Seja A uma matriz real do tipo p x n de caracteristica igual a k. Existem
matrizes ortogonais U, V' e uma matriz ), tais que

A=UxVT,

(i) A matriz Y, do tipo p X n, tem a forma

D 0
X = ,
0 0
onde D é a matriz diagonal D = diag(oy, 09, ...,0%), sendo 0s 0;’s 0s
valores singulares positivos de A assim ordenados: 0 > g9 > -+ - > 0y >
0.

(i) Os vectores coluna de V', vy, ..., v, (por esta ordem), formam uma base
ortonormada de R". Estes vectores sio vectores proprios de AT A que
satisfazem as igualdades AT Av; = \;v; = o?v;,onde o}y = -+ = 0, =
0.

(iii) Os vectores coluna de U formam uma base ortonormada de RP. As suas

primeiras k colunas verificam: u; = —Av;,parai = 1,...k,onde v; é a
i
coluna nimero i de V.

Uma decomposi¢io A = UXVT diz-se uma decomposicdo de A em valores
singulares (abreviadamente SVD). Os vectores coluna de U sdo designados por
vectores singulares esquerdos, enquanto que os vectores coluna de V' se desig-
nam por vectores singulares direitos.

Nota 48. A matriz X da decomposicdo SVD é vinica. No entanto, as matrizes U e
V' ndo o sdo, o que significa que a decomposicdo SVD ndo é tinica.
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Antes de provarmos o Teorema 7.9 mostramos o lema seguinte.

Lema 7.3. Seja A uma matriz real p X n, \,..., A\, os valores proprios de
AT A, e (vy,Va,...,v,) uma base ortonormada de R", tal que cada vector v; é
um vector proprio associado ao valor proprio A;,e Ay > Ay > -+ - > A,

Se k € o nimero de valores singulares positivos de A (contando com as mul-
tiplicidades), entdo { Avy, ..., Av,} € uma base ortogonal do espaco das colunas
de A, e a caracteristica de A é k.

Demonstragdo. Se mostrarmos que o conjunto { Avy, ..., Avy} é uma base orto-
gonal de EC(A), resulta imediatamente que dim FC(A) = k = car(A).

Comecemos por verificar que o conjunto {Avy, ..., Av,} é ortogonal. Para
1 # j,tem-se

(Avi))T(Av;) = v AT Av;
=v]\v; (\; é valor proprio de A” A associado a v;)

= AV vy = Aj(vi, v;) =0,

e portanto { Avy, ..., Av,,} C R? é um conjunto ortogonal do espaco das colunas
de A. Como o; = ||Av;|| # O parai < ke ||Av;|| = 0 para i > k, o subconjunto
{Avy,..., Avy} é um conjunto ortogonal que ndo contém o vector nulo, e por-

tanto linearmente independente (cf. Proposicdo 5.1, pag. 259). Falta mostrar que
este conjunto gera o espaco das colunas de A. Sejay € EC(A),isto é,y = Ax
para algum vector x € R”. Escrevendo x = c;vy + covay + - - - + ¢, V,,, tem-se

Yy = AxX = 1 Avy + Ay + - - -+ G AVE + 1AV -+ e Ay,
= C1AV] + AV + - -+ Avg, jaque Av; =0 para k <1 < n.

Assim, o conjunto linearmente independente { Avy, ..., Av,} gera EC(A), e por-
tanto ¢ uma base de EC(A). O

Passamos agora a demonstracdo do Teorema 7.9.

Demonstragdo. (do Teorema 7.9)
Comecemos por notar que sendo A = UXV? uma decomposi¢io SVD de A,
o produto AT A tem a forma

ATA = (vxTuhHwsv?) = vty

onde ¥7Y é uma matriz diagonal e VV é uma matriz ortogonal. Como AT A é
uma matriz simétrica real, a igualdade anterior é uma diagonalizac@o ortogonal
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de AT A, uma vez que a matriz diagonal X7'Y possui na diagonal principal os
valores proprios de AT A. Logo, as colunas de V' formam uma base ortonormada

de R™ constituida por vectores proprios de AT A. Seja (vi,vy,...,v,) uma tal
base, ordenada como no Lema 7.3. Deste lema segue que {Avy, ..., Av,} C R?
¢ uma base ortogonal para o espacgo da colunas de A. Normalizando cada vector
desta base, formamos a base ortonormada {uy, ..., u;} de EC(A). Aplicando as
igualdades (7.28), temos
u; = L AVi = iAVZ — AVi =0, t=1,..., k. (7.29)
[ Av| o;
Podemos, se necessario, completar o conjunto ortonormado {uy,...,u;} por
forma a obter uma base ortonormada {uy, ..., ug,...,u,} de R”.
Finalmente, considerando as bases ortonormadas (uy, ..., u,) e (vy,...,V,),

respectivamente de R” e R", construam-se as seguintes matrizes ortogonais U e
v,

U= u Uz --- 1 e V= Vi Vg -V,

| ) o

Verifiquemos agora a igualdade A = UXV7 ou, equivalentemente, AV = UX
(uma vez que V! = V7T):

| N |
AV =A vy vy -+ v,| = |Avy Avy --- Av,
S O |
| | |
= (o1 OUg o -- 0 y
|| | |
e
o -
| | 72
UY = u Uz -+ Uy 0
L[] | o
L 0 0_
[ | | |
= |01U1 orUug 0 0
|| | |
Logo, AV = UX.. [l
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Exercicio 7.20. Use a decomposi¢do SVD para mostrar que qualquer matriz real
A, de caracteristica k, se pode escrever na forma:

A=owv! + -+ opuvi. (7.30)

Mostre ainda que as matrizes uiviT, do tipo p X n, t&ém caracteristica 1.
Compare a decomposi¢do anterior com a decomposicdo espectral (7.12) de
matrizes unitariamente diagonalizaveis. A

Nota 49. Qualquer matriz complexa admite uma decomposicdo SVD. Ou seja, se
A é uma matriz complexa, existem matrizes unitdrias U e V', e uma matriz >3 com
um tinico bloco diagonal ndo nulo com entradas na diagonal principal positivas,
tais que A = UXVH . A demonstracdo deste resultado é andloga a realizada para
matrizes reais, bastando substituir nessa demonstragdo o simbolo “T'” por “H”.

3 =8 10
4 5 =2

Viu-se, no Exemplo 7.10 (pag. 418) que os valores singulares de A sdo oy =
V189,05 = V29 e o5 = 0. E fcil verificar que (5, —29, 32), (15,7, 4) e (—34, 46, 47)
sdo vectores proprios de AT A, associados respectivamente a A\; = 189, X\ = 29
e A3 = 0. Estes vectores sdo ortogonais pois estdo associados a valores proprios
distintos (de uma matriz simétrica). Normalizando estes vectores, obtemos

1 1 1

vi= ——(5-2932), vy = ——(15,7,4) e vs=—
! 3\/210( e \/290( ) > 3,609

Uma matriz V' da decomposicdo SVD de A é

Exemplo 7.11. Considere-se a matriz A =

(—34, 46, 47).

[ 5 15 —34
3v210  v/290  3v609

V= | =2 7 46
— | 3v210 V290 3v609 | °

32 4 47
[ 3v210  v/290  3v/609 |
uma vez que vy, Vo € V3 S0 vectores proprios associados respectivamente a valo-
res proprios \; que respeitam a ordenacdo A\; > Ay > As.

A matriz D € diagonal, tendo na diagonal principal os valores singulares
nao nulos de A (associados as colunas de V') ordenados de forma decrescente.
Conclui-se assim que D = diag(\/@, \/@), e a matriz Y correspondente é

- 0
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Falta determinar uma matriz U que, neste caso, € do tipo 2 x 2 (uma vez que A € do
tipo 2 x 3). Como a caracteristica de A € 2 (pelo Lema 7.3 a caracteristica € igual
ao numero de valores singulares nao nulos), as 2 primeiras colunas de U podem
ser os vectores Av; e Av, normalizados. Usando a equagéo (7.29), obtém-se

A ST O W {9@]_1[3]

AT T e T VIRoV0 [ -3vRL) T Vo |-
1 1 1 1

U= ——"Avo = —Avy = — .

T Ave] TP T x/EM

Neste caso néo necessitamos de completar {u;, us} para construir U, uma vez
que esta matriz € 2 X 2. Assim,

1 3 1
Sugere-se como exercicio que confirme a igualdade A = ULV, ¢

Exercicio 7.21. Mostre que se A € real e simétrica, uma decomposi¢ao SVD para
A coincide com uma diagonalizagdo ortogonal de A. A

Exercicio 7.22. Mostre que toda a matriz quadrada A admite uma decomposigcdo
polar da forma A = P(), onde P é uma matriz semidefinida positiva com a
mesma caracteristica de A, e () € uma matriz ortogonal.
Sugestio: Sendo A = UX VT uma decomposi¢io SVD de A, escreva A na forma
A= (UxUT)(UVT).

A

7.5.2 Bases ortonormadas para os quatro subespacos funda-
mentais

Uma decomposi¢do SVD de uma matriz real A do tipo p x n fornece-nos ba-
ses ortonormadas para os quatro subespacos fundamentais associados a A, e em
particular bases ortonormadas para o nicleo e o contradominio da funcio linear
T(x) = Ax. De facto, se A = UXVT é uma decomposi¢io SVD de A, a
demonstracido do Teorema 7.9 diz-nos que

o;a; paraizl,...,k
0 para k < i <mn,

T(v;) = Av; = {
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onde os v;’s e os u;’s sdo, respectivamente, vectores singulares direitos e es-
querdos. Desta igualdade concluimos que os dltimos (n — k) vectores singula-
res direitos, Vi1, ..., V,, formam uma base ortonormada para o nicleo de 7',
e os primeiros k vectores singulares esquerdos, uy, ..., u;, uma base ortonor-
mada para o contradominio de 7" (ver ainda Lema 7.3). Atendendo a que, quer
os vectores singulares direitos, quer os esquerdos, formam bases ortonormadas
respectivamente do espaco de partida (R™) e de chegada de 1" (neste caso R?),

tem-se que os k primeiros vectores singulares direitos, vy, ..., Vi, formam uma
base ortonormada para o complemento ortogonal N (T)* = N(A)+ = EL(A),
e os Gltimos (p — k) vectores singulares esquerdos, uy,. .., u,, uma base or-

tonormada para o complemento ortogonal do contradominio de 7, isto é, para
(Im(T))*: = EC(A)* = N(A") (relembre as relagdes (5.18) na pagina 270).

Em conclusdo, uma decomposi¢cdo SVD de A fornece bases ortonormadas
para os quatro subespacos fundamentais associados a A (ndcleo de A, o espagco
das colunas de A e os respectivos complementos ortogonais destes subespagos).
Na Figura 7.15 completa-se o diagrama apresentado na Figura 5.7 da pagina 271,
agora em termos da func@o linear 7" e das bases dos vectores singulares de A
(esquerdos e direitos).

T
m
)
R" )
0
0

Figura 7.15: Bases ortonormadas formadas por vectores singulares de A para os
quatro subespacos fundamentais. A fungéo linear 7' : R” — RP ¢ definida por
T(x) = Ax,e car(A) = k.

RP
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Interpretaciao geométrica da decomposicao SVD

Interpretamos agora geometricamente a ac¢éo de uma fungéo linear 7' : R” — R?
sobre vectores de R™ usando a decomposi¢do SVD de uma matriz que represente
T.

Seja T'(x) = Ax, com A matriz real do tipo p x n. Consideremos o efeito
de T em vectores da esfera de R™ de raio 1, isto é, em vectores x = (z1,...,%,)
satisfazendo a igualdade

A matriz A admite uma decomposicio SVD, isto é, A = UXV7T, com U, ¥ e V nas
condi¢des do enunciado do Teorema 7.9. As colunas de V', vy,...,v,, formam
uma base ortonormada de R". Logo, qualquer vector x € R" pode escrever-se
como combinagdo linear dos vectores desta base. Em particular, qualquer vector
x da esfera de raio 1 escreve-se na forma

n
Xx=x1vi+:--+x,v,, com E xle.
i=1

Aplicando o Teorema 7.9, a imagem de x por 1" é

T(x)=Ax = A(z1v1+ -+ 2,Vy)
=x1Avi + - + 2, Av,
= x1Avy + -+ 1 Avy (jaque Av; =0parai==k,...,n)
=zi00Uu; + - -+ oy (por (7.29))
=yiuy + -+ YpUg (com y; = x;0;).
Para vectores x da esfera considerada, como z; = L3 parai = 1,....k < n,é

(3

satisfeita a desigualdade

vi Vi
af4al =1= "L 4.+ 7 <
oh o,
vi Vi
A inequacgio —12 4+ —’; < 1 pode ser vista como um elipséide em R* cujos
o3 oj,

eixos t&€m as direc¢des dos vectores u;, € tal que os comprimentos dos semieixos
sdo iguais aos valores singulares o;.

Podemos assim resumir a ac¢do de A = UXV? em R": a matriz A colapsa
(n — k) direcgdes do dominio de T'; seguidamente a bola unitaria de R* é ex-
pandida, contraida ou mantida nas direc¢des dos primeiros k vectores singulares
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direitos, tendo por efeito transformar a referida bola num elipséide; finalmente
este elipsdide € aplicado em RP. Na Figura 7.16 ¢ ilustrado este comportamento
de T'(x) = Ax para uma matriz A do tipo 3 x 3, de caracteristica igual a 2.

/\ /\
é% oy
A v
-~ Yy

Figura 7.16: Interpretacdo geométrica da decomposi¢ao SVD para uma matriz A
do tipo 3 x 3 e de caracteristica 2.

7.6 Algumas aplicacoes de valores singulares

Os valores singulares de uma matriz e a decomposi¢do SVD desempenham um pa-
pel relevante nos algoritmos computacionais modernos sendo habitualmente utili-
zados em problemas envolvendo matrizes de grandes dimensdes. A grandeza dos
valores singulares de uma matriz ¢ relevante em varios contextos como teremos
oportunidade de constatar nas aplicacdes que detalhamos adiante. Por exemplo,
se a matriz € quadrada, a existéncia de valores singulares nulos revela que a matriz
¢ singular. Além disso, mesmo que a matriz (quadrada) nio tenha valores singu-
lares nulos se tiver valores singulares proximos de zero, a decomposi¢do SVD
indica que essa matriz estd proxima de ser uma matriz singular, facto que pode
conduzir a sistemas mal condicionados que tenham essa matriz como matriz dos
coeficientes (ver Seccdo 7.6.1).
As aplicagcdes que abordamos neste texto sdo:

1) Numero de condi¢do de uma matriz e sistemas lineares mal condicionados.
ii) Compressao de imagem.
iii) Pseudoinversa de uma matriz e solu¢des de minimos quadrados.

Como referéncias bibliograficas para esta sec¢fo aconselhamos a leitura do artigo
[6] e referéncias nele incluidas.
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7.6.1 Numero de condicao e sistemas mal condicionados

Dado um sistema linear Ax = b, em que A é uma matriz invertivel, pretende-
se saber se pequenas perturbacdes (ou erros) no segundo membro do sistema se
traduzem ou ndo em pequenas perturbacdes na solucdo. Ou seja, se x e X* s@o
solugdes, respectivamente do sistema Ax = b e do sistema perturbado Ax =

b*, pretendemos comparar o erro relativo em x*, “x”_x’ﬁ I , com o erro relativo no
. , b—b* . .
segundo membro b*, isto &€, com I ol I Considere-se o exemplo seguinte.

Exemplo 7.12. Seja Ax = b, com

1.0001 1 0.1
e

A matriz A € invertivel, e a tnica solu¢do do sistema é x = (1000, —1000).
Considere-se agora o vector perturbado b* = (0.11,0). A tnica solugdo do sis-
tema Ax = b* é x* = (1100,—1100). Comparando as duas solugdes, vemos
que o sistema ¢ muito sensivel a perturbacdes no segundo membro. Quando tal
acontece o sistema diz-se mal condicionado. ¢

O chamado niimero de condicdo é usado como medida de quao mal condicio-
nado € um sistema. Este niimero pode ser definido como a razdo entre o maior e
o menor valor singular (ndo nulo) de A.

Neste contexto, interessa comecar por definir norma num espaco linear, ge-
neralizando o conceito de norma proveniente de um produto interno conforme se
introduziu no Capitulo 5.

Definicao 7.12. Norma num espaco linear

Seja W um espaco linear sobre o corpo K.

Uma norma em W é uma fung@o || - || definida em W com valores em R, que
satisfaz as propriedades seguintes, para todos os z,y € W,

o [z] >0 e |z||=0<«=2=0.

o |ax| = |a|||z||, paratodos os escalares o € K.

e |z +y| <|lz||+ |lyll (Desigualdade triangular).

Existem normas no espaco linear das matrizes tipo p X n induzidas por normas
definidas nos espagos vectoriais R* (ou C*), com k = n e k = p. Estas normas
matriciais recebem a designacio de normas induzidas por normas vectoriais.
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Norma matricial induzida por normas vectoriais

Uma norma vectorial em C* com k = p, n, induz uma norma no espago das
matrizes complexas A, do tipo p x n, dada por

Al = Hm\laxl |Ax||, parax e C". (7.31)

Note-se que a existéncia do maximo em (7.31) estd garantida pelo importante
Teorema de Weierstrass da Analise.’

Deixamos como exercicio a verificacdo de que uma norma matricial induzida
por normas vectoriais, satisfaz as condi¢des da Defini¢do 7.12.

Verifiquemos agora que a norma (7.31) € equivalente a

o 1A
o [

Sendo x # 0 um vector qualquer de C", o vector ﬁ tem norma unitaria. Por-
tanto, é valida a desigualdade

Il = (7.32)

_ 14| [[Ax]|
i > ] = Bl — g > m
[Ix] ]| 20 [|x]|
Para a desigualdade inversa, como maxyo Hllf:ﬁl > ”"li ”” , para todos os x # 0,
esta desigualdade ¢ verificada em particular para os vectores y tais que |ly|| = 1.
Ou seja, maxyzo ”H— > || Ay || para todos os vectores y de norma unitaria. Logo,
[Ax]
X max [[Ay[| = [[A].-

x£0 ||x|| H ll=

Concluimos assim que (7.32) € equivalente a (7.31).
Deixamos como exercicio a verificacdo de que uma norma matricial induzida
por uma norma vectorial goza das propriedades seguintes.

"Teorema de Weierstrass: “Toda a fungéo continua de um conjunto limitado e fechado KX C W
com valores em R, atinge um méximo e um minimo em pontos de K. A esfera unitaria em
espacos vectoriais de dimensio finita € um conjunto limitado e fechado, e a norma num espaco
vectorial € uma fung@o continua.
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Exercicio 7.23. Mostre que
a) || Ax|| < [[Allllx]} (7.33)
b) [|[AB]| < [ A[[l|B]|.
A

Considere-se agora a norma vectorial usual em R" (ou em C"). E frequente
designar-se esta norma vectorial por norma-2 e usar-se a notagio ||x||s = vVx’x.
Usamos igualmente a notagéo || - || para a norma matricial induzida pela norma-2.

Proposicao 7.10. Seja A uma matriz real e ||Allo = max || Ax||2. Entdo,

z||2=
e ||A|ls =01, ondeo; é o maior valor singular de A.

e Se A é invertivel, entdo

1 . ~
|A7Y|s = —, onde o é o menor valor singular (no nulo) de A.
Ok

Demonstragdo. Como || Ax|s = VxTATAx = \/qur4(x), resulta da Proposi-
¢do 7.8 que o maximo da forma quadratica g,7 4(x) na esfera unitaria, é igual ao
maior valor proprio de A7 A. Os valores proprios de A7 A sdo ndo negativos e as
suas raizes quadradas sdo os valores singulares de A (cf. Defini¢do 7.11). Por
conseguinte, || A||; = o1, onde ¢y € o maior valor singular de A.

Sendo A invertivel, a matriz AAT também o é. Além disso, os espectros de
AT A e de AAT sdo iguais, uma vez que uma matriz e a sua transposta tdm os
mesmos valores proprios. Como,

1A x|z = /xT(A=1)TA-Ix = /T (AAT) 1%,

e os valores proprios da inversa de uma matriz sdo os inversos dos valores proprios

da matriz (Exercicio 4.1), segue de novo pela Proposi¢io 7.8 que [[A7 ||, = L

O'k’

onde o, € o menor valor singular de A. U

Exercicio 7.24. Sejam U e V' matrizes ortogonais, respectivamente, de ordens p
e n,e A uma matriz p x n. Mostre as igualdades

a) [UAll2 = [|All2, b)) [AV][2 = [|All2.
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Considere-se de novo os sistemas Ax = b e Ax = b*, onde A é uma matriz
invertivel. Sejam x e x*, respectivamente, a solu¢do de Ax = b e de Ax = b*

(com b # 0). Pretendemos comparar o erro relativo 7Hx”;’ﬂ;“2 com o erro relativo
Hb‘ﬁmzlh . Atendendo a desigualdade (7.33), obtém-se:

b =Dbl2 = [[Ax — Ax*[l2 = [[A(x = x7)[|2 < [|A[|2[[x = 7|2,
Ix = x*[l2 = [|A™"b — A7'b[|2 = |A7 (b = b*)[|]2 < [|A7"[[2[[b — b7z,
[bllz = [[Ax([|2 < [[All2]lx]]2,
Ix[[2 = [A™"bl2 < [[A7H|2[|b]2.
Destas desigualdades resulta
% — x| b — b Y )Ilb—b*l\z
[[]l2 [bll2 [bll2
% = x"[l2 1 [b—b 1 |b—b"[

> = : (7.35)
[[]l2 [ All2lA=tl2  [[bll2 k(A)  [[blls

< [ AlJl2l|A72 (7.34)

O ntmero k(A) = [|Al|2]|A7|2 é designado por mimero de condigdo da matriz
A. Da Proposig¢io 7.10 conclui-se:

O niimero de condig@o k(A), de uma matriz invertivel A, é dado por

(%51

R(A) = 1Al A7 2 = —,
k

onde o, e 0}, sd0, respectivamente, 0 maior e 0 menor valor singular de A.

As expressoes (7.34) e (7.35) podem reescrever-se na forma

L [b=b"ly _ [x=x, b — b
< < k(A)
k(A) bl %12 Ibll2

Da dupla desigualdade (7.36), vé-se que pode acontecer que um certo vector b*
possua um erro relativo muito pequeno, € no entanto a solucdo x* possua um
erro relativo muito grande, uma vez que o erro relativo em b* ¢ multiplicado por
k(A). Assim, se k(A) >> 1 (k muito superior a 1) o erro relativo de x* pode ser
muito superior ao erro relativo de b*, caso em que dizemos que o sistema é mal
condicionado.

No Exemplo 7.12 os valores singulares da matriz A sdo, aproximadamente,
o1 =~ 2.00005 e o2 ~ 0.00005. O nimero de condigdo € portanto k(A) = Z& ~
400002.

(7.36)
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Distancia de uma matriz a outra de caracteristica inferior

Os valores singulares de uma matriz A sdo igualmente uteis para medir a distancia
de uma matriz a matrizes de caracteristica inferior. Comecemos por esclarecer o
que se entende por distdncia entre matrizes.

Defini¢ao 7.13. Sejam A e B matrizes do tipo p x n. Chamamos distancia entre
AeBa

dist(A, B) = |A - B||.

Mostramos agora que dada uma matriz A, a distancia de A a uma matriz de carac-
teristica inferior r € igual ao valor singular o, 1.

Proposicao 7.11. Seja A uma matriz do tipo p x n, de caracteristica k.
Considere-se o1 > 09 > - -+ > oy 0s k valores singulares nao nulos de A.

A distancia de A ao conjunto das matrizes p x n de caracteristica r < k, é
igual ao valor singular g, 4. Isto é,

= min ||A— Bl
Or 1 Cafﬁé?:r“ 2

Demonstragdo. Seja A = ULV uma decomposi¢do SVD de A, e B uma matriz
de caracteristica r < k < n. Do Exercicio 7.24, temos

|A=Blls = |[USVT = By = U = U"BV)V"]|,
=S = UTBV|s = |E = X||2, com X =UTBV.

Do Lema 3.1 (pag. 148), resulta

car(X) =car(B) =r < k <n.
Portanto, dim N(X) =n —r > 1,jadque n — r > 0. Considere-se o subespaco S
de R" formado pelos vectores x da forma (xy, zs, ..., 2,41,0,...,0). Verifique-

mos que a dimensao de SN N (X)) é maior ou igual a 1. Como dim(S+ N(X)) <
n, da Proposicdo 3.10, pag. 141, tem-se

dim(SNN(X)) =dim S + dim N(X) — dim(S + N(X))
>dimS+dmNX)—-n=r+1+n—r—n=1
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Por conseguinte, existe um vectory = (y1,%2, .-, ¥r+1,0,...,0) de SN N(X)
tal que ||y||2 = 1. A distancia [|[A — B[ é

A= Blls = [|% = X2 = [Zy — Xyll2 = [IZy]

= \/U%y% +oot O'?Hyfﬂ > \/Ufﬂ(y% et y72'+1) = Op41-

Ou seja, ||[A — Bl|y > 0,1 para qualquer matriz B de caracteristica .

Para finalizar a demonstracdo, basta mostrar que existe uma matriz X =
UT BV, de caracteristica , tal que || A — Bl = 0,4 1.
D, 0
0 0
igualdade pretendida. O

Tomando B = ,com D, = diag(oy,...,0,), esta matriz satisfaz a

7.6.2 Compressao de imagem

Ao digitalizarmos uma imagem, usando por exemplo um scanner, codifica-se a
imagem através de uma matriz contendo (p x n) pixeis. A cada pixel associa-se
um ndmero que corresponde a sua cor. Por exemplo, se a imagem é a preto e
branco, associando o nimero zero a cor branca e 1 a cor preta (ndmeros entre
zero e um indicam diferentes tonalidades de cinzento), obtemos uma matriz (de
nimeros) do tipo p X n.

Admitindo que pixeis correspondentes a mesma cor (ou a cores proximas ndo
distinguiveis pelo olho humano) produzem valores singulares nulos ou préximos
de zero, é razoavel pensar-se que uma matriz de caracteristica inferior a carac-
teristica da matriz original contenha a informacio necessaria para reproduzir a
imagem com boa qualidade. O objectivo da compressdo de imagem €& substi-
tuir a matriz original por uma sua aproximacio de caracteristica inferior, de tal
forma que a imagem correspondente a matriz de caracteristica inferior tenha uma
qualidade “préxima” da imagem original. Fazemos aqui uma referéncia breve a
utilizacdo da SVD neste contexto.

Usando a igualdade (7.30), a decomposi¢cdo em valores singulares de uma
matriz A pode ser escrita na forma

T T

A=owmvy + -+ opugpvy, (7.37)
onde oy, ...,0; designam os valores singulares positivos de A, e os vectores
uy,...,U,€Vy,..., Vg 0s k primeiros vectores singulares de A, respectivamente,
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esquerdos e direitos. Na expressdo (7.37), as matrizes A; = O’Z'lliViT sdo do tipo
p X n (do mesmo tipo de A), uma vez que u; € RP e v; € R", e t€m carac-
teristica igual a 1 (ver Exercicio 7.20, pag. 422). Podemos assim usar diversas
aproximagdes da matriz A, a saber:

S =A, = JlulvlT, uma aproximagao de caracteristica 1;

So=A1+ A=A, + agugvg, uma aproximagao de caracteristica 2;

S, =A+--4+A,=8_1+0u,vl

ro

uma aproximacdo de caracteristica r.

Dada uma matriz X, do tipo p X n, a norma || X|| 7, designada por norma de
Frobenius®, ¢ definida como a raiz quadrada da soma dos quadrados das entradas

de X, isto é,
IXI5= > (xy)™ (7.38)

1<i<p
1<j<n

A norma de Frobenius de uma matriz X € igual a norma usual de um vector de
RP"™ cujas componentes sdo as entradas da matriz X, e é também igual a

X117 =D (24)° = x(XTX).

Deixamos como exercicio a verificacio de que a norma de Frobenius satisfaz todas
as propriedades da Defini¢édo 7.12.
Considerando uma decomposi¢io em valores singulares da matriz A, tem-se

A} = tr(VETUTUSVT) = tr(VETSVT) = tr(ZT2VTV)
k
=t(27%) =) o7,
i=1

onde a antepeniltima igualdade resulta da propriedade: tr(AB) = tr(BA) (ver
Exercicio 5.1, pag. 245).
E facil verificar que a norma da aproximagio S, (de caracteristica ) é

T
ISl =) .
i=1

8Ferdinand Georg Frobenius (1849 — 1917), matemético alemao.
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O erro relativo (em norma) da aproximagdo S, da matriz A é dado por

(r) = 1A= Sl ot topmoi- o 0f
1Al 7 of +---+o}
ot 4t o S0
o] + + o, Zi:l 03
Da expressao do erro e(r) deduz-se que, se os valores singulares 0,1, . . ., 0 S20

muito proximos de zero, o erro cometido ao usar .S, para aproximar A é pequeno.
Ou seja, S, ¢ uma boa aproximacéo de A.

Apresentamos a seguir um exemplo muito simples, ilustrativo de como se usa
a decomposi¢cao SVD em compressao de imagem. Os célculos foram efectuados
usando o sistema Mathematica®.

A imagem da Figura 7.17 € representada por uma matriz A, do tipo 24 x 24,
cujas entradas s@o zero (correspondente a cor branca) e 1 (para a cor preta). Os
valores singulares ndo nulos de A, com 4 casas decimais, sao:

{18,8212,5.2511,4.2539, 3.0832, 1.9935, 1.6293, 1.0429, 0.9328}.

Figura 7.17: Uma imagem com 247 pixéis.

Suponha-se que se pretende aproximar A por S, (de caracteristica ) com um
erro relativo ndo superior a 7%. O célculo de ¢(2) da-nos e(2) = 0.0442668
(enquanto que e(1) > 0.07). Podemos assim aproximar A por S;. A imagem
correspondente a esta aproximacdo € indicada na Figura 7.18, do lado esquerdo.
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s
T e

Figura 7.18: Do lado esquerdo uma aproximacdo de caracteristica 2 da imagem
da Figura 7.17, e do lado direito uma aproximacdo de caracteristica 5.

Se pretendermos um erro relativo inferior a 1%, devemos considerar uma
aproximagdo de caracteristica 5, ja que neste caso e(5) = 0.00553241. Esta
aproximacdo da imagem original € indicada a direita na Figura 7.18.

Para armazenar uma imagem descrita por uma matriz p X n, necessitamos
de armazenar pn ndmeros, enquanto que para armazenar uma aproximacao de
caracteristica r teremos de armazenar os r valores singulares, as rp entradas dos
vectores singulares esquerdos e as rn entradas dos vectores singulares direitos. Ou
seja, teremos de armazenar r(p 4+ n + 1) nimeros. Por exemplo, para armazenar a
imagem indicada a direita na Figura 7.18, correspondente a uma aproximacgao de
caracteristica 5 da matriz 24 x 24 terfamos de armazenar 5(24 + 24 4+ 1) = 245
nimeros, enquanto que para a imagem original precisamos de armazenar 24% =
D76.

E claro que se considerarmos uma aproximagao de caracteristica 8, obtemos
exactamente a imagem inicial, jA que a matriz original tem caracteristica 8 (ha
apenas 8 valores singulares ndo nulos).

Neste exemplo, conforme se observa na Figura 7.18, o resultado da com-
pressdo efectuada ndo € muito satisfatorio uma vez que € necessario usar uma
aproximag@o de caracteristica “elevada” para obter uma boa reproducio da ima-
gem original. Isto fica a dever-se ao facto da matriz original ndo ter valores singu-
lares préximos de zero.

7.6.3 Pseudoinversa e minimos quadrados

Nas ciéncias experimentais é frequente que a modelacdo de um problema con-
duza a um sistema linear Ax = b impossivel. No entanto é ttil encontrar uma
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“solugdo” para o problema em questio. E usual escolher-se uma solugio de
minimos quadrados do sistema em causa, uma vez que essa solucdo minimiza
anorma ||Ax — b|| (ver Sec¢do 5.7.2). A solucdo de minimos quadrados de um
sistema nao é necessariamente Unica, no entanto é possivel escolher de forma
Unica uma dessas soluc¢des usando o conceito de inversa generalizada de Moore-
Penrose®, ou pseudoinversa.

A pseudoinversa de uma matriz generaliza o conceito de inversa no seguinte
sentido: se A é uma matriz invertivel, a pseudoinversa de A coincide com AL,
e o sistema Ax = b tem solu¢iio x = A~'b; se A niio admite inversa, o sistema
Ax = b tem solu¢io (de minimos quadrados) x = A*b, onde a matriz A* é a

pseudoinversa de A.

Definicio 7.14. A pseudoinversa A* de uma matriz real (resp. complexa) A do
tipo p X n, € uma matriz n X p que verifica as propriedades:

i) AATA=A.
i) ATAAT = AT,
iii) (AAT)T = AAT (resp. (AAT)H = AAT).

iv) (ATA)T = AT A (resp. (AT A)H = AT A).

Como veremos adiante, a decomposicdo em valores singulares permite calcular
uma pseudoinversa, assegurando a sua existéncia. Mostramos agora a unicidade
da pseudoinversa de matrizes reais usando as quatro identidades que a definem. A
prova para matrizes complexas é deixada como exercicio.

Proposicao 7.12. A pseudoinversa de uma matriz € Gnica. |

Demonstragdo. Considerem-se B e C' matrizes reais do mesmo tipo que satisfa-
zem as propriedades da pseudoinversa da matriz A, isto é,

. ABA=Ae ACA = A.
2. BAB=BeCAC = C.
3. AB = (AB)T e AC = (AC)T.

9 A pseudoinversa foi independentemente descrita em 1920 por Eliakim Hastings Moore (1862-
1932) e em 1950 por Sir Roger Penrose (nascido em 1931). Contudo ja em 1903 Erik Ivar
Fredholm (1866 — 1927) tinha usado a pseudoinversa no contexto de operadores integrais.
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4. BA= (BA)TeCA=(CA)T.
Comecemos por mostrar que AB = AC' e BA = C'A. De facto,
ABQ BTAT Y BraTcT AT @ gt AT 2 ABAC Y AC,

e de forma analoga se mostra que BA = C'A. Assim, tendo em conta que AB =
AC e BA = CA,resulta

B2 BAB = BAC = cAac 2 ¢,

O
Exercicio 7.25. Mostre que se A* é a pseudoinversa de A, entdo a pseudoinversa
de AT ¢ (AT)* = (AT)T. A

Consideremos agora uma decomposi¢ao em valores singulares de A. Seja
A = UXVT, onde as matrizes U, V sdo ortogonais e Y uma matriz rectangular
(do mesmo tamanho de A), da forma

D 0 .
E—[O O] com D = diag(oy,...,0x).

Assim,
Ax—b=UsV'x—b=U (ZV'x—U"D)
=U Xy —c) comy=VTxec=U"b.

Como U é ortogonal, e portanto preserva distancias (ver Proposicdo 7.1, pag. 374),
tem-se
[Ax = b| = U (Zy — ) [| = [[Zy — <]

Tal significa que o problema de determina¢do de uma solu¢ido x de minimos qua-
drados para Ax = b é equivalente a encontrar uma solu¢@o de minimos quadrados
¥ para Xy = c. Porém, dada a forma da matriz >, uma solu¢do de minimos qua-
drados do sistema Xy — ¢ = 0 € facilmente obtida. Para esse efeito, note-se que
sendo A uma matriz do tipo p xn,amatriz> épxn,Uépxp,y € R"ec € RP.
Sejamy = (y1,...,yn) € R"ec = (c1,...,¢,) € RP, logo

01%1 (&1

Ny = OkYk e c— Ck
0 Ck+1
| 0 | | ¢
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Para y = <g—11, . ;—’;,O, .. .,0), a norma ||Xy — c|| é minima. Portanto y é
a solucao de minimos quadrados para Xy = c. Além disso, esta solu¢do pode
escrever-se na forma

D7t 0

1 1
¥y =%"c= [ 0 O] c, com D! = diag <7 ceey ) . (7.40)
nxp 01 Ok

Resumindo, se A = UXV7T é uma decomposi¢cdao SVD, tomando ¢ = U Tp e
a solucdo de minimos quadrados ¥ do sistema ¥x = c, a solu¢do de minimos
quadrados X de Ax = b é dada por

£=V§=VStc=VEUTb = A"b. (741)

Na proposi¢do seguinte mostramos que a matriz At em (7.41) é a pseudoin-
versa de A.

Proposi¢io 7.13. Se A = UX VT é uma decomposi¢iio em valores singulares da
matriz real A do tipo p X n, entdo a pseudoinversa de A é

=il
AT =VStUT  com 2+=[D0 g] ;
nxp

onde D € a matriz diagonal dos valores singulares ndo nulos de A.

Demonstracdo. Como vimos na Proposi¢cdo 7.12, a pseudoinversa de uma matriz
é tinica. Basta pois provar que A* = VXU verifica as quatro propriedades da
Defini¢cdo 7.14. Em primeiro lugar, é facil verificar que as identidades seguintes
resultam imediatas da defini¢io das matrizes ¥ e X

I, 0 I, 0
22*:[’“ } 2*2:[’“ ] ,
0o of oo

onde [, designa a matriz identidade de ordem k. Assim,

AATA =UxVIvtutuxyv? =uss vt = uxv? = A
ATAAT = vt UTUsvVIivetur = vetestul = vetul = A
(AANT = (UsztUuh)T = UnstUT = AAT
(AT = (vetevhHT = veteyT = ATA
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Exemplo 7.13. Determinemos a pseudoinversa da matriz A = ﬁ _11 _11] .

Os valores singulares de A sdo v/6, v/3 e 0. Portanto a matriz ¥ da decomposicio

SVD de A é
v _ V6 0 0
10 V3 o]’

Uma decomposi¢io SVD de Aé A = UXVT com

V2 L
10 V3 V3
U= V==L L L
o] VT
V6 V3 V2
Por conseguinte, a pseudoinversa de A é
V21 1
+ 77T + i 2 (1) V6 (1) 1 _11 !
A:VEU:VE:?E? 0%—5?11
v ovs ove) LU0 2

Sugerimos, como exercicio, que confirme a unicidade da pseudoinversa calcu-
lando outra decomposi¢do SVD para a matriz A. ¢

Exercicio 7.26. Mostre que se A é uma matriz quadrada invertivel, é valida a
igualdade At = A1, A

Vejamos agora qual € o efeito da pseudoinversa sobre vectores de RP.

Proposi¢io 7.14. Seja A' a pseudoinversa de A. As matrizes AAT e AT A sdo
matrizes de projeccao ortogonal, respectivamente, sobre o espaco das colunas e
sobre o espaco das linhas de A. Isto é,

AA+ = prOjEC(A) € A+A = prOjEL(A) .

Demonstracdo. Para mostrar que um certo operador Pg é um operador de projec¢do
ortogonal sobre o subespaco S basta provar que Psy = y para todo y € S e que
Psy =0 paray € S*.

Sejay € EC(A), isto é, y = Ax para algum x. Logo, da defini¢do de
pseudoinversa temos

AAty = AATAx L Ax =y, paray € EC(A).
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Considerando agora y € (EC(A))* = N(AT), resulta

AATy 2 (AAN)Ty = (AT)TATy =0, paray € N(AT).
Por conseguinte, AA™ = projpc(a)-

Para mostrar que AT A = projy L(A)> COMECemos por observar que proj 4y =
projpocary = AT(A")*. Do Exercicio 7.25 sabe-se que (A")* = (A*)", e por-
tanto .

Projpra) = AT(AT)T = AT(AT)T = (ATA) = AT A,
O

A proposi¢do anterior permite-nos agora estabelecer de que forma tera de actuar
a pseudoinversa de uma matriz nos quatro subespacos fundamentais associados a
matriz. Em primeiro lugar, e uma vez que

A Ax, = projgpa x € EL(A),
€EC(A)

concluimos que a pseudoinversa aplica o espago das colunas de A no espaco das
linhas de A. Além disso, como AA™ = projpc(a), tem-se AATx = 0 para
todo x € (EC(A))* = N(AT). Multiplicando a igualdade AA*x = 0 por A*,
obtemos

ATAATx = 0, paratodox € N(A") A prx = 0, paratodox € N(A”).

Em resumo, a pseudoinversa de A aplica vectores do espago das colunas de A em
vectores do espaco das linhas de A, e vectores do niicleo de A’ sdo aplicados em
0.

Relembre que a matriz A aplica vectores do espacgo das linhas de A em vec-
tores do espaco das colunas de A, e vectores do nicleo de A séo aplicados em O.
Estamos assim em condic¢des de estabelecer um diagrama comparativo da ac¢do
da matriz A e da sua pseudoinversa em vectores do respectivo dominio. Este
diagrama é apresentado na Figura 7.19.

7.7 Grupos de matrizes e suas algebras de Lie

Os grupos de matrizes ocorrem frequentemente em areas que estudam simetrias.
Sao variadas as areas da matematica aplicada e das ciéncias experimentais que
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Figura 7.19: A acg¢do da pseudoinversa A" e a ac¢@o de A.

recorrem a grupos de matrizes, como a geometria algébrica, a analise complexa,
a teoria de grupos e anéis, a fisica quantica, a teoria de nlimeros, a relatividade
especial de Einstein, a combinatdria e muitas outras areas —ver por exemplo o
artigo de Howe [5]. Neste artigo, Howe escreve que grupos de matrizes “touch a
tremendous spectrum of mathematical areas... the aplications are astonishing in
their pervasiveness and sometimes in their unexpectedness”!. Em particular,

e Os programadores graficos usam o grupo euclidiano para rodarem e trans-
ladarem objectos tridimensionais.

e A computacdo quantica usa o grupo das matrizes unitérias.

O objectivo desta sec¢@o € aproveitar varios topicos anteriormente desenvolvi-
dos para apresentar certos grupos de matrizes e suas algebras de Lie, com especial
énfase nos denominados grupos clissicos.

7.7.1 Alguns grupos classicos

Um grupo é um conjunto G juntamente com uma operagdo x sobre pares de ele-
mentos de G que satisfaz as seguintes propriedades:

10Traduzindo liviemente: Os grupos de matrizes tocam um enorme espectro de 4reas da ma-
tematica... as aplicacdes espantam pela sua abrangéncia e sdo por vezes completamente inespera-
das...
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Fecho da operacdo: g« h € G,paratodo g, h € G.

Associatividade: (gx h) = f = g* (h* f),paratodo g, h, f € G.

Existéncia de identidade: existe e € GG tal que e x g = g x e = g, para todo
gea@qG.

Existéncia de inversos: para cada elemento g € G, existe um elemento

gleGtalquegxg =g 'xg=ce.

Passamos a designar o grupo G por (G, x) sempre que seja necessario especificar
a operagdo x do grupo.

Um subgrupo € um subconjunto de um grupo tal que a restri¢cdo da operagéo
ao subconjunto satisfaz ainda os axiomas de grupo.

E imediato da definicdo de grupo que um conjunto de matrizes quadradas fe-
chado para a operacido de multiplicacdo de matrizes constitui um grupo se e s se
as matrizes desse conjunto sdo invertiveis e as suas inversas ainda pertencem ao
conjunto.

Definicao 7.15. Um grupo cujos elementos sdo matrizes quadradas com a
operacdo de multiplicacio de matrizes, diz-se um grupo de matrizes.

Tendo em conta os resultados da Proposicao 7.1 (pag. 374), podemos ja identi-
ficar alguns grupos de matrizes estudados naquela sec¢cdo. Em particular, relembre-
se que:

e O produto de matrizes unitdrias (resp. ortogonais) ¢ ainda uma matriz
unitéria (resp. ortogonal);

e Uma matriz unitaria (resp. ortogonal) € invertivel e a sua inversa é ainda
uma matriz unitaria (resp. ortogonal).

Conclui-se portanto, que o conjunto das matrizes unitdrias (resp. ortogonais) de
ordem 7, forma um grupo de matrizes. Este grupo é designado por grupo unitdrio
U(n) (resp. grupo ortogonal O(n)).

Recordando a nog¢do de isomorfismo (ver na pagina 333), dois grupos (G, *)
e (H,0) dizem-se isomorfos se existe uma aplicag@o bijectiva i : G — H que
preserva as operagdes de G e de H. Isto é, tal que i(g; * go) = i(g1)Ji(g2), para
quaisquer g, g2 € G.
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Qualquer grupo de matrizes pode ser visto como um subgrupo do dito grupo
linear geral GL(V') das fungdes lineares invertiveis do espaco linear V' em si
proprio, onde a operacdo de grupo € agora a composi¢cdo de funcdes lineares (ver
Proposi¢do 6.7, pag. 342). De facto, se V' € um espaco linear real (resp. complexo)
de dimensdo n, é facil de verificar que o grupo GL(V') é isomorfo ao grupo das
matrizes reais (resp. complexas) invertiveis ordem n.

O grupo das matrizes reais (resp. complexas) invertiveis, de ordem 7, é deno-
tado por GL(n,R) (resp. GL(n, C)).

O subconjunto de GL(n,K), com K = R ou K = C, formado pelas matrizes
cujo determinante ¢ igual a 1, é um subgrupo de G L(n, K), designado por grupo
linear especial e denotado por SL(n,K). Isto é,

SL(n,K) = {A € GL(n,K) : det(A) =1}.

O grupo unitario U(n) e o grupo ortogonal O (n) sdo assim subgrupos de G L(n, C)
e de GL(n,R), respectivamente.

Como subgrupos de O(n) e de U(n) destacamos os subconjuntos formados
pelas matrizes cujo determinante vale 1. Estes subgrupos recebem a designacdo
de grupo unitdrio especial SU(n), e de grupo ortogonal especial SO(n):

SU(m) = {U € GL(n,C): U"U =1 e det(U) =1}
SO(n) = {0 € GL(n,R): OTO =1 e det(O)=1}.

Exercicio 7.27. Mostre que o grupo SO(2) é o grupo das matrizes de rotagdo em
torno da origem de um angulo 6, isto €, o conjunto das matrizes da forma

cosf@ —sinf
Re_{sinQ COSQ]'

Verifique ainda que SO(2) é isomorfo ao grupo circular
S'={z€eC:|z| =1},

sendo a operagdo de grupo em S! a multiplicagio de ndmeros complexos.
Sugestio: Verifique que Ry > € é um isomorfismo. A

Geometricamente, o grupo ortogonal O(n) pode ser descrito como o grupo das
isometrias de R™ que fixam a origem, conforme se mostra na proxima proposicao.
Recordemos que uma isometria em R" € uma fungdo f : R" — R" que preserva
distancias (cf. Defini¢do 7.3). Salvo men¢do em contrario, consideramos que a
distancia em R" ¢ a induzida pelo produto interno usual de R".
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Proposicao 7.15. 1) Se M € O(n), a fungdo f : R® — R™ definida por
f(x) = Mx, é uma isometria.

7

2) Se f : R® — R™ ¢ uma isometria tal que f(0) = O, entdo existe uma
matriz M € O(n) tal que f(x) = Mx. Em particular, a fungao f ¢ linear.

Demonstracdo. 1) Como M é uma matriz ortogonal sao preservadas distancias, e
portanto a fun¢fo f é uma isometria.

Para mostrar 2) note-se que, por definicdo de isometria, dist(f(x), f(y)) =
dist(x,y), isto &,

If(x) = fW)Il = Ix—yl, paratodox,y € R". (742)
Em particular, como f(0) = 0 resulta
1FG0) = FO)F = 17 G = [I]l- (7.43)

Do Exercicio 7.2, sabemos que uma isometria preserva produtos internos, € por-
tanto

(x,y) = (f(x), f(y))-

Considere-se agora a matriz M com colunas f(e;),..., f(e,) (por esta ordem),
onde os vectores e; sdo os vectores da base candnica de R™. A matriz M € orto-
gonal, visto que

MTM = . fler) -+ flen)

= [(f(e:), fF(e)]ij=1,.n = [(€ir€))]ij=1,.0 = I,
onde a pentltima igualdade resulta da preservacdo do produto interno, e a tltima
do facto da base candnica ser ortonormada. Note-se ainda que aigualdade (f(e;), f(e;)) =
(e;,e;) garante que B = {f(e;),..., f(e,)} é uma base ortonormada de R".
Falta mostrar que a matriz M representa f em relacdio a base canoénica de R”".
Ou seja, que f(x) = Mx para todo x € R". De facto, como B é uma base
ortonormada de R", o Teorema 5.2 (pag. 260) garante que f(x) se escreve

f(x) = (f(x), fe)) f(ex) + -+ (f(x), f(en)) f(en)
= (x,e1)f(e1) +---+ (x,e1)f(en)
= zif(er) + -+ znflen) = Mx,
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onde a dltima igualdade resulta do facto de Mx ser uma combinag@o linear das
colunas de M com coeficientes iguais as componentes de x = (z1,...,2,). O

Para entender a diferenca entre O(3) e SO(3) € necessdrio entrar em linha de
conta com a nogdo de orientagdo em R3.

Proposicio 7.16. Seja (e, e;, e3) a base canénica de R3.
Uma matriz M pertence a SO(3) se e s6 se (Mey, Mey, Mesz) é um triedro
directo ortonormado de R3.

Demonstragdo. De acordo com a definicdo de triedro directo (Defini¢do 5.10,
pag.284), (Me;, Mey, Mes) é um triedro directo se o determinante da matriz M
€ positivo (as colunas de M sdo Me;, Mey, Mes).

Uma matriz M é ortogonal se e s6 se as suas colunas formam uma base orto-
normada de R®. Ou seja, M é ortogonal se € s6 se a base ordenada (Me;, Me,, Mes)
é uma base ortonormada de R3. Por conseguinte, a base (Mey, Mey, Mes) é um
triedro directo ortonormado se e sO se a matriz (ortogonal) M tem determinante
iguala 1. UJ

Pela proposi¢do anterior, SO(3) é o grupo das isometrias de R® que fixam
a origem e aplicam triedros directos em triedros directos (isto é, preservam a
orientagdo), enquanto que existem matrizes de O(3) que nao preservam triedros
directos. Por exemplo, para a matriz

10
M=10 0 1| €0(3),
01

o = O

tem-se (Me;, Mey, Mes) = (e, e3,€2), que ndo é um triedro directo.

Verifica-se facilmente que o conjunto das isometrias de R" forma um grupo
para a operag@o de composi¢io de fungdes. Designemos por Isom(R™) este grupo:

Isom(R") = {f : R" - R"; f é uma isometria}.

Vimos que O(n) é isomorfo ao grupo das isometrias de R™ que fixam a origem.
Uma isometria que ndo fixe a origem néo é uma funcg@o linear (pela Proposicdo 6.1,
se f é linear, entdo f(0) = 0).

Seja f uma isometria de R", tal que f(0) = a # 0. A fung@o ¢g(x) = f(x)—a
€ uma isometria que fixa a origem, uma vez que, sendo f uma isometria, se tem

l9(x) = gl = 17 (x) = FWI = lIx =yl
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Resulta da Proposicdo 7.15 que existe M € O(n) tal que g(x) = Mx. Portanto f
escreve-se na forma
f(x) = Mx + a,

com M € O(n)eac R".

Uma isometria em R" pode ainda ser representada por uma matriz do tipo
(n+1)x(n+1). Em computagio grafica usa-se frequentemente esta representa¢io
matricial do grupo das isometrias. No que se segue usamos a notagdo G'L(n + 1)
para GL(n + 1, R).

Proposicao 7.17. O grupo Isom(R"™) é isomorfo ao grupo euclidiano E(n) de-
finido por

0 1

E(n):{{M a] € GL(n+1): MEO(n)eaeR"}.

Demonstragcdo. Em primeiro lugar, E/(n) € um subgrupo de GL(n + 1), uma vez
que o produto de duas matrizes de F/(n) é uma matriz de E(n) (relembre-se que o
produto de matrizes ortogonais ainda € uma matriz ortogonal), e a inversa de uma
matriz de F/(n) ainda pertence a E(n):

M a]' [MT —MTa
o1 ~|o 1 |

A func@o i : Isom(R") — E(n) definida por

i:(x— Mx+a)— [M a]

0 1
€ um isomorfismo de grupos. De facto, a funcdo ¢ € bijectiva e, para quaisquer

isometrias f(x) = Mx + ae g(x) = M;x + b, tem-se

i(fog):z'(MM1X+Mb+a):[ 0 ] o illo 1

= i(f)i(g).

R R R
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Grupo dos quaternides unitarios

Seguidamente fazemos uma referé€ncia breve a certos subgrupos do grupo unitério.
Em particular, mostramos que o grupo SU (2) é isomorfo ao grupo dos quaternides
unitdrios. O conjunto dos quaternides é habitualmente denotado pela letra H em
honra de Hamilton!! a quem se deve a sua descoberta.

A um par ordenado (a, b) € R? associamos (bijectivamente) um ndmero com-
plexo z = a + ib (com 72 = —1). Esta bijec¢iio preserva as operacdes de adi¢io
e de multiplicacdo por niimeros reais. De igual modo, existe uma bijec¢do en-
tre R* e o conjunto dos quaternides que preserva as operagdes de adi¢do e de
multiplicacdo de nimeros reais, definidas nos dois conjuntos.

Um quaternido é um ndmero q = a + bi + ¢j + dk, com (a,b,c,d) € R* e
1, j, k satisfazendo as igualdades

PP ==k =ijk=—1. (7.44)

As operagdes de adi¢do de vectores de R* e de multiplicagio por escalares, traduzem-
se em termos de quaternides na forma

(a+bi+cj+dk)+ (a +bii+cj+dik) =(a+a1)+ (b+b)i
+ (c+c1)j+ (d+dy)k, (7.45)
ala+bi+cj+dk) =aa+ abi+acj +adk, o €R
(7.46)

E fécil verificar que a fungdo que a cada vector (a, b, ¢, d) € R* faz corresponder
0 quaternido q = a + bt + ¢j + dk € um isomorfismo de espacos lineares. Assim,
H é um espago linear real de dimensdo 4 ¢ uma base de H é {1, 4, j, k}.

A operagdo de multiplicac@o de quaternides, ao contrario da operagéo de adi¢do
e multiplicacéo por escalares reais, ndo € comutativa. No entanto, a multiplicacéo
de quaternides goza da propriedade associativa. Usando a associatividade da mul-
tiplicacdo de quaternides, mostra-se facilmente que os quaternides ¢, 7, k, satisfa-
zem as relacdes:

lgq=ql=q paratodo q€ H

ij=—ji=k
= ki (7.47)
ki = —ik = j.

Sir William Rowan Hamilton (1805 — 1865) que em 1843 introduziu os quaternides e os
aplicou em estudos da mecanica no espaco tridimensional.

447



7.7. Grupos de matrizes e suas dlgebras de Lie

Destas relagdes segue que a multiplicacdo de quaternides ndo é comutativa, por
exemplo, ij = —ji.

Exercicio 7.28. Use a associatividade da multiplicacio de quaternides e as igual-
dades (7.44) para mostrar as relacdes (7.47). A

As relagdes (7.45), (7.46) e (7.47), e a distributividade da multiplicacdo em
relacdo a adic@o, sugerem que se adopte a seguinte definicio de multiplicacdo de
quaternioes:

(qo + ai + bj + ck)(q1 + ari + b1j + c1k) = (o1 — aay — bby — ccy)+
+ (qoar + qra + bey — by )i
+ (qob1 + qlb +a;c— CLCl)j
+ (q001 + qic+ abl — a1b>/€.
Exercicio 7.29. Verifique que a multiplicagdo de quaternides verifica as proprie-
dades:

q1(d203) = (d192)q3,  (Associatividade)
qq ' =1, paraqg#0 (Existéncia de inverso)
ql =q, (Existéncia de identidade)
q1(q2 + q3) = q192 + 4193, (Distributividade a esquerda)
(91 + 92)93 = 9193 + 9293, (Distributividade a direita)

A

Exercicio 7.30. Identifique um quaternido q = go+ai+bj+ck comq = (go,q) €
R x R3 onde q = (a, b, ¢) € R3. Mostre que a multiplica¢iio de quaternides ¢ dada
por

ap = (g0, d)(ro, 1) = (qo70 — (4, ), gor +70q +q X 1),

onde (, ) é o produto interno usual em R?, e q x r € o produto vectorial em R3. A

A semelhanca dos ntimeros complexos, define-se a conjugacio de quaternides
do seguinte modo:

qo + ai + bj + ck := qo — (ai + bj + ck).
Segue entdo da defini¢do de produto que

g =qc +a* +b*+c*, para q=qy+ai+bj+ck.
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Define-se norma de um quaternido q por |q| = 1/qq. O inverso de um qua-
1 .
ternido ndo nulo é g~ = i #
Um quaternido q = qo + a7 + bj + ck diz-se um quaternido unitdrio quando
satisfaz a igualdade
@t+at+b+cE=1,

ou seja, quando |q|? = 1.

E fécil concluir que o conjunto dos quaternides unitirios é um grupo para
a multiplicacdo de quaternides (note-se que o inverso de um quaternido unitario
ainda € um quaternido unitario). O grupo dos quaternides unitdrios designa-se
por S? (a mesma designacdo da esfera unitdria de R*), ou seja,

S*={qeH: |q?=1}.

Proposicao 7.18. O grupo SU(2) é isomorfo ao grupo dos quaternides unitérios
S8,

Demonstracdo. Em primeiro lugar, determine-se a forma de uma matriz () de

SU(2). Seja @ = L’Z 1;)21] uma matriz complexa. Esta matriz pertence a SU(2)

seesdse Q! = Q. Amatriz inversade Q € SU(2) é

Qfl _ 1 %) —Wr| _ | %2 —wy
det@ |—w2 2= —wy 21 |’
uma vez que det(Q)) = 1, por definicdo de SU(2). A igualdade Q= = Q¥

traduz-se em -
Z —Ww _ z w
{ : qZQl:QH:[_l _g].

—w2 2 w1  Z2
Logo, @ pertence a SU(2) se e sd se zp = Z1 € w; = —wq. Ou seja, as matrizes
@ € SU(2) sdo da forma
4! wy
Q - |:_w1 51:| )

com detQ = 2121 + wiwy = ’Zl|2 -+ |w1|2 =1.
Considere-se agora a fungio f : S® — SU(2) definida por

Qo+ ai —b—ci
b—ci q—ai

f:S?’Bq—qg+ai+bj+ckn—>{ }—QESU@).
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Note-se que na defini¢o anterior, q = qo + ai + bj + ck € S3 se e s6 se det(Q) =
|q]> = 1. A fungfo f € obviamente bijectiva. Além disso, f é um isomorfismo

entre 0 grupo S® e o grupo SU(2), visto que f(q1q2) = f(q1)f(q2) = Q1Q2,
como se pode verificar facilmente efectuando os célculos correspondentes. UJ

7.7.2 Algebras de Lie

Nesta secg¢io abordamos de forma sumdria as algebras de Lie!? de alguns grupos
de matrizes ja estudados.

A élgebra de Lie de um grupo de matrizes ¢ uma ferramenta indispensavel
ao estudo desse grupo. Esta dlgebra € um espago linear que contém informacéo
relevante acerca do grupo. Neste contexto, a exponencial de matrizes desempenha
um papel crucial, pois a exponencial de uma matriz da algebra de Lie de um grupo
de matrizes G' é um elemento deste grupo.

Sao pré-requisitos para esta seccdo os topicos sobre equagdes diferenciais or-
dinérias por ndés abordados na Sec¢do 4.4.2 e, em particular, a exponencial de
matrizes definida na pagina 229.

Definicao 7.16. Uma algebra de Lie g € um espaco linear, sobre um corpo de
escalares K, munido de uma operag@o [, | sobre pares de elementos de g que
satisfaz as seguintes propriedades:

o Fecho: X,Y e g—= [X,Y] e g.

o Linearidade: [X,aY + pZ] = a[X,Y]| + B[X, Z], paratodo X, Y, Z € g
ea,f ek

o Anticomutatividade : [X,Y| = —[Y, X|, paratodo X,Y € g.

e Identidade de Jacobi: [X,[Y , Z|| + [Y,[Z, X]| + [Z,[X, Y]] = 0, para
todo X,Y, 7 € g.

Quando a operag@o [, | goza das propriedades enunciadas diz-se que [, | € um
paréntesis de Lie.

120 termo ‘algebra de Lie’ foi introduzido em 1930 por Hermann Klaus Hugo Weyl (1885 —
1955) para designar o que o matematico Marius Sophus Lie (1é-se “Li” e ndo “Lai” ) (1842 -
1899) chamava ‘elementos infinitesimais de um grupo continuo’. Sophus Lie criou e desenvolveu
a teoria das simetrias continuas e aplicou-a em geometria e no estudo de equacdes diferenciais.
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Quando o corpo de escalares K é R (resp. C) diz-se que a dlgebra de Lie é real
(resp. complexa).

Exercicio 7.31. Mostre que o produto externo em R? é um paréntesis de Lie.
Recorde para tal a defini¢do (5.20) na pagina 280, e as propriedades enunciadas
nos exercicios 5.14 e 5.16 (pag. 282).

A

Uma dlgebra de Lie de matrizes € um espaco linear de matrizes em que o
paréntesis de Lie é o comutador de matrizes, isto é, [A, B] = AB—BA. Deixamos
como exercicio verificar que o comutador de matrizes define um paréntesis de Lie
no espaco das matrizes de ordem n sobre o corpo K.

Para definirmos a algebra de Lie de um grupo de matrizes G é necessario
precisar a no¢do de curva no grupo.

Uma fun¢@o continua v definida num intervalo I/ C R com valores no grupo
G diz-se um caminho em G e a sua imagem (/) diz-se uma curva em G. Um
caminho v : [ — G diz-se regular se é um caminho C* (isto é, v é continua com
derivada continua) e tal que /(¢) # 0 para qualquer ¢ € [.

Um caminho diferencidvel em GL(2,C) tem a forma

Ta(t)+ib(t)  e(t) +id(t)
v(t) = {e(t) Fif(t) gt + z’h(t)] )

onde a(t),b(t),c(t),d(t),e(t), f(t), g(t), h(t) sao funcdes reais de varidvel real
diferencidveis em t €] — ¢, €[. A respectiva derivada é

o [d @) b () () +id (t)
V) = L’(t) +if'(t) g'(t) + ih’(t)]

Esta nogdo de caminho diferencidvel em GL(2,C) estende-se de forma dbvia a
GL(n,C).

Exercicio 7.32. Seja M,,(K) o conjunto das matrizes n x n de entradas em K, com

K=RouK =C. Se~,d :] — ¢ e[~ M,(K) sdo dois caminhos diferenciaveis,
entdo o produto (7y - 6)(¢) := () (¢) também ¢é diferenciavel e

(v-0)'(t) =7/ (£)o(t) + ()& (2). (7.48)

A
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A élgebra de Lie g, de um grupo G, é o conjunto dos vectores tangentes as
curvas regulares na identidade de G. Mais precisamente, se () € um caminho
regular em GG que passa pela identidade em ¢ = 0 (ou seja, y(0) = I), tem-se que
X = +/(0) pertence a algebra de Lie g.

Definicao 7.17. Seja K = R ou K = C. A dlgebra de Lie de um grupo G C
GL(n,K) é o espago tangente a GG na identidade . Ou seja,

T:G = {+'(0) : ~v:] — ¢, e[~ G é um caminho regular verificando v(0) = I}.

A 4lgebra de Lie do grupo G ¢é designada por g := 17G.

Mostramos de seguida que a dlgebra de Lie de um grupo G C GL(n,K),
com K = R ou K = C, é uma algebra de Lie de matrizes. Isto é, trata-se de
um subespaco linear do espaco das matrizes com entradas em K fechado para o
comutador de matrizes. Comecemos por provar que a dlgebra de Lie de um grupo
de matrizes é um subespaco linear.

Proposicio 7.19. A élgebra de Lie g de um grupo G C GL(n,K),com K = R
ou K = C, é um subespaco linear real do espago das matrizes n x n de entradas
em K.

Demonstragdo. Sejam ~y, caminhos regulares em G tais que v(0) = 6(0) = I e
A=+'(0)e B=10(0).

Para o € R, o caminho §(t) = ~y(«t) satisfaz as igualdades §(0) = v(0) = [
e 0'(0) = ay'(0) = aA. Portanto, A € g.

O caminho produto o(t) = (v - 0)(t) = ~(¢)d(t) verifica o(0) = I e, pelo
Exercicio 7.32,0'(0) = +/(0)6(0)+~(0)0’(0) = A+ B. Por conseguinte, A+ B €
g.

Assim, a dlgebra de Lie g é fechada para a adi¢do e multiplicac@o por escalares
reais e portanto € um subespaco linear. O

Para provar que a dlgebra de Lie de um grupo de matrizes € uma algebra de Lie
de matrizes, falta mostrar que o comutador de matrizes ainda pertence ao espacgo
tangente ao grupo na identidade.

Proposicao 7.20. Seja G um grupo de matrizes e g = 7;G a sua algebra de Lie.
Se A, B € g,entdo [A, B = AB — BA pertence a g.
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Demonstragdo. Sejam 7y e p caminhos regulares em G tais que y(0) = p(0) = I,
A =+'(0) e B = p/(0). Considere-se ainda o caminho

0s(t) = y(s)p(t)y(s)™",  para s fixo.

O caminho § verifica d,(0) = I, e portanto §%(0) € g = T;G. A fung@o (de s)

0,(0) = v(s)p'(0)v(s)~" = y(s) By(s) ™"

pertence a T;G e € regular uma vez que vy é regular. A derivada de ¢/(0) ainda
pertence ao espago tangente 77, visto que a derivada de uma fung@o € o limite de
uma razdo incremental (f'(z) = limy,_,o +(f(z + h) — f(z)), e essa razdo incre-
mental ainda pertence a 77G, uma vez que 7;G € um espago vectorial. Portanto,

£ Ov(s)p’(O)y(s)_l pertence a dlgebra de Lie g = T)G.

s =

Para calcular esta derivada, comecemos por observar que derivando a ex-
pressdo y(s)y(s)~! = I se obtém

d

Y(s) P =0= —|  A(s)7 = —(0),

7' (0)7(0)! +7(O)is:0 dsls=0

ds

uma vez que y(0) = I. Por conseguinte,

d

T As)By(s) =7/ (0)B — By (0) = AB - BA

s=0

pertence a g. O

O facto das algebras de Lie de grupos de matrizes serem espacos vectoriais
permite-nos falar da sua dimensdo. A dimensdo de um grupo € definida como
sendo a dimensdo da sua algebra de Lie.

Definicao 7.18. Define-se dimensdo de um grupo de matrizes como sendo a
dimensao da 4lgebra de Lie do grupo.

Nota 50. Apesar do espaco das matrizes n X n de entradas complexas (isomorfo
a C™) ser um espaco linear complexo, a dlgebra de Lie de um grupo de matrizes
complexas ndo é necessariamente um subespaco sobre C do espaco das matrizes
complexas (veja por exemplo o caso da dlgebra de Lie su(2) apresentado no final
desta seccdo). A dimensdo de um grupo de matrizes significa sempre a dimensdo
da sua dlgebra de Lie como espaco linear real.
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Exemplos de algebras de Lie

Passamos a designar por M,,(K) o conjunto das matrizes de ordem n com entradas
em K. Salvo men¢do em contrario, o corpo K é R ou C.

1. Algebra de Lie de GL(n, K)

A élgebra de Lie de GL(n, K) é o conjunto das matrizes n X n com entradas
em K, isto é, gl(n,K) = M, (K).

De facto, dada a matriz A € M, (K) considere-se a curvay(t) = [ +tA. A
curva 7 toma valores em G L(n,K) para ¢ suficientemente pequeno, uma
vez que, sendo a fun¢@o determinante continua, det(~y(t)) estd proximo
de det(y(0)) = det(/) = 1 para ¢ suficientemente pequeno. Ou seja,
dety(t) # 0 para t proximo de zero. Por conseguinte, como 7/(0) = A,
resulta que A € gl(n, K).

Consequentemente,

dimGL(n,R) =n* e dimGL(n,C) = 2n>

2. Algebra de Lie do grupo unitario U(1)

O grupo U(1) é o conjunto das matrizes unitarias do tipo 1 x 1, ou seja, o
conjunto das matrizes que verificam [a + ib]”[a 4 ib] = [1]. Equivalente-
mente, U(1) € o conjunto das matrizes [a-+ib] tais que |a+ib|* = a*+b* = 1.

Seja y(t) = [a(t) + ib(t)] um caminho diferencidvel com a?(t) + b*(t) = 1
e tal que v(0) = a(0) + ib(0) = 1 (ou seja, a(0) = 1 e b(0) = 0).

Como a*(t) + b*(t) = 1, tem-se 2a(0)a’(0) + 2b(0)¥'(0) = 0. Ou seja,
a’'(0) = 0,uma vez que a(0) = 1 e b(0) = 0. Logo,~'(0) = a’(0)+1b'(0) =
ib/(0) € Span{i}.

Conclui-se que u(1) = Span{i}, e portanto dim U(1) = 1.

3. Algebra de Lie do grupo dos quaternioes unitarios S*

A algebra de Lie do grupo dos quaternides unitarios é Span{i, j, k}, e por-
tanto dim S® = 3.

A demonstracdo é deixada como exercicio pois € andloga a demonstracdo
apresentada no item anterior.
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4. Algebra de Lie do grupo linear especial S L(n,K)
A éalgebra de Lie do grupo

SL(n,K) ={A € GL(n,K) : det(A) =1},

sl(n,K) = {A € GL(n,K) : tr(A) =0}.
Para mostrar a afirmacao anterior iremos usar o resultado seguinte:
d /
7|, _, det(v() = tx(v/(0)), (7.49)
para um qualquer caminho diferencidvel v(t) € M,,(K) com v(0) = 1.

A demonstracdo desta igualdade pode ser realizada conforme se sugere no
exercicio seguinte.

Exercicio 7.33. Considere o caminho diferencidvel v(t) = [a;;(t)];j=1,..n
em G L(n, K) tal que v(0) = I.

a) Use o desenvolvimento de Laplace ao longo da dltima linha de ()
para mostrar

d / d
-, _, det(v(£) =, (0) + | det(Myn (1)), (7.50)

onde M,,,(t) designa o menor da entrada a,,,(t).

b) Use a alinea anterior e o desenvolvimento de Laplace (segundo a Gltima
linha) no célculo de det(M,,,(t)), para mostrar a igualdade (7.49) por
induc¢d@o no tamanho da matriz.

A

Se v(t) é um caminho regular em SL(n, R) tal que v(0) = I, entéo o trago
de +/(0) é igual a zero, uma vez que por (7.49) se tem

0= _ detl(t)) = tr(+/(0))

Ou seja, todo o elemento da dlgebra de Lie sl(n) tem trago igual a zero.

Falta mostrar que toda a matriz de traco igual a zero é um elemento de sl(n).
Para tal, considere-se uma matriz A € M, (R) com trago igual a zero. Como
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a dlgebra de Lie de GL(n) é M, (R), existe um caminho regular v € GL(n)
tal que y(0) = I e 7/(0) = A.

1
O caminho a(t) = ————="(t), onde v(0) = I e 7/(0) = A, é um
{/det(y(1))

caminho regular em SL(n,R) uma vez que det(a(t)) = 1. Além disso,
esta curva passa por I quando t = 0, isto é, «(0) = ~(0) = I. Calculando
a’(0), obtém-se

—tr(7'(0)) 1

o'(0) = 0 —_—
9= \/<det<‘w<o>>>1+n”( YARTEO))

n

7'(0)

Logo, qualquer matriz de traco igual a zero pertence a sl(n).

A demonstragio para SL(n,C) é inteiramente andloga, uma vez que sendo
o determinante uma fung@o continua podemos escolher o ramo da funcéo
complexa h(t) = {/det(y(t)) por forma a que h(0) = I.

Por conseguinte,

dim SL(n,R) =n* -1 e dimSL(n,C)=2(n*-1).

Aproveitando os topicos desenvolvidos na Seccédo 4.4.2, mostramos que a ex-
ponencial de matrizes representa um papel fundamental na escolha de caminhos
num grupo de matrizes (G, porquanto a exponencial de uma matriz da dlgebra de
Lie g é um elemento de GG. Pretendemos mostrar que se A € gl(n,K) a curva
v(t) = eA (verificando v(0) = I e 7/(0) = A) estd necessariamente contida
num grupo G C GL(n,K). Em seguida abordamos esta questdo e calculamos as
algebras de Lie dos (sub)grupos ortogonais € unitarios.

Comecemos por definir o que se entende por homomorfismo entre dois grupos.

Definicio 7.19. Um homomorfismo entre o grupo (G, %) e o grupo (H, -) é uma
funcdo f : G — H que satisfaz

flg1x92) = f(g1) - f(g2), paratodo g, g €G.
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Exercicio 7.34. Mostre que se f é um homomorfismo entre os grupos (G, *) e
(H,-), entdo:

fle) = flen) e flg™") = (fl9)",

onde e e ey designam, respectivamente, a identidade em G e em H. A

Defini¢cao 7.20. Um subgrupo a um parametro de um grupo de matrizes G é
homomorfismo diferencidvel v : R — G.

Note-se que na defini¢do anterior, o homomorfismo v : R — G é um homo-
morfismo entre o grupo (aditivo) (R, +) e o grupo (multiplicativo) (G, -). Por-
tanto, y(t + 0) = v(t) - v(6).

Considere-se o grupo SO(2), das matrizes ortogonais, do tipo 2 x 2, cujo
determinante € igual a 1. Qualquer matriz deste grupo tem a forma

R(t) =

[cost —sent] ' (751)

sent cost

Como facilmente se verifica R(¢)R(0) = R(t + 0), e portanto f : t — R(t) é
um homomorfismo do grupo (R, +) no grupo (SO(2),-). Ou seja, SO(2) é um
exemplo de um subgrupo a um parametro.

A func@o R(t) define um caminho regular em SO(2) cujo valor na identidade
¢ R(0) = I. Logo, a matriz

R(0) = [O _1] =A (7.52)

pertence a algebra de Lie de SO(2), isto é, A € s0(2). As matrizes R(t) satisfa-
zem a equacao diferencial

R(t) = [—sent —Cost] _ [0 —1} {cost —sent} _ AR(D).

cost —sent 1 0 sent cost

A exponencial ! é a Ginica matriz solugio fundamental da equagio R'(t) =

AR(t) que em t = 0 é a identidade (ver Defini¢do 4.10, pag. 229). Assim, as
matrizes R(t) pertencentes ao grupo SO(2) sdo da forma R(t) = e, com A €
50(2). No Exemplo 4.17 (pag. 230) calculou-se a exponencial da matriz At, e
obtivemos a matriz R(t), confirmando-se assim este resultado.
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Os subgrupos a um parametro de um grupo de matrizes sdo sempre dados pela
exponencial de matrizes como passamos a explicar.

Teorema 7.10. Os subgrupos a um parametro de um grupo de matrizes GG sdo da
forma t — e’ com A pertencente a algebra de Lie g de G.

Demonstracdo. Seja g C gl(n,K) a élgebra de Lie de G C GL(n,K) (com
K=ReK=C)e A € g. Mostremos que a fungdo v : R — G definida por
7(t) = e, é um subgrupo a um pardmetro.

Em primeiro lugar refira-se que do Exercicio 4.8 (pag.230) podemos concluir
que a matriz e é sempre invertivel e portanto pertencente a G L(n, K). Usando
os resultados enunciados no referido exercicio, sabe-se que se as matrizes A e B
comutam, é valida a igualdade (A5 = eAeBt Em particular, como At comuta
com A6, tem-se e+ = A4 Por conseguinte, y(t+6) = eA0H0) = eAteA? =
v(t)y(#). Ou seja, a funcdo diferenciavel v € um subgrupo a um parimetro de G.

Suponha-se agora que v : R — G € um subgrupo a um parametro de GG e que
A =~/(0). Por defini¢do de derivada, tem-se

(h+1t) —y(t) v(h) =1

VO =T = )
= 1im X200 6y — 0y = a0,

onde na segunda igualdade se aplicou a defini¢do de subgrupo a um parametro, e
na terceira igualdade o facto de (0) ser igual a / (um homomorfismo entre dois
grupos preserva a identidade desses grupos, conforme o Exercicio 7.34).

Como v'(t) = Ay(t) e v(0) = I, temos que (t) = . O

Do Teorema anterior segue que a exponencial g — G esta definida por A —
e/, A imagem desta exponencial é em geral um subconjunto estrito de G. Isto &,
podem existir elementos de G’ que ndo sejam a exponencial de nenhum elemento
de g. Por exemplo, considere-se a dlgebra de Lie s[(2), do grupo SL(2). Qual-
quer matriz ndo nula A € sl(2) tem trago nulo, pelo que A tem valores proprios
simétricos (o trago de uma matriz é igual a soma dos valores proprios). Como A é
2 X 2, esta matriz é diagonalizével. Logo, se A € 5[(2) tem-se A = PDP~! com
D uma matriz diagonal. A exponencial e* ¢ também uma matriz diagonalizével,
ja que et = PeP*P~! com P! = diag(eM, ) onde ) é valor préprio de A
(ver Exercicio 4.9, na pagina 231). No entanto, existem matrizes em SL(2) que

o . . -1 1 :
nao sdo diagonalizdveis, por exemplo, a matriz B = 0 —1l° Logo, a matriz

B € SL(2) nao é a exponencial de nenhuma matriz de s[(2).
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Determinemos agora as dlgebras de Lie de O(n) e U(n).

1. Algebra de Lie de O(n)

A élgebra de Lie do grupo ortogonal é o conjunto das matrizes reais anti-
simétricas, isto €,

o(n) = {A€GL(n): A= —AT}.

De facto, qualquer caminho «(t) em O(n), com v(0) = I, satisfaz a igual-
dade v(t)y(t)T = I. Logo, diferenciando esta igualdade, obtemos 7/(0) +
7'(0)T = 0, ou seja, A = /(0) verifica A = —A”T. Assim, a dlgebra de Lie
de O(n) esta contida no conjunto das matrizes anti-simétricas.

Falta mostrar que o conjunto das matrizes anti-simétricas estd contido na
algebra de Lie de O(n). Sendo A uma matriz anti-simétrica verifica-se

()7 () = (A7) (M) = (M) (eM) = 1,
onde a tltima igualdade resulta do facto da matriz inversa de e ser e=4¢
(ver Exercicio 4.8). Assim, se A ¢ anti-simétrica, y(t) = e € um caminho
em O(n) que satisfaz v(0) = I e 7/(0) = A, ou seja A € o(n). Por
conseguinte, o conjunto das matrizes anti-simétricas esta contido na algebra
de Lie de O(n).

O subgrupo SO(n) de O(n) é formado pelas matrizes ortogonais cujo de-
terminante € igual a 1. Como o determinante toma os valores +1, logo é
constante igual a 1 ao longo de um caminho em O(n) que passe pela iden-
tidade. Assim, os caminhos em O(n) que passam pela identidade estao em
SO(n). Conclui-se portanto que o(n) = so(n).

Calculemos a dimensdo de o(n) = so(n). Para esse efeito, relembra-
mos que uma matriz anti-simétrica, de ordem n, possui entradas abaixo
da diagonal principal iguais aos simétricos das entradas acima da diago-
nal principal, e que as entradas na diagonal principal sdo todas nulas (pois

. 2_ . . . .
A = —AT). Existem - - entradas acima da diagonal principal, e uma
z cls . 2_ . .
base para o(n) = so(n) é constituida pelas seguintes =" matrizes anti-
simétricas:
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onde F;; designa a matriz cuja entrada 75 € igual a —1 e todas as outras
entradas sdo iguais a zero. Por exemplo,

0 -1 0] [oo —1] [00 0
s0(3)=Span{ [1 0 0|l,l0 0 0],{0 0 —1]%. (753)
00 of |10 o] [01 0

Logo,
n®>—n

2

dimo(n) = dimso(n) =

Exercicio 7.35. Determine a exponencial de cada uma das matrizes da base
de s0(3) = 0(3) em (7.53). Verifique que as exponenciais obtidas represen-
tam rotacdes em torno dos eixos coordenados. A

. Algebra de Lie de U(n)

A élgebra de Lie de U(n) é o conjunto das matrizes anti-hermitianas, isto ¢,

u(n) ={Ae€GL(n,C): A=—-A"}.

A demonstragio é andloga a realizada para a dlgebra de Lie de O(n). Note-
se que derivando y(t) € U(n) se obtém ~/(0) = —+/(0).

Para calcular a dimenséo da dlgebra de Lie u(n), deveré levar-se em consi-
deracdo que uma matriz anti-hermitiana possui imaginarios puros na di-
agonal principal, e que as entradas abaixo da diagonal principal sdo os
simétricos dos conjugados das entradas acima da diagonal principal. Logo,
uma base de u(n) é formada por:

1) As n matrizes diagonais P} que tém todas as entradas nulas excepto a
entrada kk que € igual a ¢;

ii) As (n* — n)/2 matrizes anti-simétricas (E;; — Ej;) (com i < j), onde
E;; sdo matrizes de ordem n com todas as entradas nulas excepto a
entrada 75 que € igual a —1;

iii) As (n? — n)/2 matrizes hermitianas i(E;; — Fj;) (com i < j).
Assim, a dimensao de u(n) é

2
n°—n 9

5 =n.

dimu(n) =n+2
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Por exemplo, a algebra de Lie de U(2) é
- ar  —b+ci|
u(2)—{[b+ci i ] a,b,c,dER}

S (A i )

Esta algebra de Lie é um subespaco linear real das matrizes 2 x 2 de entradas
complexas, porém nédo é um subespaco linear complexo das matrizes 2 X 2
de entradas complexas como se verifica facilmente.

3. As algebras de Lie su(2) e s0(3)

Embora as algebras de Lie de O(n) e de SO(n) sejam iguais, 0 mesmo nao
acontece no caso dos grupos unitrios. De facto, como SU(n) é o grupo
das matrizes unitarias de determinante igual a 1, a sua algebra de Lie é
o conjunto das matrizes anti-hermitianas de traco igual a zero (a derivada
do determinante € igual ao traco). Assim, a dimensdo de su(n) é igual a
dimens@o de u(n) menos uma unidade (correspondente a condi¢do do traco
ser nulo), isto é, dim su(n) = dimu(n)—1 = n?—1. Por exemplo, 0 espago
das matrizes complexas, de segunda ordem anti-hermitianas de traco nulo,

2

€

B ai  —b+ci| B
5u(2) = {|:b+CZ i :| La, b,C € R} = SpanR {E17E27E3},

com

E, = [g (ﬂ , Ey = [(1) _01} , Ey = [8 _OJ . (7.54)

Como {E4, Es, E5} é uma base de su(2), a dimenséo de su(2) é igual a 3.

Vejamos agora que a algebra de Lie (su(2), [, ]) é isomorfa a algebra de
Lie (R?, x), onde x é o produto vectorial em R?. Considere-se a fungio,
¢ : su(2) — R3, definida por

at —b+ci
0

bt —ai ] — (2¢,2b, 2a).

A funcdo ¢ € obviamente linear e bijectiva. Para mostrar que ¢ € um
isomorfismo de élgebras de Lie, falta mostrar a igualdade ¢([A, B]) =
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©(A) x p(B), para quaisquer A, B € su(2). Para tal, basta verificar esta
igualdade para os vectores de uma base de su(2).

Considere-se a base de su(2) constituida pelas matrizes £, Eo, E5 definidas
em (7.54). As imagens por ¢ destas matrizes sdo p(E;) = 2eq, p(F3) =
2e; e p(F3) = 2e;. Calculando os comutadores respectivos, obtém-se

(B1, By = 253 = o([B1, Bs]) = p(2E3) = dey = 2e; x 2
= o(E1) X p(Ey),

By, By = 2B, = o([B, By]) = p(2E)) = de, = 2es x 2e
= (L) X p(E3),

By, B1] = 2By = o([Bs, B1]) = 9(2E3) = des = 263 x 2,
= ¢(E3) x p(E1)

Do Exercicio 6.5, na pagina 333, sabemos que as dgebras de Lie (R?, x) e
(s0(3), [, ]) sao isomorfas, sendo o isomorfismo definido por

0 —XI3 i)
R®> 2= (2,29,23) = | 23 0 —my| €50(3).
—XT9 I 0

Conclui-se que as algebras de Lie (su(2),[, ]), (s0(3),[,]) e (R3, x) sdo
isomorfas:
su(2) ~ s0(3) ~ R*.

Refira-se ainda que a base { Fj, Fs, E3} de su(2) pode ser descrita em ter-
mos de matrizes hermitianas o4, 02, 03 conhecidas como matrizes spin de
Pauli'®, que desempenham um papel importante em mecanica quéntica. Es-
tas matrizes sao

o1 = —Z'El, 09 = iEQ, 03 — —’LE3

BWolfgang Ernst Pauli (1900 — 1958), fisico teérico austriaco, que foi prémio Nobel da Fisica
em 1945.
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Exercicios

1.Indique se as matrizes seguintes sao or-
togonais, unitarias, simétricas ou hermitia-
nas.

a) [ cosf isen 9] para qualquer 0 €
isenf cosf |’
R
b) —az'b lf] , para quaisquer a,b,c €
R
) —Zz'b ib%] , para qualquer b € R.
o | V3 V2 }
1/V3 =2
e) V3 l/ﬂ
11/V3 V3]

2.Seja x um vector de R™, de norma igual
T

al,e B=xx".
a) Mostre que B? = B.
b) Mostre que x é um vector préprio de
B e indique o valor préprio associ-
ado.

3.Indique o valor 16gico das afirmagdes se-
guintes:

a) Uma matriz complexa simétrica é her-
mitiana.

b) Toda a matriz simétrica tem valores
proprios reais.

¢) Toda a matriz real e simétrica tem va-
lores préprios reais.

d) A =1 — i pode ser um valor proprio
de uma matriz ortogonal.

e) Se as colunas de uma matriz formam
uma base ortogonal de R™, entdo a
matriz é ortogonal.

f) Se A é uma matriz simétrica e orto-
gonal, entdo A2 =7

2) Uma matriz real anti-simétrica tem
valores proprios reais.

h) Toda a matriz unitaria tem valores pro-
prios iguais a +1.

i) Se A = PDPT, com D diagonal,
entdo A ¢ simétrica.

j) Uma matriz ortogonal é ortogonal-
mente diagonalizivel.

4. Determine condi¢des nos parametros re-
ais a,b,c,d,e e f,de modo a que a matriz

| a c+id
A_[e+if b ]

seja:

a) hermitiana.
b) unitéria.

5.Seja A uma matriz simétrica e x € R”.
Mostre que, para o produto interno usual
em R”, se verifica (x, Ax) = (Ax,x).
6.Mostre que se A é simétrica do tipo n xn
e B é uma matriz do tipo k x n,a BABT é
simétrica.

7.Seja A um valor préprio de multiplici-
dade algébrica k da matriz ortogonalmente
diagonalizavel A. Justifique por que razio
a multiplicidade geométrica de A é também
igual a k.

8.Diagonalize ortogonalmente as seguintes
matrizes:

2 1
a) 12 .
[ 2 1 -1
by {1 -1 1
-1 1 -1
0 0 0 0
5 0 2 1 -1
0 1 -1 1
o -1 1 -1
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9. Diagonalize unitariamente as matrizes se-
guintes:

—1

2

2

a) [z
1 4
—i 1
0 0

b)

N OO

10.Para x = (x,7y) € R?, determine a ma-
triz simétrica que define as formas quadraticas
seguintes e classifique-as.

a) b2 — 3zy + Ty?
b) 6zy.
¢) 3% + 52,

11.Classifique as formas quadraticas se-
guintes e encontre a mudanga de variaveis
x = Py que transforma a forma quadratica
dada noutra sem termos cruzados.

a) q(x) —4xymo + 323

b) q(x) = 3z124.

¢) q(x) = —42? + 4zy29 — 3.
d) q(x) = 22?4 3x129 + 222

12.Seja A uma matriz real, simétrica, e in-
vertivel. Mostre que se a forma quadratica

xT Ax é definida positiva, entio a forma quadratica

x” A~'x também é definida positiva. [Su-
gestdo: considere uma diagonalizagio de A].
13.Indique o valor l6gico das afirmagdes
seguintes, onde A é uma matriz simétrica

real.

a) Uma matriz definida negativa tem pelo
menos uma entrada na diagonal prin-
cipal negativa.

b) Se x” Ax > 0 para qualquer vector
préprio x, entdo A é definida posi-
tiva.

¢) Se x"'Ax > 0 para algum vector X,
entdo A ¢ definida positiva.

Uma forma quadratica definida posi-
tiva pode ser transformada numa forma
definida negativa mediante uma mudanga
de varidvel x = Py, onde P é uma
matriz ortogonal.

Se P é uma matriz ortogonal entdo a
mudanga de varidvel x = Py trans-
forma a forma quadratica x” Ax numa
forma quadrética cuja matriz associ-
adaé P~LAP.

d)

e)

14.Seja A uma matriz real e simétrica.

a) Mostre que o valor maximo de x” Ax
na esfera unitéria (isto é, para ||x|| =
1), é igual ao maior valor préprio de
A e que o valor minimo é igual ao
menor valor proprio.

Mostre que o valor maximo M (resp.
minimo m) de x7T Ax, na esfera unitaria,
€ atingido quando x € um vector proprio
de A associado a M (resp. m).

Use os resultados das alineas anteri-
ores para determinar o maximo e o
minimo de 32% + 2129 — 523 + 2%,
sob a condigio de x? + 22 + 23 = 1.
Indique ainda vectores onde estes va-
lores de maximo e minimo sao atin-
gidos.

b)

9

15. Suponha que a seguinte factorizagc@o de
A é uma decomposi¢cdo SVD:

A | RER
=l 3|5 g
3v2 V2 3

a)

Diga qual o tipo da matriz A e a ca-
racteristica de A.
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b) Sem efectuar quaisquer célculos, in-
dique uma base ortonormada para N (A),

N(AT),EC(A) e EL(A). quadritica q(x) = xx, para x €
Cc.
16. Determine os valores singulares das ma-
trizes seguintes: 23.Indique o valor ldgico das proposi¢cdes
seguintes.
[ e
0 4 0 V3| 1 (1 4
L1 . a) A matriz Vi1 pertence a SL(2,C).
©) (1) _11 9 {0 -1 1] ‘ b) A matriz 1 ﬂ pertence a SU(2).
. 1 -Z )
17.Seja A uma matriz quadrada invertivel. ¢) Amatriz | —z} pertence a.5U (2).
Determine uma decomposi¢do em valores r_1 0 0
. 71 .
singulares de A™" a partir de uma SVD de d) Amatriz | 0 cosf senf| per-
A. 0 —senf cosf
18.Seja A uma matriz simétrica real defi- tence a SO (3).

nida positiva. Mostre que a diagonalizagcdo
ortogonal de A (isto é, A = PDPT) é uma
decomposi¢cdo em valores singulares.
19.Seja A uma matriz quadrada. Mostre
que o médulo do determinante de A é igual
ao produto dos valores singulares de A.
20.Mostre que toda a matriz quadrada A
admite uma decomposicdo polar da forma
A = PQ, onde P é uma matriz semide-
finida positiva com a mesma caracteristica
de A, e @ é uma matriz ortogonal.

21.Use uma decomposi¢do SV D da ma-
triz A, do tipo p x n, para mostrar (AT)T =
(AT)*.

22.Uma forma quadrética qx (x) diz-se in-
variante pela matriz A se, para todo x, é
verificada a igualdade qx (Ax) = qx(x).
Mostre que:

a) O grupo ortogonal O(n) é o grupo
das matrizes que deixa invariante a
forma quadritica q(x) = x’x, para
x € R™.
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24.1dentifique um quaternido q =
xi + yj + zk com o par q = (qo,q) €
R x R? onde q = (z,y,2). Mostre que
a multiplicacdo de quaternides é dada por

b) O grupo unitério U(n) é o grupo de
matrizes que deixa invariante a forma

qo +

qp = (qo,a)(ro, 1)

= (QOTO - <qa I'> ; @or +1roq +q X I'),

onde (, ) é o produto interno usual em R3,
e q x r é o produto vectorial em R3.

25.Um quaternido q = qo + xi + yj +
zk diz-se um quaternido imagindrio puro
se go = 0. Considerando a identificacdo dos
quaternides com vectores de R%, indicada
no exercicio anterior, mostre que

a) O produto de quaternides imagindrios
puros, g = (0,q) e p = (0,p), é um
imaginario puro se e s6 se 0s vecto-
res g e p sdo ortogonais.

b) Se qé um quaternido imaginario puro
de médulo igual a 1, entdio g% = —1.
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26.0 grupo simpléctico Sp(2n) é o grupo

de matrizes que deixa invariante a forma bi-
0

—I,

e I, a matriz identidade de ordem n. Mos-

tre que:

linear p;(x,y) = x* Jy,com J = [ 0

a) O grupo Sp(2n) é o conjunto das ma-
trizes A, tais que AT JA = J.

b) A élgebra de Lie de Sp(2n) é for-

I,

b) O espago linear R* munido do pro-
duto vectorial e o espago linear das
matrizes anti-simétricas do tipo 3x 3,
munido do comutador de matrizes,
sdo algebras de Lie isomorfas.
Sugestao: verifique que a func@o se-
guinte € um isomorfismo de algebras
de Lie:

|

x = (21,22, 23) —

mada pelas matrizes da forma BT ,

. ¢ -4 0 —x3 D)
onde A, B e C sao matrizes nxn que 3 0 -z =x.
verificam B = BT e C = C7. 2y Z1 0

Use os resultados das alineas anteri-
ores para determinar a dimensao de
Sp(2n).

¢

27.Chamam-se constantes de estrutura de
uma algebra de Lie g as constantes C’fj de-

finidas por [E;, Ej] = 3, CK Ej,, onde { E; }i—

é uma base de g.

Considere a base {Fy, E, F3} da dlgebra
de Lie su(2), onde as matrizes F; sio defi-
nidas em (7.54), na pagina 461, e determine
as constantes de estrutura de su(2).

28.Relembre que as as matrizes spin de
Pauli sdo definidas por 01 = —iFy,00 =
iFy e 03 = —1iF3, onde F; sio as matri-
zes do exercicio anterior. Verifique que as
matrizes o;, para ¢ = 1, 2,3, sdo matrizes
hermitianas. Mostre ainda que estas matri-
zes geram (sobre R) o subespaco linear das
matrizes hermitianas de trago nulo.
29.Determine as exponenciais €%t onde
oi,parat = 1,2, 3, sdo as matrizes de Pauli.
Justifique por que razdo as matrizes U; =
e(=17i95t pertencem a SU(2).

30.Mostre que:

a) EmR3, o produto vectorial define um
paréntesis de Lie.

31.Seja fa : su(2) — su(2) a fungio defi-
nida por f4(X) = [A, X], com

I s

a) Mostre que f4 € uma funcg@o linear.

b) Determine a matriz M = M (fa, B, B)
que representa f4 nabase B = (E1, Fs, E3),
onde as matrizes F; sdo definidas em
(7.54).

-1+

—1

i
142

32.Seja q um quaternido unitario e p € H.
Mostre a igualdade
'l

lapa~[* = [p|*.
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Capitulo 8

Matrizes quadradas nao
diagonalizaveis

Este capitulo é dedicado & construg@o da forma candnica de Jordan' de uma matriz
quadrada, e sua aplicacdo na determinagdo da solucdo geral do sistema linear
homogéneo de equacdes diferenciais ordinérias, x’ = Ax, quando A é uma matriz
nao diagonalizével.

Embora em termos computacionais a forma canénica de Jordan de uma matriz
seja pouco usada devido a sua instabilidade numérica, ela permite a obtencdo de
resultados importantes quer em algebra linear quer noutras areas, como geometria
e teoria de grupos. Efectuamos aqui um estudo completo da construcio da forma
de Jordan para uma matriz quadrada, comecando por estudar a forma de Jordan
de matrizes nilpotentes.

A demonstracdo que se apresenta da existéncia da forma de Jordan de uma
matriz, € técnica mas ao mesmo tempo construtiva. S@o apresentados varios
exemplos de determinacdo desta forma, ilustrando a utilidade do conhecimento
detalhado dos passos essenciais da demonstragao.

A forma de Jordan de uma matriz € ainda aplicada na determinagao de solucdes
de um sistema linear homogéneo de equagdes diferenciais, completando-se assim
o estudo iniciado no Capitulo 4.

'"Marie Ennemond Camille Jordan (1838 —1922), matematico francés com contribui¢des em
teoria de grupos, andlise matematica e analise complexa.
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8.1. Forma candnica de Jordan para matrizes nilpotentes

8.1 Forma canonica de Jordan para matrizes nilpo-
tentes

Quando uma matriz quadrada A nao é diagonalizavel, o Teorema de Schur (Te-
orema 7.1, pag. 381) garante que a matriz é semelhante a uma matriz triangu-
lar superior. E portanto natural procurar uma matriz triangular J o mais sim-
ples possivel que seja semelhante a matriz A. A matriz J, designada por forma
canénica de Jordan (ou abreviadamente por forma de Jordan) da matriz A, é uma
matriz diagonal por blocos em que os blocos J; na diagonal t€m todas as entradas
nulas, excepto possivelmente as entradas da diagonal principal e as da diagonal
acima desta (supradiagonal) que sdo iguais a 1. Ou seja, os blocos de J sdo da

forma
1 -

Ji = . 8.1

1
i Ai
Na base da construcio da forma canénica de Jordan de uma matriz quadrada
estd a forma de Jordan de uma matriz nilpotente. Por isso, iniciamos o nosso

estudo estabelecendo a forma de Jordan para matrizes nilpotentes.

Definicao 8.1. Uma matriz L diz-se nilpotente de indice k£, com k um inteiro
positivo, se L* é a matriznula O e L*~! #£ O.
Convenciona-se que o indice de nilpoténcia da matriz nula € igual a 1.

A forma de Jordan para uma matriz nilpotente diz-nos que qualquer matriz
nilpotente é semelhante a uma matriz diagonal por blocos NV, em que os blocos da
diagonal sdo matrizes triangulares superiores com entradas todas nulas excepto,
possivelmente, as entradas da supradiagonal as quais deverdo ser iguais a 1. No
exemplo que se segue apresentamos algumas matrizes nilpotentes em forma de
Jordan.

Exemplo 8.1. Verifiquemos que as matrizes seguintes sao nilpotentes e determi-
nemos o seu indice de nilpoténcia, bem como a dimensdo do seu niicleo.

0100

a) A matriz N = é nilpotente, de indice 3, ja que N* = O e

e}
o O O
o O

1
0
0

o
(e

468



Capitulo 8. Matrizes quadradas ndo diagonalizaveis

0010
0 00O
2 P . . o
N= = 000 0 # O. Além disso, dim N(N) = 2.
00 0 0
0 1 0 0
. 00 0 0 , . .
b) A matriz N = 000 1 ¢ nilpotente, de indice 2, uma vez que
00 00
N? = O e N # O. A dimensio do nicleo de N é dim N(N) = 2.
01 00
. 001 0, . L1 . 4
¢) A matriz N = 000 1 é nilpotente, de indice 4, visto que N* = O
00 0O

e N3 £ O. A dimensdo do niicleo de N é dim N(N) = 1.
d) A matriz nula 4 x 4 é uma matriz nilpotente de indice 1 e dim N(IN) = 4.

¢

No exemplo anterior apresentimos casos particulares de matrizes nilpotentes,
nomeadamente matrizes diagonais por blocos em que cada bloco da diagonal é
uma matriz nilpotente com entradas todas iguais a zero, excepto as entradas da
supradiagonal que sdo todas iguais a 1. O namero de blocos na diagonal das
matrizes N do Exemplo 8.1 sao:

a) 2 blocos: um bloco 3 x 3 e um bloco 1 x 1.
b) 2 blocos, ambos do tipo 2 X 2.

c) 1 bloco do tipo 4 x 4.

d) 4 blocos dotipo 1 x 1.

Como veremos, as matrizes N do exemplo anterior sdo as possiveis (a menos
de uma reordenag@o dos blocos na diagonal) formas de Jordan de uma matriz
nilpotente L do tipo 4 x 4. Saliente-se o facto de nestas matrizes o nlimero de
blocos ser igual a dimensdo do nicleo da matriz, e da ordem do(s) maior(es)
bloco(s) ser igual ao indice de nilpoténcia. A relagcdo existente entre o nimero
de blocos e a dimensdo do nticleo da matriz, bem como a relacdo entre a ordem
do(s) maior(es) bloco(s) e o indice da matriz, é suficiente, em certos casos, para
determinar a forma de Jordan NV de uma matriz nilpotente L.

Os valores proprios de uma matriz nilpotente sdo todos nulos. De facto, se L
€ nilpotente de indice k e A € um valor préprio de L, isto €, Lx = Ax para algum
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8.1. Forma candnica de Jordan para matrizes nilpotentes

x #£ 0, tem-se
ILx = \x = L'x = \'x.

Como L* = O, a tltima igualdade passa a ser 0 = \*x, a qual é equivalente a
A =0 (jaquex # 0).

Por outro lado, se L é uma matriz de ordem n com um Gnico valor préprio
igual a zero, a equagdo caracteristica de L ¢ A\ = 0. Logo, pelo Teorema de
Cayley-Hamilton (Teorema 4.3 na pagina 205), resulta que L" = O. Se L € uma
matriz ndo nula a igualdade L™ = O significa que existe 1 < k < n tal que
LF = Oe L*¥' # O. Ou seja, que L é nilpotente de indice k.

Assim, uma matriz € nilpotente se e sO se zero € o seu Unico valor proprio.

Recorde-se que sendo L uma matriz diagonalizavel, esta matriz é semelhante
a uma matriz diagonal com entradas na diagonal principal iguais aos valores
proprios de L. Logo, se L é nilpotente e diagonalizavel, tem-se L = P~1OP =
O. Tal significa que a tnica matriz nilpotente diagonalizavel é a matriz nula.

Enunciamos a seguir o que acabamos de provar.

Proposicao 8.1. e Uma matriz € nilpotente se e s6 se zero é Gnico valor
proprio da matriz.

e A Unica matriz nilpotente diagonalizavel € a matriz nula.

Como veremos, conhecendo a forma de Jordan para matrizes nilpotentes de-
termina-se a forma de Jordan de uma qualquer matriz quadrada. Apresentamos a
seguir um exemplo ilustrativo da relacdo entre a forma de Jordan de uma matriz
nilpotente e a forma de Jordan de uma matriz que nao € nilpotente.

Exemplo 8.2. Seja A uma matriz de ordem n com um unico valor préprio f, €
suponha-se que se sabe determinar a forma de Jordan N de uma matriz nilpotente.

Pretende-se determinar uma matriz de Jordan .J, semelhante a A, tal que J
seja diagonal por blocos e cujos blocos J; na diagonal sdo da forma (8.1).

A matriz (A — ul) é singular, e zero é o tnico valor préprio desta matriz
(uma vez que estamos supondo que p € o unico valor proprio de A). Assim, a
matriz (A — ul) € nilpotente. Seja N a forma de Jordan de (A — ul), isto &,
(A—pl) = PNP~! com N diagonal por blocos em que as entradas dos blocos
sdo todas nulas excepto as da supradiagonal que sdo iguais a 1. Logo,

(A—pl)=PNP ' <= A= P(ul+N)P'=PJP "

470



Capitulo 8. Matrizes quadradas ndo diagonalizaveis

A matriz J = (ul + N) tem a forma pretendida, sendo portanto a forma de Jordan
de A. Ou seja, a forma de Jordan J de A é obtida da forma de Jordan /N da matriz
nilpotente (A — ul). ¢

Pretendemos mostrar que se L # O é uma matriz nilpotente de ordem n e
de indice £ > 1, entdo existe uma matriz invertivel P e uma matriz diagonal por
blocos N, tal que

N, O --- O
71 ON, --- O
PULP=N=| | A (8.2)
O O --- N

onde IN; € uma matriz nilpotente com as entradas na supradiagonal iguais a 1 €
zeros nas outras entradas. Ou seja,

0 1 0 --- O]
oo 1 --- 0
N, = . .
N o1
o0 0 --- 0]

A matriz N é designada por forma canénica de Jordan, ou forma normal de Jor-
dan,de L.
Antes de passarmos a demonstracdo deste resultado, observe-se o seguinte:

e Seja P uma matriz invertivel, tal que LP = PN com N como em (8.2).
Particione-se P em ¢ blocos P;, P = [P| |- --|P], de tal forma que o
namero de colunas de cada bloco P; seja igual a ordem do bloco N ;. Logo,
LP = PN implica

LP; = PN, paratodoj=1,... ¢t (8.3)

Uma vez que a primeira coluna de cada bloco IN; é nula, tem-se que a
primeira coluna de ;N € nula, e portanto a primeira coluna de LP; € nula.
Ou seja, a primeira coluna de cada bloco P; pertence ao nucleo de L.

e Como P ¢ invertivel, da observagdo anterior segue que o nicleo de L tem
pelo menos dimensio ¢, ou seja, que a multiplicidade geométrica do valor
proprio zero é pelo menos ¢.
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8.1. Forma candnica de Jordan para matrizes nilpotentes

e Seu,,Vy,...,Vy sdo as colunas de P, aigualdade LP; = P;N;j em (8.3) é

LP]‘: LUj LV1 LV}C :PjNJ’: 0 u; vi - Vi
. | . |

Por conseguinte, as colunas de P; verificam

Lu; =0,Lvi=uje Lv,=v,, parai=2 ... k. 84)

e Das observacdes anteriores, conclui-se que a existéncia da forma de Jordan
N para L é equivalente a existéncia de uma base B = {uy,...,u;} para
o nucleo de L, a partir da qual se constroi uma base de C" (cujos vectores
irdo formar as colunas de P) verificando as relacdes (8.4).

Construcao da Forma de Jordan para uma matriz nilpotente

Seja L # O uma matriz nilpotente de ordem n e de indice k.
Vamos comecar por construir uma base I para o nticleo de L a custa de bases
dos seguintes subespacos

M; = EC(LYNN(L) parai=0,1,...,k. (8.5)

a) Considerem-se os subespagos (8.5). Como L° = I, e o0 espago das colunas

de I tem dimensdo n, o espagco M, é igual a N(L). Por outro lado, como
L*F = O, temos EC(L*) = {0}, e portanto M = {0}.
O espago das colunas de uma poténcia positiva X?, de uma matriz X,
estd contido (ou € igual) no espaco das colunas de X?~!, uma vez que
y = XPx = y = X }(Xx). Tem-se portanto M; C M, 1, e conse-
quentemente a cadeia de inclusdes:

{0} = M, C My_; C--- C M; C My=N(L).

b) Construa-se uma base B de N (L) da seguinte forma:

e Parte-se de uma base S;_; de Mj_;, completa-se esta base com um
conjunto Sy_o de modo a que Sy_1 U Si_o seja uma base de My .
De seguida, estende-se Sy_1 U Si_o a uma base de M},_3 juntando um
conjunto Si_3. Repete-se sucessivamente este processo até obter uma
base B de My = N(L):

B:Sk;_lLJSk_QU"'USO:{bl,...,bt}. (86)
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Capitulo 8. Matrizes quadradas ndo diagonalizaveis

©)

d)

A base B em (8.6) ndo tem o nimero de vectores necessarios para formar
uma base de C" ja que, sendo L # O, o nucleo de L tem dimensao inferior
an (a Unica matriz nilpotente que é diagonalizavel € a matriz nula). Preten-
demos por isso completar a base B por forma a obter uma base de C" cujos
vectores irdo constituir as colunas da matriz P. Para tal, determinamos para
cada vector de B uma sequéncia de vectores linearmente independentes do
seguinte modo:

i) Para cada vector b, € B com b, € S;, resolve-se o sistema L'x = b,.
O sistema Lix = b, é sempre possivel jd que S; é uma base de M; =
EC(LY)N N(L). Seja x, uma solugdo de Lx = b,, e considerem-se
os (i + 1) vectores x,, Lx,, ..., L'x, = b,. O conjunto [}, formado
por estes vectores, ou seja,

Iy, = {L'%,, L' "%, ..., Lx,;,%,}, comb, € SjeL'x, =b,,

¢ designado por cadeia de Jordan associada a b,..

Mostremos que [, € um conjunto linearmente independente. Em primeiro
lugar note-se que, por construgéo, o conjunto .S; estende a base Si,_1US;,_oU
-++U S;41 de M, a uma base de M;. Assim, o vector b, = L'x, pertence
a S; mas ndo pertence a S;; ;. Ou seja, b, € EC(LY) e b, ¢ EC(L™).
Suponha-se, por absurdo, que existe uma combinag@o linear nula dos vecto-
res de Iy, com algum coeficiente ndo nulo. Seja j o menor indice para o qual
«; # 0na combinagio linear apx, + a1 Lx, +- - -+ a; /X, +- - -+ a; L'x, =
0. Dividindo por «;, obtém-se

LjXr = ﬁj+1Lj+1xT R BiLiXT — [+l (ﬂj-l—lxr NENE ﬁiLi_(j—H)XT)
— Ljﬂy.
Logo, o vector b, = Lix, poder-se-ia escrever na forma
b, = L'x, = Li*j(ijr) _ Li*j(LjJrly) _ Li+1y7

0 que contraria a hipétese de b, ¢ FC/(L™). Portanto, os «;’s sdo todos
nulos, o que equivale a dizer que a cadeia [, é linearmente independente.
O ntimero de cadeias de Jordan (uma por cada vector da base B do nucleo
de L) é igual a dimensdo do nicleo de L, ou seja, igual a multiplicidade
geométrica do valor préprio zero de L. Além disso, as cadeias de Jordan
com o maior nimero de vectores sdo aquelas que se constroem a partir dos
vectores da base B que pertencem a Sj_;. Estas cadeias t&m k vectores,
onde % € o indice de nilpoténcia de L.

473



8.1. Forma candnica de Jordan para matrizes nilpotentes

e) Considere-se agora uma matriz P, cujas colunas sdo os vectores da cadeia
de Jordan I}, = {L'x,, L'"'x,,..., Lx,,x,}, pela ordem pela qual apare-
cemem [, . Isto €,

_ 7 i—1
PT_ LXT L Xy v Xy

Multiplicando a matriz P, por L, obtém-se

LP. = |L'"'x, L'x, --- Lx.| =10 Lx, --- Lx,|, (87)
visto que, sendo b, = L'x,, resulta L'"'x, = Lb, = 0 (o vector b,
pertence ao niicleo de ). Reescrevendo a igualdade (8.7), temos

01 0 --- Q0]
‘ ‘ ‘ oo 1 --- 0
LP.= |0 Lx, --- Lx.|=PF. |: ¢ . . 1| =PBN,.
| | SRR 1
0 0 0 0]
bloco de }:)rdan N,
(8.8)

f) Pretendemos agora mostrar que a unido 7 = [, U --- U Iy,, de todas as
cadeias de Jordan construidas a partir dos vectores da base B, é uma base
de C". Para tal, devemos mostrar que Z tem n vectores linearmente inde-
pendentes.

Para verificar que a cardinalidade de Z é n precisamos do resultado, que
enunciamos a seguir, que relaciona a caracteristica de um produto de matri-
zes com a caracteristica dos factores.

Se A é uma matriz do tipo m X p e B uma matriz € do tipo p X n,
entao
car(AB) = car(B) — dim EC(B) N N(A). (8.9)

Em particular, se A é uma matriz quadrada e B = A’~1 com j um
inteiro maior que 1, tem-se

car(A’) = car(A’71) — dim EC(A’"!) N N(A). (8.10)
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Capitulo 8. Matrizes quadradas ndo diagonalizaveis

g)

h)

Deixamos como exercicio a demonstracgdo do resultado enunciado. Para o
efeito, sugere-se que comece com uma base de EC(B) N N(A) C EC(B)
e a complete com os vectores zi, . . ., Z,, por forma a obter uma base para
EC(B). Mostre em seguida que { Az, ..., Az,} é uma base do espaco das
colunas de AB, e portanto que dim EC(AB) = car(AB) = p.
Verifiquemos agora que Z = [,, U --- U [, tem n vectores. Usando a
igualdade (8.10), a dimensdo d; de M; = EC(L*) N N(L) é

d; = dim M; = dim EC(L") " N(L) = car(L') — car(L"™") = r; — r;yq.
Por defini¢do de .S;, o nimero de vectores em cada .S; é igual a

dim M; — dim M;y; = d; — d;41 = car(L") — 2car(L"") 4 car(L™+?).
Como qualquer cadeia de Jordan construida a partir de um vector de .S; tem

(7 + 1) vectores, o nimero total de vectoresem Z = Iy, U Iy, U---U I, , &
k—1
=0 i

= do - dl + Q(dl - dz) + 3(d2 - dg) + -+ k(dk_l - dk)
:d0+d1+"'+dk_1:(7“0—7'1)+ 7'1—7“2)+"'+(7°k_1—7"k)

=rg—1, =719 =car L’ =n,

N
—

Il
o

onde na tltima igualdade aplicimos o facto de r, = car L* = car O = 0.
Para mostrar que Z = Iy, U- - -Ul}, € linearmente independente, considerem-
se duas quaisquer cadeias de Jordan Iy, , Iy,

Iy, = {XT, Lx,, ..., L"xr} . com L'x, = b,,
Iy, = {xs, Lx,, ..., L]xs} , com L’x, = by,

e j > i. Como os vectores b, = Lix, e by, = L/x, pertencem ao niicleo de
L,tem-se L't*x, = [7**x, = 0 para qualquer inteiro k > 1. Considere-se
a combinago linear nula dos vectores de I, U Iy, ,

X, + o Lx, + - -+ L%, + Boxs + B1Lxs + -+ ;L7 x, = 0. (8.11)

Multiplicando ambos os membros desta igualdade por L7, e usando o facto
de que Lit*x, = [J**x, = 0 para k > 1, a igualdade (8.11) reduz-se a

{Oéobﬂrﬁobs, sei=j

0 = aol’%x, + Bol’x, =
0 bo Bobs, sej > 1.
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8.1. Forma candnica de Jordan para matrizes nilpotentes

Como b, e b, pertencem a uma base de N (L), obtemos: (a) ap = [y = 0
set=7;(b)Fy=0sej > 1.

No caso (a), multiplicando sucessivamente (8.11) por L/~ 772 .. L,
conclui-se que todos os « e todos os /3 sdo nulos.

No caso (b), multiplicando sucessivamente (8.11) por L/~% L7=2 ... L,
conclui-se que todos os 3 s@o nulos. De seguida, multiplicando sucessi-
vamente (8.11) por L, L'"' ... L, obtemos que todos os o também sdo
nulos. Por conseguinte, [y, U I, € linearmente independente.

i) Falta verificar que a matriz P, cujas colunas sao os vectores da base Z,
satisfaz a igualdade LP = PN. Considere-se a matriz P = [Py|---|P],
onde as colunas de cada bloco P, sdo os vectores de uma cadeia de Jordan
I, assim ordenados : L'x,, L' 'x,, ..., Lx,,X, (com L‘x, = b, € S)).
De (8.7) e (8.8), tem-se L P, = P.N,, e portanto

LP = L[P,|---|P] =[LP|---|LP)]

N, O --- O
ON, --- O

= [PNy|--|[PN]=P | | . .| =PN
O O --- N,

Note-se que cada bloco P, de P, associado a cadeia de Jordan [}, depende da
escolha do vector b, € S; bem como da escolha do vector x, que resolve o
sistema Lx; = b,.. Portanto, a matriz P no é Gnica.

A demonstracio anterior prova o teorema que passamos a enunciar.
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Capitulo 8. Matrizes quadradas ndo diagonalizaveis

Teorema 8.1. Forma canodnica de Jordan para uma matriz nilpotente
Se L é uma matriz nilpotente de indice k e de ordem n, entdo L é semelhante
a uma matriz diagonal por blocos IV da forma

N, O --- O
pip_n—|©Q N O
O O --- N,

onde cada IN; € uma matriz nilpotente com as entradas na supradiagonal iguais
a 1 e zeros nas outras entradas. Além disso,

e O nimero de blocosem N é ¢ = dim N(L).
e A maior ordem dos blocos N; de NV é igual ao indice de nilpoténcia de L.

e O naimero de blocos em NV do tipo ¢ X ¢ é igual a

car(L'™1) — 2 car(L") + car(L*t1). (8.12)

e Seja B = Sp_1U---USy = {by,bs,...,b;} uma base do nicleo de
L, construida a partir dos subespagos M; = EC(L') N N(L), para i =
0,...,k — 1, da forma explicitada em (8.6). Entéo:

— A unido de todas as cadeias de Jordan,Z = I, U I, U---U I, €
uma base de C".

— A matriz invertivel P = [Py - - -|P,], é constituida pelas matrizes P,
que tém por colunas as cadeias de Jordan [, .. Os vectores coluna
de P, aparecem pela ordem Lx,, L' 'x,,..., Lx,,X,, sempre que
b, € S;, e satisfazem L'x, = b,..

A matriz N é designada por forma candnica de Jordan de L. A menos de uma
reordenacdo de blocos, a matriz /V € Gnica. A matriz PP ndo € tinica.

Como vimos, o resultado anterior assenta na constru¢do de uma base especial
para o ndcleo da matriz nilpotente L a partir da qual se obtém uma base de C”
com caracteristicas apropriadas. Na prética, se o inico objectivo for determinar
a forma de Jordan N de L, ndo é necessario determinar uma base de C" com
as propriedades referidas. Porém, se se pretender determinar uma matriz P que
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verifica L = PN P!, é conveniente construir a base das colunas de P seguindo
a demonstracdo do Teorema 8.1.

Exemplo 8.3. Determinemos a forma candnica de Jordan para

1 0 1
L=|2 0 -1
-1 0 -1

A matriz L € singular (possui uma coluna nula) e portanto A = 0 € um valor
proprio da matriz L. Calculando o polindmio caracteristico de L, vemos que
ndo existem valores proprios diferentes de zero, e portanto L € nilpotente (pela
Proposigao 8.1). O nicleo de L é N(L) = Span{(0,1,0)}. Como o nicleo de L
tem dimensdo 1, a respectiva matriz de Jordan /V tem apenas um bloco. Logo,

1
N = 0
0

o O O
O = O

Para determinar uma matriz P que satisfaca a igualdade L = PNP~!, o Teo-
rema 8.1 diz-nos que devemos construir uma certa base do ntcleo de L, e para
cada vector dessa base determinar cadeias de Jordan que vao constituir as colunas
de P.

Neste caso, como a dimensdo de N (L) é 1, podemos usar outra estratégia de
célculo de P baseada na igualdade L = PN P~!. Assim, seja P uma matriz que
tem nas colunas os vectores u, vy, vy, por esta ordem, e calcule-se LP e PN.

010
L=PNP '« LP=PN<+<=1L 1‘1 v‘l ‘JQ = 1‘1 V‘l V"Q 0 01
I | [loo

I _—

<— |Lu Lv; Lvy| =10 u v

. |

Ou seja, os vectores coluna de P verificam

Lu=0, Lvy=u, Lvy=vy. (8.13)

Estas igualdades significam que u é um vector préprio de L associado ao valor
proprio zero, e que os vectores (linearmente independentes) v;, vy sdo obtidos
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a partir de u de modo a verificarem as igualdades (8.13). Assim, tomando u =
(0,1,0) € N(L),osistema Lx = utemsolugao geral S = {(1/3,¢t,—1/3) : t € R}.
Tomando, por exemplo, vi = (1/3,0,—1/3) € S e resolvendo agora Lx = v,
resulta vo = (1/9,0,2/9) (por exemplo). Assim, uma matriz P que satisfaz a
igualdade L = PNP~1¢

0 1/3 1/9
P=1[1 0 0
0 —1/3 2/9

¢

No exemplo anterior ndo foi necessario usar o resultado do Teorema 8.1 so-
bre a dimensdo do(s) maior(es) bloco(s), mas apenas o resultado sobre o nimero
de blocos em N. No entanto, como veremos no préximo exemplo, o resultado
enunciado no Teorema 8.1 sobre as dimensdes de cada bloco da matriz N nao é
despiciendo.

Exemplo 8.4. Considere-se a matriz

3 3 2 1
-2 -1 -1 -1
L= -1 1 0 -1
-5 —4 -3 =2

A matriz L tem determinante nulo uma vez que a quarta linha, L4, é igual a
Ly — L. Portanto, zero é valor proprio de L. De facto, L ¢ nilpotente uma vez
que L3 é a matriz nula. Se usarmos o método de eliminag@o de Gauss, concluimos
que L tem caracteristica 2, e portanto o valor proprio zero tem multiplicidade
geométrica igual a 2 (ja que, dim N(L) = 4 — car(L) = 2). Do Teorema 8.1,
podemos ja concluir que a forma de Jordan N de L tem dois blocos. Contraria-
mente ao que acontecia no exemplo anterior, como agora L é 4 X 4, o nimero de
blocos néo determina a forma de N. De facto, para uma matriz 4 x 4 podemos
ter dois blocos 2 x 2, ou um bloco 3 x 3 e um bloco 1 x 1. Isto significa, que
conhecer a multiplicidade geométrica do valor proprio zero de L ndo € suficiente
para concluir qual é a forma de Jordan da matriz.

Para determinar /N devemos ter em conta o indice de nilpoténcia de L. Como

—4 4 0 —4

, |2 =20 2

=19 0 0 ol
6 60 6
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e L? é a matriz nula, o indice de nilpoténcia de L é k = 3. Do Teorema 8.1,
conclui-se que o maior bloco de IV é 3 x 3. Por conseguinte, N tem dois blocos,
N; do tipo 3 x 3e Ny dotipo 1 x 1. Ou seja,

0100
0010
N_OOOO

0000

Pretendemos agora determinar uma matriz P tal que L = PNP~!. Para tal,
vamos seguir o método explicitado na demonstracido do Teorema 8.1, comec¢ando
por construir uma base B para o ndcleo de L. Esta base € obtida completando
bases S; dos espagos M; = EC(L") N N (L), que verificam

{0} = My C My C My C My = N(L).

A matriz L? tem caracteristica igual a 1, as suas colunas sdo dependentes e geram
um espacgo de dimensdo 1, ou seja, dim M, = 1. Uma base S, para My € .Sy =
{(—4,2,0,6)}. Neste caso, o espago M; = EC(L)NN(L) éigual a M, uma vez
que, usando (8.10), a sua dimensio é

dim M, = car(L) — car(L?*) =2 — 1= 1.

E fécil verificar que juntando a S o vector (—1, —1, 3, 0) se obtém uma base para
N(L) = M. Ou seja, uma base do niicleo de L verificando as condi¢des da base
Bem (8.6)é B=S,USy=1{(—4,2,0,6),(—1,—1,3,0)}.

Construam-se agora as duas cadeias de Jordan associadas a cada vector da base
B. Uma vez que o vector by = (—4,2,0,6) pertence a S», uma cadeia de Jordan
Iy, é formada por trés vectores, enquanto que a cadeia de Jordan [y,,, associada a
by = (—1,—1,3,0), é constituida apenas pelo vector by.

Determinando uma solugio x, do sistema L*x = b, obtém-se, por exemplo,
x2 = (1,0,0,0). Uma cadeia de Jordan Iy, é

Ip, = {L*%2, Lxo, %2} = {(—4,2,0,6), (3,-2,—1,-5),(1,0,0,0)}.

Uma matriz P tal que L = PNP~!, é a matriz que tem por colunas os vectores
L?x5, LXy, X3, by, por esta ordem. Ou seja,

-4 3 1 -1
2 =20 -1
P= 0 -1 0 3
6 -5 0 0

480



Capitulo 8. Matrizes quadradas ndo diagonalizaveis

Nota 51. Salientamos que nem todas as bases do niicleo N (L) permitem deter-
minar cadeias de Jordan associadas aos seus vectores. No exemplo anterior, o
conjunto {(—5,1,3,6),(—1,—1,3,0)} é uma base do niicleo de L, e ndo existe
nenhuma cadeia de Jordan com trés vectores associada aos vectores desta base
(o0 sistema L*x =y é impossivel paray = (—5,1,3,6) ey = (—1,—1,3,0)).

Vimos que € essencial saber determinar bases para os espagos M; = EC(L)N
N(L). No exercicio seguinte, indica-se um método para o calculo de uma base
para a intersec¢do EC'(B) N N(L).

Exercicio 8.1. Seja L uma matriz do tipo p X n e B uma matriz n x k. Mostrar
que uma base BB para EC'(B) N N (L) se obtém do seguinte modo:

i) Determinar uma base {xy, ..., X} para EC(B).
ii) Seja X a matriz cujas colunas sdo os vectores {Xj,...,Xs}.
iii) Determinar uma base {uy, ..., u,} para o nicleo de LX.

iv) Uma base para EC(B) N N(L) é B = {Xuy,..., Xu,}.

Resolucdo: E facil verificar que os vectores de BB pertencem a EC(B) N N(L).
Com efeito, Xu; pertence ao espago das colunas de X e ao nucleo de L (ja
que LXu; = 0). Como EC(X) = EC(B), tem-se portanto que X u; pertence
EC(B)NN(L).

Prove-se agora que B é uma base de EC'(B) N N(L). Seja Y a matriz que tem
por colunas os vectores uy, . . ., u,.. Comecemos por mostrar que 3 € um conjunto
linearmente independente. Para tal, basta mostrar que a matriz XY, do tipon x r,
tem caracteristica igual a r. Da expressao (8.9) resulta

car(XY) = car(Y) —dim EC(Y) N N(X) = car(Y) = r,

onde na tltima igualdade se aplicou o facto de NV (.X') = {0} (as colunas de X sdo
linearmente independentes) e portanto EC(Y) N N(X) = {0}.

Falta mostrar que dim £C(B) N N(L) = r. Pelo Teorema da dimensao para
matrizes, a igualdade (8.9) € equivalente a

car(LyxnXnxs) = car(X) —dim EC(X) N N(L) <=
= s —dim N(LX) = s — dim N(X) — dim EC(X) N N(L).
Por conseguinte,
dim N(LX) = dim N(X) + dim EC(X) N N(L). (8.14)

Como EC(X) = EC(B) e dim N(X) = 0,daigualdade anterior resulta dim FC(B)N
N(L) =dim N(LX) =r.

Em conclusdo, B é uma base de EC(B) N N(L). A
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Exercicio 8.2. Seja L uma matriz nilpotente de indice k.
Mostre que M, = EC(L*Y) N N(L) éigual a M;,_, = EC(L*1).
Sugestdo: Usar, por exemplo, a igualdade (8.14). A

No exemplo que se segue aplicamos o Exercicio 8.1 na determinacio da forma
de Jordan de uma matriz A com um tnico valor préprio.

Exemplo 8.5. Considere-se a matriz

4 5 =7 6 1
0 -4 12 -8 0
A=10 -1 6 0 O
0 5 =7 10 O
0O 0 0 0 4

E 6bvio que A = 4 é um valor préprio de A, e calculando o polinémio carac-
teristico de A verifica-se que 4 € o Gnico valor proprio. No Exemplo 8.2 vimos
que a forma de Jordan de A se obtém da forma de Jordan da matriz nilpotente
L = A — 4]. Determine-se a forma de Jordan para L. Esta matriz é

0 5 -7 6 1
0 -8 12 -8 0
L=A-4I=1{0 -1 2 0 O
0 5 =7 6 0
0O 0 0 0 0

E facil ver que a ordem do maior menor principal de L ndo nulo é 3, pelo que a
caracteristica de L é 3 (ver Proposicdo 3.11, pag. 149). Portanto,

dimN(L) =dimN(A —4]) =dimE(4) =5—-3=2.

O valor proprio A = 0 de L possui multiplicidade geométrica igual a 2. Logo,
o Teorema 8.1 diz-nos que a forma de Jordan NV para L tem dois blocos. Para
determinar o tipo dos blocos de N calcule-se o indice de nilpoténcia de L.. Como
L? é a matriz nula e L? é ndo nula, tem-se que o indice de nilpoténcia de L ¢ igual
a 3. Portanto, a ordem do maior bloco de N é igual a 3. Sendo a matriz L do tipo
5 X b, a inica maneira de N possuir dois blocos em que um deles é do tipo 3 x 3
€ o outro bloco ser do tipo 2 x 2. Isto é,

01000
00100
N=10 0 0 0 0
0 00O01
00000
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Consequentemente, a matriz (N + 41)
Exemplo 8.2), ou seja,

J é a forma de Jordan para A (ver

41000
04100
J=10 0 4 0 0
00041
0000 4

Determine-se agora uma matriz P tal que LP = PN. Para tal vamos seguir o
método explicitado na demonstracdo do Teorema 8.1, comecando por construir
uma base B do nicleo de L como em (8.6). Sendo £ = 3 o indice de nilpoténcia
de L, os espagos M; = EC(LY) N N(L) verificam

{0} = M3 C My € M, € My = N(L).
Do Exercicio 8.2, tem-se My, = EC(L?). A matriz L? é

0 -3 4 —40
0 12 —-16 16 O
=10 6 -8 8 0
0 -3 4 —-40
0 0 0 0 0

Cada linha da matriz L? é maltipla das restantes, pelo que uma base para o espaco
das colunas de L? é formada por uma qualquer coluna niio nula de L?. Assim,
considere-se a base Sy = {(—3,12,6,—3,0)} de EC(L?).

Uma cadeia de Jordan associada a S5 tem trés vectores. Como ja conhecemos
a forma de Jordan N, sabemos que existem duas cadeias de Jordan (uma por cada
bloco de V) uma com trés vectores e outra com dois vectores. A cadeia de Jordan
com trés vectores é construida a partir de um vector de S, e a outra tem de estar
associada a um vector de S;. Pelo que, sem calculos adicionais, se conclui que
M, = My = N(L).

Usemos agora o procedimento do Exercicio 8.1 para construir uma base B =
S5 U S; do nicleo de L nas condigdes da base em (8.6). As colunas 3,4, e 5 de
L formam uma base para o espaco das colunas de L. Seja X a matriz constituida
por estas colunas. Entdo,

-7 6 1 4 -4 0
12 -8 0 —-16 16 0
X=12 0 0l=LX=|-8 8 0
-7 6 0 4 -4 0
0 0 0 0 0 O
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Uma base para o nicleo de LX ¢é formada pelos vectores u; = (1,1,0),us =
(0,0,1). Logo, pelo Exercicio 8.1, os vectores Xu; = (1,0,0,0,0) e Xuy =
(—1,4,2,—1,0) formam uma base para M; = EC(L) N N(L). Uma vez que
by, = (—3,12,6,—3,0) e 0 vector b; = Xu; = (1,0,0,0,0) sdo linearmente
independentes, podemos tomar S; = {by}. Como dim N(L) = 2, a base B =
Sy U S; € uma base para o nicleo de L verificando as condi¢gdes da base B em
(8.6).

Construam-se agora cadeias de Jordan associadas a b, e by, cadeias estas que
tém, respectivamente dois e trés vectores. Uma soluciio do sistema L?x = by é
xz = (0,1,0,0,0), e portanto uma cadeia de Jordan associada a by é

In, = {L*x2, Lxs, %2} = {(—3,12,6,-3,0), (5, -8, —1,5,0), (0,1,0,0,0)}.
Uma solugio de Lx = by é x; = (1,0,0,0,0). Logo,
Ibl = {LX17 Xl} = {(17 07 07 07 0)7 (07 07 07 07 1)}

Uma matriz P tal que P~'LP = N tem por colunas os vectores de [y,, e Iy, (pela
ordem pela qual aparecem nesses conjuntos), isto €,

-3 5 010
12 -8 1 0 0
P=]6 -1 000
-3 5 000
0 0 001

¢

8.2 Forma candnica de Jordan para matrizes qua-
dradas

Nos exemplos 8.2 e 8.5, viu-se que a forma de Jordan de uma matriz A com um
tnico valor proprio A se obtém da forma de Jordan da matriz nilpotente (A —
Al). Vamos agora mostrar que no caso geral do espectro o(A) ter cardinalidade
superior a 1, a forma candnica de Jordan de A é obtida a partir das formas de
Jordan das matrizes (A — \;I), em que \; ¢ um valor proprio de A.

Seja A um matriz do tipo n x n, com espectro o(A) = {A;, Aa, ..., As}.
Pretendemos mostrar que A é semelhante a uma matriz diagonal por blocos J, tal
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que
JA) O o)
B O J) -~ O
PlAP=J=| . A S, (8.15)
O O - J\)

onde cada bloco J()\;) de J é ainda uma matriz diagonal por blocos, cujos blocos
Ji(\;) sdo da forma
A1

To(Ni) = co a
A

onde as entradas omissas s30 zeros.

Em primeiro lugar, facamos algumas observacdes sobre o significado de uma
matriz ser semelhante a uma matriz diagonal por blocos.

Como se viu no Capitulo 6, qualquer matriz R, de ordem n, pode ser vista
como a representacdo matricial de uma func¢ao linear 7’ : W — W,comdim W =
n,em relagdo a uma base B fixadaem W. Seja B = (¢1, .-, ¢, i1, - - - , @) UMA
base de W e suponha-se R = M (T, B, B) tem forma

Xoxr Y;"X(n—r)

R = M(T, B, B) = |: (9] Z(nfr)x(nfr) .

Da defini¢do de matriz que representa uma func¢@o linear, tem-se

(T(g1))s

Da igualdade anterior, conclui-se que as imagens por 7' dos primeiros 7 vectores
da base B pertencem ao espago gerado por esses vectores. Ou seja,

err Y;"X(nfr) :| _ ‘ . ( ‘ ‘ L. ‘
O Z(n—r)x(n—r)

T(q:;) € Span{q1,...,q,}, parai=1,...,r.

Como 7' é uma fungéo lineare {q1, ..., ¢.} é umabase de U = Span{q, ..., ¢},
resulta que U é um subespago invariante por 7', isto é, T(U) C U. No caso
da matriz YV ser igual a matriz nula, conclui-se igualmente que os dltimos n — r
vectores de B geram um subespaco V' invariante por 7', e portanto que W =
U @ V,onde U e V sdo subespacos invariantes por 7'.

485



8.2. Forma canénica de Jordan para matrizes quadradas

Matrizes que representam uma certa funcdo linear 7' : W — W em relagéo
a bases distintas fixadas em W sdo matrizes semelhantes. Nomeadamente, se
R = M(T,B,B)e S = M(T,B',B), entdo existe uma matriz invertivel () tal
que Q71SQ = R. A matriz () é a matriz que realiza a mudanca da base BB para
B', ou seja, Q = Mp, g (cf. Proposi¢do 6.8, pag 346).

Suponha-se agora que S é semelhante a uma matriz R diagonal por blocos,
isto é,

Ry

Q'SQ=R= = (8.16)

R

onde as entradas omissas s@o matrizes nulas. Considere-se a parti¢do Q = [Q1] - - - |Qi],
em que o nimero de colunas de cada bloco ); € igual a ordem de R;. A relagdo
(8.16) significa que a matriz R representa 7' em relacdo a uma base B = By, U
...U By,, onde By, é uma base de um subespago invariante por 7. As colunas de
cada bloco ); de () geram o subespaco U; invariante por 7' (ou equivalentemente,
o subespacgo U; invariante pela matriz R?).

Em resumo,

Uma matriz S, de ordem n, é semelhante a uma matriz diagonal por
blocos R, como em (8.16), se e s6 se existe uma matriz invertivel
Q = [Q1|---|Q], tal que as colunas de cada (); geram um subespago
invariante por R.

Exemplos de subespagos invariantes por uma matriz R s@o o nicleo e o espaco
das colunas de uma qualquer poténcia positiva de 7, ja que

y € EC(RP) <=y = RPx paraalgum x = Ry = RF"'x = RP(Rx)
<= Ry € EC(RP).
x € N(R) <= R'x =0 = R’"'x =0 <= R’(Rx) =0
= Rx € N(RP).

Mostrar que uma matriz A admite uma forma de Jordan como em (8.15) passa
pela prova de que C” se pode escrever como a soma directa de subespacos invari-
antes por A.

Comegamos por mostrar que uma matriz quadrada A ndo invertivel é seme-

lhante a uma matriz com dois blocos na diagonal, em que um desses blocos é
nilpotente e o outro € invertivel (ver Proposicdo 8.2 abaixo).
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Seja R uma matriz de ordem n e considerem-se os nticleos e os espacos das
colunas das poténcias ndo negativas de 2. Como,

N(RP) C N(RP), EC(RP) D EC(RFTY),
tem-se

N(R) C N(R*) C---C N(RFY) C N(RP) C N(RPTH C -+

EC(R)2 EC(R*)2---2 EC(R"") 2 EC(R’) 2 EC(R*Y) D .
(8.17)
Estas inclusdes dizem-nos que a dimensdo de N(RP) aumenta com p e que a
dimensdo de EC(RP) diminui com p. No entanto, tem de existir necessariamente
uma poténcia de R a partir da qual N(RP) = N(RPT!), caso contrério existiria
uma poténcia de R para a qual a dimensdo do seu ndcleo seria maior do que a
ordem de R, o que é impossivel. Seja k o menor inteiro positivo tal que N (RF) =
N(RF1). Como dim EC(R*) = car(R*) = n — dim N(RF), temos EC(R¥) =
EC(RP) parap > k.
Para referéncia futura, passamos a definir indice de uma matriz.

Definicao 8.2. Indice de uma matriz
O indice de uma matriz quadrada A é o menor inteiro ndo negativo k tal que

N(A*) = N(A*1)) ou equivalentemente, tal que EC(A*) = EC(AM™M).

Se A é invertivel o seu indice € igual zero.

Mostramos de seguida que matrizes singulares de indice &k sdo semelhantes a ma-
trizes diagonais por blocos, com um bloco nipotente € um bloco invertivel.

Proposicao 8.2. Seja A ¢ uma matriz de ordem n singular, de indice k, e tal que
car(A¥) = s.
Existe uma matriz invertivel () tal que

o } : (8.18)

QT AQ = [o Cirs

onde [ é uma matriz nilpotente de indice k£, e C' € uma matriz invertivel do tipo
s x s. As primeiras (n — s) colunas de () formam uma base do nicleo N (A*) e
as tltimas s colunas de () uma base para o espaco das colunas EC/(A*).
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Passamos a designar a matriz L em (8.18) por parte nilpotente de A.

Demonstracdo. Ja vimos que N(A*) e EC(AF) sdo subespacgos invariantes por
A, e pelo Teorema da dimensao para matrizes, a soma das suas dimensoes é igual
a n. Para provar que estes subespacos sdo complementares, ou seja, que C" =
N(A*)@® EC(AF), falta mostrar que N(A¥)NEC(A*) = {0}. Sejax € N(A*)N
EC(A¥), ou seja,

APx =0, e x= Ay paraalgumy e C".

Entao,
Afx = Ay =0 =y € N(A*) = N(A") = x = 0.

Considere-se a matriz em blocos (Q = [X|Y] tal que as colunas do bloco X e do
bloco Y constituem, respectivamente, uma base de N(A*) e de EC(A*). Como
N(A¥) e EC(AF) sdo subespagos invariantes por A, a matriz Q' AQ) é uma ma-
triz diagonal por blocos, com dois blocos L e C' na diagonal de ordens, respecti-
vamente (n — s) e s, uma vez que dim FC(A*) = car(4*) = s.

Mostremos agora que a matriz L € nilpotente e que C' € invertivel. Para tal

. . . Z .
considere-se que Q! esté particionada na forma Q! = {W} em que o nimero

de linhas de Z é (n — s). Como (Q1AQ)* = Q1 A*Q, tem-se

[gﬂ gk] =Q 'AFQ = % AF[X|Y] = {% [AFX|ARY]

_[zAkx  zAYY] [0 ZARY
T WARX WAFY| T |0 WAkY |

onde a ultima igualdade resulta do facto da colunas de X formarem uma base
do nicleo de A*. Da igualdade anterior, obtém-se L¥ = O. Além disso, como
matrizes semelhantes t€m a mesma caracteristica, tem-se

s = car(A") = car(Q ' A*Q) = car(C*).

Sendo C* uma matriz de ordem s e car(C*) = s, conclui-se que C* ¢ invertivel e
portanto C' também o €.

Para verificar que L é nilpotente de indice k, falta mostrar que L*~! # O.
Suponha-se, por absurdo, que o indice de L nio é k, ou seja, que L*~! = O.
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Entao,

0) Ok—l (@) Ck—l
= car(C*!) = 5 = car(4"),

car(AM 1) = car(Q ' AMTIQ) = car {Lkl o } = car {O o ]

o que é impossivel, ji que por defini¢io de indice de A se tem car(A*1) <
car(A¥). Portanto, L*~1 # O. O

Aplicamos agora a proposic¢do anterior e o Teorema da forma de Jordan para
matrizes nilpotentes, para obter a forma de Jordan de uma matriz quadrada A.
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Teorema 8.2. Forma canénica de Jordan
Para toda a matriz A de ordem n, com espectro o(A) = {A1, Aa,. .., A\s},
existe uma matriz invertivel P tal que

JN) 0 - 0
0 JO) -+ 0

PlAP=J=| | (:2) AR (8.19)
0 0 - JO

e J possui um bloco J(\;) para cada valor préprio \; € o(A).

e Cadabloco J(\;) tem ¢; = dim N(A — X;I) blocos de Jordan

LN 0 -0

0 Jo(N;) - 0
Jo) = 2(.), .
0 0 Ji. (\i)

com
Aol
Je(N;) =
1
A

e A ordem dos maiores blocos em J(\;) é k;, onde k; é o indice de (A—\;I).
e O nimero de blocos de Jordan em J(\;) do tipo j x j, é dado por
ri—1(X) = 2r(A) + 7 (M),
onde 7;(\;) = car(A — \I).

A matriz J é designada por forma candnica de Jordan para A. A menos de uma
reordenacdo de blocos a matriz J € tnica.

Demonstragdo. Se \; é um valor proprio de A, a matriz (A — \;I) € singular. A
Proposicao 8.2 garante que (A — \;I) é semelhante a uma matriz diagonal por
blocos, sendo um dos blocos na diagonal uma matriz nilpotente L; e o outro uma
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matriz invertivel C;. Isto €, existe uma matriz invertivel X; tal que

Li O] . (8.20)

-1 . o
XN A= ANDX; [o .

Uma vez que L; € nilpotente, pelo Teorema 8.1, existe uma matriz invertivel Y; tal
que

YUY = N(A) = o , (821)
N, (M)
onde:

e Cada bloco N;();) ¢ uma matriz triangular superior com todas as entradas
nulas excepto as da supradiagonal que sdo todas iguais a 1.

e Existem ¢; blocos em N();) onde t; = dim N(L;) = dim N(A — \;1).
e O ntimero de blocos do tipo j x j em N(J\;) é dado por (8.12):
car(A — NI —2car(A — \I) + car(A — NI

Mostramos agora que a matriz A é semelhante a uma matriz diagonal por blocos,
com dois blocos na diagonal, um bloco que é J(\;) e o outro bloco nio tem \; no
seu espectro.

Y, O .. .
. Esta matriz € invertivel uma

Para tal, considere-se a matriz (); = X; [ o I

vez que X; e Y; sdo invertiveis. Portanto,

vl O Y, O
-1 . P g -1 — . . ?
Qr(A=XDQi =1 g 1]”2‘ (A= AMD)X; {o I]

-1
_ Y O] [Li O] [Y O] (por (8.20))

0 ][0 ¢]|o 1
[NoO
“lo af

Equivalentemente,

Ni+MNI O } _ [J()\i) O} 7 (8.22)

-1 o
@ AQi_[ O Ci+Al O A
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8.2. Forma canénica de Jordan para matrizes quadradas

com A; = C; + \;1. De (8.21), segue que o bloco J();) é da forma

Ni(N) + NI O O
O No(Ai) + Nl 0]
0] o) c N (M) + AT

Determinemos agora o espectro de C;+\;/ = A,;. Para tal, note-se que se (X ) =
{11, .., pr} é o espectro de uma qualquer matriz X, entdo o espectro da matriz
(X+60I)éo(X+0I)={m+0,...,u,+0},umavezquedet((X+60I)—\) =
det(X — (A =0)I).

Como matrizes semelhantes t€m os mesmos valores proprios e a matriz C; em
(8.20) é invertivel, temos que \; ndo pertence ao espectro de C; jaque 0 ¢ o(C;)).
Da igualdade (8.20) segue ainda que o espectro de C; é

U(CZ> = {()‘1 - )‘Z)v SRR (/\i—l - )‘i)a (/\i-i-l - )\1)7 R ()‘s - )\z)} :

Portanto O'(OZ + )\z-[) = U(Al) = {Al, ey )\i—ly )‘i+1> ey )‘s} = O'(A) \ {Az}

Escolha-se outro valor préprio \; do espectro de A, distinto de A;. Repetindo
o procedimento anterior agora para a matriz (A; — A;/) em (8.22), obtemos uma
matriz invertivel (); tal que

Q7 (A — NIQ; = [J((/)\j) C; —?Ajl} - {J(Sj) z(&)]] ’

onde o espectrode A; é o(A;) = o(A) \ {\i, \;},e obloco J();) tem as propri-
edades acima indicadas para o bloco J()\;) com \; substituido por J;.

Tomando a matriz invertivel S; = Q); {(l) 8 } ,de (8.22) resulta
J
JN) O O
S;lASj = O J()\]) O com O'(Aj) = O'(A) \{)\Z,)\J}
O O A,

Continuando este processo até esgotar os valores proprios de A, conclui-se
que A é semelhante a uma matriz diagonal por blocos, em que cada bloco é da
forma J(\;) = (N; + A\iI), onde NN; é forma de Jordan para a parte nilpotente de
(A= N\I).

A unicidade de J (a menos de um reordenag@o dos blocos) segue como con-
sequéncia da unicidade da forma de Jordan de cada uma das matrizes nilpotentes
N(X\;). U
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Capitulo 8. Matrizes quadradas ndo diagonalizaveis

Para referéncia futura, definimos indice de um valor préprio A da matriz A
como sendo o indice da matriz (A — \I).

Definicao 8.3. Seja A uma matriz quadrada e A um valor proprio de A.
O indice de A é o indice da matriz (A — AI). Ou seja, o indice de A é o menor
inteiro positivo k tal que N(A — A\I)F = N(A — )<L,

Como veremos no proximo exemplo, a forma candnica de Jordan de uma ma-
triz A possui toda a informago sobre os valores proprios de A.

Exemplo 8.6. Suponhamos que A ¢ uma matriz com a seguinte forma de Jordan:

o O Ot

1
)
0

ot — O

O N
N =

I 3]

A matriz A é do tipo 9 x 9 e o seu espectro é o(A) = {5, 2, 3}. As multiplicidades
algébricas (mult alg) e geométricas (mult geom) destes valores proprios, bem
como o indice (ind) de cada valor proprio, obt€ém-se da forma de J. Assim,

e A multiplicidade algébrica do valor préprio A € dada pelo tamanho do bloco
J(A) em J,

multalg(5) =5, multalg(2) =2 e multalg(3) = 2.

e A multiplicidade geométrica do valor préprio A, ou seja, dim N(A — \I),é
dada pelo niimero de blocos de J(\),

mult geom(5) =2, mult geom(2) =1 e mult geom(3) = 2.

e O indice do valor proprio A é a maior ordem dos blocos na diagonal de J(\),

ind(5) =3, nd(2)=2 e nd(3)=1.
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e O valor préprio 3 tem indice 1, ou seja, 3 € um valor préprio semi-simples
de A. Recorde-se que um valor proprio A € semi-simples se as suas multi-
plicidades algébrica e geométrica sdo iguais. Neste caso, a restricdo de A
ao ntcleo de (A — AI) é diagonalizavel embora a matriz A possa néo o ser.

¢

Uma matriz invertivel P tal que P~*AP = J,onde J = diag(J(\1), ..., J(As))
¢ a forma de Jordan de A, é obtida de forma analoga ao caso de matrizes nilpo-
tentes, construindo-se agora cadeias de Jordan associadas a vectores proprios de
A. Mais explicitamente, para cada valor proprio \; de A de indice k; e de multi-
plicidade geométrica ¢;, constrdi-se uma base B; = S, U --- U S U Sy para o
nicleo (A — \;/) da seguinte forma:

Determinam-se conjuntos .S; tais que

e S, 1 é uma base para My, = EC(A — \1)* PN N(A— \I).
® S;,_1 U Sk _o éumabase para M, o = EC(A — NN 2N N(A - N\I).
°:

e Bi=S5_1U---US;USy={by,...,b;} é uma base para N(A — \;I).

Seguidamente, para cada vector b, € B;, constroi-se uma cadeia de Jordan [, da
seguinte forma:
e Se b, € S;, determina-se uma solugéo x,. do sistema (A — \;/)’x = b,. A
cadeia I, é constituida pelos vectores (A— N\, 1)/ x,., (A=NI) 1%, ..., %,.
Os vectores de [}, sdo: um vector proprio de A, b, = (A4 — N I)’x,, e
os restantes vectores (associados ao vector proprio b,.) séo designados por
vectores proprios generalizados, de ordem j.

e Os vectores b, = (A — NIVx, y1 = (A= NI %, ..., y; = x,,da
cadeia Iy, , verificam:

(A=XNI)b,=0 <= b, € um valor préprio de A
(A=XDyi=b, = (A-XNI)?’y;1=0
(A= ADya=y1 = (A=\I)’y2=0

Ou seja,

y; € N(A= NI e y; & N(A— \I). (8.23)
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e Sendo P, a matriz cujas colunas sdo os vectores b,,yi,...,y;, por esta
ordem, tem-se AP, = P, J,()\;),com

Y|
Ji(\i) =

1
Ai

e Oconjunto Z; = I, U--- U Ibti ¢ uma base de um subespago de C" de
dimens@o p, onde p € a multiplicidade algébrica de \;. Além disso, a ma-
triz P; que tem para colunas os vectores de Z;, ordenados da forma acima
indicada, € tal que

J1(\) 0 . 0
0 Ja(N) - 0
AP, = PJ(N) = B . . ,
0 0 cee Jy (M)
e A matriz P é uma matriz em blocos P = [P, || - --|P;] em que cada P, é

a matriz definida no item anterior.

No exemplo seguinte determinamos a forma de Jordan .J de uma matriz A bem
como uma matriz P tal que P~1AP = J.

Exemplo 8.7. Determinemos a forma candnica de Jordan da matriz

(5 2 -3 2
-1 -6 16 -—11
0 —4 11 -4
1 5 =7 10
13 -4 3
0o 3 -4 4 -1

o O OO
s O O O O

O espectro de A é o(A) = {3,5}. O valores proprios 3 e 5 t&ém, respectivamente
multiplicidade algébrica 2 e 4. A forma de Jordan de A possui dois blocos J(3) e
J(5), ou seja, A é semelhante & matriz

J = [‘](()5) J(()S)} : (8.24)
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onde J(5)é4 x 4e J(3) é2 x 2. Para determinar J(5) e J(3), comegamos por
determinar a multiplicidade geométrica dos valores proprios de A. Resolvendo os
sistemas (A — \;1)x = 0, conclui-se que

E(5) = {(a,b,qd,e,f) €R5:a:d—e,b:—4d+3e7c:—2d+26,f20}.

EB) ={(a,b,c,de) R :a=b=c=d=0,e=—-2f}.

Ou seja, dim £(5) = 2 e dim F(3) = 1. Portanto, J(5) é formado por dois blocos
e J(3) por um bloco. Dado que J(5) é 4 x 4, a multiplicidade geométrica do valor
proprio 5 ndo permite concluir se serdo dois blocos 2 x 2, ou um bloco 3 x 3 e um
bloco 1 x 1. No entanto podemos ja concluir que J(3) é a matriz

7(3) = B é] .

Calculando as poténcias (A —51)% e (A — 51)3 verificamos que o indice de A = 5
é igual a dois, uma vez que N(A — 5I)> = N(A — 5I)3. Por conseguinte, como
J(5) é formado por dois blocos e 0 maior bloco ¢ de ordem 2, tem-se

J(5) =

O O O Ot
o O Ot
o ot O O
ol = O O

Determinemos agora uma matriz P tal que P~*AP = .J, em que J ¢ da forma
(8.24). A quinta e sexta colunas de P sdo, respectivamente, um vector proprio
u associado ao valor proprio 3, e um vector proprio generalizado determinado a
partir de u, resolvendo o sistema (A —3/)x = u. Tome-se para u € E(3) o vector
u = (0,0,0,0,—2,1). Um vector préprio generalizado é v = (0,0,0,0,—1,0),
como facilmente se verifica calculando (A — 31)v.

Para determinar as quatro primeiras colunas de P, vamos comecar por calcular
uma base para N (A — 5I) da forma Sy, U- - -U Sy, onde k; é o indice de A\ = 5.
Como o indice de A = 5 € igual a 2, os subespagos M; = EC(A—5I) N N(A—
5I) verificam:

{0} = My C My € My = N(A—5I).

Sendo dim N(A—51) = 2,0 espago das colunas de (A—57) tem dimenséo 4. Para
determinar uma base S; de M usamos agora o procedimento do Exercicio 8.1.
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Para tal, considere-se uma matriz X cujas colunas formam uma base de EC'(A —
51),

0 2 -3 2 0 0 3 2 0 0
~1 —11 16 —11 0 0 16 —11 0 0
0 -4 6 -4 0 0 6 -4 0 0
A=SI=\1 o 4 5 o ol =%X=|7 5 0 o
1 3 -4 3 0 4 4 3 0 4
(0 3 —4 4 -1 —4 4 4 -1 —4]

O nicleode (A —51)X é
N((A-50)X)={(a,b,c,d) eR*: a=b—c/4,d=0}.

Uma base de N((A — 51)X) é formada pelos vectores w; = (0,1,4,0) e wy =
(1,1,0,0). Por conseguinte, do Exercicio 8.1, uma base S para M; é formada
pelos vectores Xw; = (2,—11,—4,5,3,0) e Xwy = (—1,5,2,—2,—1,0). Te-
mos portanto, M; = My = N(A — 5]), e uma base S; é

Sy = {wy,wo} = {(2,—11,-4,5,3,0), (—1,5,2, -2, —1,0)}.

Resolvendo o sistema (A — 5/)x = b para b = w; e b = ws, obtemos vectores
proprios generalizados associados, respectivamente a w; € a w,. Nomeadamente,
0s vectores:

vi = (4,-12,-8,1,0,0),  vo=(0,1,1,0,—1,0).

Uma matriz P, tal que P! AP = J, tem por colunas 0s vectores wy,y, W, Y2, U
e v, por esta ordem, ou seja,

[ 2 4 -1 0 0 O

-1 -12 5 1 0 O

-4 -8 2 1 0 0

P= 5 1 -2 0 0 0

3 o -1 -1 -2 -1
0 0 0O 0 1 0

Note-se que sabendo que J(5) era constituido por dois blocos 2 x 2 e que cada
cadeia de Jordan associada a um vector de S; tem (j + 1) vectores, poderiamos
ter concluido imediatamente que M; = My = N(A — 51). ¢
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8.3 Solucao geral do sistema de EDOs x' = Ax

No Capitulo 4 vimos que o conjunto solu¢ao geral de um sistema de equacdes
diferenciais x’ = Ax é um espaco linear de dimensédo 7, onde n é a ordem da
matriz A (ver Exercicio 4.4, pag. 222). Assim, para determinar a soluc@o geral de
x’ = Ax, onde A é uma matriz real de ordem n, precisamos de n solugdes (re-
ais) linearmente independentes do sistema. Quando a matriz A é diagonalizavel,
podemos obter n solugdes linearmente independentes do sistema de EDOs a par-
tir de uma base constituida por vectores proprios. De facto, da Proposicédo 4.13
(pag. 225) sabemos que e*u é solucio de X' = Ax se e s6 se u é um vector proprio
de A associado ao valor proprio A. Além disso, se a matriz A tem valores proprios
complexos, para cada par A, A de valores proprios (complexos) conjugados, sio
solugdes reais (linearmente independentes) do sistema: Re(e*u) e Im(e*u), com
u um vector proprio associado a A. Por conseguinte, se B = {uj,u, - ,u,} é
uma base de vectores proprios de A, com u; associado ao valor proprio \;, uma
base para o conjunto solucdo geral do sistema de EDOs é dada pelas seguintes
solugdes:
Mty para )\; € R,

Re(etitu;) e Im(eMtu;)  para cada par A;, \; de valores préprios (complexos)
conjugados.

No caso em que A ndo é diagonalizavel, ndo existe um nimero suficiente de
vectores proprios que possibilite a construcdo de uma base do conjunto solugdo
geral da equagdo diferencial X’ = Ax. No entanto, o Teorema 8.2 garante a
existéncia de uma base de C" formada por vectores proprios e vectores proprios
generalizados. Pretendemos agora obter solu¢des da equagdo diferencial x' = Ax
a partir de vectores proprios generalizados.

Seja A um valor préprio de A e u um vector proprio associado a partir do qual

se constrdi a cadeia de Jordan [, = {u,y1,...,y,}. Como vimos anteriormente,
I, ¢ um conjunto linearmente independente e seus vectores satisfazem:
(A—X)u =0
(A=X)y; =u
(A=A)y: =w (8.25)

(A=A)yp =¥p-1-

Na proposi¢@o que enunciamos a seguir estabelecem-se solugdes (linearmente
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independentes) da equag@o diferencial X’ = Ax associadas aos vectores de uma
cadeia de Jordan I,,.

Proposicao 8.3. Seja I,, = {u,y1,...,y,} uma cadeia de Jordan contruida a
partir do vector proprio u de A, verificando as relagdes (8.25).
As fungdes

(t)=eM |yr1 +ty —|——t2y +-+ e y1+ L u
X e _ _ g4
k k-1 k=21 53 k—2) 1 TEnNE

para k = 1,...,p + 1, sdo solucdes linearmente independentes do sistema de
EDOs, x' = Ax.

Demonstragcdo. Mostremos que xj(t) € solugdo de x' = Ax. Derivando a ex-
pressdo de x;, em ordem a ¢, temos
2 k—2 k—1
xp(t) = e |:ka1 +tyg—2 + tQ—IYk73 + -+ (,2_2)!}’1 + (Z_l)lu] 8.26)
k—3 k—2 -
+6)\t |:yk—2 + tYk—s + et (Z,g)g}’l + (272)!11} .

Substituindo as igualdades (8.25) na segunda parcela da soma anterior, obtemos

/ At t2 tk72 tkil
xi(t) = Ae {}%1 +tygp—2 + o Yk=3 +ot (k — 2)‘}’1 + (k — 1)|u}

tk—2
(k —2)!

+ €At |:(A — )\I)kal + t(A — )\I)yk,g + -+ (A — )\I)y1:|

tk*? tk:fl
= M {A}%l +tAyp—2+ -+ 7(]{; — 2)'Ay1 + )\7(1{; — 1)'u} .

Como u € um vector proprio de A associado a A, verifica-se A\u = Au. Substi-
tuindo Au = Au na tltima parcela da expressdo anterior, tem-se

v t2 tk:—l
x),(t) = Ae 1Y k-2 F 5 YVe-3 o+ —ou| = Ax(l).
k(1) Yk—1 T tYk—2 2!}% 3 k- 1) k(t)

Ou seja, x;, € solucao de x’ = Ax.
Falta mostrar a independéncia linear das solucdes

x1(t) eMu
xo(t) = eM(y1 + tu)

Xp+1(t) =eM <yl7 +lyp1+-- F ;Tp!u) .
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De acordo com a Proposicio 4.12 (pag. 222) € suficiente mostrar que para algum
to € R, o conjunto de vectores {x;(ty),...,X,+1(to)} € linearmente indepen-
dente. Calculando as solugdes anteriores em ¢, = 0 obtém-se {u,y1,...,y,}-
Este conjunto é linearmente independente uma vez que é uma cadeia de Jordan.
Logo, as (p + 1) solugdes x () sao linearmente independentes. O

E facil concluir, da proposicdo anterior e do Teorema 8.2, que tomando as
solugdes xx(t) associadas a cada cadeia de Jordan para cada bloco de Jordan na
decomposicio (8.19), se obtém uma base para o conjunto solucio geral. No exem-
plo a seguir ilustramos este procedimento.

Exemplo 8.8. Determinar a soluc¢@o geral da equacéo diferencial X’ = Ax onde
A € a matriz do exemplo 8.7. Nesse exemplo, determinamos a forma de Jordan .J
de A e uma matriz P, tal que P~'AP = J. As matrizes obtidas foram:

5 1.0 0 0 0] 2 4 -1 0 0 0]
050000 11 -12 5 1 0 0
005100 4 -8 2 1 0 0
T=loooso00l P 5 1 —2 0 0 o0
000031 3 0 -1 -1 -2 -1
00000 3 0 0 0 0 1 0]

A primeira, terceira e quinta colunas de P sdo vectores proprios de A, ou seja,
u=(2-11,-4,5,3,0),v=(-1,5,2,-2,—1,0) e w = (0,0,0,0, =2, 1).

Além disso, da matriz P obt€m-se as seguintes cadeias de Jordan associadas a
estes vectores:

I {(2,—11,-4,5,3,0), (4,—12,-8,1,0,0)} = {u,u; },
[V(5) = {(_17 57 27 _27 _17 0)7 (07 17 17 07 _17 0)} = {Vyvl} )
Iy {(0,0,0,0,-2,1),(0,0,0,0,—1,0)} = {w, w1 }.
Uma base de R" constituida por vectores proprios e vectores proprios generali-
zados é I,(5) U I,(5) U Iw(3). Pela Proposi¢do 8.3, uma base para o conjunto
solucdo geral da equacio diferencial é constituida pelas funcdes:

x1(t) = e”'u,  xo(t) =’ (uy +tu), x3(t) = e’'v, x4(t) = (v +tv),

o(t) =
x5(t) = e'w,  x4(t) = e (wy +tw).
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Assim, a solug@o geral da equagdo x’ = Ax, é
xX(t) = e1x1(t) + coxa(t) + c3x3(t) + caxy(t) + c5x5(t) + cexg(t),
com ¢y, Co, C3, C4, Cs € Cg CONstantes reais arbitrarias. ¢

Exemplo 8.9. Determinemos e“! para a seguinte matriz real A de ordem p.

(A1
Al

—_

Sabemos da Proposicdo 4.14 (pag. 229), que e”* é dada por et = X (#)X(0)7 1,
onde X (¢) é uma qualquer matriz solu¢do fundamental da equagéo x’ = Ax. Isto
¢, X(t) é uma matriz cujas colunas s@o p solucgdes (reais) linearmente indepen-
dentes da referida equac@o diferencial.

A matriz A é um bloco de Jordan, sendo A o tnico valor préprio de A. E
facil verificar que o espago proprio F(\) é gerado pelo vector e; da base candnica
de R? e que a base canénica de R? é uma cadeia de Jordan associada a e;. Da
Proposicao 8.3, obtemos a seguinte base do conjunto solu¢ido geral da equacéo
x' = Ax:

x; = eMe;
Xy = 6)‘t [ez + tel]
-1
Xp = e’\t[ep + tep_l + -+ %eﬂ.

Uma matriz solu¢dao fundamental para o sistema de EDOs é uma matriz que possui
estas solucdes nas colunas. Por exemplo,

X(t):e’\t e ey +te; --- ep+tep,1+‘--+%e1

501



8.3. Solugio geral do sistema de EDOs x' = Ax

A matriz X (0) é a matriz identidade. Logo, e* = X (¢)X (0)~! = X(¢). Ou seja,

+ +2 3 =1
PR (p—1)!
1t £ i
2 (p722‘
001 ¢t - A2
eM =X (t) = e L (8.27)
t
000 0 1

¢

Exemplo 8.10. Determinemos a solugio geral do sistema x’ = Ax onde A é a

matriz
-1

B!
A=1|1 3
0 0

- O O

A matriz A tem um tnico valor proprio A = 4 de multiplicidade geométrica
2. Como a matriz A é do tipo 3 x 3 e a sua forma de Jordan J tem dois blocos,
podemos ja concluir que J é:

J= (8.28)

O O =~
- O O

1
4
0

O espago das colunas e o niicleo de (A — 47) s@o:

1 -1 0
A—4l= |1 —1 0| = EC(A—4I) = Span{(1,1,0)}
0 0 0

N(A —4I) = Span{(1, 1,0), (0,0, 1}.

Tomandou = (1,1,0) € EC(A—4I)NN(A—4l)ev = (0,0,1) € N(A—4I),
as cadeias de Jordan associadas a estes vectores possuem, respectivamente, 2 e 1
vectores. Resolvendo o sistema (A — 47)x = u, um vector proprio generalizado
associado au é w = (1,0, 0). Tomando as cadeias de Jordan

Iy ={u,w}, I, = {v},
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Capitulo 8. Matrizes quadradas ndo diagonalizaveis

do Teorema 8.3 obtemos as seguinte solugdes linearmente independentes da equacao
diferencial:

xi(t) = e*'u, xy(t) = e*(w+tu), e x3(t) =e'v.

Logo, uma matriz solugido fundamental para a equacgdo x’ = Ax é

0
0|l =e* [lu wH+tu v| =
1

A solugdo geral do sistema de EDOs é dada por x(¢) = X (¢)c, onde ¢ é um vector
coluna constante arbitrério.

1+¢

1
X(t)=e" |1
0

S+ 4

Calculemos agora a exponencial et = X () X (0)~1. Como
110
X0)=1{1 0 0f,
001
tem-se
0 1 0 1+t -t 0
eM=XHX0)TT=X@) [1 -1 o =€ ¢t 1-t 0
0 0 1 0 0 1
Refira-se que a solugio geral do sistema também é da forma x(t) = e“’c, onde ¢
€ um vector coluna constante arbitrario. ¢

Para finalizar, refira-se um método de calculo de e distinto do que foi usado
nos exemplos anteriores. Suponha-se que A = PJP~!, onde J é a forma de
Jordan de A. Entao,

X =Ax+=x'=PJP 'x =y =Jy, comy=P 'x

E claro da equivaléncia anterior que X (¢) é uma matriz solugio fundamental do
sistema x’ = Ax se € s6 se Y (t) = P71 X (¢) é uma matriz solu¢io fundamental
do sistema y’ = Jy. Por conseguinte, se Y (t) = P~' X (t) é uma matriz solugdo
fundamental do sistema y’ = Jy, tem-se e/t = Y ()Y 71(0) e

=Y ()Y H0) = PIX ()X H0)P = PleP = e = Pe’tPL.
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8.3. Solugio geral do sistema de EDOs x' = Ax

Deixamos como exercicio verificar que se uma matriz K é diagonal por blocos
K = diag(K1, ..., K,), entdo e = diag (¢!, ... /7).
A exponencial e’!, onde J é uma matriz de Jordan na forma (8.19), é portanto

da forma
eJ()\l )t

e (A2)t
elt = _ . (8.29)

eJ()\s)t

Além disso, cada bloco J();) de J é ainda uma matriz diagonal por blocos cujos
blocos sdo matrizes da forma (8.27) (ver Exemplo 8.9). Portanto, cada bloco
e’ em (8.29) é uma matriz em blocos cujos blocos séo da forma (8.27).

Exemplo 8.11. Considere-se de novo a matriz A do Exemplo 8.7 e a correspon-
dente matriz de Jordan J calculada nesse exemplo. A matriz J obtida € constituida
por dois blocos J(5) e J(3), respectivamente, do tipo 4 x 4 e do tipo 2 x 2. Isto é,

J— [J(()5) J‘(DBJ com J (514 = {Jl(fg))zxz J2(50)2X2] I3z = [1(3)].
Além disso, J,(5) = Jo(5) = 8 é e 1(3) = 3 ; |

Usando a expressio (8.27) do Exemplo 8.9 , temos

neE e st |1t J@e _ a1t
e =e =e 0 1], e =e [01.

Por conseguinte,

[’ te® 0 0 0 0
0 et 0 0 0 0
a0 0 €t 0 0
“T1lo 0 0 & 0 0
0 0 0 0 €% te
0 0 0 0 0 ]

Sendo P uma matriz tal que A = PJP~!, a exponencial ! & igual a et =
Peltp-1, ¢

Exercicio 8.3. Seja A a matriz (diagonal por blocos) do Exemplo 8.10. Calcule
e a partir de e’! onde J é a matriz de Jordan em (8.28). Confirme o seu resultado
com a exponencial obtida no referido exemplo. A
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Capitulo 8. Matrizes quadradas ndo diagonalizaveis

No caso da matriz A do sistema X’ = Ax ndo ser diagonalizdvel e ter va-
lores proprios complexos, determina-se uma base constituida por solu¢des reais,
tomando as partes reais e imaginarias das solucdes complexas obtidas a partir de
uma base de C" formada por vectores proprios e vectores proprios generalizados.
No exemplo a seguir ilustramos este procedimento.

Exemplo 8.12. Determinemos a solugio geral do sistema x’ = Ax,em que A ¢é a
matriz

0 -1 1 0
1 0 0 1
A= 0 0 0 -1
0O 0 1 0

O polinémio caracteristico de A é p(\) = (A\>41)2,e portanto A =i e A = —i sdo
valores proprios de A com multiplicidades algébricas iguais a dois. Os espagos
proprios E(i) e E(—1) sdo:

E(i) = Span {(i,1,0,0)} FE(—i) = Span{(—i,1,0,0)}.

A matriz A ndo é portanto diagonalizavel (a multiplicidade geométrica de cada
valor proprio € igual a 1). Como a dimens@o de cada espago proprio € iguala 1, e
a matriz A é do tipo 4 x 4, conclui-se que a forma de Jordan J de A é

¢t 1 0 0
02 0 O
/= 00 — 1
00 0 —

Determinemos uma cadeia de Jordan associada ao vector propriou = (i,1,0,0) €
E(i). A cadeia I, é formada por u e por um vector proprio generalizado w veri-
ficando (A — iI)w = u. Resolvendo este sistema, obtemos para w, por exemplo,
w = (0,0,14,1). Logo,

I = {u,w} ={(i,1,0,0),(0,0,4,1)}.

Usando a Proposi¢do 8.3, da cadeia I,, obtém-se duas solucdes (complexas) line-
armente independentes. Mais precisamente, as solugdes

—sent +icost
cost +isent
0 )
0

y1(t) = e"u = (cost + isent)

S O = .
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8.3. Solugio geral do sistema de EDOs x' = Ax

€
it —tsent + 1t cost
_ . t tcost +1tsent
ot — 3 a) =
y2(t) = "(w + tu) = (cost +isent) i icost —sent
1 cost +isent

Aplicando a Proposi¢@o 4.13, temos que os conjuntos S; = {Rey:(t), Imy;(¢)}
e 5o = {Reya(t),Imys(t)} sdo linearmente independentes. Deixamos como
exercicio verificar que S = S; U S, é uma base do conjunto solugdo geral. Os
elementos de S sdo:

—sent] Ccos ¢

) =rewt = | 5| s =i = [44°]
0 |0

—tsent| [t cost

Xs(t) = Reya(f) = :Zitt , Xa(t) = Tmy,(t) = tcsssntt
cost | | sent

Determinemos agora a exponencial e?. Uma matriz solug¢iio fundamental X (t)
tem por colunas as solugdes x;(t), € a exponencial ¢! é dada por e = X (¢) X ~1(0).
Tomando para X (¢) a matriz cujas colunas sao as solugdes X (), x1 (t), x4(t), x3(t),
por esta ordem, a matriz X (0) é igual & identidade. Portanto, e' = X () é a ma-
triz

cost —sent tcost —tsent

oAt _ sent cost tsent tcost
0 0 cost —sent
0 0 sent cost

Ate com ¢ um vector constante arbitrario.

¢

A solugdo geral do sistema é x(t) = e
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Capitulo 8. Matrizes quadradas ndo diagonalizaveis

Exercicios

1.Seja L uma matriz nilpotente 4 x 4, de
indice k, e dim N (L) = ¢. Indique o valor
l6gico das afirmagdes seguintes.

a) Sek=1,entdo t = 2.
b) Se k = 3,entdo t = 2.
¢) Set = 2,entdo k = 3.
d) Set = 3,entdo k = 2.

2. Verifique que as matrizes seguintes sdo
nilpotentes e determine a sua forma de Jor-
dan.

—2 -1 0 —2 —1 0
a) |—2 0 1| b |4 2 0
~16 —6 2 —4 -2 0

3. Para cada uma das matrizes A seguintes,
determine a forma de Jordan J € uma matriz
Ptalque A= PJP 1

0 -1 0
a)A=|-2 2 1
16 —6
0 -1 0
WA=|4 4 0
~10 -4 3
4 0 -2 1
0 3 0 0
gA=1g 1 3 ol
0 0 —1 4
3 -1 0 0
1 3 1 0
dA=1|4 4 3
1 0 -2 4

4.Seja o(A) = {2,4} o espectro de uma
matriz A de ordem 7, tal que mult.alg.(4)
4, mult.geo.(4) = 2 e mult.geo.(2) = 1.

Considere ainda que a forma de Jordan
<7 7@
deAeJ—[ J(2)}

Indique o valor l6gico das afirmacdes
seguintes.

a) Osblocos J(4) e J(2) sdo do mesmo
tipo.

b) A restricdo de A ao nicleo N(A —
2I) é diagonalizével.

¢) Obloco J(2) é amatriz diagonal J(2) =
diag(2,2,2).

d) Os dados do problema permitem de-
terminar J(4).

e) Os dados do problema permitem de-
terminar J(2).

f) A matriz (A — 41) é nilpotente.

g) A parte nilpotente (ver Proposi¢édo 8.2)
de (A — 2I) é semelhante & matriz
nilpotente

010
0 01
0 00

5.Determine a exponencial e para cada
uma das matrizes do Exercicio 3, bem como
a solugdo geral do sistema de equacgdes di-
ferencias x’ = Ax.

-1 -2 1
6.Seja A= 1 1 -1

0 -1 0

a) Mostre que A é uma matriz nilpo-
tente.

b) Calcule a exponencial e e verifique
que essa exponencial satisfaz a igual-
dade

1
eM::I+At+§AR,

onde [ designa a matriz identidade
de terceira ordem.

507



8.3. Solugio geral do sistema de EDOs x' = Ax

508



Apéndice A

Nuameros complexos

Sendo a e b nlimeros reais, um nimero complexo z tem a forma
z=a+ib=a+bi comi’=—1e a,becR.

A expressdo i = y/—1 é designada por a unidade imagindria dos nlimeros com-
plexos. Os nimeros reais a e b, respectivamente, a parte real e a parte imaginaria
de z, sdo designados por Re(z) = a e Im(z) = b. O conjunto dos nimeros com-
plexos é designado por C. Note-se que um ntimero real a ¢ um nimero complexo
da forma z = a + 0¢. Ou seja, R C C.

Os niimeros complexos foram inventados para permitir calcular solucdes de
equacdes como 22 + 1 = 0, equacdo esta que, apesar de nio ter solucdes reais,
possui duas solu¢des complexas x = .

Dois nimeros complexos séo iguais se e sO se as respectivas parte real e ima-
gindria sdo iguais. Isto €, 2 = a + ib e w = ¢ + id s@o iguais se e sO se

Re(z) =a=Re(w) =c e Im(z) =b=Im(w)=d.

Podemos operar com nimeros complexos, definindo a adi¢io e a multiplicacao do
modo seguinte:

(a4 i)+ (c+id) = (a+c¢) +i(b+d)
(a+1ib)(c +id) = (ac — bd) + i(bc + ad).

Estas operacdes gozam das propriedades comutativa, associativa e distributiva,
como facilmente se deduz usando as propriedades das operacdes de adicdo e
multiplicagido de nimeros reais.
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Exemplo A.1.
(24 3i)(5 — 10i) = 10 — 204 + 15i — 30i* = 40 — 5.

¢

Define-se o conjugado de z = a + b como sendo o nimero complexo z =
a — ib (o conjugado de z obtém-se de z substituindo a sua parte imaginaria pelo
respectivo simétrico). Por exemplo, o conjugadode z = —2 — 31 é 2z = —2 4 3i.
Dado um complexo z = a + b, temos

2Z = (a +ib)(a — ib) = a* — iab + iab — i*b
=a* + b
Define-se médulo de z como sendo o niimero real ndo negativo

12| = V27 = Va? + 2.

Note-se que se z é real (isto é, b = 0) entdo |z| = Va? = |a| coincide com o
mo&dulo de um nimero real.
Se z # 0, 0 inverso de z é

1z oz
z 2z |22
Por exemplo,
1 1—2¢ 1 —1 )
= c _ = — = —1.
1424 ) i =i

Exercicio A.1. Mostre que se z ¢ w sdo nimeros complexos, sdo satisfeitas as
seguintes relacdes:

a) z+ 2z =2Re(z).

b) z —Zz =2iIm(z).

c) [Re(z)| <|z].

d) Z = zseesdse zéreal.

D |z+w| < |z]+ |wl.
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Apéndice A. Niimeros complexos

A

A um nimero complexo z = a + tb podemos fazer corresponder (de forma
biunivoca) o ponto do plano de coordenadas (a, b). O eixo horizontal é designado
por eixo real e o vertical por eixo imagindrio. Geometricamente, o conjugado de
um ndmero complexo obtém-se por reflexdo em relagéo ao eixo real. Além disso,
o modulo de um complexo z = a + ib representa a distincia de (a,b) a origem
(ver Figura A.1).

Figura A.l1: Representacdo geométrica de um complexo z = a + ib e do seu
conjugado.

E fcil mostrar que a soma de z = a + ib com w = ¢ + id corresponde 4 soma
dos vectores (a, b) e (¢, d) associados respectivamente a z e a w.

Qualquer nimero complexo admite dois tipos de representacdo, a representa-
cdo cartesiana z = a + 1b e a representacdo dita polar. A representacdo polar
de um complexo z = a + ib é dada em termos do angulo 6 que o vector (a,b)
faz com a parte positiva do eixo real, e de |z| = va? + b2, ou seja da distancia
de z a origem. Na Figura A.2 ilustra-se a representacdo polar de um complexo.
Tendo em conta essa ilustrag@o, dado o complexo z = a + b tem-se a = |z| cos 6
e b = |z| sen 6. Logo, a representagdo polar de z é

z=|z|cosf + i|z| sen O = |z| (cos @ + isend).
Ao angulo 0 chamamos argumento de z e denotamos por § = arg(z). O

argumento de z ndo € Unico ja que podemos somar um miltiplo de 27 e obtemos
0 mesmo nimero complexo. Por exemplo,

9 9
1+i:\/§<cos%+isen%> :\/§<cos£+isen£>.
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z=a-+1b
\A

0

|z cos 0

|z| sen @

Figura A.2: Representacdo polar de um complexo z.

Porém, o argumento 6 de um complexo € tinico se considerarmos —7 < 6 < 7. A
este valor chamamos o argumento principal de z e designamo-lo por 0 = Arg(z).

Exemplo A.2. Determinemos a representac@o polar dos seguintes nimeros com-
plexos usando para argumento o seu argumento principal.

(a) z=V3+i (b) z=—-1—1
(a) O valor do médulo de z é
2l =V3+1=Vi=2
Paraa = v/3eb = 1 tem-se

V3 =2cosb
1=2send,

ou seja, cos f = ? esenf = 5. O tnico valorde f em ] — 7w, 7| € 6 = £ (= 30°).

Consequentemente, a representacdo polar de z é
T s
z=2 ((3086—1—286116) .
(b) O valor do médulo de z é

|2 =V1I+1=V2

Paraa = —1eb= —1,vem

—1=1+2cosf
—1=+/2senb,
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Apéndice A. Niimeros complexos

ou seja, cos ) = :/—% = 77\/5 esenfl = ;—% = ’Tﬁ O tnico valor de # em | — , 7]
¢ 6 = =2=. Assim, a forma polar de z é
-3 -3
z = \/§<COST7r —i—isenTﬂ) )

¢

E possivel estender a fun¢ido exponencial aos niimeros complexos e provar (ver
Marsden & Hoffman [8]) que cos @ + isen ) é igual 2 exponencial complexa e,

onde e é o nimero irracional, base dos logaritmos neperianos, aproximadamente
igual a e /= 2.71828. Ou seja,

cosf +isenf = e?. (A1)
Logo, a representacdo polar de um niimero complexo pode escrever-se
z = |z]e®.

Observando a Figura A.1 verificamos que se 6 é o argumento de z, entdo —6 € o
argumento do conjugado de z. Por exemplo, o conjugado de z = ¢? ¢ 7 = =%,

A interpretacdo geométrica da multiplicacdo de dois niimeros complexos é
facilitada se usarmos a sua representacéo polar. Para tal, consideremos

z1 =711(cost +isenl;) e =z =ra(cosby +isenby).
O produto z; 29 € dado por
2129 = 1179 [(cos 01 cos Oy — sen by sen Oy) + i (sen 01 cos Oy + cos Oy sen )] .
Tendo em conta as igualdades trigonométricas

cos(6y + 02) = cos By cos By — sen 6 sen by

sen(f; + 6y) = sen 6y cos Oy + cos 6, sen Oy,

obtém-se
2129 = | 21| 22| (cos(0y + 62) + isen(0; + 65)) .

Consequentemente, o0 mddulo do produto z;2, € o produto dos mddulos, e um
argumento de z; 25 € a soma de argumentos de z; € 25. Isto &,

|z122] = |21]||22] e arg(z120) = arg(z) + arg(z2).
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Z129

>~
N

NS
&
A 22 01 + 0y
NG
92 2
M

Figura A.3: O produto de dois complexos.

Note que, usando a representacéo polar de complexos em termos de exponenciais
complexas, sdo validas as igualdades

2120 = 110110t = pyryel@1+02) (A2)
Na Figura A.3 ilustramos a geometria associada ao produto de dois complexos.

Exercicio A.2. Mostre que para z; # 0 s@o verdadeiras as seguintes igualdades:

21

_ [l e arg <i> = arg(z;) — arg(zs).

Z9 _@ Z9

Formula de De Moivre
Se n é um inteiro positivo e z = r(cos § + isen 0), da equagdo (A.2), tem-se
2" = 1" (cos(nd) + i sen(nd)) .

No caso particular do complexo ter m6dulo igual a 1 (r = 1 na férmula anterior)
resulta a expressio seguinte conhecida por férmula de De Moivre':

(cosf +isen )" = cos(nb) + isen(nf). (A3)
A férmula de Moivre em termos de exponenciais complexas escreve-se:

(eie)n — einQ.

! Abraham de Moivre (1667—1754), matemético francés.
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Raizes indice » de um complexo

Dado um ntimero complexo z, pretendemos determinar nimeros complexos w
tais que

w" = 2.

Ou seja, pretende-se calcular w tal que w = /z. Para o efeito é conveniente
usarmos a representagéo polar de w e de z. Seja w = p(cosa + isena) e z =
r(cos f + isen f). Usando a igualdade (A.2), a expressdo w™ = z € equivalente a

w" = p" (cos(na) + isen(na)) = r(cosd +isenb).
Assim, w"™ = z se e sO se
pt=r e na=0+2kr, parakeclZ.

Logo, os nimeros complexos w pretendidos sdo

0+ 2k 0+ 2k
w = {L/?(cosu+isen¥>
n

, parak e Z,

onde {/r designa a raiz indice n do nimero real positivo r. Da express@o anterior
conclui-se que w = {/z sdo nimeros complexos com médulo igual {/r, isto é,
sdo nimeros complexos que se situam numa circunferéncia de centro na origem e
raio {/r. Além disso, existem n ntimeros complexos w distintos dados por:

0 + 2k 0 + 2k
wy = W(cosu—kz’senu), para k =0,1,2,...,(n — 1),
n n

(A4)
0+ 2k
cujos argumentos s&o vt 2hm parak = 0,1,2,...,(n — 1). Assim, as n raizes
n

indice n de um complexo situam-se numa circunferéncia de centro na origem e
raio /r, e dividem esta circunferéncia em n partes iguais.

Por exemplo, determinemos as raizes cibicas e quartas da unidade, isto €, J1
e v/1. Como um argumento de 1 € zero e o modulo de 1 é 1, estas raizes situam-se
numa circunferéncia de centro na origem e raio 1. O niimero real 1 é uma raiz
e portanto dividindo esta circunferéncia, respectivamente, em 3 e 4 partes iguais,

tem-se
. _ -l V3 I SERVE]
wo = 1, wy = 9 ? 9 y Wo = 9 7 9
€
Ug = 1, uy = Z', U9y = —]., us = —1.

Na Figura A 4 encontram-se representadas estas raizes.

515



L
+
\§ L

wO:1

Wy = —

Figura A .4: A esquerda as raizes quartas da unidade e a direita as raizes ctbicas.

Exemplo A.3. Determinemos todas as raizes quartas de —16. Como —16 se
encontra na parte negativa do eixo real podemos tomar para argumento o valor
6 = 7. Logo,

4 2 2
v—16 = V16 <COS % + 7 sen #)

7r T , ™ 7r
=2 (cos (Z —|—k:§> + 7 sen <Z+k§>>’ para k =0,1,2,3,

sdo os 4 ntimeros complexos (distintos) iguais a v/—16. Designando por wy, estas
raizes, temos

IUOZ\/§+Z\/§, wlz—\/§+1\/§, Wy = — 2—7,\/5, U}3:\/§—Z\/§
¢

Exemplo A 4. Determinemos todas as raizes quartas de z = 14+. Um argumento
de 1 +iém/4eo0mddulode z é v/2. Logo, quatro nimeros complexos distintos

iguais a v/'1 + i sdo

442 442
m=%<cosiw/ Z lm—i—iseniﬂ/ Z kﬁ)

= \‘75((:05 <% +kg) + 7 sen (17T_6+kg>>’ para k =0,1,2, 3,

Na Figura A.5 encontram-se representadas estas raizes. ¢
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Figura A.5: A esquerda o complexo 1 + i e a direita as raizes /1 + 1.
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Solugdes de problemas

Solucoes (prob. impares)

Capitulo 1 b)a,2 61%- : ,
— m
l.a)ec). 19'{ 2 1} {b} o {3] em = 1/6,
3.p(x) = —1/32% + 2z +4/3 b=28/3.
5.a)F.b) V.c) F. 21.
-7 |2 7 a) AB =
7.3) {—10}1’)14_[—4 10]’ C[14+4v3 —24+V2 74+8-V2
31\ _[8 1\ _[-2]  [2+V3 -5+V3 —2r+2-3
/ 2| ) = [8] € ! ol ) |-4| B A nio faz sentido.
9.a) Sim; car(4) = 3. b)c)d) Hej): Sim; b) AB = [~1-2i], BA = [ -2 —@+1)
car(A) = 2. g)ee) Nao; car(A) = 2. h) 5—1 —3-2
Nao; car(A) = 1. i) Nao; car(A4) = 3. 23.a)V.H)F. o V.9 V.
11.2) car(A) 1 sea=2oua=—2 250A"=D
.a)car(A) = _
2 seq 42 A sen=1 (mod4)
1 sea— 9 byec) A" — I sen=2 (mod 4)
e car(A[b) = : —A sen =3 (mod 4)
2 sea# -2
b) Se a = 2 sistema impossivel; se o = 1 sen =0 (mod 4)
—2 sistema indeterminado com grau de in- d) A" = {COS(WJ) - sen(na)}
determinag@o 2; se o # 12 o sistema € in- sen(na)  cos(na)
determinado com grau de indeterminagio 1. 1 -2 5 5/2
_ 27.2) b)
Solugio geral: -2 3 5/2 4

paraa = =2, {(y — 2,9,2) : y,z € R} e
para « 7& iQ,{(y*ﬁﬂl/, ﬁ) tye R}
13.2) {(3,1,2)}

b) {(w—1,2z,2,w) : z,w € R}

1 0 0 0
1 1 0 0

Bsad=| "
0 0 -1 1

101 1 1

4 4 4 4
DA=19 g o o
16 16 16 16

0 2 3 4

2 0 3 4

DA=1 4 3 ¢ 4
4 4 —4 0

17.

29. Todas falsas.
31.b)
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100
BB = |5 1 0|,E
00 1
1 0 0
eB3= 1[0 —1/2 0
0 0 1
) A=E"'E; BN
T3 -l
2 10
3[04l =|-1 1
-1
L 2 10
r=18 19
1
b) A7l = % ;—27
2 -1

[=2]
1

| ‘\
mL& — o

| ||
HUT%U‘IOO

1
0
0

|

0
0
1

a) Ab = [5a—|—3c+4 a-+c 3a—c+4]T

0
1
0

b) A~ = E3F»E,
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1 -1 1
OAl=21-1 1 1
1 1 -1
(20 -3
DA T=]-1 1 0
0 -1 1
1 0 0 0
-1 1
= =z 0 0
e ATt=13 3
S
L0 0 = 3
37.BA%2 — A =0.
39. Todas falsas.
41.b).
43.Todas falﬁas.
B~ 0
Capitulo 2
1.a)sign(3,5,1,2,4) = —1.

b) sign(2,4,1,5,3) =
¢) sign(4, 3, 25, 1) =-1
—1

3.a)-189 b) == 80) D7

b+c c+a b+a
5. a b c =

1 1 1

a+b+c a+b+c a+b+ec
P8
= a b c

1 1 1

= 0 (a primeira linha € igual a terceira linha
multiplicada por (a + b + ¢)).
7. Falso. Um contra-exemplo é: A =1e

-1 0
N
9a)k_—1b)k:5i2m
11.a) 5! b) —480¢) 5z

13.2) det( ) =3oudet(A) = —3. b) Se
det(A) = 3, entdo bz = 1/3; se det(A) =
—3,entdo b3 o = —1/3.

15.a)x =1b) =0,z = 1.

17.b).
19.a)F b)V ¢)V d) V.

Capitulo 3

1.Exemplos de conjuntos geradores:
a) {(-1,2,0,0),(1,0,1,0),(0,0,0,1)}.
b) {(6,-2,1,0),(—-1,0,0,1)}.
¢) {(1,0,0,0)}.
3.a) Sim.b) Sim. ¢) Ndo. d) Sim.
5.A-Nao. B-Sim. C- Sim. D-Sim. E-Sim.

7.Por exemplo, A = 1 L ] eb =

Bl

9. Por exemplo,

-1 -1

11.a)F.b)F.c) V.d) F. ]

13.a) Sim, b) Nao ¢) Sim d) N3o.
15. Por exemplo,

EC(A) :{(1,0,0),(-3,1,0)};

1
SN~
W = N
w w O

EL(A):{(1,-3,0,1),(0,1,0,—1)};

N(A):{(2,1,0,1),(0,0,1,0)};

dim EC(A) =dim EL(A) = dim N(A) =

2
EC(B) :{(2,6),(5,—8)}
EL(B):{(2,1,5),(6,3,—8)}
N(B):{(1,-2,0)};

dim EC(B) =dim EL(B) =2e

dlmN( )=1.
EC(C):{(2,3,5),(-1,1,0)};
EL(C) - {(2, 1 0,1),(3,1,-1,0)};
N(C):{(1,2,5,0),(-1,3,0,5)}

dim EC(C) =dim EL(C) =2e

dim N(C) = 2.

17.¢)

19.2)F. b) V. o) F. d)F. ¢) V.
21.a)F. b)V.¢) V. d) F.
23.a) (14,—2) b) (4, -2, 10).
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2/7 -3/14 14
2 1 1 -1 3 2 .
27. 3[0 4}—4 [0 3}—1—{0 5].Slm,
formam uma base.
29.¢)
31.4d)

33.a) Por exemplo, BC = (1,t,t2,13).
ps = (1,0,—-1,0)
b) Néo é base ja que, dimV = 4e S
tem 5 vectores.
¢) dim S = 3 e uma base é:
{1 —2t,1+¢2t}.
d) Nio € subespaco de V' (o zero de V'
ndo pertence a ).
35.a) Byyv = {(1,0,0,0),(1,0,2,0)},
UnV =1{(0,0,0,0)};
dimU+V =2, dimUNV =0.

13.a) V.b)V.c)F. d)F.e) V. f) V.

15.b)

17.a) A soma por colunas € igual a 1 logo
A = 1 é valor préprio. Como o trago € 1.92,
entio o outro valor proprio € 0.92. b) Av =
v e Au = 0.92u, logo u e v sdo vectores
proprios associados respectivamente a 0.92

el. c) Ver (4.15) d) 2 E]

19.(0,0,1).
21.a)

hs

3 4

b) BUJrV = {(_230303 1)7 (]—a ]-a 170)7 (1707 _170)},

BUQV = {(_1?1a1?1)}’
dimU+V =3, dimUNV =1.

Capitulo 4

1.a) Sim; A = 3. b) Sim; A = 2. ¢) Nio.

d) Ndo. e) Sim; A = 1.

3.a)F. b)V. o F.

50=6eA=0.
B=1{(1,1,1),(-1,1,0),(-1,0,1)}.

7.a) car(A) = 2. b) det(ATA) = 0.

0)1,1/3e1/4.

9.a) Ndo. b) Sim (e.g. P = I). ¢) Ndo. d)

b) (0.30,0.20,0.30, 0.20)
23.34012 m

a+vae | 1 1-vEe | 1
25.a) cie L/g] +coe {_\/5]

(2+V3)t 2
b) cie L/g B 1] +

@—var| 2
+coe {1\/3}

2cost —4sent

Jcost —sent | +
cost

c) cre?t

1 -2 0 2sent + 4cost 0
Sim;P= |0 0 1|eD =diag(2,3,3). +c2e® | cost+3sent | +cze” |0].
0 1 O sent 1
1 1 0 ; |cost +sent  —2sent
. . oo 2la)e .
e)Sim; P=|i —i 0| eD = diag(i, —1,2). sent cost —sint
0 0 1 P R )

11.a) V. b)E. )F. ) F. ¢) V. D F. o) F.
h) V.

b) |0 edt 0
0 0 et
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et 0 0
C) eSt _ 6215 €3t 0
0 0 et

29.1% 4 c1e3t + cpe™ 2.

Capitulo 5
1.2) 3v/11 b) 3+ /58 ¢) 9 — 3v/58

29.a) /3 b) % )2

31.Niao

33.{a,b) e R?: b=3/2—2a,acR}
35.18y — 7z =90

37.a) V. b)F. ¢) V. d)F. e) V.

Capitulo 6

d) £(1,2,0,2) e) 1 f) arccos (%) 1.a) Sim b) Ndo c) Sim d) Nio e) Nio f)
3.a) 5L b) 2. Sim.
5.]|u —|—v||2 ||uH2 4 ||VH2 +2(u, v) 3.a) Ndo. b) Ndo. c¢) Nao. d) Sim. e)
[u = v = [[u]? + [Iv]* - 2(u,v). Nao.
Somando estas igualdades obtém-se o re- 5.(—27,4,24)
sultado. 1 0 0
A soma dos quadrados dos comprimen- 7.a2) A = -1 0}:(-1,-2,0),(0,0,1)
tos das diagonais de um paralelogramo é 0 0 1
igual ao dobro da soma dos quadrados dos © (1,0,1).
comprimentos das suas arestas. 0 -1 0
7.k =8. bA=|1 0 0f;(-2,-1,0),(0,0,1)
9.a) )F. i) F. b) {(1,2, —1,2), (0, —1,3, —2)} 0 0 1
0 {(1,3,1),(2,5,1)}. e (0,1,1).
11.a) {(5,—4,1)} 9.2) (T(v1))p = (1,-2)pe(T(v2))p =
b){(—2,1,0,0),(—3,0,1,0),(—4,0,0,1§$ —2)B
15.220 — y + 4z = 0. C);{—g’ 8}6
17.2) Ndo b) 5 (1 + 2i,1 — 2i). T
19.b). T(xl,xg) 7( 31‘1 +8I27—23I1—4I2)
d) T(1,1) = 1(5,-27).
21.{L(1,1,1), 22.(1,1,-2), i( 1,-1,0)}, )
V3 3V2 27 7 L) (SoT = (2z,—7 +3
23.b) dimU = le dim U = (5o )2(”"”0) (22, 2 +3y)
1[0 1] b) A= . (SoT) é um isomor-
L 4 fismo visto que det(A) # 0.
s _J[L 0] 4o 1] [0 o0 o
U710 o]’v2l|1 o]’|o 1 c)C—M—lAM—{_(SG.
. [0 1] . 13.2)Fb)Vc)V dF
d) projy A = e projyL A = . :
N RS v 15.2)
10 : 0 17.2) Sim b) Sim
e) projy A = [ } V5 . :
{0 2} o PRy L0 19.9)Fb)F o)V d)F,
25.a)Nao b)kZO C)NaO 21.a)T(A—|—B) — (A+B)+(A+B)T:

27.\/§e 1(2,0,4,1).

(A+ AT) + (B + BT) = T(A) + T(B)
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T(aA) = (aA) + (aA)! = a(A+ AT) = I -1 0
T (A) S=Mpc o= |0 0 1
2.0 00 0 1 -1
b) 0110 0 0 1
01 1 of P=Mg.pc=1|1 -1 0
00 0 2 0 1 -1
1 0] To 11 To o 27.a) DPA. b) DPAK L C) QDPA.
9 Biny =10 o|*|1 o]0 1” 2
0 0 1 —1
0 1 =
BN(T) = { |:1 0:|} 29.2) M -3 -1 0 -1|’
d) Nao € injectiva nem sobrejectiva. 02 11
1 92— 2 car(M) = 3.
e){ L: 1 } HEUAS R}- b) dim N(¢*) = 1, e uma base para
23.0)T(2,1,2) = (7,1, —2) N(¢*) é constituida por: —6v' + 1102 —
. ’ - ) ’ 3 4
o _3 3] 4v° 4 v*.
b)A=1]0 -1 0
00— Capitulo 7
2 —2 2
c)B=|0 -1 1 1.a) Unitaria e simétrica. b) Hermitiana.
0o 0 —1] ¢) Se b = 0 € unitaria e hermitiana. d) Ne-
2 —1 0] nhuma. e) Simétrica.
dHcC=10 -1 —1]. 3.FbFc)V.dF e F HF gF
0 0 —1] h)F.i) V. j)F
0 0 5.(x,Ax) = xTAx = (ATx)Tx = (ATx,x) =
D=0 -1 o0]. {Ax, x).
0 0 -1 7.Sendo a matriz diagonalizével, todos os
d) A= ]\'/[,1 B A— _C' M- seus valores proprios tém multiplicidades algébrica
At b M ’ e geométrica iguais.
5 -3 01900 =2 [i _Z], D = diag(1, 3).
25.a)A=M(T,BC,BC)= {1 0 -1].
1 0 0 i 0 —i
o 4 1 )U:% 1 0 1],D=diag(2,2,0).
bC=MT,B,B)=|1 1 1 0 v2 0
-1 0 0 . -1 2
. ) ) 11.a) Indefinida; P = f [ 9 J.
c) Rpo —Rpe . L [-101
b) Indefinida; P = —= .
MBHBC:Pl lS:MB/FBC V21 1
. . . 2 1
3 3 -p= L
R3, — R3, ¢) Semidefinida negativa; P = 7 [ 2} .
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d) Definida positiva; P = % E _11] © 3LM =9 (1) _01 _11
13.a)V.b) V. ¢)F. ) F. e) V. -1 1 0
15.a) Aé3 x 2ecar(A) = 2.
b) N(A) = {(0,0)}; Capitulo 8
Brra {(@@ ’(Tﬂ’@)}; 1.2) E.b) V.c) E.d) V.
By ={(5 33} 2 10 1 0 0
ooy = {4, B, 0. BP0 2 =2 1 0
17.A7 =V 'UT para A = USVT. 10 1 0 o0
19.|det A| = |det(USVT)| = |+det(T)| = HJ=10 2 0leP=|-2 -1 0
|det(X)] = 0102+ on. 00 3 2 -2 -1
21.Sendo A = UXVT uma SVD de A 3 1 0 O] 10 1 0]
tem-se 0300 o -1 00
AT = ySTyT, A+ =vs+yT o) J = 00 4 1 eP = 1 0 0 ol
(ANt =vEnvT 0 0 0 4] 1 1 0 1
(AN =UEH"VT. 3 1 0 0] 1 0 1 0]
Dada a forma de ¥ e de X% verifica-se 0310 0 -1 0 0
(=D =EHT D7=1o 03 0o/*"= {1 0o 0 o
23.2)V.b)F. o)V. d)F. 0 0 0 4] 11 0 1
25.a) Do exercicio anterior, paraq = (0, q) 1 — 2t + 3t2 2 ¢ —t2/2 ]
ep = (0,q) tem-se S.a)e? | —2(t+3t%) 1+ 22 t+t2 .
gp = (—(q,r), g xr) —16t + 6t —6t + 2t 1+ 2t — 2]
Logo, qp é um quaterniio imaginario [ e?(1 - 2t) —te?t 0
puro se e s6 se (q,r) = 0. b) 4te? (1 — 2t)e? 0
b)Se q = (0,q) e ||q|| = 1 tem-se [e?(6 — 6et —4t) 2e¥(1—et —t) €3
P = (—(a,q), axq) = (—[al?,0), elt (et —1) (1 — et —tel) tet
ou seja % = —1. 0 edt 0 0
27,03 = —C3 =2,C% =~ — -2, 9|0 ~tedt & 0
Ciy = —Ci, :ZeC’ikj =0Oparai =k ou |0 e (—1+e —1t) e3t(1—et) et
j=koui=j. e3(2 +t2) —2te3 —t2e3t
t ot ot _ ot 943t 3t 3t
2.e7 =5 [it ’ et zt + e‘t] ’ 3 t‘?zgt —226te3t —e3t2(tt% ~2)
ot 1] et —i(et —et) te3(2+1) 2e3(—1+e —t) e3(2—2e! —2t —
e =3 L‘(et —e) et 4 et } ’ Em cada alinea a solug@o geral é x(t) =
et 0 eAte, com ¢ um vector constante arbitrario.
o3t |:0 et:| .

Pertencem a SU (2) porque (—1)7io; =
E; € su(2).
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Indice

adicdo
de matrizes, 38
de vectores, 22
aditividade
do produto interno, 241
adjunta, ver matriz
algebra de Lie, 450, 452
constantes de estrutura, 466
de GL(n), 454
de O(n), 459
de SL(n), 455
de U(n), 454
algoritmo, 5, 13,52
eliminacdo de Gauss, 5
FFT, 313
PageRank, 215
aliasing, 310
angulo, 252
anti-hermitiana, 460
anti-simétrica

dimensdo do espago das matrizes, 164

matriz, 47,378
anticomutatividade

do paréntesis de Lie, 450
aplicacdo, 324
aproximacgdo

de fungdes, 304

teorema da melhor, 268
area

de um paralelogramo, 284
argumento

de um complexo, 511

principal
de um complexo, 512

assinatura

de forma quadrética, 406
associatividade, 41, 110, 441

e produto vectorial, 282
aumentada

matriz, ver matriz
autovalor, 174
autovector, 174

base, 124, 131
base candnica de C™, 160
canénica de R3, 131

candnica de R™, 133, 159, 247

definicao de, 131

dual, 360

espaco das colunas, 142
espaco das linhas, 142
ordenada, 134
ortogonal, 258
ortonormada, 418

dos subespacgos fundamentais, 423

positiva, 283
bijectiva, 331, 332
binaria
operagdo, 441
representacdo, 316
Binet
férmula de, 210
biunivoca
correspondéncia, 185, 511
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Indice

blocos, ver matriz e ortogonalidade, 254
e sistema possivel, 36
cr complemento algébrico, 97
definicdo, 113 complemento ortogonal, 261, 262
cadeia de Markov, 210 a um plano, 266
caminho, ver curva a uma recta, 266
regular, 451 completar quadrados, 409, 410
caracteristica complexo
de forma quadratica, 406 argumento de um, 511
de uma matriz, 12, 147 argumento principal de um, 512
do produto de matrizes, 474 conjugado de um , 510
e determinante, 147 mo&dulo de um, 510
de submatrizes, 150 namero, 110, 174, 509
e dimensio do nicleo, 117 parte imaginéria de um, 509
forma normal de matriz de certa, 149 parte real de um, 509
cardinal propriedades, 510
do conjunto das permutacdes, 83 raizes indice n, 306, 515
cartesianas representacdo cartesiana, 511
equagdes, ver plano e recta representacdo polar, 185, 511
Cauchy-Schwarz valores proprios, 197
desigualdade, 250 composi¢do
Cayley-Hamilton, 205, 234 de fungdes, 328
Cholesky compressdo de imagem, 426
factorizacdo de, 401 e SVD, 432
cilindro, 415 comutador, 333, 451
classificagdo comutatividade, 41, 110
de matrizes simétricas, 392 e produto vectorial, 280
coeficientes condi¢do necessdria e suficiente, 16
da combinagio linear, 30, 125 cone, 414
de Fourier, 309 congruéncia
cofactor de matrizes, 404
da entrada, 97 e caracteristica, 404
matriz dos, 99 conica, 406, 407
colinear, 30, 33, 116, 124, 126, 296 na posi¢do padrao, 407
combinacdo linear ndo degenerada, 407
coeficientes da, 30, 125, 134 conjugado
de colunas de uma matriz, 34 de um complexo, 510
de vectores, 125 de um vector, 242
de R™, 29 conjunto
e funcdes lineares, 334 de chegada, 324
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Indice

de partida, 324

fundamental de solugdes, 221
gerador, 30, 125

imagem, 324

invariante, 183

linearmente dependente, 125

linearmente independente, 125

constantes de estrutura
de uma algebra de Lie, 466
contrac¢io, 186
coordenadas
numa base, 134
polares, 185, 240
corpo, 110
correspondéncia
biunivoca, 185
covector, 359
Cramer
regra de, 104
curva, 451
num grupo, 451
regular, 451

decomposicdo
em valores singulares, 417
espectral, 385
ortogonal
teorema da, 264
polar, 423, 465
QR, 272
SVD, 371
derivada, 326
do determinante, 455
do produto, 452
desigualdade
de Cauchy-Schwarz, 250
triangular, 252
desvios
vector dos, 300
determinante, 81, 328

da inversa, 96
de matrizes elementares, 93
defini¢do, 85

desenvolvimento de Laplace, 96, 280

do produto, 95

e eliminac@o de Gauss, 93

e inversa, 95

e operacdes elementares, 89

e solugdes de sistemas, 95

e troca de linhas, 88

e valores proprios, 178

interpretacdo geométrica, 279, 284

linearidade do, 91
diagonal

por blocos, 71, 186,477

principal de uma matriz, 20, 45
diagonalizac¢do

de matrizes, 187

unitaria, 383, 386, 390
diagonalizavel

matriz, 188
diagrama comutativo, 345
dimensdo

da intersec¢do de subespacos, 141

da soma de subespagos, 141

de P,, 165

de Mgy, 163

de algebra de Lie, 453

de um espaco linear, 124

de um grupo, 453

do espaco das colunas, 124

do espago das linhas, 124

do espaco C”, 162

do espago linear, 138

do espaco R™, 140

do espaco R™, 159

do nicleo, 116, 143
direccdes principais, 409
distancia

de um ponto a um plano, 293
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Indice

entre matrizes, 431
entre vectores, 248
preservacio de, 437
distributividade
da multiplicac@o de quaternides, 448
num corpo, 110
operagdes com matrizes, 42

quadrética, 407

equacdo diferencial

conjunto fundamental de solugdes, 221
de ordem n, 231

matriz companheira, 231
equacdo homogénea associada, 219
matriz solu¢cdo fundamental, 224, 501

dominio, 324

dual
base, 358, 360
espaco, 358, 359
func@o, 358, 362

EDO

existéncia e unicidade de solugdes, 221

eigenvalue, 174
eigenvector, 174
eixo
imaginério, 511
real, 511
elemento neutro
da adi¢do, 113
eliminacdo de Gauss
e determinante, 93
e espaco das linhas, 122
método, 5, 13,115
multiplicador, 68
eliminac¢do de Gauss-Jordan
e inversa, 58
método, 55
elipse, 203, 407
elipséide, 413
endomorfismo, 346
equacao
as diferencas, 207
caracteristica, 175
cartesiana, ver plano e recta
matricial Ax = b, 34
normal, 298
paramétrica, ver plano e recta

nao homogénea, 228

ordem de uma, 219

ordinaria, 218

problema de valor inicial, 220

existéncia e unicidade de solugdes,

221
reducdo de ordem, 231
solugdo, 219, 225
geral, 219, 467, 498
equacdo linear, 2
coeficientes de, 2
solucdo, 3
termo independente da, 2
variaveis livres, 143
equivaléncia
de segmentos orientados, 22
relacd@o de, 404
erro
de minimos quadrados, 300
escalar, 2,174
espago
dual, 358, 359
euclidiano, 243
espaco linear, 110
base
definicdo, 131
complexo, 110, 253
das colunas, 119, 297
dimensio, 124
e contradominio, 348
das linhas, 119
dimensdo, 124
e eliminagdo de Gauss, 122
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definicdo, 110

dimensdo, 124, 138

exemplos de, 159

real, 110
espaco proprio, 175
espaco tangente, 452
espaco vectorial, ver espago linear
espectral

decomposicdo, 385
espectro, 174, 201, 379
estacionario

vector, 212
estocéstica

matriz, 211
euclidiano

espacgo, 243
expansio, 186
expansdo linear, 30, 125
exponencial

complexa, 513

de bloco de Jordan, 501

de matriz, 218, 229, 450, 459, 501

factor
de Cholesky, 401
factorizag@o
LU, 65, 397
de Cholesky, 401
de um polinémio, 308
QR, 272,275
SVD, 371
fecho
de uma operagio, 262

em relacdo a uma operagio, 441, 450

Fibonacci
nimeros, 208
sucessao de, 208
forma
bilinear, 244, 402
bilinear simétrica, 402

polar, 403
quadratica, 394, 395, 402
assinatura, 406
caracteristica, 406
definida negativa, 394
definida positiva, 394
forma canénica de, 406
invariante por, 465
semidefinida negativa, 394
semidefinida positiva, 394
sesquilinear, 244
forma canénica
de forma quadritica, 406
de Jordan, 468
forma normal
de matriz de certa caracteristica, 149
forma reduzida
de matriz em escada, 43
forma triangular de Schur, 381
forma-1, 359
férmula
de De Moivre, 514
Fourier
coeficientes de, 307, 309, 311
FFT, 313
matriz de, 304, 307, 375
factorizagdo da, 313
polinémio interpolador, 311
transformada de, 304
frequéncia, 305,311
Frobenius, 148
norma, 433
funcdo
bijectiva, 331
bilinear, 244
conjunto de chegada, 324
conjunto imagem, 324
contradominio, 324
dominio, 324
injectiva, 331
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Indice

interpoladora, 305

inversa, 330
e injectividade, 354
unicidade, 330

linear
composicio, 329
condi¢d@o necesséria, 328
contradominio, 349
definicdo, 182, 324, 325
exemplos de, 325, 338
inversa, 353
nucleo, 348, 349
representac@o matricial, 335

sobrejectiva, 331

funcional linear, 359

Gauss, 1
método, ver eliminagio
gerador
conjunto, 30
golden number, 210
Google, 215
googol, 215
grafo, 217
direccionado, 216
Gram
matriz, 245, 247
Gram-Schmidt
processo de ortogonalizagao de, 272,
273, 389
grau de indeterminacdo, 36
de um sistema, 18
e dimensio do nicleo, 143
grupo, 441
a um parametro, 457
circular S1, 443
das isometrias, 443
de matrizes, 442
dos quaternides unitarios S3.449
euclidiano F(n), 446

linear

especial SL(n), 443

geral GL(n), 443
ortogonal

especial SO(n), 443
ortogonal O(n), 442
simpléctico, 466
unitario

especial SU(n), 443
unitério U(n), 442

Hermite, 244, 374
hermitiano

espaco, 243
Hilbert

espaco, 243
hipérbole, 407
hiperboldide, 413, 414
hiperplano, 293
homogeneidade, 241
homogéneo

sistema, 36

solucdo de um sistema, 36
homomorfismo, 456
hiperboléide, 413

idempotente, 265, 384
identidade

matriz, 44
identificacdo

de pontos e vectores, 24
imagem

completa inversa, 367
independéncia linear, 124, 125, 159

das colunas, 127

de um conjunto infinito, 125

e ortogonalidade, 259
indice

de nilpoténcia, 468

de um valor préprio, 493

de uma matriz, 487
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indu¢cdo matematica, 44
inércia, 402

de uma matriz, 404
injectiva, 331, 354

func¢ao, 331
integral, 327
interpolacdo, 305
interseccao

de subespacos complementares, 262

dimensdo da, 141
invariante
conjunto, 183
inversa
de matriz, 49, 103
de permutagio, 54
elementar, 53, 54
triangular, 64
de uma fungdo, 328
do produto, 50
e adjunta, 103
e determinante, 95
e valores proprios, 181
férmula para a, 103
generalizada, 426
inverso
existéncia, 441
existéncia de, 110
isometria, 375
grupo das, 445
isomorfismo
de espacos lineares, 332
de grupos, 442,443,450
iteracdo, 202
iteradas
sucessio das, 207

Jacobi

identidade de, 450
Jordan

cadeia de, 477

forma canénica, 467, 490
para matriz nilpotente, 477

kernel, 114
Kronecker
delta de, 45

Lagrange
identidade de, 282
Laplace
desenvolvimento de, 96
least-squares, 297
lei de inércia de Sylvester, 402
Leonardo de Pisa, 208
Lie
algebra de, 450, 452
paréntesis de, 450
identidade de Jacobi, 450
paréntesis de Lie, 450
linearmente dependente
conjunto, 125
linearmente independente
conjunto, 125
vectores, 125
link, 216
logaritmo
neperiano, 513
LU
factorizagdo, 397
€ menores principais, 398

mao direita
regra da, 283
Markov
cadeia de, 210
matriz de, 173, 211
matriz
hermitiana, 246
adjunta, 99
anti-hermitiana, 378
espectro, 380
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anti-simétrica, 47, 333, 459
espectro, 380
aumentada do sistema, 7
coeficientes do sistema, 36
companheira, 231
conjugada, 181
da métrica, 245
de Fourier, 307
de Gram, 245, 247
de Markov, 173, 211
de mudanga de base, 110, 155, 157,
409
de permutacdo, 54,314
de projecc¢do ortogonal, 257
de rotacdo, 185, 373, 376,416, 443
de transi¢do, 211,214
definicdo de, 7, 19
definida negativa, 394
definida positiva, 246, 394
caracterizag¢do, 397, 400
diagonal, 46, 63
por blocos, 71, 186, 197
diagonalizac¢do, 187
diagonalizante, 188
do tipop X n, 19
dos coeficientes do sistema, 6
dos cofactores, 99
elementar, 52, 149
inversa de, 53
em blocos, 69
operagdes com, 69
em escada, 9
na forma reduzida, 9, 12
entrada, 7, 19
estocastica, 211
exponencial, 218
hermitiana, 247, 378
valores proprios, 379
identidade, 44
indedefinida, 394
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inversa, 103
invertivel, 49
mudanga de base, 155
ndao negativa, 213
ndo singular, 49
nilpotente, 234, 468
espectro, 470
normal, 390
nicleo de uma, 114
nula, 113, 163
ortogonal, 372, 457
propriedades, 373, 374
valores proprios de, 376
parte nilpotente de, 488
Pauli, 462
poténcias de, 51
quadrada, 19
rectangular, 19
semidefinida negativa, 394
semidefinida positiva, 394
simétrica, 47, 163, 247
valores proprios, 379, 388
singular, 49, 470
solucdo fundamental, 224
traco de
e valores proprios, 178
traco de, 178
propriedade, 245
transconjugada, 246
triangular, 63
inferior, 63
por blocos, 71
propriedades, 65
superior, 63
unitaria, 372, 373
valores proprios de, 376
propriedades, 374

matrizes

congruentes, 404
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semelhantes, 188
mMAaximo
de funcdo, 392
medida
paralelipipedo, 287
menor
da entrada, 97
menor principal, 393
central, 393, 397
métrica
matriz, 245
minimo
de funcdo, 392
minimos quadrados, 295, 426
desvios, 300
e SVD, 435
equagdo normal, 298
erro, 300
polinémio de, 302
solucgdo de, 296, 301
misto
produto, 280
modulo
de um complexo, 510
Moivre
féormula de, 514
mudanca de base
matriz de, 155
multilinear, 92
multiplicagdo
de matrizes, 38
de um vector por um escalar, 22, 25
de uma matriz por escalar, 38
de uma matriz por vector, 38
pela matriz identidade, 45
multiplicadores, 68

net, 215
neutro
elemento, 110

nilpotente

parte, 488

norma, 248

de Frobenius, 433
desigualdade triangular, 252
matricial induzida, 428

num espago linear, 427
quaternido, 449

norma-2, 429
normal

equagio, 298
matriz, 390

normalizagdo, 258
nicleo

de uma funcio, 348

de uma matriz, 114

dimensao do, 116, 143
e caracteristica, 117

e valores proprios, 175

ndmero

complexo, ver complexo, ver complexo
de condi¢do, 427, 430

de Fibonacci, 208

de ouro, 210

ODE, 218
one-to-one, 331
operag@o bindria, 111
operacdo elementar

e determinante, 89

e produto por matrizes elementares, 52
inversa, 54

sobre equagdes, 5

sobre linhas de uma matriz, 8

operagoes

com matrizes, 38
propriedades, 41

com vectores, 25
de R™, 28

operador
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de projeccdo, 265
optimizagdo, 392
orbita, 207
ordem

de uma matriz, 19
ortogonal

base, 258

conjunto, 258, 308, 309

independéncia linear, 259

grupo, 442

matriz, ver matriz
ortogonalidade

das colunas

da matriz de Fourier, 308

de vectores, 253

dos subespagos fundamentais, 269

e combinacgio linear, 254
ortogonalizacdo

de Gram-Schmidt, 272, 273
ortonormado, 258

conjunto, 258, 309
ouro

ndmero, 210

PageRank

algoritmo, 215
palavras chave, 215
par proprio

definicdo, 174
parébola, 407
paraboldide, 414
paralelipipedo

medida do, 287

volume, 286
paralelogramo

area, 284
parametro, 18

subgrupo a um, 457
parte imagindria

de um complexo, 509

parte real
de um complexo, 509
Pauli
matrizes spin de, 462
permutacio, 81
conjunto das, 82
identidade, 83
impar, 84
inversao, 83
nimero total de inversoes, 83
par, 84
produto, 83
sinal da, 84
transposi¢do, 83
Perron-Frobenius, 212
Pitagoras
teorema de, 254
pivos, 9, 123, 142, 398
plano
equagdo cartesiana, 291
equagdes paramétricas, 289
plano-k, 293
polar
decomposi¢do, 423, 465
forma
de uma forma quadrética, 403
representacdo, 511
polares
coordenadas, 185
polinémio
caracteristico, 177
de matriz companheira, 232
de minimos quadrados, 302
interpolador
de Fourier, 311
trigonométrico, 305
polinémios
dimenséo do espago dos, 165
ponto inicial, 207
pontos
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identificacao com vectores, 24 QR
positividade, 241 decomposi¢do, 272
poténcias factorizacdo, 275
de uma matriz, 51 quédrica, 406
prependicularidade, 253 na posi¢do padrio, 412
probabilidade quaternido
vector de, 211 imaginario puro, 465
processamento de sinal, 304 norma, 449
produto unitario, 449
Ax, 34
. R?
de matrizes, 38, 276 o
e comutatividade, 41 5 defini¢do, 25
e determinante, 95 R L
de um escalar por um vector, 23 RP defini¢do, 26

elementar de entradas, 84 .
definicao, 28

sinal, 85 . o
externo, 280 ;Zioezspectra ,
i 1z
;Eizﬁz’jogto cubicas da unidade, 311, 515

: ’ da unidade, 306, 311,314, 515
misto, 280

de um polinémio
e factorizag@o, 308
indice n, 515
quartas da unidade, 311, 515
recta
equagdes cartesianas, 292
equagdes paramétricas, 288

e determinante, 280
por matrizes elementares, 52
vectorial, 280, 333
produto interno, 240, 326
linearidade, 244
propriedades, 243

(usualem R™ e €7, 241, 242 reflexiio, 338, 340, 349, 354

projecgao reflexiva

operador de, 265 relacdo, 404

ortogonal, 326, 339, 340, 349, 354 regra
projeccdo ortogonal, 255, 260 da mio direita, 283

matriz de, 257 de Cramer, 104, 105
projector, 384 de Sarrus, 86
propriedades regressdo linear, 296

da transposta, 46 regular

de matriz triangular, 65 caminho, 451

produto interno, 241 representacdo
pseudoinversa, 426 cartesiana de um complexo, 511

e SVD, 435 polar de um complexo, 511
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rotacdo, 339, 340, 349, 355
de /2,184
matriz de, 373, 376

Sarrus
regra de, 86
Schur
forma triangular de, 381
teorema, 468
triangularizac@o
unitaria, 381
se e sO se, 16
seccdes conicas, 407
segmento orientado, 21, 24
equivaléncia de, 22
semelhantes
matrizes, 188, 346
semi-simples
valor préprio, 494
sentido
directo, 184, 185, 202, 339
positivo, 340
simetria, 241
simétrica
dimensdo do espaco das matrizes, 163
matriz, 47,247, 378
classificacdo de, 392
espectro, 379
simétrico
existéncia de, 110, 111
sinal
da permutacio, 84
singular
matriz, 470
sistema
linear, 3
de coordenadas, 24
de EDOs, 219
de equagdes lineares, 2, 147
homogéneo, 36

associado, 153
impossivel, 4, 17
mal condicionado, 426, 427
possivel
e determinado, 4, 17
e espaco das colunas, 152
e indeterminado, 4, 17
termo independente, 2
sistema dinamico
continuo, 206
discreto, 206
sobrejectiva, 331
solucdo
de um sistema, 3
e determinante, 95
e inversa, 59
homogéneo, 36
geral de um sistema, 3, 16, 153
nao homogéneo, 153
trivial, 133
soma
de fungdes, 326
dimensio da, 141
Strang, 114
diagrama de, 270, 424
subespaco
invariante, 183
complemento ortogonal, 261
definicdo, 118
director, 293
exemplos de, 118
proprio, 183
subespacos
fundamentais, 109, 114
dimensao dos, 142
ortogonalidade de, 269
subespacos fundamentais
bases ortonormadas, 423
subgrupo, 442
a um parametro, 457
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substituicao regressiva, 5
subtrac¢do
de vectores, 23
sucessao
das iteradas, 207
de Fibonacci, 208
supradiagonal, 468
SVD
e compressao de imagem, 432
e minimos quadrados, 435
e pseudoinversa, 435
e sistemas mal condicionados, 427
interpretacdo geométrca, 425
Sylvester
inércia, 404
lei de inércia, 402

tamanho de uma matriz, 21
Teorema
da decomposic@o ortogonal, 264, 297
da dimensdo, 270
para fung¢des lineares, 350, 352, 354
para matrizes, 144
da melhor aproximacdo, 268, 297
da triangularizacdo de Schur, 381
de Caley-Hamilton, 234
de Cayley-Hamilton, 205
de Pitigoras, 254
de Weierstrass, 428
Fundamental da Algebra, 177
termo independente, 2
termo independente do sistema, 540
traco
de uma matriz, 107
traco
de superficie, 412
de uma matriz, 178, 245, 327
transformac@o
linear, 324
transconjugado

matriz, 246
vector, 242
transitiva
relagdo, 404
translacdo, 328
transposta
de uma matriz, 46
propriedades, 46
triangular, 64
triangular, see matriz63
desigualdade, 252
por blocos, 71
triangularizag@o
unitaria, 381
triedro directo, 283, 284, 444, 445

unicidade

da decomposi¢do ortogonal, 298

da inversa de uma fungao, 330

da matriz inversa, 49

de matriz em escada

na forma reduzida, 12, 43

de simétrico, 112

do vector das coordenadas, 134
unitaria

diagonalizacdo, 383

matriz, 372

valor préprio
complexo, 181, 184, 197
de matriz simétrica, 388
de matrizes hermitianas, 379
de matrizes ortogonais, 376
de matrizes unitarias, 376
definicdo, 174
distintos, 191
e Ax, 182,201
e determinante, 178
e soma por colunas, 212
e traco, 178
e transposta, 212
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equacdo caracteristica, 175 independéncia linear, 190
indice, 493 complexo, 197
matrizes semelhantes, 188 definic¢do, 174
multiplicidade algébrica de, 178 e valor préprio complexo, 181
multiplicidade geométrica de, 178 generalizado, 494
polinémio caracteristico, 177 vectores
de matriz companheira, 232 de posicdo, 25
semi-simples, 178, 193, 388, 494 linearmente independentes, 125
simples, 178 ortogonais, 253
valores singulares, 418, 434 versor, 249
decomposi¢do em, 417,419 volume
interpretagiio geométrica, 425 paralelipipedo, 286
variavel

dependente, 18, 117 Weierstrass, Teorema de, 428

independente, 18
livre, 18,117
vector
aplicado, 22
coluna, 20
componentes, 20
coordenadas de um, 20, 27
das coordenadas, 110, 134, 158, 210,
245,260, 335
de R™, 28
combinacdo linear, 29
operacdes com, 28
de equilibrio, 212
de probabilidades, 211
de translacdo, 293
diferenca, 23
dos termos independentes, 36
livre, 22
nulo
de R™, 28
singular
direito, 419
esquerdo, 419
soma, 22
transconjugado, 242
vector proprio
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Lista de simbolos

O

L; & Lj
(XLZ'

L; + aLj
Ax=Db
[A]b]

Qi
car(A)
I,oul
E;

AT

A—l

Ak
tr(A)
LU
det(A)
sign o
cof (4)
ad(A)
N(A)
EC(A)
EL(A)
Span
dim

XB
U+V
UV
unv
Mp/ B
E(X)
mult alg(\)
mult geom(\)
(2,y)
AH

dist

[
[P
proj, u

Fim de demonstracdo

Troca da linha ¢ com a linha j.

Multiplicar a linha 7 pelo escalar o # 0.
Substituir a linha ¢ pela soma da linha ¢ com a linha j multiplicada pelo escalar a.
Sistema de equagdes lineares com matriz dos coeficientes A e termo independente b.
Matriz aumentada do sistema Ax = b.

Entrada na linha i e na coluna j da matriz A = [a;;].
Caracteristica da matriz A.

Matriz identidade de ordem n.

Matriz elementar.

Matriz transposta de A.

Inversa da matriz A.

Poténcia de A.

Trago da matriz A.

factorizacdo LU.

Determinante da matriz A.

Sinal da permutag@o o.

cofactor da entrada ij.

Matriz dos cofactores da matriz A.

Matriz adjunta da matriz A.

Nicleo de A.

Espaco das colunas de A.

Espaco das linhas de A.

Espaco gerado por, ou expansdo linear de.
Dimensao.

Vector das coordenadas de = na base ordenada B.
Soma de subespacos.

Soma directa de subespacos.

Intersec¢@o de subespacos.

Matriz de mudanga da base B para a base B’.
Espaco proprio do valor préoprio A.
Multiplicidade algébrica do valor préprio .
Multiplicidade geométrica do valor proprio A.
Produto interno de x por y.

Transposta da matriz conjugada de A.

Distancia.

Norma.

Norma-2.

Projeccdo ortogonal de u sobre x.
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S+ Complemento ortogonal do subespago S.

us,ou projgu Projeccdo ortogonal do vector u sobre o subespago S.

uxv Produto externo (ou vectorial) do vector u pelo vector v.
w-(uxv) Produto misto dos vectores w,ue v.

Im(f) Contradominio de f, ou imagem de f.

N(f) Nucleo da fungdo linear f.

ft Inversa da funcdo f.

L(V,W) Espaco das fungdes lineares entre os espagos vectoriais V e W.

M(T,B,B’) Matriz que representa a funcéo linear na base B do dominio e na
base B’ do conjunto de chegada.

% Espaco dual.

T* Fun¢do dual da fung@o linear 7'

((€,v)) Imagem de v por § € V*.

qa(x) Forma quadrética com matriz associada A.
AT Pseudoinversa de A.

H Quaternides.

g Algebra de Lie do grupo G.

[A, B] Comutador de matrizes.
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