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A distingao entre as vérias sub-disciplinas da matematica (como, de resto,
noutras ciéncias) é um modo dos nossos espiritos limitados abarcarem e po-
derem compreender a totalidade.

Nao se quer com isto dizer que as divisoes sejam totalmente artificiais, ja
que ha métodos, técnicas e problemas especificos de cada uma delas e que sao
distintos duma para outra. No entanto, nao serda demais relembrar que nao
ha divisoes estanques entre, digamos, a Analise, a Algebra, a Geometria, a
Topologia, as Probabilidades, a Teoria da Computagao, etc, e, por vezes, um
resultado ganha imenso em simplicidade e clarificacao quando é observado
sob perspectivas diferentes.

Esta breve nota pretende consubstanciar a observacao anterior num con-
texto muito simples, que serd acessivel a todos os que tenham ja estudado
o apéndice sobre Indugdo Matemadtica (i.e., no final desta primeira semana
lectiva: praticamente todos os estudantes!)

Numeros e Figuras

H4 varias classes de nimeros naturais que sao interessantes e que tém intimas
relagoes com a geometria discreta elementar. Uma dessas classes é a dos
numeros triangulares. O n-ésimo nimero triangular é definido por

n(n+1)

A, =
2

A razao de ser deste nome e desta definicao devera ser clara apds inspeccao
da Figura 1

Observe que o ntmero triangular A,, é obtido do niimero triangular A,,_;
por adicao de n:
An = An,1 +n.



Figura 2.13 — Linhas de compri

ente geram

Figura 2.14 ntimeras triangidares

Figura 1: A geragao dos nimeros triangulares A,, (n =1,2,...,6)

Esta é uma propriedade fundamental quando tencionamos aplicar o método
de indugao para provar resultados envolvendo ntimeros triangulares.

Algumas propriedades dos niimeros triangulares sao particularmente sim-
ples e claras quando encaradas geometricamente, por exemplo:

1. A soma de dois niimeros triangulares consecutivos é um numero quadrado
(cf. Figura 2), a saber A, + A, = n%.

Figura 2: Ilustracao da propriedade A,,_; + A,, = n? com n = 6.

Exercicio 1. Prove a propriedade 1 usando o método de inducao.

Observe que a propriedade 1 pode ser demonstrada sem recorrer ao
método de indugao, usando apenas manipulagoes algébricas elementares (faca-
o!). Isto é, obviamente, tipico: hd, normalmente, mais do que uma maneira
de obter um resultado, provar um teorema, resolver um problema. Convém
estar atento a este facto, qualquer que seja a area de estudo em causa!



Outras propriedades dos nimeros triangulares, tais como as enunciadas
no Exercicio 2 abaixo, tém uma interpretacao geométrica igualmente 6bvia,
como se pode inferir da Figura 3:
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Figura 2.28 — (2n+ 1) =84, + 1 = &, 1 + 64, + 844

Figura 2.21 — 3A.+A4, Az, Figura 2,22 — 35,4+ 8001 = Aaysr

Figura 3: Ilustragao geométrica de algumas propriedades dos ntimeros trian-
gulares.

Exercicio 2. Recorrendo ao método de induc¢ao conclua as propriedades

ilustradas na Figura 3:

a) 8A, +1=(2n+1)

b) An—l + 6An + An—i—l = (2n + 1)2

C) AZn = 3An + An—l

d) A2n—i—1 = 3An + An—|—1

Os numeros triangulares sao apenas um dos muitos tipos de niumeros

figurativos que podem ser definidos (observem-se alguns deles na Figura 4).

Muitas propriedades destes niimeros podem ser consultadas no interessante e
belissimo livro [I] e provadas por métodos andlogos aos dos exercicios acima.
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Figura 4: Exemplos de nimeros triangulares, quadrados, pentagonais e he-
xagonais.

Mais Algebra e Geometria

Analogamente aos exemplos descritos na seccao acima, muitas propriedades
algébricas tém traducao geométrica e vice-versa. Um caso particularmente
simples é a importante formula do binémio de Newton:

n
(+1)" =) (") gk 1k, (1)
k=0 k
Esta expressao algébrica pode ser interpretada geometricamente do seguinte
modo: para uma dada dimensado espacial n € N, a férmula ([Il) relaciona o
“volume” de um cubo de aresta z+ 1 com a soma dos “volumes” de um cubo
de aresta x, de um cubo de aresta 1 e a de paralelipipedos adequados. Isto
torna-se claro observando os casos de dimensao espacial n = 1 (“volume” =
“comprimento”) e de dimensao espacial n = 2 (“volume” = “4rea”), como

se apresenta na Figura 5.

E interessante considerar o caso particular seguinte, n = 3:
(r+1)* =2 +32° + 3z + 1. (2)

Este caso tem uma interpretacao geométrica natural em termos de somas de
volumes no espaco tridimensional da nossa experiéncia corrente.
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Figura 5: Ilustragao geométrica do binémio de Newton para (z + 1)", com
n=1len=2.

Exercicio 3. Esboce uma figura que ilustre geometricamente a propriedade

o).

E claro que a férmula de Newton geral ([Il), na sua interpretagao geométrica,
dé-nos informagoes sobre a geometria de espacos de dimensao n arbitraria
para os quais as limitacoes sensoriais dos humanos normais impedem-nos de
ter qualquer espécie de intuicao util. O que, obviamente, nao nos impede de
raciocinar rigorosamente!...

Exercicio 4. Recorrendo ao método de indugao prove que a férmula do
binémio de Newton () é verdadeira para todos os n € N.

Referéncias

[1] John H. Conway, Richard K. Guy; O Livros dos Nimeros, Colecgao
Gradiva/Universidade de Aveiro, vol. 6, Gradiva, Lisboa, 1999
(edigao original: The Book of Numbers, Springer, New York, 1995)



“FOOD FOR THOUGHT” #2

FPC
9 de Outubro de 2008

As sucessoes numeéricas sao, como se verificara ao longo de toda esta disci-
plina, um instrumento fundamental da Analise Mateméatica. Mas as sucessoes
sao também importantes por si proprias, permitindo-nos ter um controle de
processos ou entidades complexas através de processos ou entidades mais
simples que constituem aproximacgoes cada vez melhores a “coisa” complexa
que verdadeiramente nos interessa. Deste ponto de vista, as sucessoes sao
paradigmaticas do método analitico nas ciéncias e nas tecnologias.

Nesta nota pretendemos, de forma necessariamente muito breve, expor
dois contextos de aplicacao das sucessoes, intimamente relacionados entre
si, um deles de grande importancia histérica (a estimativa de 7) e o outro
particularmente activo no presente (o estudo dos fractais) e com imensas
relagoes com variadas areas da matematica, da fisica e de diversas tecnologias.

Poligonos Planos e Aproximacoes de 7

O problema de determinar o perimetro de poligonos assentes num plano é algo
que a civilizacao Humana domina desde tempos imemoriais e que cada um de
nos sabe fazer desde a escola primaria: basta, para cada poligono, saber me-
dir, ou calcular, o comprimento entre dois vértices adjacentes e depois somar
todas as parcelas. Se conhecermos um pouco de geometria analitica elementar
podemos até calcular algebricamente o perimetro de figuras sem necessidade
de as desenhar: basta saber o Teorema de Pitdgoras para concluir imediata-
mente que a distancia entre um ponto A de coordenadas (z4,y4) e um ponto
B de coordenadas (vp,yp) é dada por dap = /(x4 —25)2 + (ya — yn)?
(Figura 1).

O problema complica-se sobremaneira se a figura em causa nao for limi-
tada por segmentos de recta. Nem é sequer possivel abordar aqui, mesmo
que superficialmente, todas as facetas do problema que se coloca nesse caso.
Podemos, no entanto, referir um caso que é particularmente importante na



A= (z4,ya4)

J B = (xBayB)

F E

Figura 1: Exemplo de um poligono plano.

histéria da Humanidade e que ilustra bem a importancia pratica da sucessoes
como aproximacoes sucessivas: o caso da circunferéncia.

O problema de medir a circunferéncia, ou seja, de estabelecer a relacao
entre o comprimento, ou perimetro, de uma circunferéncia e o respectivo
raio ¢ um problema muito antigo e cujas primeiras abordagens matematicas
remontam a Grégia antiga, sendo Arquimedes (287 AC-212 AC) o primeiro
grande matemético cujo nome ficou ligado a esta questao [4, Capitulo 13].

Para “medirmos a circunferéncia”, no sentido dado acima, comecamos
por observar que a razao entre o comprimento de qualquer circunferéncia e
o respectivo diametro é sempre o mesmo, independente da circunferéncia em
causa. A essa razao constante, independente da circunferéncia particular que
estamos a estudar, damos, modernamente, a designacao = (Figura 2).

da

Figura 2: A definicao geométrica de m, a razao entre o comprimento de
a1
d1

C2 — g,

qualquer circunferéncia e o seu diametro: N

Portanto, “medir a circunferéncia” é o mesmo que “medir”, ou determi-



nar, o valor de w. Esta constante é, como certamente saberao, um dos mais
famosos nimeros de toda a matemadtica, cuja importancia em todos os seus
ramos vai muito para além do que as suas modestas origens geométricas nos
poderiam levar a crer [2].

E como poderemos medir 77 A resposta geométrica, que remonta a Ar-
quimedes, é a seguinte: podemos ter um conhecimento cada vez melhor de 7
aproximando a circunferéncia com poligonos com um nimero cada vez maior
de lados. Exemplifiquemos isto comeg¢ando com hexdgonos regulares (Figura
3). E claro que, estando o hexdgono inscrito na circunferéncia, o seu com-
primento serd menor que o comprimento desta e, portanto tem-se a seguinte
estimatival do valor de m:

comprimento da circunferéncia perimetro do hexagono 67 5
™ = = - . = " . = = =
diametro da circunferéncia diametro da circunferéncia  2r
P
r=d/2

Figura 3: Aproximacao da circunferéncia por um hexdgono inscrito. Note
que o perimetro do hexagono é Ps; = 67, onde r ¢é o raio da circunferéncia.

Para obtermos melhores resultados aumentemos o nimero de lados do
poligono inscrito. Vejamos o que acontece se duplicarmos o niimero de lados
construindo um poligono de 12 lados (dodecdgono, ou 12-4gono) regular ins-
crito na circunferéncia. Temos que comecar por determinar o comprimento
do lado do poligono inscrito de 12 lados. Isto pode ser feito recorrendo apenas
ao Teorema de Pitdgoras e ao esquema da Figura 4:

1O valor 7 = 3 é referido (implicitamente) na Biblia, em 1 Reis 7:23. Aproximacoes
bem melhores eram conhecidas de Babilénios e Egipcios.



Figura 4: Construcao do 12-agono inscrito na circunferéncia de raio r a partir
do hexédgono inscrito.

223 o g = p V22YIPHL

Exercicio 1. Prove que, na Figura 4, se tem: a = r==5"= 5
Conclua daqui que 7 > 3, 1058...

Agora, naturalmente, podemos repetir o processo: a construgao de um
24-4gono inscrito a partir do 12-dgono inscrito fornecer-nos-4 uma melhor
aproximacao do valor de 7.

Exercicio 2. Esboce uma figura, semelhante a Figura 4, correspondente a
construcao do 24-agono inscrito a partir do 12-agono. Conclua que
m > 3,1077...

Arquimedes, em cerca de 225 AC, continuou este processo de duplicagao
por mais duas etapas?, conseguindo, a partir de um 96-4gono, a estimativa
m > 3,1408...

Observe-se que estamos com este processo a obter os valores de uma
sucessao p, que aproxima 7, a saber

2Note que Arquimedes nao tinha nenhuma méaquina para calcular raizes quadradas e
nem sequer tinha notacao numérica adequada: tente fazer cdlculos em numeracao romana
(que é semelhante & numeragdo do tempo de Arquimedes) e depressa se aperceberd das
dificuldades!...



pr = 3

P2 = 3,1058...
ps = 3,1077...
ps = 3,1408...

Pela propria construcao de p,, trata-se de uma sucessao mondtona cres-
cente (ja que, como consequéncia imediata do Teorema de Pitagoras, o lado
de um k-agono é menor que o dobro do lado de um 2k-dgono—veja a Fi-
gura 4) e limitada superiormente (note que, por imposicao da geometria da
construgao, todos os elementos de p,, satisfazem p,, < 7). Portanto, pelo teo-
rema 1.3.10 e sua demonstragao, a sucessao seré convergente para o supremo
do conjunto dos seus termos, o qual é, certamente, nao superior a m. De
facto, pela definicao geométrica de 7, este é mesmo o limite da sucessao p,.

Este processo de aproximagcao de linhas curvas por linhas poligonais serve
de base a teoria da integracao, um dos ramos fundamentais da Anélise. Estd
também relacionado com a construcao de linhas fractais, a que nos referire-
mos na seccao seguinte.

Fractais

Na seccao anterior tinhamos & partida uma linha (a circunferéncia) e, para de-
terminarmos algumas das suas caracteristicas (no caso, o seu comprimento),
aproximamo-la por linhas mais simples (os poligonos) para os quais essa ca-
racteristica era conhecida.

Pode, no entanto, acontecer que mesmo o préprio objecto-limite seja
“mal” conhecido e que o processo de aproximacoes sucessivas sirva, nao ape-
nas para estudéa-lo, mas também para defini-lo.

Para que a observacao acima comece a fazer algum sentido, considere-se



o seguinte processo:

Etapa 1:

Etapa 2:

Etapa 3:

Etapa 4:

Considere um triangulo equilatero 7', cujo lado tem

comprimento 1

1
3

resultante no meio dos lados de 7'. Obtém uma regiao 75

Contraia T por um factor (%)2 e cole 3 - 4 copias do triangulo

resultante no meio dos lados de T,. Obtém uma regiao T3

Contraia T por um factor % e cole 3 cépias do triangulo

Contraia T por um factor ( %)3 e cole 3 -4 cépias do triangulo

resultante no meio dos lados de 75. Obtém uma regiao T}

A Figura 5 pretende ilustrar geometricamente este processo.

A. X

T 13T — T = (1137
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Figura 5: O processo de construcao da ilha de Koch.



O processo iteractivo enunciado acima gera uma sucessao de figuras geo-
métricas Ty, Ty, T3,...,T,,..., onde chamamos T ao triangulo inicial 7.
Prosseguindo indefinidamente, pode-se pensar no subconjunto do plano que
¢é obtido como limite deste processo. Tal conjunto é conhecido por “ilha de
Koch”, ou “floco de Koch” e, nestas notas, denota-lo-emos por K. Note-se
que, pela prépria maneira como é definido, é impossivel desenhar a “ilha de
Koch” K: todas as representagoes geométricas que podemos fazer consistem,
basicamente, em apresentar o esboco de um dos 7,, com n escolhido suficien-
temente grande. Bem vistas as coisas, isto nao é tao diferente assim do que
se passa com a circunferéncia: os compassos nao desenham circunferéncias
matematicas mas apenas esbocos aproximados do conceito de circunferéncia!

E claro que para investigar as caracteristicas de K teremos que utilizar
0 mesmo processo que serve para a prépria definicao de K e que ja nos
foi util na seccao anterior: determinar a caracteristica em causa para os
diversos conjuntos 7, e depois tentar concluir algo sobre o que acontece
quando fazemos n — oo.

[lustraremos esta abordagem com o calculo do comprimento da fronteira
de K. Comecemos por observar que a “ilha de Koch” K é um conjunto
limitado pois pode ser incluido num triangulo equildtero quatro vezes maior
que T', como se esboca na Figura 6:

Figura 6: A inclusao da ilha de Koch num conjunto limitado obtido a partir
do triangulo T'.

Portanto, a drea do conjunto K deverd ser inferior a area do grande
triangulo a vermelho na Figura 6. A &rea deste tltimo é quatro vezes a
do triangulo original 7. Como este é um triangulo equilatero com lado de

comprimento 1, a sua area ¢ igual a ﬁ (deduza isto!). Assim, conclui-se



que a area® de K é certamente finita e é inferior a 2. Isto, é claro, nada nos
diz sobre aquilo que queremos saber, qual o comprimento da fronteira de K7

Um processo analogo ao que serviu, quer para medir a circunferéncia na
Seccao anterior, quer para definir o proprio conjunto K, serve agora para
estudarmos o comprimento da linha que serve de fronteira K: calculamos o
comprimento da fronteira de cada conjunto T}, que designaremos por L,,, e
obtemos o comprimento da fronteira de K como o valor limite da sucessao
L, quando n — oo.

Para determinar os valores de L,, para os primeiros valores de n, assim
como para determinar a expressao geral de L,, é ttil atentarmos ao que o
algoritmo da pagina 6 nos diz sobre a evolucao da fronteira dos conjuntos 7,
e que estd geometricamente esquematizado na Figura 7.
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Figura 7: Esquema da evolugao da fronteira dos conjuntos 7.

Na posse desta intuicao geométrica sobre a fronteira de T},, considere o:

Exercicio 3. Sendo L, o comprimento da fronteira de 7},, conclua que:

a) L1:3X1
b) L2:3X§

3Nao é possivel associar a todos os subconjuntos limitados do plano uma nocao de
area, ou seja, na linguagem dos matematicos, nem todos os subconjuntos do plano sao
mensuraveis. Este é um problema profundo, tratado numa area da matemaética designada
por “Teoria da Medida” (com importantes ligacoes & Andlise e as Probabilidades) e que
claramente extravaza o nivel da presente nota. Pode-se provar que o conjunto K nao
padece destes problemas de nao-mensurabilidade.



Exercicio 4. Prove que o comprimento da fronteira do conjunto 7}, é dada

por L, = 3 X ( %)n_l. Conclua que o comprimento da fronteira da “ilha
de Koch” K é infinito!!

Repare que o resultado a que chegamos no fim do exercicio anterior é
verdadeiramente surpreendente: uma regiao limitada do plano, K, com area
finita (ndo a calculdmos mas vimos que é certamente inferior a 4) tem uma
fronteira de comprimento infinito! Isto é claramente algo que a nossa intuicao,
construida a partir da experiéncia com poligonos, circunferéncias e outras
curvas “simples”, nao nos levaria a pensar.

A fronteira da “ilha de Koch” é um exemplo do que se designa por con-
junto fractal, os quais, grosso modo sado conjuntos que, observados [estuda-
dos| a escalas diferentes tém sempre o mesmo aspecto [propriedades], uma
caracteristica designada na literatura cientifica por auto-semelhanca.

Este tipo de comportamento é extremamente vulgar na natureza (dentro
de determinadas gamas de escalas). Como um mero exemplo, atente na
Figura 8 onde sao apresentadas quatro fotos, sucessivamente aumentadas, de
porcoes de uma couve-flor.

Y inch

Figura 8: Aspecto auto-semelhante de uma couve-flor.



O leitor podera tentar observar este tipo de caracteristica em diversas
componentes de paisagens naturais, como ramos de arvores (no Inverno),
relevo montanhoso, perfis de ntvens, etc.

A geragdo computacional de objectos com propriedades (aproximada-
mente) fractais ou auto-semelhantes é utilizada, por exemplo, em proces-
samento e sintese de imagens e de paisagens realistas (ver, por exemplo, [1],
e a Figura 9).

Figura 9: Paisagem artificial sintetizada por computador.

Referéncias

[1] Adam Brown: Fractal Landscapes, local da internet com o endereco
http://www.fractal-landscapes.co.uk/index.html (consultado em
9 de Outubro de 2008)

[2] Pierre Eymard, Jean-Pierre Lafon; The Number m, American Mathema-
tical Society, Providence, 2004

[3] Heinz-Otto Peitgen, Hartmut Jiirgens, Dietmar Saupe; Chaos and Frac-
tals: New Frontiers of Science, Springer-Verlag, New York, 1992

[4] Alistar Macintosh Wilson; The Infinite in the Finite, Oxford University
Press, Oxford, 1995
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Apesar da sua aparente simplicidade e da sua teoria relativamente sim-
ples, as sucessoes reais constituem ingredientes importantes de modelos ma-
tematicos com comportamentos notoriamente complexos.

Nesta breve nota pretendemos apresentar uma classe de exemplos nos
quais as sucessoes sao utilizadas para a modelagao da dinamica de populagoes
bioldgicas.

Convém desde ja alertar o leitor para o facto de que, apesar do seu
caracter aparentemente elementar, a exploracao e elucidacao matematica-
mente rigorosas de varios aspectos aqui aflorados sai muito claramente fora
do nivel em que se situam estas notas, sendo, em alguns casos, mesmo assunto
de investigacao cientifica contemporanea.

Modelos Discretos em Dinamica de Populagoes: Mode-
los Lineares

Na modelagao de muitos fenémenos fisicos e naturais o tempo é assumido
como uma varidvel real, usualmente positiva, t € R, mas existem casos, por
exemplo em biologia, nos quais unidades discretas de tempo sao as unidades
naturais e onde, portanto, faz sentido considerar o tempo como uma variavel
n € N. Exemplos disto sao os casos em que, numa determinada populacao
biolégica, as geracoes nao se sobrepoem temporalmente, tal como acontece
em muitas espécies de insectos e de plantas sazonais, onde a unidade natural
de tempo sera “1 ano” e s6 faz sentido considerar incrementos discretos desta
unidade.

Nesta nota consideraremos sempre o tempo como sendo uma variavel
discreta n € N.

Um modelo discreto de dinamica de populagoes é uma lei que nos permite
prever a evolugao temporal do nimero de individuos de uma determinada
espécie bioldgica (ou melhor: da sua densidade, considerando fixa a regiao



espacial ocupada pela espécie). Se designarmos por N,, o nimero (ou densi-
dade) de individuos de uma determinada espécie biolégica no instante n € N,
estamos interessados em conhecer como é que uma populagao que, no ins-
tante n = 1, tem uma densidade Ny, evoluira para instantes posteriores de
tempo. Se pensarmos na variavel n em termos de geracoes, é natural con-
siderar que o nivel populacional no instante (ou geracdo) n + 1 dependerd
directamente do que se passou no instante (ou geragao) n e portanto

Nn+1 = f(Nn), n e N, (].)

onde f serd uma funcao que devera traduzir apropriadamente as condigoes
biolégicas em causa.

Repare que ([Il) define uma sucessao indutivamente, ou por recorréncia,
desde que imponhamos um valor de N,, no instante inicial n = 1: sendo dado
o valor inicial Ny, entao:

Ny f(Vy)
Ny f(N2) (2)
Ny f(N3)

O caso mais simples possivel para f ¢, sem grande surpresa, também o mais
desinteressante: se f for uma funcao constante f(z) = «, para alguma cons-
tante positiva «, entao ([l) reduz-se a N,,1 = «, ¥Yn € N, ou seja, trata-se
da sucessao que ¢ constante a partir do seu segundo termo: a populagao nao
mais varia de ano para ano, o que dificilmente poderd constituir um modelo
realista da realidade.
O modelo mais simples logo a seguir ao de f = constante é o caso em que
f é uma funcao linear, isto é, o grafico de f é uma linha recta (que passa
pela origem), ou seja, algebricamente, f(r) = ax, para algum o € RT. O
modelo ([l) é agora
Npi1 = aN,. (3)

Este caso tem alguma relevancia historica pois estd relacionado com as fa-
mosas previsoes do economista inglés Thomas Malthus (1766-1834) sobre
o crescimento populacional. Antes de explorar este modelo, uma palavra
sobre o significado bioldgico de a: esta constante mede a taxa de variagao

- . . _ Nag1 ,
da populagao entre dois anos consecutivos, a = =+, e portanto dependerd

n

essencialmente das diferentes taxas que podem influenciar uma determinada

populagao, por exemplo,

a = <nascimentos + imigra(;éo) <mortes + emigra@éo).
- > A g

v Vv
contribui¢do de aumento contribuigao de redugao



Assim, é 6bvio que se a > 1 a populacao da geracao seguinte sera superior
a populagao da geracao anterior, N,y ; = aN,, > N,,. Ter-se-4 o contrario se
a < 1. Para esta lei particularmente simples, é possivel obter uma expressao
explicita para N, e deduzir qual o comportamento da populacao quando
n — +00:

Exercicio 1. Suponha que uma populagao N,, obedece a lei ().

a) Prove que N,, = Nja" L.

b) Determine quais os distintos comportamentos de N,, quando n —
+00, para os varios valores possiveis de o € R™.

c) Interprete, do ponto de vista bioldgico, os resultados da alinea an-
terior.

Tal como se referiu num nimero anterior destas notas ( “Foof for Thought”
# 1, pagina 1) é usual ganhar-se imenso quando se encara um determinado
problema sob pontos de vista diferentes. Isto é particularmente verdade no
presente caso: a perspectiva geométrica que referiremos a seguir para o caso
f(x) = ax é particularmente 1til nos casos subsequentes onde tomaremos
para f uma funcao (ligeiramente) mais complicada.

Retome-se o modelo malthusiano (B) e, para fixar ideias, consideremos o
caso em que « < 1 (nado esquecendo que se tem sempre « > 0). Observe-se
que para determinar os valores de V,, basta-nos saber o valor de /V;. Sabendo
este, calculamos Ny = alN7, ou seja, N, é o valor da ordenada y de um ponto
da recta y = ar com abcissa x = N; (cf. Figura 1)

N, Ny xr

Figura 1: Primeira iteracao: Ny = a/V;.

Na segunda iteragao, Ny ¢ agora a abcissa da recta y = ax, e calculamos a
correspondente ordenada N3 = aelN,. Para passarmos N, do eixo dos y (onde
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ele “nasceu” pela primeira iteracao) para o eixo dos x (onde necessitamos
que ele esteja para construirmos a segunda iteracao) basta-nos reflecti-lo na
recta y = z, como se indica na Figura 2.

N2 N1 z

Figura 2: Colocagao de N, no eixo adequado a segunda iteragao.

Agora podemos iterar mais uma vez o processo (Bl) para obtermos N3 (cf.
Figura 3).

Y
y=ar, a<l
N |
N3

NQ N1 z

Figura 3: Segunda iteragao: obtengao de N3y = aNs.

E agora o processo repete-se indefinidamente, produzindo algo como o
que se apresenta na Figura 4 que corresponde ao processo repetido até a
quarta iteracao.

Observe que o grafico na Figura 4 sugere de modo absolutamente claro

que, se 0 < a < 1, temos N,, — 0 quando n — oo, como, alids, ja tinhamos
concluido algebricamente pelo exercicio 1.b).
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Figura 4: Iteragoes 1 a 4: obtencao de N5 partindo de V.

Exercicio 2.

a) Considerando o > 1, esboce a representagao geométrica analoga a
da Figura 4 e compare o comportamento evidenciado geometrica-
mente com o que determinou algebricamente no exercicio 1.b).

b) Refaga a alinea 2.a) com a = 1.

Ny,

N; | * w\/\/\/\

0 1‘2‘3‘4‘5 n OZLOEZMZN =

Figura 5: Duas representagoes graficas dos primeiros 5 pontos da sucessao
N,.

Um outra representacao grafica da sucessao N,,, que também coloca em
evidencia, de modo claro, o seu comportamento, consiste em desenhar o
grafico da sucessao n +— N, como fazemos com qualquer funcao real de
variavel real. Como o dominio da sucessao é N, o grafico consiste num con-
junto de pontos isolados de R? (representados por cruzes na Figura 5), os
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quais, usualmente, unimos por segmentos de recta para aumentar a legi-
bilidade (cf. segmentos de recta azuis na Figura 5). Uma representacao
ainda mais esquematica mas que é, muitas vezes suficiente, é a apresentada
a direita da Figura 5, onde se apresenta, essencialmente, apenas o que esta
representado no eixo vertical da parte esquerda dessa figura e que, de facto,
é suficiente para nos apercebermos do comportamento de N,

Modelos Discretos em Dinamica de Populagoes: Mode-
los Quadraticos

E claro que uma variacdo da populacio com uma taxa sempre constante
nao é realista para além de uma gama muito apertada de densidades. Com
efeito, se a densidade da populacao atinge valores muito elevados, a taxa de
mortalidade tende a aumentar muito apreciavelmente, devido, por exemplo,
ao esgotamento de recursos alimentares, ou seja, a tende a diminuir quando
N,, é muito grande. Isto significa que um modelo mais realista tera de ter
em conta que, em ([Bl), o = «(N,)) e a(x) é uma fungao decrescente de x, pelo
menos para valores grandes desta variavel. Isto quer dizer que a funcao f
em (B) sera do tipo f(z) = a(z)z e, portanto, serd uma func¢ao nao-linear.
O tipo de nao linearidade dependera, obviamente, dos detalhes da situacao
biolégica, mas ha varios tipos de fungoes a(x) que tém sido propostos e que
sao importantes sob os pontos de vista historico, biolégico, ou matemaético.
Um exemplo muito interessante e importante é o “modelo logistico”, proposto
em 1976 pelo bidlogo Robert May [I] (e que esté relacionado com um mo-
delo semelhante, mas para tempo continuo, proposto pelo matematico Pierre
Frangois Verhulst em 1845). O modelo, ap6s um rescalamento apropriado (e
que nao é relevante detalhar nesta altura), pode ser escrito como

Npyp1 =aN,(1—N,), neN (4)

onde a é uma constante real positiva e a condicao inicial Ny, devido ao
rescalamento efectuado, deve ser escolhida no intervalo [0, 1].

Observe-se que a funcao f que aqui esta a ser considerada ¢é o polinémio
de segundo grau f(z) = ax(1 — x) e, portanto, trata-se, essencialmente, da
funcao polinomial mais simples logo a seguir a funcao linear f(x) = ax que
consideramos na secgao anterior.

No entanto, como veremos em breve, esta simplicidade de f esconde uma
complexidade assombrosa no que diz respeito aos possiveis comportamentos
das sucessoes NV,,. Nao teremos aqui oportunidade de entrar em detalhes, se
bem que uma boa parte do estudo basico do comportamento das sucessoes
definidas por (@) possa ser entendida com conhecimentos mateméaticos a nivel



elementar como o leitor podera Comprovalﬂ consultando [I], |2, Capitulo 2]
ou [3, pp.42-62].

Comecemos por considerar o comportamento de (H]) numa situagao par-
ticularmente simples: o caso em que 0 < a < 1. Observando a Figura 6
conclui-se que é natural esperar que todas as sucessoes NN, definidas pelo
modelo logistico devam convergir para 0 quando n — oo.

Y

Figura 6: Comportamento tipico das sucessoes [N, do modelo logistico
quando 0 < a <1

De facto, para este intervalo de valores do parametro a, é muito facil
provmﬁ que, de facto, todas as sucessoes dadas por (Hl) convergem para 0 e
tal sera deixado como exercicio:

Exercicio 3. Considere uma sucessao N, dada pela lei logistica (@) com
Ny e0,1]e0<a<1.

a) Mostre que todos os termos da sucessao estao também em [0, 1].
b) Mostre que as sucessoes [V, sdo sempre mondtonas decrescentes.

c) Prove que as sucessoes N,, sdo convergentes e determine o valor do
limite.

Considerem-se agora os casos em que a > 1. Claro que agora o grafico
da parabola f passa a intersectar o grafico da recta y = x num tnico ponto.
Designemo-lo por N*. Este ponto é um ponto firo de f. A razao de ser da
designagao é 6bvia: se os graficos de y = x e y = f(z) coincidem em x = N*
entdo, neste ponto f(xr) =y = x e, portanto, o argumento x de f nao sofre
alteracao apds aplicarmos f: permanece fixo. E claro do que ficou dito que,
se a condi¢ao inicial para (@) comeca na abcissa do ponto fixo Ny = N*,
entao a sucessao NN, é a sucessao constante N,, = N*, Vn € N (Figura 7).

... e recomendo vivamente que o faca, para enriquecimento da sua cultura cientifica!

20u seja, demonstrar rigorosamente e nio apenas intuir a partir da Figura 6...
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Figura 7: Ponto fixo do modelo logistico quando a > 1

O problema interessante coloca-se, obviamente, quando a condicao inicial
N1 nao coincide com a abcissa N* do ponto fixo. O que é absolutamente
espantoso e inesperado é que, nestes casos, o comportamento pode ser ex-
traordinariamente complexo, dependente do valor especifico do parametro
a > 1. Para valores de a relativamente pequenos, as sucessoes N,, tém como
limite o ponto fixo N* e convergem para l4 de maneira ou mondtona ou
oscilatéria, consoante o valor de a. Continuando a aumentar o valor de a,
héa uma altura a partir da qual as sucessoes deixam de convergir para N*
(se bem que o ponto fixo continue a existir!) e passam a ter um comporta-
mento oscilatorio periddico, o qual se torna cada vez mais complexo a medida
que a aumenta, até que, em determinado valor de a, o comportamento das
sucessoes V,, parece perder toda a regularidade, apresentando um compor-
tamento aparentemente cadtico.

Esta evolucao no comportamento das sucessoes N, com o aumento de
a > 1 estd ilustrada na Figura 8, a qual foi produzida utilizando o applet
Java interactivo disponibilizado online por Frank Wattenberg, da Montana
State University, nos Estados Unidos.

Exercicio 4. Explore o applet Java interactivo do modelo logistico (clique
aqui), observando o efeito, na sucessao N, de alterar, quer a condigao
inicial (clique no eixo das abcissas para escolher o valor desta (ponto
a preto)), quer o valor de a (clique na escala horizontal abaixo dos
graficos). Para obter sucessivos valores de N, vé clicando sobre o
grafico de f (gréafico a vermelho). Guie a sua exploragdo do applet
com a leitura de [2, Capitulo 2| a fim de perceber melhor o que esta a
contecer.

Note que este comportamento complexo que acabamos de observar ocorre


http://www.math.montana.edu/frankw/ccp/modeling/discrete/logistic/appwindow.htm
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Figura 8: Comportamento das sucessoes N, resultantes do modelo logistico
@) com a mesma condigao inicial N7 mas para vérios valores do parametro
a. As simulacoes desta figura foram feitas recorrendo a uma aplicacao inte-
ractiva a que o leitor pode aceder e explorar clicando lacuil.

com um modelo que é ainda um modelo muito simples da realidade. E natu-
ral esperar que a consideragao de modelos mais realistas (com vérias espécies,
com estrutura de idades dentro de cada espécie, com tempo continuo, com
dependéncia espacial, etc.) resulte numa ainda maior riqueza de comporta-
mentos e numa ainda maior complexidade matematica. Isto é certamente o
que acontece!


http://www.math.montana.edu/frankw/ccp/modeling/discrete/logistic/appwindow.htm
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Tal como se referiu nas duas notas anteriores, as sucessoes constituem
instrumentos fundamentais para a nossa compreensao da matemaética e das
ciéncias naturais. Nesta breve nota retomaremos este tema considerando
agora uma aplicacao elementar das séries numéricas a fisica.

As séries sao, de facto, um caso particular (e particularmente importante)
das sucessoes, uma vez que estudar a convergéncia de uma série significa es-
tudar a convergencia da sucessao das suas somas parciais. Convém relembrar
e reforgar o facto da sucessao das somas parciais de uma série » ; @j ser uma
sucessao S, = Z?:o a; que nao ¢, usualmente, explicitamente dada a priors,
mas, ao invés, esta relacionada, de um modo que é muitas vezes subtil, com
a Unica informagao conhecida sobre a série, a saber: o termo geral a;.

Apesar disto, para determinados termos gerais a;, a relagao entre a su-
cessao das somas parciais e a sucessao do termo geral é facil de obter. Tal é o
caso das séries geométricas, i.e., séries com termo geral a; = 7 (com |r| < 1),
para as quais a sucessao das somas parciais é

1 —pntl

n n
— — J—
Sn—Zaj—Zr =1,
J=0 J=0

e portanto a soma da série geométrica é

o0

A . 1
27 =l Sn =y )

J=0

Nas secgoes seguintes estudaremos dois exemplos simples de aplicagao das
séries geométricas a fisica.



Aplicacao Elementar das Séries Geométricas a Fisica:
Relatividade vs. Mecanica Newtoniana

Em mecanica newtoniana, dois corpos que se deslocam um contra o outro
com velocidades ¥ e W tém uma velocidade relativa

View = U+ w, (2)

onde v = ||U]] é a norma de ¥ e w = ||| a de w. Isto é, claro estd, um
fenémeno conhecido de todos: o choque frontal entre dois méveis que circu-
lam a 600 Km/h um contra o outro é equivalente a estar um deles parado
e o outro colidir contra ele a 1200 Km/h (Figura 1). Isto é resultado da lei
adicao de velocidades da mecanica newtoniana.

Figura 1: Representagao esquematica de dois corpos macroscépicos em
trajectéria de colisao. A velocidade relativa, em mecanica newtoniana, é
View = v + w.

No entanto, desde o trabalho de Einstein de 1905 sobre a teoria da rela-
tividade restrita (cuja tradugao portuguesa pode ser consultada em [I]) que
se sabe que a velocidade limite no universo é a velocidade da luz no vacuo,
cujo valor é ¢ = 299792458 m/s. Isto tem como resultado que a lei de adigao
de velocidades da fisica newtoniana sé pode ser vélida, como razoavel apro-
ximacgao, quando as somas dos valores absolutos das velocidades, v e w, sao
muito inferiores a c.

De facto, na situacao de colisao frontal entre dois moveis com valores
absolutos de velocidades v e w, a teoria de Einstein [2] estabelece (e medigoes
experimentais muito precisas confirmam) que a velocidade relativa é, nao

U + w, mas
U+ w

Viel = —u-
I+

(3)
E claro que as velocidades atingidas por corpos macroscopicos sao sem-
pre muito inferiores a ¢ (ou seja, v,w << ¢) mas, no caso de particulas
atémicas ou subatémicas (Figura 2), é possivel acelerd-las até velocidades
muito proximas de ¢ e, nestes casos, a consideracao dos efeitos relativistas é



de importancia fundamental (cf. o recentemente inaugurado [LHCIno CERN,

Genebra.)

fH— —

v w

Figura 2: Representacao esquemaética de dois dtomos de oxigénio °Og em

trajectéria de colisao. A velocidade relativa, em relatividade restrita, é Vo =
vt+w
14+vw/c?”

Quando v e w sao ambos muito inferiores a velocidade da luz ¢ espera-se,
por argumentos fisicos, que a velocidade relativa relativista seja praticamente
igual a velocidade relativa newtoniana ou seja, matematicamente esperamos
que ([B) seja (muito bem) aproximada por (). Para verificarmos e quan-
tificarmos rigorosamente esta expectativa, comecemos por observar que Vi
pode ser escrita como
v+ w 1

c2

V;"el -

e agora note-se que a fraccao presente no membro direito de (H) é do tipo
lflr (para que 77), ou seja, pode ser considerada como a soma de uma série
geométrica apropriada. Esta ideia permite relacionar Vie com Ve, como se

explora de seguida:
Exercicio 1. Considere V. € Vi, dados por (@) e (@), respectivamente.

a) Escreva Vg como a soma duma série de poténcias de (—1—15’)

b) Use o resultado da alinea anterior para estimar um majorante para
o valor absoluto do erro que se comete quando se toma o valor
newtoniano Ve, em vez do valor relativista V.

c) Considerando que as duas particulas se movem uma contra a outra
com v = w, estime a maior velocidade v para a qual o erro relativo
que se comete ao ser tomada a expressao newtoniana em vez da
relativista é inferior a 1%.

Aplicacao Elementar das Séries Geométricas a Fisica:
A Lei Gravitacional de Newton

As séries sao uteis nao apenas para relacionarmos teorias diferentes, como
exploramos na seccao anterior, mas também para considerarmos determina-


http://public.web.cern.ch/public/en/LHC/HowLHC-en.html

dos casos limite particularmente interessantes dentro de uma mesma teoria
fisica.

Para ilustrar este dltimo ponto de um modo simples, consideraremos nesta
seccao o modo como, em fisica newtoniana, é medida a energia poténcial
gravitica.

Como ¢é do conhecimento geral, em fisica elementar um corpo de massa
m que esteja a uma altura h acima da superficie da Terra tem uma energia
potencial gravitica dada por

Ep = mgh’7 (5)

onde g = 9,8m/s2 é (o médulo d)a aceleragao da gravidade a superficie
da Terra. Assume-se, ao escrever (H), que a energia potencial E, é nula a
superficie da Terra. E também assumido ao escrevermos (B) que a altura h
do corpo acima da superficie é pequena (Figura 3)

h.@ E,=mgh

m

Figura 3: Poténcial gravitico de um corpo de massa m a uma pequena altura
h acima da superficie da Terra.

De acordo com a teoria da gravitacao de Newton, a energia poténcial de
um corpo de massa m a uma distancia d do centro da Terra é dada por

v=-c" (6

onde M é a massa da Terra e G = 6,67428 x 107" m?/Kg/s” é a constante
gravitacional e onde se assume que a energia poténcial U é nula no infinito
(Figura 4).

E claro que a distancia do corpo ao centro da Terra, d, e a altura do
corpo em relacao a superficie da Terra, h, relacionam-se entre si pela equacao
R+ h = d, onde R é o raio da Terra (suposta esférica). Assim, podemos

escrever (@) como
Mm

U= —Gma (7)
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Figura 4: Poténcial gravitico newtoniano de um corpo de massa m a uma
distancia d do centro da Terra.

e tentar relacionar esta expressao, quando h << R, com a férmula ([B) que é
valida para valores de h pequenos.

Tal como no caso analisado na sec¢ao anterior, espera-se que (@) seja,
nalgum sentido, bem aproximada por (H) quando h é muito pequeno. Tendo
em atengao () pode-se escrever

Mm GMm 1

YR T TR 1— (=L ®)

U —

e agora note-se que, tal como aconteceu na secgao anterior em (Hl), a segunda
~ . . , . 1
fraccao presente no membro direito de () é do tipo ;= (para que r7?), ou

seja, pode ser considerada como a soma de uma série geométrica apropriada.
Novamente, ¢ esta ideia que permite relacionar U com FE,, tendo presente
que ha que reescalar a energia poténcial U de modo a que se torne nula
a superficie da Terra (ou seja: hé que considerar U + G]‘}gm em vez de U) e
portanto comparavel com £,. Para esta comparagao ¢ também necessario ter
presente que as constantes fisicas g e G se relacionam entre si pela expressao
g = %—]\f. O processo, agora, ¢ em tudo semelhante ao explorado no Exercicio

1, na seccao anterior:

Exercicio 2. Considere U e E, dados por () e (H), respectivamente.

a) Escreva U como a soma duma série de poténcias de (—%) e use essa

série para relacionar U com .

b) Use o resultado da alinea anterior para estimar um majorante para
o valor absoluto do erro que se comete quando se toma o valor
aproximado E, em vez do valor newtoniano U.
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c) Estime para que valor da altura em relacdo a superficie da Terra é
que o erro relativo que se comete ao tomar E, em vez da expressao
newtoniana é superior a 1%.
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