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1. REPRESENTACAO DE NUMEROS E TEORIA DE ERROS

Método Solugao
numeérico aproximada
Problema de Modelo Solugao
Engenharia matematico exacta
Método .
/- Solugao
analitico .
. aproximada
aproximado

Tipos de erro

e Erros inerentes:

¢ modelo matematico incompleto;

o erros nos dados, parametros e constantes matematicas;

© exemplos:

(i) corpo em movimento vertical na atmosfera terrestre sujeito a forga de atracgao gravi-
tacional da Terra e a forca de resisténcia do ar;

(ii) a reacgao de Belousov-Zhabotinski (oscilagoes quimicas);

(iii) circuitos electrénicos nao-lineares.

e Erros de método (ou de truncatura ou de discretizagao):

o exemplos:

(i) calculo do valor aproximado da raiz de uma funcao pelo método de Newton;

(ii) célculo do valor aproximado de um integral usando a regra dos trapézios composta.
e Erros computacionais:

¢ erros de arredondamento;

o erros de “underflow” e “overflow”.

e Erros de programacao.

Erro, erro absoluto, erro relativo (z ~ z € R):

Definicdo. Seja x € R o valor exacto de uma grandeza real e £ um valor aproximado de
x. Definem-se:

Erro de z em relagao a x: ez =x — 1



Erro absoluto de & em relacao a x: |ez|
. ~ ~ €z
Erro relativo de Z em relagao a x # 0: 0z = —, ou |d;]
T

( Percentagem de erro: 1000z(%) ou 100|0z|(%) )

Nota. O erro relativo é invariante numa mudanca de escala, i.e., sendo y = kx, y = k2,
onde k é uma constante nao nula, entao d; = 0.

Exemplo.
1 . 1 N
T=3, = 0.3333, Y= 3000° y = 0.0003.
€z 0.0000333. . ., 9z ~ 0.0001(0.01%) 95 ~ 0.1(10%)

Representacao de ntiimeros

e Um nimero inteiro x € Z \ {0} é representado numa base § € N\ {0, 1} (por exemplo,
10, 2, 16, 8, 12, 20, 60) por

r=0(dpf™ + dp 1"+ dy B+ do )
onde
o€ {+,—}, d; €{0,1,....,6—-1}, i=0,1,...,m, dpy #0

Simbolicamente escreve-se

xr = O'(dmdm_1 Ce dldo)ﬁ

Exemplo. 198 = (198);9 = (11000110)
Com efeito:

198 =2x99=2x (2x49+1)=2x(2x (2x244+1)+1) =
=2Xx(2Xx(2x(2x12)+1)+1)=2x(2x (2x(2x(2x6))+1)+1) =
=2x(2x(2x2x2Zx2x3))+1)+1)=
=2x(2x(@2x2x2Zx2x2+))+)+1) =
=27+ 26 + 22 + 21 = (11000110),

Nota. Os ntmeros inteiros sao representados exactamente num computador. Se neste
reservarmos N + 1 bits para ntimeros inteiros podemos representar todos os numeros

inteiros tais que
2N 1) << 2V 1)

Exemplo. N =31: 2V —1 =2.147.483.647



e Um nimero real x € R\ {0} ¢ representado numa base 5 € N\ {0, 1}, por
T = J<dmﬁm + dm—lﬁm_1 + -+ dlﬁl + dOﬁO‘f‘
+d A7+ d o4 d T )

onde
oe{+ -}, d; €{0,1,....,86—-1}, i=mm—1,..., dpm # 0
Simbolicamente escreve-se

Tr = U(dmdm_l e dldo.d_ld_g .. .)ﬁ

. z=0(0.dpdp_1 ... didod_1d_5...)5 x g™}
Exemplo.
19 = (10011),, 0.875 = (0.111),,
19.875 = (10011.111)5 = (0.10011111), x 201012
0.1 = (0.11001100. . .)5 x 27 (1)
Com efeito:

19=2x94+1=2x2x4+1)+1=2x(2x(2x2)+1)+1=244+21 420

0875 =d_1 x27 ' +d o x22+d gx 22 +dyx274+ ...

1750 =d_14+dox2 ' +d sx224+d_4,x23+... = d =1
0.750 =d_ox 2 ' +d 3x224+d 4, x234+ ...
15=do+dsx2'+d 4, x224+... = dy=1

05=d 3 x2 4+d 4 x2724 ...

1.0=ds3+dyx2 +... = dz=1, dy=ds5=---=0

e Notagao cientifica
x=om/3
(base) 8 € N\ {0, 1}, (sinal) o € {+, -}, (expoente) t € Z

(mantissa) m = (0.a1as...)g € [, 1], a; €{0,1,...,8—1}, a; #0

Definigdo. Sejam € N\ {0,1},n € N\ {0},¢7,tT € Z. Designa-se por sistema de
ponto flutuante na base 3, com n digitos na mantissa, e expoentes variando entre ¢~ e
t*, ao subconjunto dos niimeros racionais

F=FP(B,n,t ,t7")={xe€Q: z=0mp'}U{0}
gelt,—},  teZ,  t <t<th

m = (0.aiay...a,)s €[~ 1— 037", a; € {0,1,...,5—1}, a; #0



Quando apenas for importante referir a base e o niimero de digitos da mantissa, usamos
a notacao FP(3,n).

Proposicao.
card(FP(3,n,t,t")) = 2N + 1, N=@" -t +1)(B-1)8""
Nota. NV é o nuimero de racionais positivos de F compreendidos entre
L-=p"xp", Lt=(Q1-8")xp".
Os restantes elementos de [ sao os simétricos destes e o niimero zero.

Exemplo: FP(2,3,—1,1), cujos elementos positivos sao:

4 8 16
(0100>2 X 2_1 = E (0100)2 X 20 = 1_6 (0100)2 X 21 = ]__6

5! 10 20
(0.101)2 x 271 = 6 (0.101)9 x 20 = T (0.101)2 x 2t = 16

6 12 24
(0.110) x 271 = (0.110)s x 20 = (0.110) x 2" =

16 16 16
7 14 28
1

A11 271 = A11 20 = — A11 2l = —
(0 )2 X (O )2 X 16 (0 )2 X 16

Exemplo: Sistemas de ponto flutuante definidos pela Norma IEC559 (International Elec-
tronic Comission, 1989).

Formato simples: FP (2,24, —125,128)
L™ =212 x~0.118 x 10737, LT = (1—-2724) x 2% ~ 0.340 x 10%,
N = 254 x 2% ~ 0.213 x 10'°
Formato duplo: FP(2,53, —1021, 1024)
L~ =27102 10223 x 10737, L* = (1 —2753) x 2101 ~ 0,180 x 10°%,

N = 2046 x 2°2 ~ (0.921 x 10

Arredondamentos

Questdo. Dado um nimero z € Ry e 2 € F qual o nimero fi(z) € F que o representa,
onde Ry = [-LT, =L~ JU{0} U[L~,L*]?

Definicdo. Dado F = FP(3,n,t,t"), e sendo

z=0(0.a1ay...a,0041...) X B,



definem-se as duas seguintes fungoes de arredondamento fl. : Rp — F e fl; : Ry — F:

(i) Arredondamento por corte:

fl.(r) = 0(0.a1az . ..a,)5 X 3

(ii) Arredondamento simétrico (/3 par):

o(0.a1as .. .a,)g X 37, 0<ap1 < g
HS(I) = 38
o[(0.araz...a,)s+ 37" x G, B < lpp <

ou, de uma forma equivalente,
1,
fls(x) = fl, x—|—§ﬁ "

Nota.
(i) fl.(z) é o nimero de F mais perto de = entre 0 e .

(ii) fls(z) é o nimero de F mais perto de x. Se houver dois nimeros de F igualmente
perto de x entao flg(z) é o maior deles.

Exemplo. Sendo 7 = 3.1415926535 ... e F = FP(10,7) entao,

flo(m) = 0.3141592 x 10™, fly(7) = 0.3141593 x 10"

Exemplo. Sendo 0.1 =z = (0.11001100...); x 273 ¢ F = FP(2,4) entao
3
flo(z) = (0.1100)y x 27% = 5= (0.09375)10

13
fly(x) = (0.1101)y x 273 = o8 = (0.1015625) 10

Erros de arredondamento

Proposicdo. Sendo z € Ry e & = fl(x) € F = FP(8,n,t~,t"), entao:
(i) Arredondamento por corte:
lesl <877, 10l < B

(ii) Arredondamento simétrico:

1, I -
7 < = n’ 5@ < = "
el <287 1l < 58



Dem.:
r=0(0.a1as...an0041...)5 X [, |lz| > g~

(i) Arredondamento por corte:

T ="fl.(x) = 0(0.a1a2...a,)p X [

€z =X — T = 0'(00 . .Oan+1 .. .)g X ﬁt = O’(O.an+1an+2 .. .)5 X ﬁt_n

lez| < "
€3z _

(a) 0<an <3 (b)gﬁan+1<5
T =1f(z) = 0(0.a1aa...a,)5 x [ T =1M(z) =0 [(0.a1as...a,)s+ 07" x
ez = 0(0.api1an1a...)g X B e; = 0 [(0.ans1Gnt2...)g — 1] x g7
1 1
|ea~c| < ?ﬁ—l ﬁt—n — §Bt—n |€j| S ?ﬁtn
- —pl-n ~ ~ nQl-n
[0 < 5 1] < 5

Nota. O majorante do erro relativo depende de 3, de n e do tipo de arredondamento,
mas nao depende de z.

Definicdo. Dado um sistema FP(8,n,t™,t") define-se a unidade de arredondamento
do sistema por

- 1 —n
uc:ﬁl ) uszéﬁl .

Exemplo. Sistemas definidos pela Norma TEC559.
FP(2, 24, -125, 128): u, =272 2 0.596046 x 1077

FP(2, 53, -1021, 1024): u, =277 ~0.111022 x 1071

Operacoes aritméticas num sistema de ponto flutuante

Definicao. Sendo o : R x R — R uma operacgao aritmética, o = +, —, X, +, define-se a
operagao aritmética correspondente num sistema de ponto flutuante I, [o]: Ry x Rp — T,
por

z[o]y = fi(fi(z) o fi(y))

333
Exemplo. Sendo z = 7w ey = 106 e considerando um sistema de ponto flutuante FP(10,



6, -10, 10) com arredondamento simétrico obtém-se:

#[+]y = 0628310 x 10, =[]y = 0.800000 x 1074,

x| x ]y = 0.986934 x 10, z[+]y = 0.100003 x 10

Note-se que:

r =7 = 3.14159265358 . . ., T =0.314159 x 10
333
Y= 106 — 3.14150943396 . . ., y = 0.314151 x 10

Algarismos significativos

Definicdo. Seja
T = U(O.a1a2 Ce an)lo X 10t

uma aproximacao de z pertencente a FP(10,n). Diz-se que o algarismo a; é algarismo
significativo de 7 se

1 .
s < =10t
es] < 5

Nota.
(i) Se a;, i > 2, é significativo entao a;, 1 < j < i, s@o significativos.

(ii) Se a, é significativo entdo os n algarismos de Z sao significativos.

Nota. Se Z é obtido de x por arredondamento simétrico entao os n algarismos de T sao
significativos.

Exemplo. Sendo 7 = 3.14159265358.. . ., entao:

(i) a aproximacao ™ = 3.141592 tem 6 algarismos significativos;
-6 | Lo
er 2 0.6535 X 10°°, Z10"7 < er] < S10

(ii) a aproximagao 7 = 3.141593 tem 7 algarismos significativos.

1 1
ez ~ —0.3465 x 107°, 3 1078 < Jez| < 3 107

Exemplo. Numero de algarismos significativos da representagao de um numero real nos
sistemas de ponto flutuante definidos pela Norma IEC559 (considerando arredondamento
simétrico).

Formato simples: FP(2, 24, -125, 128), u ~ 0.596046 x 10~7

6 ou 7 algarismos significativos



Formato duplo: FP(2, 53, -1021, 1024), u A~ 0.111022 x 1071

15 ou 16 algarismos significativos

z = oml0’, T — T =1x0z 10z < u = m, 10"

t+t
0"

|x — Z| < mm,1 0.1m, < mm, <m,

Erros de “overflow” e “underflow”

Definicdo. Os erros de “overflow” e “underflow” ocorrem quando t & {t~,...,t*}. Se
t > t1 tem-se “overflow” enquanto se t <t~ tem-se “underflow”.

Exemplo. Calculo de |z + iy| para
(i) z =y = 10%; (i) x = 10%, y = 1;
no sistema FP( 2, 24, -125, 128).

Y 2
21+ (%)l =1yl

2
e
lyl4 )1+ (;) szl <yl

) z=10"=y: |z+iy =10"°V2

[z +iy| = a? +y? =

1 \2
(i) 2 =102 y=1: |z+iy| =102 /1 + (@) ~ 1020

Exemplo. Calculo das raizes de ax? + bz + ¢ = 0 para
(i) a = 10%, b= -3 x 10%°, ¢=2 x 10%;
(ii)a=2, b=-3x10" c=2;

no sistema FP(2, 24, -125, 128).

1 1
T =—— <b+\/b2—4ac>, Ty =—— (b— b2—4ac)
2a 2a
(i) As raizes coincidem com as do caso a =1, b= -3, z =2
r_ = 1, ZC_’_ - 2
b dac c/a
(ii) T- == 1+ 1—b2>, Ty =




Propagacao de erros (teoria linearizada)

Definicdo. Diz-se que
f(z) = h(z), quando =z — z*,

i.e., f éigual a h em primeira aproximacao quando r — x*, se
f(z) = h(z) + o(|h(z)]|), quando x — z7,
onde o simbolo (de Landau) o(|h(z)]), z — x*, designa uma func¢ao genérica g tal que

i 9@

(@)

72
Exemplo. 1 —cosz = > x — 0.

Proposicdo. Seja¢: I CR — R, ¢ € C*(I). Sejam x € I e & € I um valor que aproxima
x. Entao:

epr) = d(x) — d(2) = ¢'(r) ez =: eé(a?)a quando ez — 0,
e, no caso de ser ¢(x) # 0, x # 0,

Co(z) .
dp(z) = Q;E(ﬂ?; = py(z)dz =: 55@, quando &z — 0,
onde
z¢'(x)

Chama-se a |ps(z)| o nimero de condicao de ¢ em z.

Exemplo. ¢: R — R, ¢(x)=2", meN;

m m ;
Obia) = M Bo@) =mds = ) ( i ) (—0z)

i—2
Exemplo. 0%, = ps(9(2))pg(2)ds.

Proposicdo. Seja ¢ : D C R® — R, ¢ € C*(D). Sejam z € D e Z € D um valor que
aproxima z. Entao:

9¢

B —(z) ez, quando Z|6$k| — 0,

k=1

eo@) = O(x) — O(T) = ez =

e, no caso de ser ¢(x) # 0, > r_, |zx] # 0,

o) - -
Sp(z) = o(2) = 55,(56) = Zpd),xk(x)éiﬂk, quando Z |0z,| — 0,
k=1

k=1
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onde ”
xka—xk(x)

Py, () = W

Exemplo. Operagoes aritméticas (x,y € R)

P(z,y) 55(:7;,@) Op(z4) — 55(56,@7)
r+vy r+y
r—1y < 5j — i (Sg 0
r—y r—yY
Xy 0z + 03 —050
05(0z — 0z)
- 5-—6 999z — %)
ey 2% 1—0;
2
Exemplo. ¢ : R? - R, ¢(z,y) = 22 — ¢, 6L = ———(2%6; — y*0;)

@G g2 g2

Propagacao de erros em algoritmos

Definicdo. Uma funcao ¢ : I C R — R diz-se uma funcao elementar num sistema F se
Vax € INT o valor que aproxima ¢(x) em F é dado por

Proposicdo. Seja ¢ : I C R — R uma fungao elementar num sistema F. Seja z um valor
aproximado de z € I. Entao:

1) )
oty = H(x) — 9(x) = 9(x) — B(0(x)) = $(2)ume

onde [0arr 6| < u, e u é a unidade de arredondamento de F.

(2)

03 = 05z = Og(@) + Oamsr Oz = Po(2)ds.
Dem.: (2)
e = O(x) — O(7)
= ¢(z) — ¢(2) + ¢(T) — (Z)
= QZSI(ZE)GQE + ¢(j)5arr,¢
= Qb/(x)ei + qb(x)(sarr,qﬁ
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Nota. A definicao de funcao elementar generaliza-se para fungoes de mais de uma variavel
e, em particular, para as operagoes aritméticas.

Definicao. Por algoritmo entende-se uma sequéncia finita de operacoes elementares que
conduz a um valor aproximado da solugao de um problema.

Exemplo. Algoritmos para o cédlculo de z = ¢(z) =1 —cosz, = € R:
Alg. 1: u=cosz = 0(x), z=1—u=1(u)

X .
Alg. 2: ul:i’ Uy =sinuy, uz=u3, z=2X us

Exemplo. Algoritmos para o cdlculo de z = ¢(x) = 2% — 23, = = (71, 15) € R*%:
u1:x1><:1:1:91(x) U1:$1+$2:91($)
Alg. 1: Uy = Tg X Ty = O5(1) Alg. 2: Uy = T — Ty = Oo(x)
z=u; — uy = P(u) z =y X uy = P(u)

¥, 01,0, sao em cada caso as fungoes elementares.

Exemplo. Algoritmo para o cdlculo de z = ¢(x), ¢:R" — R:
u=6(x), 0:R" — RP, z = (u), Y RP — R.

Pondo 6 = (6,,62,...,0,) entdo 6;,...,0,,1¢ sdo as p + 1 funcoes elementares.

Proposicdo. Suponhamos que o calculo de z = ¢(z), ¢ : R" — R, é efectuado por uma
algoritmo ¢, com p+ 1 passos em que a cada passo corresponde uma fungao elementar a
que esta associado um certo erro de arredondamento. Seja & um valor aproximado de x.
Entdo o erro relativo total de Z = ¢,() em relacio a ¢(z) ¢ dado por

s = 6% (5L )+ 5k

arr?

onde
p+1

n
= Z Do,y 55% ) arr Z Qkéarr k-
k=1

Os pesos ¢i,¢q2, - - ., gp+1 dependem do algoritmo e |5arr7k| <wu, Vke{l,2,...,p+1}.

Exemplo. No caso dos dois algoritmos para o calculo de z = 1 —cos x obtém-se os seguintes
erros relativos:

Algoritmo 1: 0% = 05, + 0%,
L ] _ xsinx
5(;5(:%) = po(2)0s, po(z) = 1 cosz
—cosx

oL, =

a1 —cosx

arr,0 + 5arr,¢
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+ 0%

() arr

Algoritmo 2: 6% = 6%
55(5;) = Po()0;
551? = ( )5arr,l + 25arr,2 + 5arr,3 + 5arr,4
Com efeito:

Algoritmo 1:

. ~ _xf'(x)  —wsinz
511 = pg(l‘)(sx + 6arr,97 pa(x) - (9(1’) - CcOS I

U’QDI —u — COS ™
0L = py(u)dE + barr g, py(u) = (()) l—u 1—cosa

5,5 = plﬁ( ) [ ( )5 + 5arr 9] + 5arr,1/; = pw(u) ( )55; + p¢(u)5arr7g + 5arr,1/;

Algoritmo 2:

551 =0z + 6arr,1
U1 COsu
552 = Pu, (u1)6£1 + 53“2? Puy (ul) = %
2

0L, =20L + Oares
55 - 553 + 5arr,4 =2 [puz (ul) (550 + 5arr,1) + 5arr,2] + 5arr,3 + 5arr,4

2pu, (ur) = po()

Exemplo. No caso dos dois algoritmos para o cdlculo de z = 22 — 23 obtém-se os seguintes

erros relativos:

Algoritmo 1: 0% = (5¢(m + oL

arr

2
O = 7 (0105, —w305,)

33'2

xT
L 1 2
5arr = ? 5arr,91 - ? 5arr,92 + 5arr,'z/)

+ oL

() arr

2
O = - (@105, —@305,)

Algoritmo 2: 6% = 6L

6zﬁ‘r - 5arr,91 + 5arr,02 + 5arr,w
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Condicionamento e estabilidade numérica

e Qualquer problema matematico pode ser descrito da seguinte forma:

Seja D o conjunto de dados do problema e seja S o conjunto de todas as
solugdes (resultados) possiveis do problema. Seja f: D — S a aplicacdo que
a cada elemento de D associa um elemento de S, a solucao do problema.

Definicao. Um problema diz-se estavel ou bem posto se a pequenos erros relativos dos
dados correspondem pequenos erros relativos dos resultados. Caso contrario o problema
diz-se instavel ou mal posto. Em certos casos esta nogao pode ser concretizada. Diz-se
que o problema é estavel para um dado x € D se existir uma constante K > 0 tal que é
satisfeita a seguinte desigualdade:

max |0z, | < K max 10z, ], z eV,

1<j<m 1<i<n

onde Z = f(z), f:R*™— R™ eV, C D é uma vizinhanga de x. Nestes casos diz-se
ainda que o problema é bem condicionado se K é pequeno e mal condicionado se K
é grande.

Exemplo. Vimos que para z = f(x), zZ= f(Z), [:R" =R,

n
0z =68 = pra,a,
i=1

O problema ¢ pois mal posto para x € D se algum dos nimeros de condicao py,, tender
para infinito para esse x. Caso isto nao aconteca podemos definir

=1

e A resolucao numérica deste problema significa que existe uma outra aplicacao f, : D —
S, que a cada elemento de D associa um elemento de .S, a solucao numérica do problema.
Neste caso para além dos erros dos dados temos de considerar os erros de arredondamento.

Defini¢do. Um algoritmo diz-se numericamente (ou computacionalmente) estavel se
a pequenos erros relativos dos dados e a pequenos valores da unidade de arredondamento
correspondem pequenos erros relativos nos resultados do algoritmo. Caso contrario o algo-
ritmo diz-se numericamente (ou computacionalmente) instavel. Em certos casos
esta nogao pode ser concretizada. Diz-se que o algoritmo é numericamente estavel
para um dado z € D se existir uma constante K > 0 tal que é satisfeita a seguinte
desigualdade:

Ll < . 7
max [dz| < K (lrgeg; |0z, | + u) ,  EEV,

onde Z = f,.(Z) e V, C D é uma vizinhanga de z. (Recorde-se que a unidade de arredon-
damento é um majorante de todos os erros relativos de arredondamento.)
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f*(fi’), f:R" =R,

Exemplo. Vimos que para z = f(x), 2

p+1

n
52 = (52L = pr,wzéfz + Z Qi(garr,i-
i=1 i=1

O algoritmo é pois numericamente instavel para x € D se algum dos nimeros de condigao
Pfz; ou algum dos ¢; tender para infinito para esse x. Caso isto nao acontega podemos

definir
n p+1
K = max {Z Prals > |Qi|} -

=1 =1

Exemplo. O problema de calculo de z = 1 — cosz é um problema mal posto para
x = 2km, k € Z \ {0}. O Algoritmo 2 é numericamente instdvel para os mesmos
valores de . O Algoritmo 1 é também numericamente instavel para x = 0.

Com efeito:
Algoritmo 1: 6% = py(2)dz + q(2)0arrs + Carry

Algoritmo 2: 6% = py(2)z + pp()0are1 + 20amr2 + Oarrs + Garea

( ) rsinx ( ) —CcoST
)= — )= ——
Pe 1—cosz’ q 1 —cosz
Py € singular para x =2km, k€ Z; 1irr(1)p¢(x) = 2.

q ¢ singular para x = 2kmw, ke Z.



2. METODOS ITERATIVOS

Normas vectoriais

Definicdo. Seja E um espago vectorial sobre R (ou C). Uma fungdo N : £ — R diz-se
uma norma se verificar as seguintes condigoes:

(1) N(z) >0, Vee E; N(z)=0&x=0.

(2) N(azx) = |a|N(x), Yz € E, Yae R (ou C).

(3) N(x +vy) < N(z) + N(y), Va,y € E. (Desigualdade triangular)
Notagdo. ||z||y = N(z)
Exemplo. Normas em R™ (ou C"). Seja x = (x1,z2,...,x,) € R™

(1) Norma da soma

lzlh =)l

i=1

n 1/2
[l = (Z |wil2)
i=1

2]l = max ||
1<i<n

n 1/p
2]l = (Z I-’rilp>
i=1

Nota. A desigualdade triangular para a norma-p,

(2) Norma Euclidiana

(3) Norma do méximo

(4) Norma-p, p>1

Iz +yllp < llzllp + lyllp, Yo,y eC”, ¥p=>1,

¢é conhecida por desigualdade de Minkowski.

Definicdo. Um espago vectorial no qual estd definida uma norma diz-se um espago
normado.

Definicdo. Sejam E um espago normado com a norma N e X um subconjunto de F.
Entao f: F — R diz-se uma fungao continua em X se e s6 se

Ve>0 30>0 Vo,ye X : Nz —y) <d=|f(z) — fly)| <e.

Proposicdo. Uma norma N num espago vectorial £ é uma funcao continua de £ em R.



Definicdo. Diz-se que duas normas N e M num espaco vectorial E sao equivalentes se
existirem constantes positivas C e Cy tais que

CiM(z) < N(x) < CoM (z), Vx € E.

Teorema. Todas as normas num espaco vectorial de dimensao finita sao equivalentes.
Exemplo. Sendo z € C™:

(1) [lzllee < flzlls < nllzlle

(2) Nzl < [lzll2 < Vnllzlloo

B3) lzll2 < llzfl < vl
Com efeito:

(1) Nelloo = |zl < Y lail = llzlh < nlaw] = nllz]o

7

2) llzl% = ol < Y Jaif® = 2[5 < nlenl® = nlz)l3
' 2
3) Nelz=)_ Izl < (ZI%!) = [l=l¥
' ' 1/2 1/2
ol =) 1-Jai] < (Z 12) (Z |xil2> = Vx|

(onde se usou a desigualdade de Cauchy-Schwarz)

Definicao. Sendo z,y € C™ define-se o seu produto interno < x,y > por

<z, y>=y'r= ixlgjz

i=1
Proposicdo. Sendo z,y,z € C", a € C, Ae M"*(C).
(1) <z,y+z>=<uz,y>+<x,z>;
(2) <ax,y >=a<z,y >; <z ,ay >=a < T,y >;
3) <zy>=<y. x>
(4) <z, >>0; <z, x>=0&x=0;

(5) llllz = (< 2,2 >)"/2;



(6) | <z,y>|<|zlallyll2, verificando-se a igualdade se e s6 se y = ax, a € C.

(Desigualdade de Cauchy-Schwarz)
(7) < Az,y >=< z, A*y >, onde A* designa a matrix conjugada transposta de A.
Nota. Designaremos o espaco de matrizes quadradas de ordem n por M"(R) ou M"(C),

consoante os elementos das matrizes sejam reais ou complexos.

Erro, erro absoluto, erro relativo (z ~ x € F)

Definicdo. Seja F um espago normado com norma || - || e & o valor aproximado de z € E.
Definem-se:

Erro de z em relagao a x: ez =x — 12

Erro absoluto de 7 em relacao a z: | ez

Erro relativo de 7 em relagdo a z # 0: 0z = ﬁ, ou ||dz] = |‘||e;|\’|
( Percentagem de erro: 100]dz[[(%) )
Nota. Os erros dependem da norma utilizada.
Exemplo. Sendo x = (7,v/2,1), & = (3.14,1.4,1.01):
r — & = (0.00159265, 0.0142136, —0.01)
lez|l1 = 0.0258063, lez]l2 = 0.0174517, lezloo = 0.0142136.

Convergéncia e ordem de convergéncia

Definicio. Seja {z(* uma sucessao de elementos de um espaco normado E. Diz-se
C keN G
que esta sucessao converge para um certo r € F segundo a norma /N, escrevendo-se

. . N ,
simbolicamente z(*) = z, se e s6 se

lim ||z¥) — z||y = 0.
k—oo

Nota. Do teorema anterior sobre a equivaléncia de todas as normas num espaco de di-
mensao finita resulta que se uma dada sucessao {.%(k)} converge para um certo r € F
segundo uma certa norma N, entao também converge para z segundo qualquer outra
norma M. Esta observacao permite-nos, enquanto estivermos a tratar de espacos de
dimensao finita, falar de convergéncia sem nos referirmos a nenhuma norma em espe-
cial. Por isso dizemos simplesmente que a sucessao {m(k)} converge para X € esCrevemos

simbolicamente z*) — z.



Nota. Sempre que nao haja risco de confusao designaremos, por simplicidade de notacao,
o termo geral de uma sucessao por z,, em vez de por z(™.

Definicdo. Seja x, uma sucessao convergente para r e seja e, = —x, # 0. Parar > 1

consideremos a sucessao
Kl — ||€n+1||_
" leall”

(1) Se existir ng tal que
n>ny = KI'<K*<M,,
onde My = 1e M, = 400, r > 1, diz-se que a sucessao tem ordem de con-
vergéncia (o.c.) maior ou igual a r.
(2) Se além disso
n>ny = 0<K <K
diz-se que a sucessao tem o.c. 7.

(3) Se existir
K = lim K",

n—oo
este valor é designado por coeficiente assimptético de convergéncia de ordem
r, verificando-se entao:

Kl < M, : a sucessao tem o.c. maior ou igual a r;

0< KC[,Z] < M, : asucessao tem o.c. r;
se 7 = 1 a convergéncia diz-se linear;
se r = 2 a convergéncia diz-se quadratica;

([f;] =0, Vr>1: asucessao tem convergéncia exponencial;
1 ~ . :
KY=o0: a sucessao tem convergéncia supralinear;

1 ~ . . . .
Kd=1: a sucessao tem convergéncia logaritmica ou infralinear.

Nota. Se a sucessao tem o.c. r, entao tem o.c. maior ou igual a ¢, 0 < ¢ < r. Com
efeito, como lim,, . ||e™||"~7 = 0, tem-se

||en+1|| ||€n+1H _ [r]
||6n||‘1 = HenHr HenHT T— K x0=0.

Por outro lado, se a sucessao tem o.c. r, entao nao pode ter o.c. superior a r. Com
efeito, sendo ¢ > p, como lim,,_, [|e,||" "9 = o0 e KU =+ 0, tem-se

lentall _ llentall
lealls llenll”

Jeall™=* = KL x 00 = co.

Exemplo. As quatro sucessoes seguintes convergem para 1 com a ordem de convergéncia



indicada (a,b € Z, a,b > 2):
(1) u, =14 —: convergéncia logaritmica ou infralinear
na

1
(2) v, =1+ —: convergéncia linear
an

(3) ®n =1+ — : convergéncia (supralinear) de ordem b
a
4) y, =1+ ek convergéncia exponencial
a
Com efeito:
11— U] _(.n “ L
|1 — n+1
n — oo
1-— 1
1T — v, a
0, r<b
|1 - ajn-l-l‘ _ ab"(rfb) _ 1 r==5%
11— | I ’
oo, b<r
11— Yo ey
1=l n — 00

Gréficos de logyg |en|, €, =1 — u,, em funcao de n para

(1) up = 14n75; (2) up, =145
(B tup =145, r= 1+2\/§; )y =145 (D uy=1+572"
no sentido dos ponteiros do relégio.
OW
ol | VN 10 “—— 2 o s
ol
_eol
—80;
—100f—
—120?—
-140;




Exemplo. Consideremos a sucessao

2+ (-1)"
n=1+—"—.

W + o

Uma vez que

w124 (=DM "opat

e e S e L SV [
n 1T—w,| 4 2+ (=1)" 3
4

, n {mpar,

. . 1
nao existe K(Lo]. No entanto, como podemos escrever,

1 3
0<—-<KUN<Z<1
2= " = ’

concluimos que a sucessao tem convergéncia linear.

Métodos iterativos

Definicdo. Seja X um subconjunto de um espaco normado F e seja p > 1 um inteiro.
Chama-se método iterativo a p passos em E a aplicacao ¥ : X? — EN que a cada

(€0, &1, ..., &p—1) € XP associa uma sucessao {x(m)}meN de elementos de E tal que
PO Vie{0,1,...,p—1}
gj(m‘i’p) — ¢ (l'(m), x(m+1)7 . 7aj(m+p71)) s Vm € N,

onde ¢ : X? — X é uma funcao conhecida. Diz-se que ¢ é a fungao iteradora, z("P) ¢
a iterada de ordem m +p e (&, &1, ..., &p—1) s@o os valores iniciais.

Definicao. Diz-se que o método iterativo ¥ a p passos é convergente para xr € F, num
certo dominio D C XP, se para quaisquer valores iniciais (&, &1, - .., &p—1) € D se verificar

que =™ — z.

Definicao. Diz-se que o método iterativo é de ordem r se a sucessao gerada pelo método
tem ordem de convergeéncia r.

Exemplo.  Os seguintes métodos iterativos sao utilizados na determinagao de zeros de
fungoes f: I CR — R:

(1) Método do ponto fixo (f(z) =0 < =z =g(x)):

Tm41 = g(l‘m)a me Na
xo=%& €1

V:IoRY, ¢TI z) = gla)



(2) Método de Newton:

I T )
o — fo c I

f(z)

.7 _, RN T —
T —RY, b1 —1, o(z) = )

(3) Método da secante:

Tm+1 — Tm

N
Toit) — Flom) S

Tm4+2 = Tm+1 — f(Ierl) f(

ro=§¢€l, mm=§ €l

ViR SRY, ¢ P —1, day) =

Os métodos tém o.c. 1, 2 er = , respectivamente.

O seguinte método iterativo utiliza-se na resolucao de sistemas lineares,

Az =b, Ae MY (R), beR%:

Tma1 = Cxyy + w, m €N,
C=1-M1A, w = M~1b, det M # 0,
zo =& € R?

TR — (RHY, ¢:RY— RY ¢(z) = Cx +w

O método tem o.c. 1.

Equacgoes as diferencgas

Definicdo. Por uma equacao as diferencas de ordem p € N; linear e de coeficentes
constantes, entende-se uma equacao da forma

p—1
Tm+p + E A Tmtq = 07
i=0
onde m € N, z,,, € C e os coeficientes ap, a1, ..., a,_1 sa0 nimeros complexos.

Definicao. O problema de valor inicial para a equacao as diferencas consiste em
determinar a solucao da equagao que satisfaca as condigoes iniciais

fl]i:&, VZG{O,,p—1}7

onde &, &1, . ..,&p—1 sao dados. Este problema constitui um método iterativo a p passos
de acordo com a definicao apresentada anteriormente.



Exemplo. A sucessao gerada pelo método iterativo
Tmi2 — Tma1 — T = 0, m >0,
Top = X1 = 1,

é conhecida como sucessao de Fibonacci.

Exemplo. Solucao do problema de valor inicial
Tmto + Q1T m1 + oy, = 0, m >0,
zg = &o, T1 = &1

Sendo 7y, 75 0s zeros do polinémio P(r) = r? + a;r + ag tem-se:

(1) 7’1#7’2

r2éo — &1 -1 +&
Ty = 117"+ Cory, € = —", g = ————
ro—7 ro—7
(2) M = T2
m 51
T = 17" (€1 + cam), c1 = &o, 022;— 0
1

Este resultado pode obter-se escrevendo a solugao (1) na forma
rmo_ pm
Tm = &) + (& — &) —,
r2—n

e fazendo ry — ry.

Proposicao. Considere-se a equagao as diferencas de ordem p

p—1

Tmyp + g ;i Tme; = 0.
i=0

Seja
p—1
P(z) = 2" + Z a;z',
i=0

o polinomio caracteristico da equagao. Entao:

(1) (i) Se P tem p raizes distintas z1, 29, . .., 2, a soluc@o geral da equagao é
P
i=1
(ii) Se P tem g raizes distintas, 1 < ¢ < p, 21, ..., 2z, com multiplicidades p1, .. ., g,
respectivamente, verificando a identidade i1 +. . .+p, = p, a solugao geral da equacgao
é
q pi—1
xmzz Z Ciym? | 2"
i=1 \ j=0

Em ambos os casos os Cj; sao constantes arbitrarias.



(2) O problema de valor inicial tem uma solugao tnica, com as constantes C;; fixadas
pelas condigoes iniciais.

Exemplo. A sucessao de Fibonacci tem o termo geral
m—+1 m+41
1 [ [1+V5 1-+/5
Ty = —= —
V5 2 2

Polinémio caracteristico: P(z) = 2% — 2z —1

1+45 1-5

Raizes de P: r =

Com efeito:

2 o 2T Ty

Solucao geral: =z, = Cir]* + Corl?

O ==
l=x9=0C1 4+ C 1=
Condigoes iniciais: ° ' ? = \/57”2
1=z, =Cir + Corg Cy=——F+

V5

Exemplo. Instabilidade numérica ilustrada pelo método iterativo a dois passos definido
por

13 4
Tmy2 = Exm+1 — §xm; m >0,
1
ro=1, 1= 3

cuja solucao exacta é

()

Na pagina seguinte apresentam-se os resultados do calculo numérico da sucessao Z,,
gerada pelo método iterativo em precisao simples e dupla.

Os resultados podem ser interpretados a partir da solugao exacta do problema de
valor inicial perturbado,

13 4
Tm42 = 5 Tm+1l — 5 Tm, m > 0,

3 3

To =1+ o, 3?1:§+€1,

onde |eg|, |e1] < 1 :

Ty = |1+ % (4eg — 51)] (%)m + 1—11 (3e1 —&0)(4)™.

Com efeito:



Polinémio caracteristico: P(z) = 2* — —z +

Raizes de P: r| =4, ry = 3

Solucao geral: =z, = Cir]* + Corl?
1+€0:$0:C1+Cg

Condigoes iniciais: 1
3

-+ =a 201T1+CQT2

10



Cdlculo da sucessdo $\t{x}_m$ em precisdo simples:

$m$ $\t{x}_m$

©O© 0 NO O W N B+~ O

=
(@]

el e e
ad W N -

Calculo da sucesséo

1
0
0
0
0
0
0
0
0.
0
0
0
0
0
0
3

.333333343
.111111164
.0370372571
.0123465639
.00411876757
.00138590776
.000513910258
000379067467
.000957412063
.00364336255
.01451135562
.05680247231
.232092008
.928365767

. 71346235

$m$ $\t{x}_m$

©O© 0 NO Ok WN P+~ O

=
o

L e
g W N -

1
0
0
0
0
0
0
0
0.
5
1
5
1
5
-3
-9

.333333333
111111111
.037037037
.012345679
.00411522634
.00137174211
.000457247356
00015241573
.08050235E-05
.69341282E-05
.64119099E-06
.86632331E-06
.65813017E-07
.65746704E-08
.12907595E-07

$x_m$

DADNOYHF Ol 01 OO0 OO O OO O =

.333333343
2111111119
.037037041
.012345681
.00411522714
.00137174246
.000457247486
.000152415843
.08052835E-05
.69350951E-05
.64503171E-06
.88167735E-06
.27225802E-07
.09075282E-07
.96917581E-08

$1 - \t{x}_m/x_m$

.02331324E-07
.83380415E-06
.15143833E-05
.000860322558
.010326501
.123921447
.48706079
-17.
-214.

8447342
136826

-5

-2569.
-30835.
-370028.
4440341.
3284096.

64185
7012
438

$\t{x}_m$ em precisio dupla:

$x_m$

DN O 01 OO OO OO O O =

.333333333
111111111
.037037037
.012345679
.00411522634
.00137174211
.000457247371
.00015241579
.08052634E-05
.69350878E-05
.64502927E-06
.88167642E-06
.27225474E-07
.09075158E-07
.96917194E-08

$

14.

P O OO O WWNDNNEFE -, - OO

1 - \t{x}_m/x_m$

.99200722E-15
.30770395E-13
.58029839E-12
.89748217E-11
.27709242E-10
. 73252339E-09
.27902927E-08
.93483525E-07
.72180232E-06
.66616278E-05
.000679939534
.00815927441
.0979112929
.17493551
0992262






3. RESOLUCAO NUMERICA DE EQUACOES NAO-LINEARES

Localizagao de raizes: teoremas elementares da Analise Matematica

e Sendo f € C([a,b]) a equagdo f(x) = 0 pode nao ter solugdes, pode ter uma tnica
solugao ou pode ter mais do que uma solugao no intervalo |[a, b|.

Exemplo. A funcdo f. : [-3,3] = R, f.(x) = 2" —42? + ¢, tem um ntimero de zeros no
intervalo [—3, 3] que varia com o parametro ¢ entre zero e quatro.

Valores de ¢ ] — o0, —45[ | [—45,0[ | 0] ]0,4] | 4 | |4, 00]
Numero de zeros de f. 0 2 3| 4 2 0

e Os resultados seguintes (Introdugdo a Andlise Matemdtica, Jaime Campos Ferreira,
Fundagao Calouste Gulbenkian) sdo essenciais para a localizacao de raizes de fungoes
reais de variavel real.

Teorema (do valor intermédio). Seja f uma fungao continua num intervalo I, a e b dois
pontos de I tais que f(a) # f(b); entdo, qualquer que seja o nimro k (estritamente)
compreendido entre f(a) e f(b) existe pelo menos um ponto ¢ (estritamente) compreendido
entre a e b tal que f(c) = k.

Teorema (de Rolle). Seja f uma fungao continua no intervalo [a,b] (com a,b € R, a < b)
e diferencidvel em |a, b[; se f(a) = f(b), existe um ponto ¢ €la, b] tal que f'(c) = 0.

Coroldrio. Entre dois zeros de uma funcao diferenciavel num intervalo ha, pelo menos,
um zero da sua derivada.

Corolario. Entre dois zeros consecutivos da derivada de uma funcao diferenciavel num
intervalo nao pode haver mais de um zero dessa funcao.

Teorema (de Lagrange). Se f é uma fungao continua no intervalo [a, b] e diferencidvel em
la, b[, existe pelo menos um ponto ¢ €]a, b[ tal que

e O seguinte corolario do teorema de Lagrange ¢ titil na obtencao de estimativas de erros
de aproximagoes de zeros de funcoes:

Coroldrio. Seja Z uma aproximagao do zero z da fungdo f € C*([Z; 2]). Entao:

T If (2l
|€g| = ’Z—Z| S m

£€(z;2]



Localizagao de raizes: método da bissecgao

Definicdo. Seja f € C([a,b]) tal que f(a)f(b) < 0, pelo que f tem pelo menos um zero no
intervalo [a,b] = I. O método da bissecgao consiste em construir a partir do intervalo
Iy = [ag, bo] = I uma sucessao de subintervalos I, = [am,,bn] C I, m € Ni, em que um
dos extremos de I,,, é o ponto médio de I, 1,

Tm—1 = 5 (am—l + bm—1>7

e o outro é ou a,,_1 ou by, 1, por forma a que f(a,,)f(b,) <0, o que se consegue pondo:
(1) Ay, = Qp—1, bm = Tm-1, s€ f(am—l)f(ajm—l) < Oa
(11) Ay = Tp—1, b = bm—l; se f(xm—l)f(bm—1> < 0.

Notando que

bm — Oy = 5 (bm—l - am—l)v
verifica-se que um zero de f vai sendo sucessivamente confinado a intervalos cada vez mais

pequenos.

Nota. O método da bisseccao pode descrever-se analiticamente pela férmula:

b—a a+b
Tm4+1 = Tm + om+2 Sgn[f(a)f(xm)]v m e N7 Ty = 9

Proposicdo. Seja f € C([a,b]) tal que f(a)f(b) < 0 e que tem apenas uma raiz z em |[a, b|.
Entao o método da bisseccao converge para z e verificam-se as seguintes estimativas de
erro:

b—

(1) |z =z < 2m+(11/’ m > 0; (Estimativa “a priori”)

(2) |z — zm| <|Tm — Tm_1], m > 1. (Estimativa “a posteriori”)
Dem.: (---)

Exemplo. Determinagdao da raiz positiva da equagao f(r) = 2> —2 = 0 com um erro
inferior a 1074

A equagdo tem uma e uma sé raiz no intervalo I = [0, 2] pois

f(0) = =2, f(2) =2, f'(x) =22 >0, Ve el
Calculemos o menor valor de m para o qual |z — x,,| < &:
b—a

L U -

- 2mtl — —  log2

Para [a,b] = [0,2], €= 10" obtém-se m > 13.3. logo m = 14.




m G by T, f(zm) Ty — Tl 2 — T
0 0.000000 2.000000 1.000000 -1.000000 0.414214
1 1.000000 2.000000 1.500000 0.250000 0.500000 -0.085787
2 1.000000 1.500000 1.250000 -0.437500  -0.250000 0.164214
3 1.250000 1.500000 1.375000 -0.109375 0.125000 0.039214
4 1.375000 1.500000 1.437500 0.066406 0.062500 -0.023287
5 1.375000 1.437500 1.406250 -0.022461 -0.003125 0.007964
6 1.406250 1.437500 1.421875 0.021729 0.015625 -0.007662
7 1406250 1.421875 1.414063 -0.000427  -0.007812 0.000151
8 1.414063 1.421875 1.417969 0.010635 0.003906 -0.003756
9 1.414063 1.417969 1.416016 0.005100  -0.001953 -0.001803

10 1.414063 1.416016 1.415039 0.002336  -0.000977 -0.000826

11 1.414063 1.415039 1.414551 0.000954  -0.000488 -0.000337

12 1.414063 1.414551 1.414307 0.000263  -0.000244 -0.000093

13 1.414063 1.414307 1.414185 -0.000082  -0.000122  0.000029

14 1.414185 1.414307 1.414246 0.000091 0.000061 -0.000032

Notas.

(a) O método da bisseccdo é um método iterativo a um passo com fungao iteradora

descontinua.

(b) O método é sempre convergente desde que f(a)f(b) < 0, mas a convergéncia pode

ser muito lenta.

(c) Nao se pode afirmar que o método tem convergéncia linear mas apenas que tem
semelhangas com métodos com convergéncia linear. Com efeito a sucessao dos ma-
jorantes do erro {w,,}, w, = Qb,,j—fl, converge linearmente com factor assimptotico

de convergéencia K U=

1
5

(d) A estimativa “a posteriori” pode ser utilizada como critério de paragem para o

método iterativo.

(e) O método da bissecgao é util para a localizagdo de raizes e para a inicializagao de
métodos mais rapidos cuja convergéncia so é garantida com uma boa aproximacao

inicial.

Método do ponto fixo

Definicdo. Diz-se que z é um ponto fixo de uma funcao g : R — R se e s6 se z = g(z).

Notas.

(a) Podemos transformar qualquer equagao f(x) = 0, f : R — R, numa equagao

x = g(x), estabelecendo a equivaléncia

flx)=0

& x=g(n),

num certo dominio D. E claro que se z € D for zero da funcao f entao sera ponto
fixo de g e vice-versa.



(b) H& infinitas possibilidades de escolher ¢ (a fungao iteradora) de forma a que a
equivaléncia se verifique. Por exemplo, basta pensar que se w # 0 temos

flx)=0 & zr=z+wf(z),
Como iremos ver, algumas escolhas de g nao serao apropriadas, ou serao menos
apropriadas do que outras, para o objectivo em vista.

Definicdo. O método do ponto fixo é o método iterativo a um passo da forma

m e N, Ty = fo dado.

Tmi41 = g(xm>,

Nota. Considerando g uma funcao continua, se o método convergir, convergira para
um ponto fixo z que, pela equivaléncia estabelecida, serd uma raiz da equacao, ou seja,

f(z) =0.
Exemplo. Utilizacao do método do ponto fixo com as fungoes iteradoras:
(a) g(z) =z +w(@®-3);

no calculo da raiz positiva da equacao 2% — 3 = 0.

n Ty
(a) | (b) (c) (a)
w=1 w=-1/4

0 201 2.0 2.0 2.0
1 3.0 | 1.5 | 1.750000000000000 | 1.750000000000000
2 9.0 | 2.0 | 1.732142857142857 | 1.734375000000000
3 87.0 | 1.5 | 1.732050810014728 | 1.732360839843750
41 7563.0 | 2.0 | 1.732050807568877 | 1.732092319987714
5 1.5 | 1.732050807568877 | 1.732056368747609
6 1.732051552617821
7 1.732050907386370
8 1.732050820941883
9 1.732050809360520
10 1.732050807808912
11 1.732050807601036
12 1.732050807573186
13 1.732050807569455
14 1.732050807568955
15 1.732050807568888
16 1.732050807568879
17 1.732050807568877




Exemplo.
(a) Tlustragao da convergéncia mondtona para o ponto fixo da sucessdo gerada pelo
método do ponto fixo com fungao iteradora g(x) = 2 — cosx e valor inicial 2y = 3.

(b) Tlustracao da convergéncia alternada para o ponto fixo da sucessdo gerada pelo
método do ponto fixo com funcao iteradora g(z) = 2 + 0.8cosz e valor inicial
Ty = 3.

(c) Tlustragao da nao convergéncia para o ponto fixo da sucessao gerada pelo método do
ponto fixo com fungao iteradora g(x) = 3 (—14 3z —3sinz) e valor inicial 2o = 1.6.

(d) Tlustracdo da nao convergéncia para o ponto fixo da sucessado gerada pelo método
do ponto fixo com fungao iteradora g(z) = 2 + 1.5 cosx e valor inicial 2y = 1.6.

Definigdo. Uma fungao g : I — R, onde I é um intervalo fechado, diz-se uma fungao de
Lipschitz ou Lipschitziana em [ se existir um numero real L > 0 tal que

l9(x) —g)| < Llz—yl,  Veyel
Se L < 1 a funcao diz-se contractiva ou uma contraccao em I, com constante de
contractividade L.
Exemplo.

(a) f:]-a,a] = R, a>0, f(x)=|x|

E funcdo de Lipschitz com L = 1.

®) f:la,b] =R, b>a>0, f(x)=2a'2
1
2V/a

E funcao de Lipschitz com L =

, N 1
. E contracgao para a > 1

Teorema do ponto fixo (em R). Seja g : I — R uma fungao contractiva num intervalo
I C R com constante de contractividade L e tal que g(I) C I. Entao:

(1) g tem um e um s6 ponto fixo z em I;

(2) a sucessao {x, }men definida por x,,,1 = g(x,,) converge para z, qualquer que seja
xo € I

(3) verificam-se as seguintes estimativas de erro:

(1) |2 = Zma| < Lz — 2] ;
(i) |z —xm| < L™z — 0] ;

1
B <
(iii) |z —xpm| < T I

L
i - <
() |2 = 2mar] < =

[Tt — T ;

| Tl — Tl ;



Dem.: (---)

Proposicdo. A fungiao g € C(I) é contractiva em I se e s6 se

/
max|g'(z)| < 1.

Dem.: (---)
Proposicdo. Seja g € C1(I) uma funcio tal que:
() g(I) C I (i) L= max|g'(x)] < 1.
Entao sao validas as conclusoes do teorema do ponto fixo.
Dem.: (---)

Proposicdo (da convergéncia monédtona e alternada). Seja g € C'(I) uma funcao tal que
g(I) C 1.

(1) Seja 0 < ¢'(z) < 1, Vx € I. Se zp € I hé convergéncia mondtona do método do
ponto fixo (isto é, as iteradas ficam todas a esquerda (respectivamente a direita)
do ponto fixo se a iterada inicial estiver a esquerda (respectivamente a direita) do
ponto fixo).

(2) Seja —1 < ¢'(z) <0, Vo € I. Se xp € I hé convergéncia alternada do método do

ponto fixo (isto é, as iteradas ficam alternadamente a esquerda e a direita do ponto
fixo).

Dem.: (--)

Proposicdo (da convergéncia local). Seja g € C*(V}), onde V, é uma vizinhanga de z,
ponto fixo de g, com |¢'(z)| < 1. Entao sao validas as conclusées do teorema do ponto
fixo desde que x( esteja suficientemente perto de z.

Dem.: (---)

Proposicdo (da n3o convergéncia para um ponto fixo). Seja g € C*(V.), onde V, é uma
vizinhanga de z, ponto fixo de g, com |¢'(z)| > 1. Entao a sucessdo {zm}, Tmi1 = g(zm),
nao pode convergir para esse ponto fixo (a nao ser que “excepcionalmente” x,, = z para
algum m).

Dem.: (--+)

Proposicdo (da convergéncia local, linear). Seja g € C'(V,), onde V, é uma vizinhanga de



z, ponto fixo de g, com 0 < |¢/(2)| < 1. Entao, para qualquer z, para o qual o método do
ponto fixo converge para z, tem-se:

(1) 2=z =g (En)(z — 2m), Em G]Z§ xm[ 3

. Z — Tm+1
(@) Jim = = g'(2).

Dem.: (---)

Nota. O método do ponto fixo tem neste caso convergéncia linear com coeficiente as-
simptotico de convergéncia

KL =19'(2)].

Proposi¢do (da convergéncia local, supra-linear). Seja g € CP(V,), p > 2, onde V, é uma
vizinhanga de z, ponto fixo de g, tal que

g = =g ) =0, g A0

Entao, para qualquer xq para o qual o método do ponto fixo converge para z, tem-se:

1\l
1) == = 0 )= 6 il
. 2= Tm+1 (—1)p+1 (p)
@ fim F=tm - O g0

Dem.: (---)

Nota. O método do ponto fixo tem neste caso convergéncia de ordem p com coeficiente
assimptoético de convergéncia

Kl — 5 |g(p)(z)‘ .

e}

Exemplo. Considere-se o polinémio do 3¢ grau
p(r) = 2® — 4o + 1.
(a) Mostrar que o polinémio tem trés raizes reais z; < zo < 23 tais que
2 € [—2.2,-2.0], 29 € [0.1,0.3], z3 € [1.8,2.0].
(b) Mostrar que o método do ponto fixo com fungao iteradora ¢y, definida por

g1(x) = (4x — 1)1/3, r € R,



converge para a raiz z; para qualquer z, € [—2.2, —2.0].

(c) Utilizar o método do ponto fixo com fungao iteradora g; para obter um valor
aproximado da raiz z; com um erro absoluto inferior a 107°.

(d) Mostrar que o método do ponto fixo com fungao iteradora g; pode ser utilizado
para calcular a raiz z3 mas nao a raiz zs.

(e) Mostrar que o método do ponto fixo com fungao iteradora g, definida por

1
g(r) = (@0 +1),  zER,

pode ser utilizado para calcular a raiz zs mas nao qualquer das outras raizes.

(f) Mostrar que o método do ponto fixo com funcao iteradora gs, definida por

4 1

gg(az):;—ﬁ x #0,

pode ser utilizado para calcular a raiz z3 mas nao qualquer das outras raizes.

Resolucao:
(a)  p(—2.2) = —0.848
= p tem pelo menos uma raiz em [; = [—2.2, —2.0]

p(—2.0) = 1.0
p(0.1) = 0.601

= p tem pelo menos uma raiz em I = [0.1,0.3]
p(0.3) = —0.173
p(1.8) = —0.368

= p tem pelo menos uma raiz em I3 = [1.8,2.0]
p(2.0) = 1.00

Sendo p um polinémio do 3¢ grau conclui-se que p tem exactamente
trés raizes reais, uma em cada um dos intervalos indicados.

(b) p(x) =0 & = =gz

4 32
g(e) = (e = )P, i) = S (=128, gl(e) == (e — 1)
a(—2.2)=-214€1,
g1(—2.0) =-2.08 € I = q(hL)Ch
gi(z) >0, Ve el
gi(x) >0, Ve el , e B
J'(z) >0, Vael, = r£1622<|gl(x)| = |g1(—2.0)] = 0.308161 < 1

= ¢ tem um e um sé ponto fixo z; € I} para o qual o método do ponto
fixo com funcao iteradora g; converge, Vx, € I;.

(¢) Tmy1 = gi(zy), meEN, xo € I



L
1-L

‘zl - xm‘ < |xm - xmfl‘ =: B,

L = max|g; (z)| = 0.308161
xzely

Lm

By,

-2.1

—2.11045429
—2.11357921
—2.11451150
—2.11478948
—2.11487235
—2.11489705
—2.11490441

0.466 x 1072
0.139 x 1072
0.415 x 1073
0.124 x 1073
0.369 x 10~
0.110 x 10~*
0.328 x 1077

00O U W~ OS

—2.11490661 | 0.978 x 1076

2 A~ 1 = —2.11491

Note-se que z; = —2.114907541476755 . ..

|21 — 27| = 0.313 x 1072, |21 — 5] = 0.932 x 107°

(d) d¢i(x)>0, Vo el;
gl(x) <0, Vo e l;

(
(

(1.8) =184 € Iy
91(2.0) =191 € I
gi(z) >0, Vx el

} = ma}x|gi(x)| =|g1(1.8)] = 0.395 < 1
EASHES

= 91([3) C [3.

= O método do ponto fixo com f. iteradora g; converge para z3, Vg € I.

I, = [0.251,0.3]

p(0.251) = 0.0118
(0.3) =

p(0.3) = —0.173 } = mel

= min g} (z)| = [91(0.3)] = 3.90 > 1

x€ls

gi(x) >0, Vz €I,
gl(z) <0, Vz €I

= O método do ponto fixo com f. iteradora g; nao pode convergir para zs.

, 3z 3

@ p@) =@+, G = =3

= max |gy(z)| = |g5(0.3)] = 0.0675 < 1

z€ls

gy(x) >0, Va el
gy(z) >0, Ve el
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92(0.1) = 0.250 € I
32(03) =0.257€ I, b = go(l) C L.
g(:ﬂ)>0, Vo € Iy

= O método do ponto fixo com f. iteradora g, converge para zy, Vg € Is.

= min|gy(7)| = |go(~2.0)] =3.0 > 1

zel

gy(x) >0, Ve el
gh(x) <0, Ve el

= O método do ponto fixo com f. iteradora g, nao pode convergir para z;.

= min|gy(z)] = |g5(1.8)] =243 > 1

gy(x) >0, Va € I3
gy(x) >0, Vo e 3

= O método do ponto fixo com f. iteradora g, nao pode convergir para zs3.

0= () = () a3 (2)

gé(l') < O, \V/ZU c ]3 B , B
d@)>0, Voeel, [ max |gf (x)] = |g3(1.8)| = 0.892 < 1
g3(1.8) =1.91 € I3
93(2.0) = 1.75 ¢ I 93(13) & I3
I3 = [1.8,1.93]
p(1.8) = —0.368

p(1.93) = 0.469 } = ey

g3(1.8) = 1.91358 € I, o
93(1.93) =1.80408 € Iy » = g3(Is) C Is.
g3(ar) <0, Ve el

= O método do ponto fixo com f. iteradora g converge para z3, Vg € Is.

= min|gs()] = g5(-2.2)] = 1.01 > 1

gs(z) <0, Ve el
g5(x) <0, Ve el

= O método do ponto fixo com f. iteradora g3 nao pode convergir para z;.

= min lgh(2)] = 14(03) = 29.6> 1

gs(z) >0, Vx € Iy
g5(r) <0, Ve el

= O método do ponto fixo com f. iteradora g3 nao pode convergir para zs.
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Método de Newton

Definicao. O método de Newton é o método iterativo a um passo da forma

Tl = Ty — Pl m € N, xo =& dado.

Nota. O método de Newton pode ser interpretado geométricamente da seguinte forma: a
iterada x,,,1 é a intersec¢ao do eixo das abcissas com a recta tangente a curva y = f(x)
no ponto (T, f(zn)), cuja equagao é

y = f(rm)+ f,(xm)(x - Tm).-

Proposicio (condicdes suficientes de convergéncia). Seja f € C%(I), I = [a,b], uma fungao
que verifica as seguintes condicgoes:

(1) fla)f(b) <0;
(2) fl(x)#0, Ve el;
(3) f'(x)>0o0u f"(x) <0, Vo el;
(4) (a) f(zo)f"(x) >0, Yexel, €l
f(a) f(b)
&) Fa) F0)

Entao o método de Newton converge monotonamente para a unica solugao z de f(z) =0
em /.

<b-—-a

‘Sb—a

Dem.: (---)

Proposi¢do (da convergéncia local, quadrética). Seja f € C%(V,), onde V, é uma vizinhanga
de z, raiz de f, tal que f'(z) # 0, f"(z) # 0. Entao, para qualquer x, suficientemente
préximo de z, a sucessio {r,,} definida pelo método de Newton converge para z. Além
disso:

(1) (Férmula do erro)

f"(&n)
2f’($m>

(Z_xm)Qv fm E]Z;LEm[

2= Tm4+1 = —

(2) (Estimativa do erro)

_ maxeer [7(2)]

_ < K|z — x| =
2 = Tt | < Kz — 27, 2minger | f'(z)|’

ou
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onde [ =[z—¢e,z4+¢|CV,étal que f'(x) #0,Vr €I, Ke <1,exy € I.
(3) (Ordem de convergéncia 2)

. &= Tm+1 f//(z)
W 27

Dem.: (---)

Nota. O método de Newton tem pois convergéncia de ordem 2 com coeficiente as-
simptotico de convergéncia
"
K= f"(2)

< |2f(2)

e O método de Newton pode ser encarado como um caso particular do método do ponto
fixo com funcao iteradora g definida por

W

Usando os resultados sobre a convergéncia local e supra-linear do método do ponto fixo
obtemos o seguinte resultado:

Proposicdo (da convergéncia local, quadrética e supra-quadrética). Seja f € CPT(V,), p >
2, onde V, é uma vizinhanca de z, raiz de f, tal que:

(i) f'(2)#0, f'(z) #0, se p=2;
(i) f'(2) #£0, f'(z)=---=f"V()=0, [fP()#£0, se p > 3.

Entao, para qualquer z( suficientemente proximo de z, o método de Newton converge
para z, e
Z = Tm+1 _ (_1)p+]_ p— 1 f(p)<z)

b f(2)

ey P

Dem.: (---)

Exemplo. Considere-se o polinémio do 3¢ grau
p(r) =2® — 4o + 1,
para o qual se verificou a existéncia de trés raizes reais z; < 2o < 23 tais que
2 € [—2.2,-2.0], 29 € [0.1,0.3], z3 € [1.8,2.0].

(a) Mostrar que o método de Newton com iterada inicial xy € [0.1,0.3] converge
para a raiz zs.
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(b) Utilizar o método de Newton para obter um valor aproximado da raiz z com
um erro absoluto inferior a 107°.

Resolucao:
(a) Condigoes suficientes de convergéncia Vzy € Iy = [0.1,0.3] = [a, b]:
(0) p € C*I)

(i) p(a) =0.601 }
p(b) = —0.173

(i) p'(z) =322 —-4<0, Ve eI,

= pla)p(b) <0

(ii) p"(z) =62 >0, Vz € I

, p(a) 0.601
= =0.151<02=0b-—
(iv) P(a) 3.97 ¢
p(b) 0.173
=——=0.0464<02=0b—
p/(b)‘ 373 ¢
(b) Tm+1 = g(mm)7 me N7 To € IQ7 g(ZL‘) =T - p/(m)
P(z)

‘em’ <K |€m,1‘2 = Bma m > 1

// /!
K = Daeen Pl MO 18 o000 1049
2mingep, [p'(z)]  2[p/(b)] 2 x3.73
a+b b—a
= =0.2 < =0.1
To 9 0 ) |€0| —= 9 0

Kleo) <0.0242 < 1

Tm B,,
0.2
0.2536082474226804 | 0.242 x 1072
0.2541016396741136 | 0.142 x 10~°
0.2541916883650519 | 0.486 x 102

OO[\')»—‘OS

29 = x3 = 0.254191688365

Note-se que zy = 0.2541916883650524 . . ., |20 — x3] = 0.5 x 1071°

Definicdo. Diz-se que uma fungao f tem um zero z de multiplicidade ;1 > 1 se existir
uma fungao h continua em z tal que h(z) # 0 e que

f(@) = (& = 2)"h(z).
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Nota. Se h € C*(V,) entao

f2)=f()=-=frVz) =0,  f¥()#£0.

Proposicdo (da convergéncia local, linear). Seja f € C?*(V,), onde V, ¢ uma vizinhanga de
z, zero de multiplicidade ¢ > 1 de f. Entao, para qualquer x( suficientemente proximo
de z, o método de Newton converge para z e

Z = Tm+1 1

lim =1—-—.
m—oo 2 — Ty, "

Dem.: (---)

Definicdo. O método de Newton p-modificado para um zero de multiplicidade p > 1 de f
é definido por

Tt = )

m € N, xo = & dado.

Proposi¢do (da convergéncia local, quadrética). Seja f € C3(V,), onde V, ¢ uma vizinhanga
de z, zero de multiplicidade 1 > 1 de f. Entao, para qualquer z, suficientemente préximo
de z, o método de Newton p-modificado converge para z e:

i 2 %mn _ 10(2)
mooo (2 — )2 g h(2)

onde h é tal que f(x) = (x — z)"h(x), h(z) #O0.
Dem.: (---)
Nota. O método de Newton p-modificado tem a desvantagem de exigir o conhecimento

“a priori” da multiplicidade da raiz.

Método da secante

Definicdo. O método da secante é o método iterativo a dois passos da forma

LTm+1 — T
Tmi2 = Tyt — f(Tma1) = = meN, xzo=~&, r1 ==&, &,& dados.

f($m+1) - Jc(xn%)7

Nota. O método da secante pode ser interpretado geométricamente da seguinte forma:
a iterada x,,.2 € a interseccao do eixo das abcissas com a recta que passa pelos pontos

(xm: f(xm)) e (merla f(merl))a Cuja equagéo é

f(xmﬂ) - f(xm)

Tm+1 — Tm

Y= f(Tme1) + (T — Tpya).
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Proposicdo (condicdes suficientes de convergéncia). Seja f € C%(I), I = [a,b], uma fungao
que verifica as seguintes condicgoes:

(1) fla)f(b) <0;
(2) fl(x)#0, Yrel;
(3) f"(x) >0 ou f"(x)<0, Vo el;

(4) (a) f(xo)f"(x) 20, e flz1)f"(x) >0, Vo €1, mo,21 €I
ou

o 1@ f(b)

f'(a) f'(b)

Entao o método da secante converge para a tnica solugao z de f(z) =0 em I.

<b-—a

‘Sb—a

Proposi¢do (da convergéncia local). Seja f € C*(V,), onde V, é uma vizinhanga de z, raiz
de f, tal que |f'(2)| # 0. Entao, para quaisquer x e x; suficientemente préximos de z, o
método da secante converge para z. Além disso:

(1) (Férmula do erro)
- f" (1)

e e Y T (2= 2m) (2 = Tpm1), Em €JTm—1;Tm[, M €]Tm—1; 2; T

(2) (Estimativa do erro)

_ maxyer | f"(2)]
2minges | f/(z)|’

2 = &mi| < K|z = 2| |2 = 2mal,

ou 1
!z—meSEme, m > 0,

onde I =[z—¢g,z+¢]CV, étal que f'(x)#0,Vrel, Ke<l1, zg,21 €1,
d = max{K|z — xo|, K|z — 1|} < 1,

e {gm} é a sucessao de Fibonnaci.

(3) (Ordem de convergéncia)

" r—1
e 5+ 1
lim 2 - al |\ g o V5L rs0s...
m—oo |2 — Xy 2f'(z2) 2
Dem.: (---)

Exemplo. Considere-se o polinémio do 32 grau

p(z) = 2* — 4o + 1,
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para o qual se verificou a existéncia de trés raizes reais z; < 2o < 23 tais que
2 €]-22,-20],  %€[0.1,03],  ze€[l18 20
(a) Mostrar que o método da secante com iteradas iniciais x, z; € [1.8,2.0] converge
para a raiz zs.
(b) Utilizar o método da secante para obter um valor aproximado da raiz z3 com
um erro absoluto inferior a 1075,
Resolucao:

(a) Condigoes suficientes de convergéncia Vzy € I3 = [1.8,2.0] = [a, b]:

(o) pe C*(I3)

= pla)p(b) <0
(ii) p/(z) =322 —-4>0, Voel3

(iii) p"(x) =62 >0, Vo e l;

=0.0643<02=b—-a

’:0.125<0.2:b—a

(b) Tm42 = g(xmyxm—1>, m € N, g(l',y) —
lem| < K |em—1|lem—2| =t B, m>2

o MaXeer, p"(z)]  [p"(b)] 12.0

= = = = 1.05
2mingey, [P/(z)|  2lp'(a)] 2% 5.72

leo] <b—a=0.2, ler] <b—a=0.2
Kleo| €021 <1,  Kley| <021 <1

T B,
1.8
2.0
1.853801169590643 | 0.420 x 1071
1.860025945055839 | 0.882 x 102
1.860810653297940 | 0.389 x 1073
1.860805849838245 | 0.360 x 10~°
1.860805853111690 | 0.147 x 1078

CDOT»-&CJO[\DHOS
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23 = xg = 1.86080585

Note-se que 23 = 1.860805853111703... ., |23 — 6] = 0.140 x 10713

Nota (compara¢do do método de Newton com o método da secante). Vimos que;

¢ O método de Newton:
(i) tem ordem de convergéncia 2;
(ii) envolve o célculo de f e f’ em cada iteragao.

¢ O método da secante:
(i) tem ordem de convergéncia r =~ 1.618;
(i) envolve apenas o célculo de f em cada iteracao.

Pode mostrar-se que o tempo de calculo dos dois métodos, para um mesmo erro, é o
mesmo se

ou, dito de outra maneira, o método de Newton serd mais eficaz se

ty < 0.44t ;.






4. RESOLUCAO NUMERICA DE SISTEMAS LINEARES

Normas matriciais

e Uma vez que M"(R) ou M"(C) sao espagos vectoriais de dimensao n?, topologicamente
equivalentes aos espaco R™ ou C™, respectivamente, qualquer das normas que intro-
duzimos em espacgos vectoriais também serve como norma matricial. No entanto nem
todas as normas possiveis tém interesse pratico. Vamos, portanto, comecar por definir
duas condicoes suplementares que as normas matriciais devem satisfazer para se tornarem
uteis.

Definicdo. Seja M uma norma no espago M"(C). A norma M diz-se regular se e s6 se
for satisfeita a condicao

IAB|x < [[AllmlIBllar, VA, B € M*(C).

Definicdo. Seja M uma norma no espa¢o M"(C) e V uma norma no espacgo vectorial C".
A norma M diz-se compativel com a norma V se e sé se for satisfeita a condicao

[Azlly < |Allmllzllv, VA eM"(C), VeeC

e A definigao seguinte permite-nos obter normas matriciais que satisfazem as cinco condigoes
impostas.

Definigdo. Diz-se que uma norma matricial M em M"(C) esta associada a uma certa
norma vectorial V' em C" se e s6 se ela for definida pela igualdade

A
JAly = sup 1AZIv (#)

zeCn\{0} z|lv '

Também se diz neste caso que a norma M é a norma induzida em M"(C) pela norma
vectorial V' em C" ou é a norma em M"(C) subordinada a norma vectorial V' em C".

Proposicdo. A equagao (#) define uma norma matricial, regular e compativel com a
norma V', isto é, que satisfaz as cinco condicoes:

(1) [|Alar >0, YAeMYC); [|Alw=0 < A=0;
(2) llaAll = lal[|Alla,  ¥A € M"(C), VaeC

(3) A+ Bllar < |Allar + 1 Bllar, - VA, B € M*(C);

4) [[Azlly <[|Allmlzllv, VA€M (C), VzeC

) [[ABlla < [[AllsIBllas, VA, B € M™(C).



Dem.: (---)

Proposicdao. Sendo M a norma associada a norma vectorial V' e I a matriz identidade,

entao || 1|y = 1.

Exemplo. Normas matriciais em M"(C) associadas a normas vectoriais em C™:

r=[x;] € C" A = [a;;] € M"(C)

n

n
ol =3kl | 141 = oo 3
=1 =1
norma por colunas

2 = \/Z jzil* | 1All2 = /1o (A" A)
i=1

norma Euclideana

IMWZg%hAHMm—mMEJ%I

norma por llnhas

Nota. A* designa a matriz transposta conjugada da matriz A.

Definicdo. Seja A € M"(C) e seja 0(A) o espectro de A, isto é, o conjunto dos valores

préprios de A. Chama-se raio espectral de A e representa-se por 7,(A) a

ro(A) = nax Al

Proposicdo. A norma matricial associada a norma da soma em C" tem a forma

1<j<n

n
|A[l1 = max Z |aj].
=1

Dem.: (---)

Proposicdo. A norma matricial associada a norma do méximo em C” tem a forma

[Alloe = max Z |aij|-

1<i<n

Dem.: (Exercicio)

Proposicdo. A norma matricial associada a norma Euclidiana em C" tem a forma

[All2 = Vo (A*A).



Nota. O célculo de ||A]|2 é muito mais complicado do que o de ||A]|; ou ||A||. Se apenas
precisarmos de uma estimativa de ||Al|s podemos recorrer as desigualdades seguintes.

Proposicdo. Sendo A € M"(C), entao:
1
1) —[|All; < ||A]ls < A
(1) \/ﬁll < [[All2 < Vvl Alh
1

2) — || Allse < ||A]l2 < Alloo

(2) \/ﬁH oo < IAll2 < V|| A]

3) 141l < V1Al [All

(@) <= IAllr < 1]l < 14

NG F< 2 < F-
Dem.: (Exercicio)
Nota. Sendo A € M"(C), A = [a;;], define-se a norma de Frobenius de A por
" 1/2
|AllF = [Z |aij!2] :
ij=1
Esta norma é regular, isto é,
|AB|r < [[Allp[|Bl|F, VA, B € M*(C).
Esta norma é compativel com a norma euclideana para vectores em C", isto é,
[Az|lz < [[Allpllz)2, VA eM"(C), VzeC

Esta norma nao estéd associada a nenhuma norma vectorial pois ||I]|r = v/n.
Exemplo. Sendo

A= | —

— =N
DN QO =
N = =

calcular [|Al[1, | Alloo, |All 7, o (A), [[All2-
Resolucao:
|All1 = max{4,6,4} =6
|Allo = max{4,5,5} =5
|Allp = (4 +1+14+1+94+1+1+4+4)"2 = /26 =5.09902

ra(4) = Arenaa(uj) A



o(A) ={AeC: =N +7)\2—18\+18 =0}
= {3, 2+iv2, 2-iV2}
re(A) =3
[All2 = /e (AT A)

o(ATA) ={AeC: —A3+ 26X — 186\ + 324 = 0}
= {2.58018, 8.31148, 15.1083}
|Al|2 = 3.88695

Proposicdo. Seja A € M"™(C). Entao:

(1) Qualquer que seja a norma matricial M associada a uma certa norma vectorial em
C™, verifica-se
ro(A) < || Allar.

(2) Qualquer que seja € > 0 existe uma norma N(g) associada a uma certa norma

vectorial em C" tal que
[Allne) < 75(A) +e.

Dem.: (1) (---)

Coroldrio. Seja A € M"(C). Entao r,(A) < 1 se e s6 se ||A||ys < 1 para alguma norma
matricial M associada a uma norma vectorial em C".

Dem.: (--+)

Nota. O raio espectral de A é pois o infimo de todas as normas matriciais de A associadas
a normas vectoriais em C".

Condicionamento de sistemas lineares

e Consideremos o problema de determinar a solucao de um sistema linear
Axr =0,

onde A € M"(C),det A # 0,b € C". Os dados do problema sao neste caso a matriz A e
o vector b. A solucao é o vector x = A~'b. Pretendemos analisar a forma como os erros
nos dados afectam os erros na solucao. Para isso consideramos um outro sistema linear

AT =b,

e vamos procurar exprimir o erro relativo da solucao do segundo sistema em relacao a do
. . r—x . . ~
primeiro, W, em termos dos erros relativos dos dados do segundo sistema em relacao

x
A—A b—-1D
e .
1Al o]

aos do primeiro, isto é,



Proposicdo. Consideremos os sistemas lineares
Axr =0, AT =0,

onde b,b e C", A e M*(C), det A +# 0. Entao

165 lv
— < |4y < dar(A) |05
Sl < sl < condus(4) 5
onde ~
r—T b—b
5= , P = T condy(A) = [[Allar]| A -
][y " bl v " v

M designa a norma matricial associada a norma vectorial V.
Dem.: (---)
Proposicao. Consideremos os sistemas lineares
Axr =0, AF =1,
onde b,b e C", A /Ae M™(C), detA#0e A 6 tal que
1A = Aflarll A~ [lar < 1.

Entdo A é nao singular e verifica-se a desigualdade

cond s (A)
Sallv < Sxllar + 15 0v) .
H HV 1— H(SAHMCOHdM(A) (H AHM H bHV)
onde
T -2 b—1b A-A
o=t t s 270 s AT ondu(A) = Al | A

M designa a norma matricial associada a norma vectorial V.

Definicdo. Seja A € M"(C) uma matriz nao singular. Chama-se nimero de condigao
de A relativamente a norma M a

condas(A) = [|A]lar[[ A7 ar-
Chama-se niimero de condicao de A relativamente ao raio espectral a

cond, (A) = r,(A)r,(A™1).

Nota. O numero de condicao de A relativamente a norma p > 1 é designado por cond,,(A).

Proposicdo. Seja A € M"(C) uma matriz nao singular. Entao:



/\mz%i)|)\|
€o
1 d,(A) = ———;
(1) cond. (4) = 20
Ao (A)

(2) cond,(A) > cond,(A)>1, Vp>1;

(3) A= A" = condy(A) = cond.(A) ;

(4) AA* =1 = condy(A) = cond,(A) = 1.
Dem.: (--+)
Nota. (1) Uma matriz A € M"(C) tal que A* = A diz-se uma matriz hermitiana. Uma
matriz hermitiana real é uma matriz simétrica.

(2) Uma matriz A € M"(C) tal que A*A = AA* = I diz-se uma matriz unitaria.

Uma matriz unitaria real é uma matriz ortogonal.

Definicdo. Um sistema linear com matriz A diz-se bem condicionado se cond,(A) S1
e mal condicionado se cond,(A) > 1.

Exemplo. Sendo

2 1
A= -1 31
1 -2 2
calcular cond;(A), conds(A), condy(A), cond, (A).
Resolugao:
1 8 —4 -2
A_l — E 3 3 _3
-1 5) 7
A7 = L max{12,12,12} = 2
18 L 3
A oo = L max{14,9,13} = 7
o0 18 y Iy 9
1
TO'(A_I) = = @
minyeq(a) [A| 6
1
ro (A7H)TA™Y) = — 0.387570

Mg, (AT 4) [l

1A=, = 0.622551
2
cond; (A) =6 x 3= 4

condy(A) = 3.88695 x 0.622551 = 2.41982



condy(A) =5 x — = 3.88889

NeR RN

= 1.22474

=S

cond,(A) = 3 x

Exemplo. Matriz de Hilbert,

1

¢ A matriz inversa é conhecida explicitamente:

() (- Dl — 1)
) = G 7 = D= DI = DIP0n = D = 7)

© A matriz aparece, por exemplo, na aproximac¢ao minimos quadrados de uma funcao.

¢ A matriz é muito mal condicionada:

|

| cond.(H,) |
1.93 x 10
5.24 x 102
1.55 x 107
4.77 x 10°
1.50 x 107
4.75 x 108
1.53 x 1019
4.93 x 101
1.60 x 102

Nel o' IEN] Nar) N1 BN NUI N NOT ]

—_
S

o A matriz é utilizada para testar programas para resolver sistemas lineares mal con-
dicionados.

Exemplo. Considerem-se os sistemas
H,x =b,, n=2134,5 (1)

onde H,, é a matriz de Hilbert de ordem n e b, € C" é um vector cujas componentes sao
todas iguais a 1. Considerem-se também os sistemas

H,7 = by, n=234,5, (2)

onde H, é a matriz que representa a matrix de Hilbert H,, num sistema de ponto flutuante
com 4 digitos na mantissa. Determinar os erros relativos das solugoes dos sistemas (2)
em relagao aos sistemas (1), com o mesmo valor de n, e interpretar os resultados a luz da
desigualdade do teorema anterior.



nl 1107, 0sllc | condoc(Ha) | 2n = 107, lloox | 77
conds (Hy) "

210.222 x 107 0.400 x 1073 27 0.600 x 1073 0.600 x 1073

310.182 x 107 | 0.698 x 102 748 0.136 x 107! 0.138 x 101

410.366 x 10~ | 0.269 28375 0.104 x 10t

510.480 x 107* | 0.914 943656 0.453 x 10?

Resolucao numérica de sistemas lineares

e Métodos directos: a solugao exacta (na auséncia de erros de arredondamento) é obtida
num numero finito de passos. Sao exemplos: o método de eliminacao de Gauss, de
que trataremos brevemente para introduzir a pesquisa parcial de pivot; os métodos de
factorizacao, a que apenas faremos uma breve referéncia.

o Métodos iterativos: a solucao aproximada converge para a solucao exacta quando o
niumero de iteradas tende para infinito. Sao exemplos, de que trataremos seguidamente:
método de Jacobi, método de Gauss-Seidel, método de Jacobi modificado ou com relaxagado,
método de Gauss-Seidel modificado ou com relazacdo ou método SOR.

Método de eliminacao de Gauss com pesquisa parcial de pivot

Definigdo (pesquisa parcial de pivot). No passo k da eliminagao de Gauss considere-se

s:min{r: agllj))}.

s ¢ pois o menor dos indices das linhas r > k para os quais ¢ atingido o valor méximo dos

CL(k) = max
rk ¢
k<i<n

valores absolutos dos elementos

ag,ﬁ)‘ da coluna k localizados abaixo e sobre a diagonal

principal. Se s > k trocam-se as linhas s e k da matriz A% e do vector b*); e prossegue-se
com o passo k da eliminacao de Gauss. Esta estratégia implica que

|mlk\§1, z:k—i—l,,n



[1=1,2,...,n
j=12....n
(1)
B = b,

(1) Redugao da matriz A a forma triangular superior
AL 5 A L5 A0
(2) Transformagao do 22 membro do sitema

b 5 p2 5 L. p(n)

(k)

., | = Inax

s>k, s=minqr:
k<z<n

j=kk+1,...,n
a,g;)<—>a(k)
e
([ i=k+1,k+2,....n

J=k+1,k+2,...,n

D ) gl
_ i B — ) o p®)
(3) Resolucdo do sistema transformado : ~ A™x = p™
_ o)
Tp =
al)

e

k=1,2,...,n—1 (AW — AT - pk) — pktD)

)
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Nota. Utilizagao do método de eliminagao de Gauss para calcular o determinante de uma
matriz A € M"(C), nao singular:

det A = (—1)" det A™ = (—1)”@5?(1&3) coea™

nn?

onde v designa o numero de troca de linhas efectuado. Comparemos, do ponto de vista da
eficiéncia computacional, medida pelo nimero de multiplicagoes e divisoes necessarias para
obter o resultado, este método com o método baseado na utilizacao directa da definicao:

det A = Z SgN(P) 16028 - - - Anw,

pell
onde II designa o conjunto de todas as permutagoes de (1,2,...,n), p = (o, 3,...,w) e
sgn(p) = 1.
1 9 ~ n?
n | Nget(n) =nl(n—1) | Ngg(n) = 3 (n—1)(n"+n+3) | Npg(n) = E
2 3
10 3.27 x 107 339 333
100 9.24 x 107 333399 333333

Ngef(n) designa o nimero de multiplicagoes necessarias para calcular det A por definigao,
NEga(n) designa o nimero de multiplicagoes e divisoes necessérias para obter det A usando
o método de eliminacio de Gauss para obter a matriz A™ e N rc(n) designa o valor
aproximado (assimptotico) de Ngg(n) para valores elevados de n.

Nota. Utilizacao do método de eliminacio de Gauss para calcular a matriz inversa A~!
de uma matriz A € M"(C), ndo singular. Sendo

AAT =1,

e designando por ¢, ..., c, as colunas de A~! e por ey, ..., e, as colunas da matriz iden-
tidade, podemos escrever

Aley co -+ ) =ler ea -+ ey

A matriz A~! pode pois ser obtida determinando as solucoes ci,...,c, dos n sistemas
Acy = eq,...,Ac, = e, por eliminacao de Gauss. Note-se que todos estes sistemas tém
a mesma matriz A pelo que a parte de redugao da matriz a forma triangular superior é
comum a todos eles.

Nota. Utilizagao do método de eliminacao de Gauss para obter a factorizagao trian-
gular de uma matriz A € M"(C). Sendo A uma matriz ndo singular entdo existe uma
matriz de permutagao P tal que a matriz PA admite uma tnica factorizacao triangular
PA = LU , onde L é uma matriz triangular inferior com diagonal principal unitéaria e
U é uma matriz triangular superior com todos os elementos na diagonal principal dife-
rentes de zero. Os elementos de L por baixo da diagonal principal na coluna k& sao os
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multiplicadores utilizados no passo k da eliminacao de Gauss, isto é,

1 0 o - 0 0

™Mo 1 0 s 0 0

L = ms1  M3o 1 cee 0 0
B Mp1 Mp2 Mp3 - Mpp—1 1 |

A matriz U é a matriz do sistema apds a eliminacao de Gauss, isto é,
U=A".

A factorizagao triangular de uma matriz permite reduzir a resolucao de um qualquer
sistema linear Az = b a resolucao de dois sistemas lineares com matrizes triangulares, a
qual se faz facilmente:

Ly = Pb

Ar=b & LUx=Pb &
Ur=vy

Exemplo. Considere-se o sistema linear

1] (3] -15])

(a) Determinar a solucdo exacta do sistema pelo método de eliminagao de Gauss.

(b) Supondo que se efectuam os célculos num sistema FP(10, 3, -10, 10), com arredon-
damento simétrico, determinar a solucao aproximada do sistema pelo método de
eliminacao de Gauss.

(c) Idem, pelo método de eliminacdo de Gauss com pesquisa parcial de pivot.

(d) Comparar os erros relativos das solugdes obtidas nas alineas anteriores.

Resolucao:

(a)

o i ][] [ s

5
B —_— . . _2
. ] | qagg | [ 0-200080032- - x 10
Ly 2498 0.999599840 - - -
2499

(b)

1.00 5.00 x| | 5.00
500. 1.00 g | | 200
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[ 1.00  5.00 T | 5.00
| 0.00 —2500. g | | —2500.

[ ] [ 0.00
g ] | 100
() ]
500. 1.00 ][ & ] [ 200
| 1.00 5.00 | [ § | | 5.00
[ 500. 1.00 | [ 2] [200
| 0.00 5.00 ||| | 500
(&1 [ 0.00200 ]
g | | 1.00
(d) (b) |6z =1, 105 = 0.0004

(¢) |0z = 0.0004, |65 = 0.0004

Métodos iterativos

e Vamos considerar métodos iterativos para obter valores aproximados da solucao do
sistema linear Az =b, A € M"(C),b e C", da forma

z* D) = Oz 4, k€N,
20 = & € Cn.

Tratam-se pois de métodos iterativos a um passo com funcao iteradora ® : C* — C"
definida por ®(z) = Cx + w, onde C € M"(C) e w € C*. C é a matriz iteradora do
método.

Definicdo. O método iterativo com fungao iteradora ® diz-se consistente com o sistema
Az = b se este sistema e o sistema z = ®(x) tiverem a mesma solugao.

Proposicdao. O método iterativo com funcao iteradora ® é consistente com o sistema

Ax = b se e sé se
(I — C’)Ailb = w.

Proposicao. O método iterativo com funcao iteradora ® tal que

C=-M'N=I-M"1A, w = M"1b,
onde M, N € M"(C), M invertivel, M + N = A, é consistente.
Dem.:

Ar=b = (M+N)r=b = Mr=-Nx+b = z=—-M'Ne+M"
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Nota. A forma “intermédia” do método iterativo
Maz*+D) = —Nz®) 4 p, keN,

sera util mais adiante.

Proposicdo. Qualquer matriz A € M"(C), A = [a;;], pode ser decomposta na soma
A=Ls+ Dy+ Uy,
onde
(i) La = [l;j] € M"(C) é uma matriz estritamente triangular inferior com elementos
lij = 45, 1> j, lij = O, 1 < j
(ii) Da = [di;] € M™*(C) é uma matriz diagonal com elementos
dij = a5, =], dij =0, 1#].
(ili) Ua = [u;j] € M™(C) é uma matriz estritamente triangular superior com elementos

Ui = Qij, 1< j, Uij = O, 1> ]

Definicdo. O método de Jacobi corresponde a tomar
M =D, N=L+U,

na decomposicao de A = L+ D+ U = M + N, exigindo que D seja invertivel. Toma pois
a forma:

[E(O) = 50 € Cn?

ou, componente a componente,

1 n
g = = bi—Zaijzgk) : i=1,...,n, k €N,
Q4 —
g
.Z‘Z(O):é-ol'e@, Zzl,,n

A matriz iteradora é

C;=-D'YL+U)=1-D"A

Nota. O método de Jacobi é também conhecido por método das substituicoes simultaneas.

Definicdo. O método de Gauss-Seidel corresponde a tomar

M=D+1, N=U,
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na decomposicao de A =L+ D+ U = M + N, exigindo que D + L seja invertivel. Toma
pois a forma;

g® D) = D7 b — LoD — Uz®] | k€N,
x(O) = &) € <Cn7
ou, componente a componente,
i—1
(k+1) _ (k+1) (k) .
x; b; — =1,...
; - Z QijT; Z aijx; | t=1,...,n, k€N,
j=1 j=1+1
JZZ(-O):&)Z‘GC, 1=1,...,n.

A matriz iteradora é

Cas = —(D + L)ilU =1 (D + L)ilA.

Nota. O método de Gauss-Seidel é também conhecido por método das substituicoes
SUCessivas.

Definicdo. O método de Jacobi modificado ou método de Jacobi com relaxacao
corresponde a tomar

v=>2 N:<1—1>D+L+U,

w w

na decomposicao de A = L+ D + U = M + N, exigindo que D seja invertivel. w é um
parametro real positivo conhecido por parametro de relaxacao. O método toma pois

a forma:
{ 2+ = (1 — w)z® + wD b — (L + U)z®), ke N,

0 =& € C",

ou, componente a componente,

D) g oy ® L Y g, ) =1 keN

; (1—w)x; +au‘ j jzlawxj ; v=1,...,n, ;
J#i

0 = ¢, €C, i=1,...,n.

A matriz iteradora é
Cim(w)=1—wD A,

Nota. Para w = 1 o método reduz-se ao método de Jacobi.

Definicao. O método de Gauss-Seidel modificado ou ou método de Gauss-Seidel
com relaxacao ou método SOR corresponde a tomar

D 1
M=—+1L, N:(l——)D—l—U,
w

w
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na decomposicdo de A= L+ D +U = M + N, exigindo que D/w + L seja invertivel. w
é um parametro real positivo conhecido por parametro de relaxacao. O método SOR
toma pois a forma;

20 = (1 —w)a® 4 WD [b— La®D) —U2M], k€N,
20 = ¢, e Cn,

ou, componente a componente,

i—1 n
xEkH) =(1- w)xz(k) + dl b; — Zaijxgkﬂ) — Z aijxgk) , 1=1,...,n, keN
ii j=1 j=1+1
.CEl(»O):fOiGC, 1=1,...,n.

A matriz iteradora é
Csor(w) = —w(D +wL) ™ A.

Nota. SOR é o acrénimo de successive over-relaxation. Para w = 1 o método SOR
reduz-se ao método de Gauss-Seidel.

Nota. A introducao do parametro de relaxacao poderd permitir tornar convergente um
método divergente ou acelerar a convergéncia de um método convergente.

Convergéncia dos métodos iterativos

e Consideremos o método iterativo consistente com o sistema linear Ax =b, A= M+ N,
z* ) = ) 4 qp, k€N,

{ . #)
onde

C=-M'N=I-M"1A, w= M"'b.

Proposicio. O método iterativo (#) converge para a solucio x do sistema Az = b, Vz(© €
Cn, isto é,

klim ) =z, vz©® e Cm,
ou
klim e =0, vz©® e Cm,

onde e =z — () se e 56 se

lim C*e® =0, ve® e Cm.

k—oo

Dem.. De z = ®(x) e z**1) = ®(2®) obtém-se por subtraccio e = Ce® e por
inducao e® = C*e®),
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Proposicdo. O método iterativo (#) converge para a solucdo x do sistema Az = b, Vo €
C", se existir uma norma matricial M, associada a uma certa norma vectorial V' em C",
tal que ||C||as < 1. Neste caso sao validas as seguintes estimativas de erro:

(1) Nle®* ]y < clle®]lv;
) [e®lly < *le@v;

1
(3) lle®ly < = [la®™*V — 2™y
—C

c
1—c¢

1
(4) [l V]ly < S %

(5) lle®]lv < 2 = &y 5

1—-c

onde e®) =2 — 2™ ke N, ec=|C|.
Dem.: (---)

Nota. A estimativa “a posteriori”(4) pode ser usada como critério de paragem do método

iterativo:

(k+1))|., < ¢
ety <

1
|z*+D — 2B, < e <— — 1) .
c

|z®HD —2®|, < €

Repare-se que
1< -—1, 0<ce<

C

)

|

1 1
0<-—-1<1, —<c<l1.

c 2
Nota. Todas estas estimativas permanecem validas se substituirmos ¢ por uma outra

quantidade ¢ tal que ¢ < ¢ < 1. Em particular, ||C||2, que é dificil de calcular, pode ser
substituida por ||C||r < 1. Recorde-se que ||C||2 < ||C||r, VC € M™(C).

Proposicdo. O método iterativo (#) converge para a solucdo x do sistema Az = b, Vz® €
C", se e séser,(C) < 1.

Dem.: (---)

Nota. Estes dois teoremas, conjugados com um teorema anterior que nos diz que o raio
espectral de uma matriz é o infimo de todas as normas associadas a normas vectoriais
da matriz, sugerem que o raio espectral determina a rapidez de convergéncia do método,
sendo a convergéncia tanto mais rapida quanto menor for o raio espectral da matriz
iteradora. Mais precisamente pode mostrar-se que:
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Proposicdo. Para o método iterativo (#) os erros e®) = x — (%) satisfazem a

Je®liv Y "
sup  limsup ( O ) =r,(C),
e®ecn\{0} k—oo [e@lv

onde V designa qualquer norma em C".

Nota.

(a) Este resultado significa que para valores de k elevados, podemos escrever em muitos
casos

le® D) = 1o (C) ™.
(b) Partindo de 1) = Cz® + w e de ¥ = Cx*~1) 4 w obtém-se

isto é, a diferenca de duas iteradas consecutivas satisfaz a mesma igualdade que os
erros de duas iteradas consecutivas:

ekt = Cel®),
Para valores de k elevados verifica-se também

20 — 2 ¥ % 1,(C) |2 — 20V,

(c) Na prética, para obter estimativas de erro, utiliza-se em vez de ¢ = ||C/|| e de r,(C)
uma outra constante ¢, tal que,

B Hx(k—s—l) . x(k)HV
= Hx(k) — x(kfl)HV <e,, vk > ]{'0,

(k)

quando for possivel obté-la experimentalmente.

Proposicdo. O método iterativo (#) converge para a solucdo x do sistema Az = b, Yz €
C", se e s6 se todas as raizes Ay, ..., \, da equagao polinomial

det(AM + N) =0,

tiverem moédulo inferior & unidade.
Dem.: (---)

Proposicao. Os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem para a solucao do sistema
Az =b, V2 € C" seeséser,(Cy) <1er,(Cas) < 1, respectivamente.

Proposicdo. Os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem para a solucao do sistema
Az =b, V2@ € C", se e s6 se todas as rafzes das equacoes

det()\MJ + NJ) = 0, det()\MGS + NGS) = 07

respectivamente, tiverem modulo inferior a unidade.

Definigao.
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(1) Diz-se que a matriz A € M"(C), A = [a;;] é uma matriz de diagonal estrita-
mente dominante por linhas (MDEDL) se verificar as condigoes

| >Z’@ij‘, Vie{l,2,...,n}.
;;z
(2) Diz-se que a matriz A € M"(C), A = [a;;] é uma matriz de diagonal estrita-

mente dominante por colunas (MDEDC) se verificar as condigoes
lajil > layl, Vjie{1,2,...,n}.
oy
Proposicdo. Seja A € M"(C) uma MDEDL ou MDEDC. Entao A é nao singular.
Dem.: (--+)

Proposicdo.  Seja A € M"(C) uma MDEDL. Definam-se as quantidades oy, ..., a,,
ﬂlw”aﬁn por

i—1

alz(), Cki:Z %, iE{Q,...,n},
o | i
gi=3 % ie{t...n-1}, B, = 0.
S | i
Entao:
(1) a;+0i <1, Vie{l,...,n}; (2)1@ <1, Vie{l,...,n}.
Dem.: (--+)

Proposi¢do. Seja A € M"(C) uma MDEDL. Definam-se as quantidades

uzgg§%+@)<L n=qg§1_%<1-
Entao
(1) ICslloc = 1 (2) n < 3) ICasllec <.

Dem.. (1) (---) (2) ()

Proposigdo. Seja A € M"(C) uma MDEDL. Entao o método de Jacobi converge para a
solucdo z do sistema Az = b, Vz(® € C", e é vélida a estimativa de erro

e Do < plle™ .
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Proposicdo. Seja A € M"(C) uma MDEDL. Entao o método de Gauss-Seidel converge
para a solucao z do sistema Az = b, Vz(? € C”, e é vélida a estimativa de erro

le™ oo < nlle™ .

Nota. Uma vez que 7,(Cy) < [|Cylleo € 76(Cas) < ||Casllo este resultado pode levar a
pensar que sendo A uma MDEDL entao também se verifica que r,(Cgs) < 7,(Cy) < 1,
isto é, que o método de Gauss-Seidel converge pelo menos tao rapidamente quanto o
método de Jacobi. Isto nao é verdade em geral, mas apenas impondo outras condicoes a
A. Assim, por exemplo, é verdadeiro o seguinte resultado:

Proposi¢do (Teorema de Stein-Rosenberg). Seja A € M™(C) uma matriz tal que a matriz
iteradora do método de Jacobi é nao negativa, C;; > 0 (isto é, (Cy);; > 0,Vi,j). Seja
Cgs a matriz iteradora do método de Gauss-Seidel. Entao uma e uma s6 das seguintes
proposicoes é verdadeira:

(1) re(Cy) =r14(Cas) = 0;
(2) 0<7,(Cgs) <15(Cy) <1
3) re(Cy) =15(Cas) = 1
(4) 1<r4(Cy) <715(Cas).

Nota. A condigao C; > 0 é satisfeita em particular se A é tal que Dy >0e A — Dy <
0. Uma vez que esta condicao é verificada para quase todos os sistemas lineares que
sao obtidos pela aproximacao as diferencas finitas de operadores diferenciais lineares,
este teorema da-nos em muitos casos praticos a informacao importante de que, quando
convergem, o método de Gauss-Seidel converge mais depressa do que o método de Jacobi.

Proposicdo. Seja A € M"(C) uma MDEDC. Entao quer o método de Jacobi quer o
método de Gauss-Seidel convergem para a solucao x do sistema Az = b, Vz(® € C™.

Definigdo. Uma matriz hermitiana A € M"(C) diz-se definida positiva se

¥ Ax >0, Vo e C"\ {0}.

Proposicdao. Cada uma das seguintes condicoes é necessaria e suficiente para que uma
matriz hermitiana A € M"™(C) seja definida positiva:

(1) Todos os valores préprios de A sdo positivos.

(2) Todos os menores principais de A sao positivos.

Nota. Chama-se submatriz principal de A € M"(C) & matriz 4, € M*(C), k €
{1,2,...,n} cujos elementos sao os elementos das primeiras k linhas e k£ colunas de A.
Chama-se menor principal de A a det Ay.
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Proposicdo. Seja A € M"(C) uma matriz hermitiana e definida positiva. Entao o método
de Gauss-Seidel converge para a solucdo = do sistema Az = b, Vz(® € C”,

Proposicdo. Seja A € M"(C) uma matriz hermitiana e definida positiva e tal que a matriz
2D 4 — A é definida positiva. Entao o método de Jacobi converge para a solucao x do
sistema Az = b, Vz(® e C".

e A anilise de convergéncia do método SOR é mais complicada que a do método de
Jacobi com relaxacao pois a matriz iteradora depende nao linearmente do parametro de
relaxacao:

CJm(W) =1 - wDilA, CSOR(w) =1 - w(D + wL)ilA.

Proposicao. O método de Jacobi modificado é convergente se e s6 se todos os valores
proprios da matriz C'; do método de Jacobi tiverem partes reais inferiores a unidade. A
convergéncia verifica-se para w €]0, wgyp [, onde

2b(\)

sup — I s b(A)=1-— /\7
P = 00 2600 + AP — 1 ) R

Proposicdo. Se o método de Jacobi for convergente entao o método de Jacobi modificado
com w €]0, 1] também é convergente.

Proposicio (Teorema de Kahan). Seja A € M*(C). E condiciio necessaria para que o
método SOR convirja para a solucdo x do sistema Az = b, Vz(® € C", que w €]0,2[.

Nota. Prova-se que
7o(Csor(w)) > |w — 1], Vw € R,

e portanto que
76(Csor(w)) > 1, Vw ¢]0, 2.

Proposicdo (Teorema de Ostrowski-Reich). Seja A € M"(C) uma matriz hermitiana e
definida positiva. E condicao suficiente para que o método SOR convirja para a solucao
r do sistema Az = b, V2® € C", que w €]0,2].

Nota. Prova-se que
r-(Csor(w)) < 1, Yw €]0,2].

Nota. Em particular este resultado significa que o método de Gauss-Seidel, obtido para
w = 1, converge para matrizes hermiteanas e definidas positivas.

e O célculo do parametro de relaxacao 6ptimo, isto é, o parametro que minimiza o raio
espectral, é dificil excepto nalguns casos particulares. Geralmente obtém-se apenas um
valor aproximado experimentando numericamente diversos valores de w e observando o
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efeito na rapidez de convergencia. Este esforco é justificado pois o aumento da rapidez de
convergencia pode ser significativo. Damos seguidamente um exemplo de uma classe de
matrizes para a qual o problema pode ser tratado analiticamente com facilidade. Um outro
caso que também pode ser tratado analiticamente é o de uma outra classe de matrizes
que ocorre na discretizacao de problemas de valor na fronteira, as chamadas matrizes
consistentemente ordenadas.

Proposicdao. Suponhamos que a matriz iteradora C'; do método de Jacobi tem valores
préprios reais e inferiores a unidade e designemos por A; e A\, o maior e o menor destes
valores, respectivamente. Entao o método de Jacobi modificado com w €]0, wgyp[, onde

Wsup = T é convergente. Além disso o raio espectral de C,,(w) tem o valor minimo
- \n
2

para Wepy = ————— ¢ esse valor minimo ¢é

2—XM— A\

A — A\
7o (Comfient) = 57575

Dem.: (---)

Exemplo. Considere-se o sistema linear Ax = b, onde

10 3 1 14
A=|2 -10 3 |, b=| -5
1 3 10 14

(a) Determinar as seis primeiras iteradas do método de Jacobi com condi¢ao inicial
7@ =0 0 0]7. Justificar a convergéncia do método e obter uma estimativa do
erro da iterada z(®.

(b) Idem, para o método de Gauss-Seidel.

Resolucao:

(a) 2%V = Db — (L4 U)z™)

R 14 03 1
x<’€+1)=ﬁ 0 -1 0 51 =120 3]|z®
0 0 1 14 130

1 =

() 1
10
1
10

l’ék—H)

(h+1) _
(3 10
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=

S

5

0.000000000
1.400000000
1.110000000
0.929000000
0.990600000
1.011590000
1.000251000

DOk W N~ O

0.000000000
0.500000000
1.200000000
1.055000000
0.964500000
0.995300000
1.005795000

0.000000000
1.400000000
1.110000000
0.929000000
0.990600000
1.011590000
1.000251000

(b) kD) — D—l[b — L+l _ Ux(k)]

1 0
1
2 (k+1)

1000

(
k+1

2 —

x§k+1) _

sl=al~5l-

\

0
=— 10 -1 0
1

VS
—_
e~

14
)
14

(k+1)

0 0
—-12 0
1 3

(14 - 3x(2k) — :Egk)>
(5+m¥“ﬁ+m@)

—x — 3x§k+1))

&

S

o

0.000000000
1.400000000
1.063400000
0.995104400
1.001226610
0.999791574
1.000038969

O Ul W N~ O

0.000000000
0.780000000
1.020480000
0.995275680
1.000817379
0.999847952
1.000027731

0.000000000
1.026000000
0.987516000
1.001906856
0.999632125
1.000066457
0.999987784

Convergéncia: os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel sao convergentes para a
solucao do sistema para qualquer condicao inicial pois A é MDEDL.

Estimativas de erro:

le®]]oe < [

llec

l1—-c
¢ == max (a; + 8;)  Método de Jacobi

Método de Gauss-Seidel

Cc = = max
1 1<i<n 1 — oy
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i | B | ait B b
1—Oé7;
ol A 2 ] 4
10 10 10
ol 213 2 | 3
10 | 10 10 8
4 4
3 i 0 i 0
1 2
m=75 =73

Método de Jacobi:

—0.0113390
20 — 20 = 0.0104950
—0.0113390

, |26 — 20|, = 0.0113390

[e®]lac < [l2® — 2] = 0.0113390

15
Com c¢=r,(Cy) = % = 0.387298 obtém-se

(9] < 0.00716755
Estes valores devem ser comparado entre si e com o “erro verdadeiro”
e = 0.005795

Método de Gauss-Seidel:

0.000247395
7 — 20 = 0.000179779 |, |26 — 20|, = 0.000247395
—0.000078673

2
1€®]]o0 < 3 |29 — 2|, = 0.000164930

67 + v 13489
Com c=1,(Cgs) = —1‘_000 = 0.183142 obtém-se

1e)]|o < 0.0000554667
Estes valores devem ser comparado entre si e com o “erro verdadeiro”

1€®)]] s = 0.000038969



Exemplo. Considere-se o sistema linear Ax = b, onde

2 1 0 2
A= -1 2 1 b= 2
0 -1 2 1
(a) Determinar a solu¢ao aproximada %) do sistema pelo método de Jacobi com condicéo
inicial z(®¥ =[0.5 0.8 1.0]7 tal que ¢ satisfeita a desigualdade
2™ — 2D, <0.01.

Obter uma estimativa do erro da iterada z(*).

(b) Idem, para o método de Gauss-Seidel.

Resolucao:

(a) 2+ = Db — (L + U)x™)

2 0 1
gF+) = 20— -1 0 )
2\|1 0 -1
1
x§k+1) _ 5 (2 _ x;k))
1
x(2k+1) =3 <2+x(1k) _xgk)>
1
x§k+1) _ 2t <1+x§k))
2
&) _ (1)
(k) (k) (k) R [ — 2V,
k Zy Ty T3 [J®) — =D, |zk-D — g(k-2)||,
0105 0.8 1.0
1]0.6 0.75 0.9 0.15
21 0.625 0.85 0.875 0.106066 0.707107
310.575 0.875 0.925 0.07500 0.707107
410.5625 | 0.825 0.9375 | 0.053033 0.707107
5105875 [0.8125 |0.9125 |0.03750 0.707107
6 0.59375 |0.8375 |0.90625 |0.0265165 0.707107
710.58125 |0.84375 |0.91875 |0.01875 0.707107
8 1 0.578125 | 0.83125 | 0.921875 | 0.0132583 0.707107
9 | 0.584375 | 0.828125 | 0.915625 | 0.009375 0.707107
C
le®l2 < — . 21 = 2®;
(€)=~
C=T, = —
72
e, < 0.0242

(b) x(k+1) — D—l[b _ Lx(kJrl) _ U:E(k)]




1 2 0o 0 0 010
g+ = = 2 -] -1 0 0ofa®P—]00 1|z
2\ |1 0 -1 0 000
1
xgk-&-l) =3 (2 _ xék)>
1
xékﬂ) =3 <2 4 x§k+1) _ $:()’k)>
1
ng+1) _ 1 <1+xgk+1))
2
(k) _ ,(k=1)
(k) () (k) K (e ™ — 2l
k Ty ) T3 ||$()—95( )”2 (k-1 — (=2,
0]0.5 0.8 1.0
110.6 0.8 0.9 0.141421
210.6 0.85 0.925 0.0559017 0.395285
310.575 0.825 0.9125 0.037500 0.67082
4 10.5875 |0.8375 |0.91875 | 0.018750 0.5
510.58125 | 0.83125 | 0.915625 | 0.009375 0.5
c
el < —— 2 — 2]
1
C:TU(Cgs):§
|e® |, < 0.01
Exemplo. Considere-se o sistema linear Ax = b, onde
2 11
A=11 3 1
1 2 2
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(a) Determinar o valor w = wep, para o qual o método de Jacobi com relaxagao converge
mais rapidamente e o valor de 74 (Cyp(Wopt))-

(b) Idem, para o método de Gauss-Seidel com relaxagao.

Resolucao:

(a)

w <0,

-2
2
20 —1,

T's (CJm(w)) = 0<w< Wopt

wopt S w
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4 3
Wopt = 5 To (Crm(Wopt)) = 5
O método converge para w €]0, 1], intervalo em que 7, (Cjp(w)) < 1.
(b)
Csor(w) =T —w(D+wL) A
- - 4
= —42(1-w) (6 — 6w + w?) —£(2-w)

—2(3—bw+2w?) —% (12— 15w+ 2w?) 15 (12 — 12w + Tw? — 2w?)

1
det(Csor(w) — M) = (1 —w)?+ 5 (=36 + 72w — 45w* + 8w?) A

1
+t15 (36 — 36w + 9w? — 2w3)A? — A3

ro(Csor(w)) = ir:nl?;f?){\/\i(W)}

Wopt = {w € RT : 1, (Csor(w)) é minimo }

w | 7o(Csor(w))
0. 1.

0.25 | 0.880321
0.5 [0.75
0.75 1 0.591443
1. 0.333333
1.05 | 0.252151
1.1 ]0.239192
1.15 | 0.252158
1.2 [0.279534
1.25]0.313121
1.5 0.5

1.75 1 0.9061
1.8 |0.994896
1.9 | 1.18037
2.0 | 1.3767

Wopt = 1.1, TU(CSOR(WOpt>> = 0.239192
O método é convergente para w €]0, 1.8].

Determinacao experimental do valor 6ptimo de w para ambos os métodos:

4 0
Az = b, b=1|5 |, z@ =10
5! 0
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w [k <200: |z® —gFD], <107
Método Jm Método SOR
0.1 175 169
0.2 94 86
0.3 64 56
0.4 49 38
0.5 39 26
0.6 33 25
0.7 28 22
0.8 26 19
0.9 58 16
1.0 13
1.1 11
1.2 12
1.3 14
1.4 17
1.5 19
1.6 31
1.7 64

Comparacao entre os métodos directos e os métodos iterativos

Notas.

()

n3

Os métodos directos requerem = Y operacoes para obter a solucao. Os métodos

iterativos implicam normalmente um célculo de ~ n? operacoes em cada iteracao,

o que os torna ineficazes face aos métodos directos para n;; > 3 Por outro lado, a

. . n.. ~ .
precisio atingida ao fim de — iteradas ndo é normalmente muito boa (||z—2 /3|y <

Bz — 2©|y). Por estas razoes os métodos iterativos sé se tornam realmente
eficazes para matrizes de grandes dimensoes e, em especial, quando as matrizes sao
esparsas (isto é, matrizes com poucos elementos diferentes de zero). Nestes casos
os métodos directos nao se simplificam em geral muito enquanto que os métodos
iterativos apresentam uma redugao apreciavel do nimero de operacoes.

Os métodos iterativos para sistemas lineares convergentes sao estdveis, isto é, par-
tindo de dois vectores iniciais préximos, €© e n(® obtém-se sempre duas sucessoes
{1 e {y®} igualmente préximas, convergindo ambas para o mesmo vector z,
solugao exacta do sistema linear, verificando-se:

30 >0: max 2™ —y® || < 0|6 — @), ve® 7@ e Cn.

Na presenca de erros de arredondamento os métodos iterativos, desde que aplica-
dos a sistemas bem condicionados, continuam estaveis. Isto significa que nao ha
perigo de os erros de arredondamento cometidos no calculo poderem resultar em er-
ros significativos no resultado final. Isto representa uma importante vantagem dos
métodos iterativos sobre os métodos directos em que os erros de arredondamento
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podem propagar-se ao longo do calculo, conduzindo a erros muito grandes no resul-
tado final, mesmo que os sistemas sejam bem condicionados, e sobretudo quando se
tratam de sistemas de grandes dimensoes.



5. RESOLUCAO NUMERICA DE SISTEMAS NAO-LINEARES

e Vamos agora considerar métodos iterativos para resolver sistemas de equagoes em R™,

flz)=0 & =g,

onde
r=[r; vy ... z,]7 €R"
f:DcCR"—R", f@) =[filx) folz) ... ful2)]",
g:DCR"=R",  g(x)=[n(z) galx) ... gnlz)]"

Definicdo. Sendo f : D C R®™ — R", chama-se matriz Jacobiana de f a matriz de
derivadas parciais, caso existam,

[ Of 0 9k
0y oz,
Jp(x) = : : (x).
o6 . Ok
L Oz, ox,

Método do ponto fixo

Definicdo. Diz-se que z é um ponto fixo de uma fungao g : R” — R" se e s6 se z = g(z).

Definicdo. O método do ponto fixo é o método iterativo a um passo da forma

Definicdo. Uma funcao g : D C R® — R", diz-se uma funcao de Lipschitz ou Lips-
chitziana em D se existir um numero real L > 0 tal que

lg(@) —gW)llv < Lllz —ylv,  Ve,yeD.

onde V' designa qualquer norma em R". Se L < 1 a funcao diz-se contractiva ou uma
contraccao em D, com constante de contractividade L.

Teorema do ponto fixo (em R™). Seja g : D — R™ uma funcao contractiva num conjunto
fechado D C R™ com constante de contractividade L e tal que g(D) C D. Entao:
(1) g tem um e um s6 ponto fixo z em D;

(2) a sucessdo {x(™},,en, definida por 2™+ = g(2(™), converge para z, qualquer que
iq (0 .
seja 'V € D



(3) verificam-se as seguintes estimativas de erro:
@) e Dy < Llle™ v

(i) [le™ v < L™l ]v;

(i) [let™ ly < ——[jat™D — 2y
(iv) ey < =2t — 2y
() el < < o = 2O

onde e™ =z — 2™ Vm € N e V designa qualquer norma em R".
Dem.: (--+)

Definicdo. Um conjunto D C R" diz-se convexo se
tr+ (1 —t)y € D, vt € [0, 1], Va,y € D,

isto é, se x,y € D entao todos os pontos do segmento de recta que une z e y também
pertencem a D.

Proposicdo. Seja g € C'(D) onde D é um conjunto convexo em R”. Entao se

sup || Jg()[[v < L <1,
zeD

a funcao g é contractiva em D segundo a norma M associada a norma vectorial V em R"
com constante de contractividade L.

Proposicdo. Seja D um conjunto fechado e convexo em R" e g € C''(D) uma fungao tal
que:
(i) 9(D) C D; (MS%WM@W§L<L
Te

Entao sao validas as conclusoes do teorema do ponto fixo.

Proposicdo (da convergéncia local). Seja g € C'(V}), onde V, é uma vizinhanga de z,
ponto fixo de g, tal que 7,(Jy(2)) < 1. Entdo o método do ponto fixo converge para z
desde que 1) esteja suficientemente perto de z. Além disso as estimativas de erro (i)-(v)
sao validas em alguma bola fechada contida em V, e que contenha z.

Exemplo. Considere o sistema de equacoes algébricas nao-lineares

R B O R I 8



(a) Mostre que o sistema (S) tem uma e uma s6 solugao z no conjunto

1 1
D= |—2,00 x|0,5].
SRR
(b) Mostre que o sistema (S) tem uma e uma sé solu¢do Z no conjunto
D =[-4,-2] x [-4,-2].

(c) Utilize o método do ponto fixo para obter um valor aproximado da raiz z com
um erro absoluto inferior a 107¢.
(d) Mostre que o sistema (S) tem apenas duas solugoes, z e Z, em R

Resolugao:
(a)
fl)=0 & z=g(=), g(@)= [

g91(x) ] B —%
92() 5(1—a})

O teorema do ponto fixo diz-nos que g terd um e um sé ponto fixo em D
se forem satisfeitas as seguintes condigoes:

Hgeci (D)  ()gD)cD (i) max|Jy(z)llo <1
Verifiquemos pois estas condicoes.

(i) g1 e g2 sao continuamente diferencidveis em R? e portanto em D.

(i) (@) € [=27,0] € [=3.0], WED} = ¢(D)C D

2 2 2
| 2] |$1|} _ 21

37 3 9
(b)

fx) =0 < z=g(z),

o2
g QQ(I) — —31’1

O teorema do ponto fixo diz-nos que g tera um e um sé ponto fixo em D
se forem satisfeitas as seguintes condigoes:

MgeC'(D)  (@WgDd)cD (i) max [.J5(7)lloo < 1

Verifiquemos pois estas condicoes.



(i) g1 e g» sdo continuamente diferencidveis em ]—oo,0[ x | —o0,

(il) §1(z) € [-V13,—VT] C [-4,-2],
go(z) € [-V12,—V6] C [-4,-2],

(i) Jy(a) =

(c)

e portanto em D.

0 3/2

3/2
v —3x1

max || J5(z) | e = max max{
zeD zeD

<
1-L

L = max | Jy (@)l = =

wam

1—3x2

Wit
0

3/2

Vo € D
Vo e D

3/2

=— <1

z© e D

2
9

\/1—31’27 \/—3.I1

_1Am—U““)Eth

f-

} = g(D)c D

x?m

x§">

By,

—_
O@OO\]@U‘FPOJ[\DP—‘Og

— = =
W DN =

—_
S

0.000000000000000

0.000000000000000
—0.037037037037037
—0.037037037037037
—0.036935496201906
—0.036935496201906
—0.036936051828390
—0.036936051828390
—0.036936048792168
—0.036936048792168
—0.036936048808760
—0.036936048808760
—0.036936048808669
—0.036936048808669
—0.036936048808670

0.000000000000000
0.333333333333333
0.333333333333333
0.332876085962506
0.332876085962506
0.332878589706773
0.332878589706773
0.332878576025110
0.332878576025110
0.332878576099874
0.332878576099874
0.332878576099466
0.332878576099466
0.332878576099468
0.332878576099468

0.333 x 10°
0.370 x 101
0.457 x 1073
0.102 x 1073
0.250 x 1075

0.952 x 101
0.106 x 101
0.131 x 1073
0.290 x 10~
0.715 x 1076

(d)

{

3$1+Z‘%:0
l‘%+3l‘2—1:0

h(t) =t*+27t—9

B'(t) = 4t + 27,

2
_T2

3

I =

2+ 270, — 9 =0

R"(t) = 12t




i:t
\3/1_7)17

h(t) — oo quando [t| — o0

Wit)=0 < t=— h(tn) ~ —47.2701

= h tem apenas duas raizes em R.

= O sistema dado tem apenas duas raizes em R2.

Método de Newton generalizado

Definicdo. O método de Newton é o método iterativo a um passo da forma
2t = g [T ()] f(2M), m e N, 2 = ¢ (dado).
Na pratica resolve-se em cada iteracao o sistema linear
Jf<x(m)) CAx(m — —f(x(m)),
e define-se a iterada seguinte por

L) — pm) A )

Teorema de Kantorovich (condi¢des suficientes de convergéncia).!

Seja D C R™ um conjunto aberto e convexo e f € C*(D). Suponhamos que para
alguma norma em R” e algum z(¥) € D sdo verificadas as seguintes condicoes:

(i) det(Jp(x)) £0, Yo e D; 3IM;, > 0: ||[J; ()] < Mi Va € D;

1
(i) 3My >0 ||Jp(x) = Jy()|| < Maljz —yll, Yo,y e D;
M.
(iii) sendo ey = 2[|2M — 2| e K = ﬁ, verifica-se a desigualdade 2K¢( < 1;
1
(IV) B(ZE(O),E()) CcD.

Entao:

(1) f tem um tnico zero z € B(z® g));

(0

(2) a sucessao de Newton com condi¢do inicial x ) é bem definida, permanece em

B(x®, ¢g) e converge para z.

(3) verifica-se a estimativa de erro a priori

1 -
Iz = 2™ < = (Kzo)™"

!Este teorema e a sua aplicacdo ao célculo de estimativas de erro das iteradas do método de Newton,
ilustrada no exemplo que encerra este capitulo, nao aparecerao nas provas escritas de avaliagao.



Nota. Se f € C*(D) a condigao (ii) pode ser substituida pela condicao:
(i) 30y > 0: [Hy(e)| < M, Vae D, Vie{L.....n},

onde f; designa uma componente de f e Hy, ¢ a matriz Hessiana de f;, com componentes

O f;
(Hfz‘)jk - 8:@3% :

Notas.

o A condicdo (i) implica a existéncia de inversa para a matriz Jacobiana (equivalente
no caso real a f'(x) # 0), e serve ao mesmo tempo para definir M; (que corresponde
no caso real a min |f'(z)|).

o A condigao (ii) implica a limitagao dos valores da matriz Hessiana (caso f € C?) e
define M, (que corresponde no caso real a max |f"(z)]).

o A condicdo (iii) permite garantir que as iteradas vao permanecer na bola B(z(®, &)

f(a) _ f(b) _
ey <v—a [fG| <v-a)

o A condigao (iv) é ébvia e podemos mesmo considerar D = B(z("), g).

(e corresponde no caso real a condigao

Proposicdo (da convergéncia local). Seja f € C*(V,), onde V, é uma vizinhanga de z, zero
de f, tal que det(J;(2)) # 0. Entdo o método de Newton converge para z desde que z(¥)
esteja suficientemente perto de z.

Proposicdo (da ordem de convergéncia). Seja f € C*(V,), onde V, é uma vizinhanga de z,
zero de f, tal que det(Jf(z)) # 0. Entao o método de Newton, quando converge para z,
tem convergéncia pelo menos quadratica, isto é, existe K > 0 tal que

|z — 2| < K|z — 22, m e N,

ou
1 m
lz =2t < = (K== 2", meN.

Exemplo. Considere o sistema de equacoes algébricas nao-lineares
_ I B 3y + 23
N A R B )

para o qual se verificou que tinha apenas duas rafzes em R2, z e Z.

(a) Determine o valor aproximado da raiz z usando trés iteradas do método de
Newton generalizado com aproximacao inicial z = [0 0]7.

(b) Obtenha uma estimativa do erro da solu¢ao aproximada obtida na alinea (a)
(usando a norma do méximo).



Resolucao:

(a)

(b)

ER

m
0] 0.000000000000000
1] 0.000000000000000
2| —=0.037037037037037
3 | —0.036935981001465
4 1 —0.036936048808670
5 | —0.036936048808670

0.000000000000000
0.333333333333333
0.333333333333333
0.332878581173261
0.332878576099469
0.332878576099468

TR — ST
) Y = a 1.
2x1 3 d 9—drizy | —21 3

0 0
Hfl(‘r):[O 2]7

g0 = 2||Az

(0)

D =B, 0) = [2' — g0, 2\” + £0] x [z} — g0, 2% + &)

1 »
M—rgg\l [Jy(x)] |

max{3 + 2|xs|, 3 + 2|x1|}
’9 - 4I1$2|

ooy IHTr(@)] ™ oo =
Mz = max{|[Hy, (2)]loo, [ Hp(2)l|c} =2

M, 1 1
= = — Keg < =
oM, M, 055

1 m
2 = 20 o < — (K2o)®

Estimativa de erro:

0
) —
“=[5]

2
€0=§;



1 3 2 1
K=-—=2=0. Key===04< =
Ml 5 06, €o 5 < 9
1
|2 — 2@ < = (Kep)® = 0.109 x 1072

1
|z — W) o < = (Ke)'® = 0.716 x 1076

cf. ||z — 2| = 0.678 x 1077, |z — 2@/ = 0.1 x 10714

Melhoria da estimativas:

0 1
70) — x(l)) - [ ] A7) — [ 27 ]

I 0

3

2 2 2 7 11
= D=|-gm| X |3
97 27 27| |27 27
1 2781 206 1
2% 429631 Keg = —— —0.0318245 < —
M, 6473 ) 07 5473 2

1
|z — 23| o < = (Kep)' = 0.239 x 107°

1
|z — 2o < = (Keo)® = 0.246 x 107

Melhoria da estimativa:

1 2
F70) — 2@ — [ 7 ] A0 — [ 19791 ]
3 ~ 515
2 5 751 715 ] [ 731 735
Eqg = ——— — — _
07 2199’ 19791 19791 2199 2199
1 1
K = — =0.405434, Keog=0.368744 x 1073 < =
M, 2
1
|z — 2o < = (Keo)? = 0.336 x 107°
1
|2 — 2| < = (Keo)* = 0.457 x 1071

=



6. INTERPOLACAO POLINOMIAL

Introducao

Exemplo. Dada uma tabela de valores {(t;, P;),j = 0,1,...,n}, determinar um valor
(aproximado) P, correspondente a um valor t, €|to, t,|.
Sendo k tal que t, <t, <tri1 facamos
xo = tg, 1 = tgy, Ty = tgio
Jo=Pe,  fi=FPey1,  fo= P

Interpolagao linear: P, ~ p;(t,), onde

fl_fO

1 — Zo

pi(z) = fo+ (x — x0)

Interpolacao quadratica: P, = py(t,), onde

fl . fO fo—=fi _ fi—fo
x)= fo+ r—x0) + 2 (x —x0)(x — T
p2(x) = fo a—— ( 0) g ( 0)( 1)
Problema. Sejam xq,x1, ..., z,, n+1 pontos distintos do intervalo [a, b] e sejam fo, f1, ..., fa,

os correspondentes valores de uma funcao f : [a,b] — R nesses pontos,

fi = f(zj), i=0,1,...,n

Pretende-se determinar uma funcao g : [a,b] — R pertencente a uma dada classe de
funcoes tal que

g(.ﬁﬂj):fj, j:0,1,...,n.
Os pontos z; sao chamados pontos ou nds de interpolagao e os valores f; os walores

interpolados. A fungao g é chamada a fung¢do interpoladora. Vamos considerar fungoes
interpoladoras polinomiais.

e Interessa saber se este problema tem solucao, se a solugao € tnica e como se calcula.

Proposi¢do. Sejam zy, ..., x,, n + 1 pontos distintos do intervalo [a, b] e sejam fo, ..., fn,
os correspondentes valores de uma funcao f : [a,b] — R nesses pontos. Existe um tnico
polinémio p, de grau menor ou igual a n que interpola f nos pontos xg,z1,...,x,, ou
seja, tal que

() = fj, j=0,1,...,n.

Dem.: (---)



Notas.

(a) E importante distinguir entre a funcao p, e as varias representacoes de p,. Pelo
teorema anterior sabemos que p, é unica para cada conjunto de n + 1 pares orde-
nados (z;, f;), 7 = 0,1,...,n. Contudo poderd haver diversas maneiras de repre-
sentar explicitamente p,. A demonstracao apresentada determina os coeficientes
do polinémio por um sistema linear com matriz de Vandermonde. Ja de seguida
introduziremos a férmula interpoladora de Lagrange. Mais adiante introduziremos
a férmula interpoladora de Newton. Cada uma dessas representacoes sugere um
algoritmo para o calculo de p,,.

(b) O facto do grau do polinémio interpolador poder ser menor ou igual a n tem a

ver com a possibilidade dos valores fy,..., f,, coincidirem com os valores de um
polinémio g, de grau m < n nos nés de interpolacdo, isto é, f; = qm(z;), j =
0,1,...,n.
(¢) H4 um nimero infinito de polinémios de grau m > n que interpolam f nos pontos

Loy -y Tp:

n

n(2) = pu(e) + e[ J (o =z,

i=0

onde

wi €Ny, 1=0,1,...,n, m = o+ p1 + -+ fin.

Formula interpoladora de Lagrange

Proposi¢do. Sejam zy, ..., x,, n + 1 pontos distintos do intervalo [a, b] e sejam fo, ..., fn,
os correspondentes valores de uma funcao f : [a,b] — R nesses pontos. O polinémio p,
de grau menor ou igual a n que interpola f nos pontos xg, z1, ..., x,, ¢ dado pela férmula
seguinte, conhecida por férmula interpoladora de Lagrange:

n

p(e) =3 b)) =T] -

im0 L3 T i
i#]

lom:lin, - lhn 5320 0s polindmios de Lagrange de grau n associados aos nés g, 1, . . . , Tp.
Dem.: (---)
Exemplo.
r — T r — T
n=1: lgy=—"1 =
o — I1 1 — X

(x — x)(x — 9)
(21— 20) (21 — T2)’




Formula interpoladora de Newton

Proposi¢do. Sejam z, ..., x,, n + 1 pontos distintos do intervalo [a, b] e sejam fo, ..., fn,
os correspondentes valores de uma funcao f : [a,b] — R nesses pontos. O polinémio p,
de grau menor ou igual a n que interpola f nos pontos xg, z1, ..., x,, ¢ dado pela férmula
seguinte, conhecida por féormula interpoladora de Newton:

pu(@) = flwol + 3 flao,. 2 Wy (a),

onde
j—1
W;(z) :H(IE—%), j=1,2,...,n,
i=0
L f(w) :
flzo] = f(x0), f[xo,...,acj}:zj—, j=1,2,...,n.
g
Os coeficientes f[zo, z1,...,2;], 7 = 0,1,...,n, sdo conhecidos por diferengas divididas
de ordem j da funcao f associadas aos pontos zg,z1,..., ;.
Dem.: (---)
Exemplo.
f[xo,xl] _ f[x()] + f[xl] _ f[xl] - f[l‘o]
Tog— X1 T1— Xg T — o
[ o] 1] flxa]
Xo, T1, Lo =
Tleo, o, 2 (w0 — @1)(wo — 22) (21— wo)(z1 —22) (22 — @) (72 — 1)
_ fla1, xo] = flwo, 4]

To — X
Proposi¢cdo. Sendo (i, %1, .. .,7;) uma permutacao de (0,1,...,7) entao

f[.’lfo, T1y... ,.Z‘j] = f[l’io,.’lfil, c. ,.’L’ij].
Dem.: (---)
Proposicao.

f[$0’$1’...7$j] _ f[th'Q,...,xj] B f[x()uxl?"'?x].*l]’ ] — 1’2’3"“
T; — Zo

Dem.: (---)

e Estas férmulas permitem calcular as diferencas divididas usando um esquema recursivo
que é em geral apresentado sob a forma de uma tabela. Na 1% coluna escrevem-se os



pontos xg, 1, ..., e na 2% coluna os valores f[xg], f[x1],... Na 3% coluna escrevem-se as
diferengas divididas de 12 ordem, obtidas por aplicagao das férmulas anteriores; e assim
sucessivamente.

Tabela de diferencas divididas:

v flo] fles, via]  fles zi, wie] flos, T, Tigo, i)
zo  flzo]
f[l"o,iﬁl]
1 flr] flxo, x1, 2]
flx1, o] flzo, x1, T2, 73]
Ty flzo] flx1, w2, 23
f[$2,l"3] f[$1,$27$3,9€4]
vz flas] flwa, 3, 4]
f[$3,$4]
vy flzd]
Nota.
pa(x) = flwo] + flzo, 1] (7 — m0) + fl20, 71, T2) (T — T0) (¥ — 71)
pa(x) = floi] + flzo, 1] (z — 21) + flzo, 71, 72) (T — 1) (2 — 70)
pa(x) = flaa] + floy, zo)(x — 21) + flzo, 11, 2] (x — 1) (2 — 22)
pa(x) = flaa] + flor, z2)(z — 2) + flxo, 21, 22)(x — 22) (2 — 21)
pa() = flzo] + flzo, x2](x — o) + flxo, 1, 2] (X — o) (T — 22)
pa(w) = flza] + flwo, 22| (x — 22) + flw0, 21, T2 (T — T2)(T — 20)

Determine o polinémio interpolador de f nos pontos da tabela usando:

(a) O método da matriz de Vandermonde.
(b) A férmula interpoladora de Lagrange.

(¢) A férmula interpoladora de Newton.
Resolugao:

(a) Método da matriz de Vandermonde



p3(z) = ag + ayx + asr? + azz’

pg,((lfj) = fj7 j = 0, ]_, 2,3

10 0 0 ao 0
11 1 1| |a | |2
1 3 9 27 as | | 8
|1 4 16 64 as 9
1.0 0 0 ao 0
011 1 a | | 2
0 0 3 12 as | 1
000 12 | as -3
1 4 11
as = —Z, ag = g, ay E, ao 0

11 4 1
ps(a) = —a+-a?— -2 =

322 +1 11
D 3 1 12( 3z° + 162 + 11)

(b) Férmula interpoladora de Lagrange:

ps(x) = if(w])ly(w), b =TT =7

p3(z) = ;Z)(x) + 8la(x) + 9l3(x) o
R (i (e B
b(z) = (("g = g;g = 35;:3 S A Y
o) = G ~ e e

ps(z) = éx(m ) —4) — gg;(g; 1)z —4) + Zaz(aj (- 3)]

- 1% (—32% + 16z + 11)

(c) Férmula interpoladora de Newton as diferengas divididas:

p3(x) = f[l“o] + f[xo,xl](l‘ - Io) + f[l‘mxh xz}(ﬁ - xo)@ - xl)

+flxo, 1, T2, x3)(x — x0) (2 — 21) (T — 22)



1T f[mz] f[?] f[a ) ] f['a'a'a ]
0 0
2
1 1 2 %
5 1
2 3 8 2 '
3
1
3 4 9 1
1 1 x 9
p3(z) = 2z + §:c(x —-1) - Z:c(:v —1)(z—-3) = - (—3z" + 162 + 11)
Erro de interpolagao polinomial
Proposicdo. Seja p,, o polinémio interpolador de f em n+ 1 pontos distintos zg, 1, ..., T,

de [a,b]. Se f € C"™([a,b]) entdao para cada x € [a,b] existe um ponto &(z) €
|xo; 215 . . 5 oy ] tal que

1)

eala) = F(@) = pule) = gt W (o)
onde .
Wos(2) = [[(x - )
i=0
Dem.: (---)
Proposicdo. Seja p,, o polinémio interpolador de f em n+ 1 pontos distintos xq, z1, ..., x,

de [a,b]. Se f € C"([a,b]) entdo

en(x) = flro, @1, ..oy T, ] Wi ().
Dem.: (---)
Proposi¢do. Seja f € C""!([a,b]) e sejam xg, 71, ...,T,, n + 1 pontos distintos de [a, b].
Entao: -
flananowd =8 e eagag
Dem.: (---)

e A equacao que obtivemos para o erro de interpolacao de Lagrange nao pode ser usada
para calcular o valor exacto do erro e, () visto que (z) é em geral uma fungao desconhe-
cida. Uma excepcdo é o caso em que f™+1) é uma constante. Pode no entanto ser usada
para obter um majorante do erro.



Proposi¢do. Sendo f € C"([a, b]) entdo:

(1)

M,
len(2)| < (nTJrll), |Whi1(z)], v € [a,b],
onde
M, 1 = max | f0)(z)].
z€[a,b]
(2)
en(2)] < T oy (Waa(3), Va € [a,8]
" ~ (n+1)! z€lap) nHAD T
Dem.: (---)

e Estas férmulas péem em evidéncia a importancia da contribuigao da fungao |W,, 1| para
o erro de interpolagao. Vamos estudar em mais algum pormenor esta fungao distinguindo
dois casos: nos igualmente espagados e nés de Chebyshev.

Proposicdo. Suponhamos que os nés de interpolacao estao igualmente espacados entre si:
ri=x9+1th, 1=0,1,...,n,

onde h > 0 é tal que ¥, < b. Sendo f € C"([a,b]) a férmula de majoragao do erro de
interpolacao escreve-se

WM,

len(@)] < (n+1)!

Wi ()], Vo€ a,b],

onde © = xg + th, e

Dem.: (---)
Proposicdo. A fungao W, tem as seguintes propriedades (ilustradas na figura seguinte):

(1) ¥,41 é um polinémio ménico de grau n + 1 com zeros nos pontos 0,1, ..., n.

(2) U,11 é uma funcdo simétrica ou antisimétrica em rela¢ao ao ponto médio dos zeros,
t = %, consoante n + 1 é par ou impar, respectivamente, isto é
2 ) ) )

n n
Wit <§ — t) = (1), <§ + t> :

(3) Em cada intervalo Ji,i 4+ 1[, i =0,1,...,n — 1, |¥,, 11| possui um tnico méximo.

(4) Os valores dos maximos relativos de |¥,,; ;| crescem a medida que ¢ se afasta de 3.



n:2 n=3

n=7

n=6
100
200
50% } AN VAN (
e\ 2 4

N2 374 -200
-50 —-400
_600 [

~100
4000 20000
10000 |
2000 JANEEA
e 0N ~10000 F 2 4 6
2 4 6 ~20000
—2000 [

-30000
—4000( —40000

(5) |¥,41| tem um méaximo absoluto no intervalo [0, n], o qual ocorre em dois pontos, um
no subintervalo ]0, 1] e outro no subintervalo |n — 1, n[, verificando-se a desigualdade

U, ()] < nl
tren[gg}l +(t)] <n

(6) Este valor méximo absoluto e o seu quociente em relagao aos valores dos restantes
maximos relativos crescem com n.

(7) |¥,41(t)| cresce rapidamente para t < 0 et > n.

Notas. Atendendo a férmula de majoracao do erro e ao que se disse sobre a func¢ao W,
conclui-se que:

(a) na interpolagao de f por p, os nds de interpolacao igualmente espagados xg, zg +
h,...,xg + nh, devem ser escolhidos por forma a que x esteja perto do centro do
intervalo [xg, g + nhl, isto é, © ~ x¢ + ”—2h

(b) o erro de interpolacao cresce muito rapidamente quando z se afasta de zy, para a
esquerda, e de xy + nh, para a direita, o que desencoraja a extrapolac¢ao, isto €, a
aproximacao de f(x) por p,(x) para valores de x fora do intervalo [xg, zo + nh].



Proposicao. De entre todas as escolhas de nés de interpolagao xg,x1,...,x, distintos no
intervalo [—1, 1], a quantidade

n

H(SL’ — ;)

=l

max

z€[-1,1] ’

toma o menor valor possivel para

2k +1
T = — COS + T, kE=0,1,...,n,
2n + 2
e esse valor é 27", Se f € C"*1([—1,1]) a férmula de majoragao do erro de interpolacao
escreve-se \
S(2)] < — L Vr € [-1,1].
oo £ s Nae -1

Nota. Os nés que acabamos de introduzir sao chamados nés de Chebyshev. Eles sao
os n + 1 zeros do chamado polinémio de Chebyshev de grau n + 1, habitualmente
designado por 7},11, que introduziremos no capitulo seguinte.

Exemplo. Considere a func¢ao f : R — R definida por f(z) = cosz.

(a) Determine o polinémio interpolador de f nos pontos zqg = —a, z; = 0,23 = a, onde
a €]0,1].

(b) Determine um majorante do erro de interpolagao valido para todos os pontos do
intervalo [—1, 1].

(c¢) Determine o valor de a para o qual o majorante do erro de interpolagao tem o menor
valor possivel.

Resolucao:

(a) p2(x) = flzo] + flwo, 21](2 — 0) + fl20, 21, 22| (T — T0) (7 — 71)

—a cosa
1—-cosa
0 1 “ Cosa2— 1
a
cosa — 1
a
a cosa
1 —cosa cosa — 1

pa() :cosa+T(:ﬁ+a) +

_ f”,<€)

(b) esle) =+ Wa(a)
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1
2@ < G 1" el W
157l = masc [1"(@)] = max [sinz] = sin(1)

[Wslloo = max [Ws(z)]
z€[—1,1]

Ws(z) = (z + a)x(x — a) = z(2? — a?)

2a3
=max<{ ——,1 —a?
} {3\/5 }

Wi(z) = 32® — a®

Wil = max {11a (- ).,

1—a

g

a <

7

2a3
7

1
- ara a =
1 p

3 V3
Note-se que —\/7_, 0, - sao os nos de Chebyshev para n = 2.

wl&l\"l&

2
v

Willo =
(c) rr]l(l]r;]H 8l

g



7. APROXIMACAO MINIMOS QUADRADOS

Introducao

e E muitas vezes de interesse o problema de aproximar uma funcao “complicada” por
uma fungao “simples”. No capitulo anterior consideramos o caso em que as fungoes
aproximadoras sao os polinémios interpoladores.

Neste capitulo consideraremos outros tipos de fungoes aproximadoras para f, sem a
exigéncia que elas interpolem f. Com efeito, em muitas situagoes nao é conveniente que
a funcao aproximadora seja uma funcao interpoladora. Por exemplo, suponhamos que a
fungao f traduz uma relacao entre duas grandezas fisicas, z e f(x). Suponhamos ainda
que os valores f(x;), ¢ = 0,1,...,n, foram obtidos experimentalmente; ou seja, apenas
dispomos de valores f(x;) +¢&;, i =0,1,...,n, onde os erros &; sao desconhecidos. Neste
caso, nao seria razoavel aproximar f por um polinémio passando por (z;, f(z;) +&;), i =
0,1,...,n, a nao ser que os erros &; fossem pequenos. Uma solucao mais adequada seria
utilizar um polinémio obtido pelo chamado método dos minimos quadrados, onde se
reduz o efeito dos erros dos dados.

e Para se avaliar a qualidade de uma aproximacgao precisamos de introduzir uma nocao
de distancia entre a funcao e a fungao aproximadora.

Definicdo. Seja E um conjunto nao vazio. Uma funcao d : E x E — R que verifica as
condicoes

(M1) d(f,g) >0 e d(f,g) =0 & f=g, Vfg€E;
(M2) d(f,g) =d(g,f), YVf,g€E;
(M3) d(f,g) <d(f,h)+d(h,g), Yf g,h € E;

diz-se uma métrica ou distancia. O conjunto E onde esta definida a métrica diz-se um
espago métrico.

Problema geral da aproximacgdo. Seja F um espago métrico e F' C E um subespago de F.
Dado um elemento f € F pretende saber-se se existe um elemento ¢* € F' tal que

A(f, ") = inf d(f.9).

Se existir entdao ¢* é chamada uma melhor aproximagao (m.a.) de f em F relati-
vamente a métrica ou distancia d. Se existir interessa saber se é Unico, quais as suas
propriedades e como pode ser construido.

e Dado f € E, o problema de determinar a m.a. ¢* de f em F C E é em geral dificil.
Vamos apenas considerar o importante caso em que E é um espago pré-Hilbertiano, isto
é, um espaco vectorial munido de um produto interno. Veremos que a determinagao da
m.a. relativamente a distancia induzida pela norma induzida pelo produto interno pode
ser reduzida a resolucao de um sistema de equacoes lineares.



Melhor aproximacao em espacos pré-Hilbertianos

Definicdo. Seja E um espago vectorial. Uma fungao (, ) : E x E — R, que verifica as
condicoes

(P1) (f,f) >0 e (f,f)=0 & [f=0, Vfe€E,
(P2) (f.g9) =(9,f), Vf. g€ E;
(P3) (f,ag+ Bh) = alf,g) + B(f.h), Yf,g,h € E, Va,B €R,;

diz-se um produto interno. O espago E onde esta definido um produto interno diz-se
um espago pré-Hilbertiano (p-H).

e Um produto interno induz a norma

11l = V{5 f),
passando E a ser um espaco normado. Uma norma induz uma distancia

passando E a ser um espaco métrico.

Exemplo. E = R? dotado do produto interno

d
(f.9)=> wifigi.  Vf.g€E,
i=1

onde f = (f1, fa,---fa),9 = (91,92, -.-9a) € Wy, ws, ..., wy sA0 constantes positivas, é um
espaco p-H.

Exemplo. E = C(]a,b]) dotado do produto interno

b
(9) = [ wl@hfelgadn,  ¥fg € Clabl), #)
onde w é uma funcao de peso, ¢ um espago p-H.

Definigdo. Uma fungdo w : [a,b] — R é uma fungao de peso se verificar as seguintes
condigoes:

(i) w(x) >0, Vzé€la,b];

(ii) {x € [a,b] : w(x) =0} é finito;

b
(iii) / z"w(z)dx existe e é finito para qualquer n € Ny.

Exemplos.

(i) w(x) =1, z€la,b];



Problema I. Sejam E = C([a,b]) e F' um subespaco de E de dimensao finita. Dada f € £
determinar ¢* € F' que minimiza o integral

b
| @@ - ot d.
Chama-se a ¢* a melhor aproximag¢ao minimos quadrados (m.a.m.q.) de f em F.

Nota. Em termos do produto interno (#) em C([a,b]) o problema toma a forma: dada
f € E determinar ¢* € F tal que

If = ¢"ll = min||f — o]

Problema Il. Sejam E = C([a,b]), F um subespaco de E de dimensao finita n + 1 e
II = {zg,x1,...,2x} um conjunto de N + 1 pontos distintos de [a, b], verificando-se que
N > n. Dada f € E determinar ¢* € F' que minimiza a soma

N

Zwi [f (i) — o))

=0

Chama-se a ¢* a melhor aproximagao minimos quadrados discreta (m.a.m.q.d.)
de f em F.

Nota. Em termos do produto interno em R? acima definido o problema toma a seguinte
forma. Comeca-se por associar a cada f € E um vector f € RV*! tal que f; = f(x;),i €
{0,1,...,N}. Seja ainda F' = {¢ € RN : ¢ € F} ¢ RV*L. Dada f € F determinar
¢* € F tal que
If ="l = min | f — 4.
peF

Proposicdo (Caracterizagdo da m.a. num espago p-H). Sejam E um espago p-H e F' um
subespaco de E. Dado f € E, o elemento ¢* € F' é uma m.a. de f em F' se e s6 se

(f —¢"0) =0, Vo € F.

A m.a. de f em F é unica.
Dem.: (---)

Proposicdo (Sistema normal). Sejam E um espaco p-H, F' um subespago de F de dimensao
finita n 4+ 1 e {¢o, ..., p,} uma base de F'. Entao a m.a. ¢* de f € F em F é dada por

n

* *

¢ = E APk
k=0



onde ag,...,a; é a solugao unica do sistema normal

n

Z<¢]7gpk>az:<fagpj>7 j20717"'7n7

k=0

ou
{po,00) {0, Pn) ap (f,w0)
{(n,00) =+ (PnsPn) ay, (fson)

Exemplo. Determinar a m.a.m.q. de f € E = C([0, 1]) no subespaco F gerado pela base
{p0,---n}, wi(x) =27, no caso em que w(z) = 1,Vz € [0,1]. Note-se que a matriz do
sistema normal é a matriz de Hilbert de ordem n + 1.

Resolucao:

n

¢ = appr,  pu(r) =2t

k=0
(¢, 00) (o, Pn) ag (fs%0)
(Onr00) -+ {Pny Pn) ay, (f, n)

1
; 1
(@i, ) = /0 oy = TR (Hnt1) ik

i = [ w1

Exemplo. Determinar a m.a.m.q.d. de f € E' = C([a, b]) no subespago F' gerado pela base

{¢o, ... pn}, no caso em que w; = 1, Vi € {0, 1,...,n}. Particularizar para o caso em que
pj(z) =’
Resolucao:

¢ = appr, ¢ =) apy
k=0

(B0, G0) -+ (@0, Pn) ] w1 [ (%)

(Brr@o) -+ (Pn@n) | L@, (f, Pn)
@; = lpj(wo) @j(@1) ... @j(an)), F=1f(o) f(z1)... flan)]"
(@), Pr) = Z%(fﬁz’)%(ﬂ?i)a (f,@5) = Zf(:ci)%(il?i)

Caso particular: ¢;(x) = z7



N N
<@j7 @k> = ngJrku <f_7 @]> = Z f($l>xz
=0 =0

Note-se que (g, po) = N +1

Sistemas ortogonais.

Definicdo. Um conjunto S de elementos de um espaco p-H E diz-se ortogonal se
(u,v) =0, Yu,veS, u#w,
(e usa-se a notac¢ao u L v). Se, além disso,
(u,uy =1, Yu €S,

o sistema diz-se ortonormado.

Proposi¢do (Teorema de Pitdgoras). Sendo {ug,us, ..., u,} um conjunto ortogonal entao

n 2 n
Zui = Z s |-
=0 =0

Dem.: (---)

Proposicdao. Um conjunto finito ortogonal de elementos nao nulos é um conjunto de ele-
mentos linearmente independentes.

Dem.: (---)

Proposicdo (Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt). Seja {eo,...,e,} uma base de um subes-
paco F' de um espaco p-H E. Seja {¢y, ..., pn} 0 conjunto de elementos definidos por

1

j_
€5, Pk .
¥Yo = €o, PYj =€ — ugpk’ ]217
(or, or)
k=0 ky ¥k
e seja {@o, - .-, Pn} 0 conjunto de elementos definidos por
s Py
;= .
s
Entao o conjunto {go,...,®,} constitui uma base ortogonal para F enquanto que o
conjunto {@o, ..., p,} constitui uma base ortonormada para F'.

Exemplo. Determinar o sistema de polindmios ortogonais no intervalo [—1, 1] em relacao
ao produto interno definido por (#) com w(z) =1, Va € [—1,1].

Resolucao:



Yo = €p, wo(z) =1
01 =€ — <617900>
{0, ©o)
1
{e1, po) :/ xdr =0
-1
$1 = €1, pi(z) =z
- <62a 900> (62, <P1>
P2 = €2 — Yo — $1
{©o, o) (¢1,01)

1 2 1
(62,%):/ $2d1‘=§, (goo,goo)z/ dr =2

1 1

1
(e2, 1) :/ 2 dr =0

1

1 1
902262—5900’ 902($)=l’2—§
€3, €3, €3,
@3:63_<3900> _<3801> _<3902>

2 2
<900,<P0> ’ <S017901> ' <<P27902>
1
<€37900>:/ 2’ dr =0

1

-1 1
! 1
(63,@2>=/ z3 2——) de =0
1 3
3 3
903263—5901, 903@):963—596

Proposi¢do (M.a. num espago p-H usando uma base ortogonal (ortonormada)). Sendo E um
espago p-H, F' um subespago de E de dimensao finita e {¢o, ..., ¢, } uma base ortogonal
de F', entao a m.a. ¢* de f € E em F' é dada por

Z” (f, n)
=0 ‘ ; (Prs Pr)

Se a base for ortonormada ter-se-a simplesmente
n
¢ = aion,  ap={f, )
k=0

Dem.: (---)



Polinémios ortogonais.

e Consideremos o espaco C([a,b]) com o produto interno definido por (#). O processo de
ortogonalizagao de Gram-Schmidt aplicado ao conjunto {1,z,z?% ..., 2"} permite obter
diferentes bases ortogonais para P,, o conjunto de polinémios de grau menor ou igual a
n, correspondentes a diferentes funcoes de peso w. Uma maneira alternativa de construir
polinémios ortogonais é usar o teorema seguinte.

Proposicdo (Relagdo de recorréncia tripla). O conjunto de polinémios {(o, . . ., ¢, }, definidos
por
pol(z) =1, p1(x) = — B,
or(r) = (v — Bi)or-1(7) — Crpr—a(z), k=2,
com
(Tor—1,Pr-1) . — (Tor—1,Pr—2)
APk PR—1) = PR Phe2]

By = k> 1,

<90k717 @k71> 7 <90k72, 90ka> ’

é ortogonal em relacdo ao produto interno definido por (#), isto é,
b
(ro) = [ w@g@hale)de =0, £k

Nota. Esta via produz polinémios ortogonais ménicos, isto é, com coeficente unitario da
poténcia mais elevada.

Exemplo. Determinar o sistema de polindmios ortogonais no intervalo [—1, 1] em relacao
ao produto interno definido por (#) com w(z) =1, Vo € [—1,1].

Resolucao:
po(z) =1
1
‘B1 _ <I’900,80()> _ fflxdx _
{¢0, ¥o) fjl dx
pi(z) =z
1
_ (zp1, 1) _ Jo b de _
(¢1,01) fjl x2dx
1
Cy — (ze1, ¥o) _ Jo 2 de _ % _ 1
{0, ¥o) fjl dx 2 3
1
pa(r) = 2* — 3
1
B, — (v@2, 00) [ 2%dz

(P2, 02) f_11$4d$ B



! 1
RV S Gt VA S}
(¢1,01) f—11 22 dr % 15
3
pa(a) =a° — —a
5
Proposicao. Seja {¢o, . . ., ¢, } um sistema de polindmios ortogonais em relagao ao produto
¥ @

n, interno definido por (#). Admite-se implicitamente que grau(y;) = j. Se p é um
polinémio de grau m < n entao:

(1) (p,pj) =0, j=m+1,....m; (2)pzz I,
Proposicdo. Seja {o, - .., ¢, } um sistema de polinémios ortogonais em relagao ao produto

interno definido por (#). Admite-se implicitamente que grau(y;) = j. Entao o polinémio
p; tem exactamente j raizes reais distintas no intervalo aberto |a, b].

Exemplo. Polinémios de Legendre, P, (z € [a,b] = [—1,1], w(x)=1):
2n — 1 —1
Puz) =" aP, (2) - L Py o(x), n>2
n
B@=1  R)=2
Py(z) = =(32% — 1), Py(z) = = (52° — 3x), Py(z) = =(352* — 302% + 3)
grau(P,) = n, P,(1) =1, n>0
- (2n)!
A, = a}l_)rgox P,(x) = TICTIER n>1
+1 0, m # n,
(P, P = / Pu@)Pu(e)dz =1 2
—1 s m=n
2n+1
1
Exemplo. Polinémios de Chebyshev, T,, |z € |a,b]| = |-1,1], w(zr) = ——



A, = lim 27T, (z) = 2", n>1

0, m #n,

+1

(T, T) = Tn(2)Tn(z) de=4¢ ™ m=n=0,

—1 V 1— a2 T
-, m=n>0
2

T, (z) = cos(n arccos ), n >0
21+ 1
T, (z;) =0, xi:—cosM i=0,....,n—1, n>1

on

Exemplo. Determine de entre os polindmios de grau menor ou igual a 2 a m.a.m.q. da
fungio f : R — R, definida por f(z) = z* + 23, relativamente aos seguintes produtos
internos:

(a) (g, h) = / g(@)h(z)ds,  Vg,h € Cllab).

1

Sugestao: utilize os polinémios de Legendre.

(b) (g,h) = /1%@, Vg, h € C([a,b]).

Sugestao: utilize os polindémios de Chebyshev.

Resolucao:
(a) P()(l’) =1 1= Po(.T)
Pi(z) ==z x = P(x)
1 1
Py(z) = 5 (327 — 1) 7% = g[Po(x) + 2Py ()]
1 1
Py(z) = 5 (52 — 37) 3 = 5[3P1(x) + 2P;3(z)]
1 1
Py(z) = 3 (352* — 302 + 3) rt = £[7P0(m) + 20Py(x) + 8Py(z)]
1
f(x) = = [TPy(x) + 21 P (x) + 20Py () + 14P5(x) 4+ 8Py(x)]
<.f7 Pk)
s =ay P 1P 5 P = e
ap = T ai = 2l ay = 20
0 35 b3y 235
3 2
py(x) = 3 (=14 7z + 1027)



(b) To(z)=1 1 ="Ty(x)
Ti(x) =x x=T(x)
Ty(z) =222 — 1 % = %[To(x) + Ty(z)]
Ty(x) = 42 — 3z 3= i[BTl(x) + T3(z)]
Tyw)—8a* —82+1  at— é[m(x) + ATy(x) + Ta()
o) = % 8T (2) + 6T, () + ATy () + 2Ts(2) + Ta(x)]
Py = agdy + ajTh + a1y, ay = %
.3 .3 L1
a5 =g ai =7, ay =35

(=1 + 6z + 8z7)

0| =

py(z) =

10



8. INTEGRACAO NUMERICA

Introducao.

e Neste capitulo derivamos e analisamos métodos numéricos para calcular integrais defi-
nidos da forma

b
1) = [ fa)ds,
a
com [a, b] finito. Estes métodos sao necessarios para o cdlculo de integrais tais que:

¢ a primitiva da funcao integranda nao é conhecida;

o embora conhecida a primitiva da fungao integranda é demasiado complicada, tor-
nando mais rapido o calculo numérico do integral;

¢ a integranda é conhecida apenas num numero finito de pontos.

Além disso estes métodos de integracao numérica ou quadratura numérica consti-
tuem uma ferramenta béasica para a resolucao numérica de equacoes diferenciais e equagoes
integrais.

A maior parte dos métodos de integragdo numérica para calcular I(f) encaixa-se
no seguinte esquema: sendo f,, uma funcao aproximadora de f, define-se a férmula de
integracao ou quadratura numeérica por

Ln(f) = 1(fn)-

fn deve ser tal que I(f,) possa ser calculado facilmente. O erro de integragao serd calcu-
lado a partir do erro da funcao aproximadora f,, em relagao a f:

En(f) = I(f) = In(f) = 1(f = f)-

A maior parte das férmulas de integragao numérica usam para fungoes aproximado-
ras f, os polinémios interpoladores p, ou fungoes interpoladoras seccionalmente polino-
miais. Estudaremos seguidamente:

o as férmulas de integracao de Newton-Cotes, em que os polindmios interpoladores
sao suportados em nos igualmente espagados;

¢ as formulas de integracao de Gauss, em que os polindémios interpoladores sao supor-
tados em nés cuidadosamente escolhidos, e que nao sao igualmente espagados; estas
formulas sao éptimas num certo sentido e tém convergéncia muito réapida.

¢ as férmulas compostas correspondentes.

As formulas de integragao numérica assim obtidas tém a forma
n
]n(f) = ij,nf(xjm)v n € N.
§=0

s coeficientes w,,, sao chamados os i ao ou ; 0S
O ficient in h d esos de integracao esos de quadratura;
pontos z;, sao chamados os nés de integracao ou nés de quadratura, normalmente



escolhidos em [a,b]. A dependéncia em n é em geral suprimida, escrevendo-se w; e x;,
mas subentendida implicitamente. Os métodos usuais de integragao numérica tém nos e
pesos com forma simples ou que sao fornecidos em tabelas facilmente acessiveis. Nao ha
em geral necessidade de construir explicitamente as fungoes aproximadoras f,, embora
seja util ter presente o seu papel em definir I,,(f).

Férmulas de quadratura interpolatéria polinomial (FQIP)

Proposicdo. Seja f € C([a,b]) e p, € P, o polinémio interpolador de f nos pontos
X9, Z1, . . ., T, distintos do intervalo [a,b]. A FQIP de ordem n de f é definida por:

L,(f) == I(pn),
e tem a forma

I.(f) = Z Wi f(Tjn),
=0

com pesos

b J— .
a =0

xj,n — Tin

)

i#]

Dem.: (---)

Notas. (i) P, designa o conjunto de polinémios de grau menor ou igual a n.

n
(ii) ijm =b—a
=0
(iii) Sendo f € P, f coincide com o seu polinémio interpolador p,, € P, e, portanto,

L(f) = I(p) = I(f).

Proposicdo. Dados n + 1 pontos distintos g, x1,...,z, do intervalo [a,b] a FQIP de
ordem n ¢é unicamente determinada pela propriedade de que integra exactamente todos
os polinémios de grau menor ou igual a n, isto é,

I.(q) = 1(q), Vg € P,.

Dem.: (---)

Nota. Esta condigao traduz-se no sistema de equacoes

Trata-se de um sistema de equacgoes lineares nos pesos de integracao. Este método de
determinar as FQIP é muitas vezes designado por método dos coeficientes indeterminados.



Exemplo. Determinar as FQIP de ordens 0, 1 e 2 pelas duas vias indicadas nas duas
proposicoes, isto €, integragao dos polinémios de Lagrange e método dos coeficientes in-
determinados. Obtém-se:

(a) n=0, a<xzy<bh
Io(f) = wof(z0) = (b —a)f(xo)

a+b

Caso particular: zy = (Férmula do ponto médio)

(b)y n=1, a<zo<z1<b

L(f) = wof(zo) +wif(1)

" ~(b—a)(a+b—2x) " ~ (b—a)(a+b—2x)
0= 2(370—1’1) ’ e

2($1 — l’o)

Casos particulares:

b—
(i) 2o =a, x1 =0, wy = 2a:w1
(Férmula do trapézio ou férmula de Newton-Cotes fechada de ordem 1)
b— b— b—
(il)) zg=a+ a’ T, =0b— a, wy = a:wl
3 3 2
(Férmula de Newton-Cotes aberta de ordem 1)
(i) a+b b—a+3 a+b+b—a 3 b—a
i) zp = — 22 = v W — —w
T2 2 37 T 2 2 3 T2 '

(Férmula de Gauss-Legendre de ordem 1)
(c) n=2, a<zy<z1<23<D

L(f) = wof(xo) + wif(x1) + waf(x2)

(b — a)[2(a® + b* + ab) + 6x129 — 3(a + b)(z1 + 13)]

o= 6(zo — x1)(xo — x2)

o (b — a)[2(a® + b* + ab) + 6x9z9 — 3(a + b)(z2 + )]
b 6(z1 — x2) (21 — x0)

o — (b — a)[2(a® + b* + ab) + 6xoz; — 3(a + b)(zo + 11)]
2 6(z2 — o) (g — 1)

Casos particulares:



(i) xo = a, xlza;—b, ZTo =D, woszGng, w1:4b6a
(Férmula de Simpson ou férmula de Newton-Cotes fechada de ordem 2)
b—a a+b b—a
(il) zg=a+ T 1= ro =b— 1
w0:2b_a:w2 wl:_b—a
3 ’ 3

(Férmula de Newton-Cotes aberta de ordem 2)

a+b b—a /3 a+b b—a /3

(111) Lo = 9 - 92 gv xlz()? Ty = + -
5b—a 8b—a

Wo = = w2, W =

"9 2 "9 2
(Férmula de Gauss-Legendre de ordem 2)

Resolugao: (b)

Método dos polinémios de Lagrange:

woz/ablg(a:)dx:/abx_xl gy — 1 {<x_$1)2}b:(b—a(a+b—2x1)

)
Ty — X1 Top — X1 2 a 2(3;0 — 33'1)
b b 91b
- 1 — b— b—2
wy =/ li(z) dx :/ L0 gy — (z — o) _ (b—a)(a+ o)
a a T1— T T — Xo 2 a 2(3;1 — 33'0)
Método dos coeficientes indeterminados:
— (b_a>(a+b—2l'1>
L =1y [ retm=bo wp = L=
= g2 = b 0 ) 1 5
Il(.f[f) = [(’I) ToWo + 1w, = Wy = ( - CL) a+0b— :L’g)
2 1 _
2(371 l’o)

Formulas de Newton-Cotes fechadas e abertas

Proposicdo. A FQIP de ordem n € Ny com nés de integracao equidistantes
xj,n:a+jhn7 j:0717"‘7n7

onde ;
h'n: _aa
n

¢ chamada a féormula de Newton-Cotes fechada de ordem n. Os seus pesos de
integracao sao dados por

(=" /” =
wn:hn— t—1 dt,
o= Sy Jy 1169

i3



e tém a simetria,
wj,n:wn,j,n, J :0,1,...,n.

Exemplo. I1(f) e I5(f) foram calculados no exemplo anterior. I3(f), Is(f), Is(f), Is(f), I7(f)

estao disponiveis no Anexo.

Proposi¢do (Teorema do Valor Médio para Integrais). Sejam f,u € C([a,b]), u(zx) >0, Vz €
la, b]. Entao:

[ v = [ utyae

para algum & € [a, b].

Proposicdo. Seja f € C*([a,b]). O erro de integragao para a férmula do trapézio ¢ dado
por

onde h=b—a e £ €a,bl.
Dem.: (---)

Proposicdo. Seja f € C%([a,b]). O erro de integragio para a férmula de Simpson ¢é dado
por

By(f) = 1() ~ B() =~ 9,

onde h:b_a

e & €la,bl.
Dem.: (---)

1
Proposicdo. Seja f € C"*([a,b]), onde v, = 1 + 3 [1+(—1)"]; isto é, v, = 1 para n

impar e v, = 2 para n par. Entao o erro de integracao para a férmula de Newton-Cotes
fechada de ordem n é dado por

Bulf) = 1(0) = L) = G B0 0006
onde . .
C, = /0 gt g(t — i) dt,
=27 o £ clai]

Nota. Mostra-se que C, <0, Vn € Nj.
Exemplo. E3(f),..., Fz(f) estao disponiveis no Anexo.

Definicdo. Uma férmula de integracdo numérica I,,(f) que aproxima I(f) diz-se de grau



de precisao m se:
(1) In(a) =1(q), Vg€ Pu;
(2) In(q) #1I(g), paraalgum g € Py

Proposicdo. As férmulas de Newton-Cotes fechadas de ordem n tém grau de precisao
n+ v, — 1, isto é, tém grau de precisao

(1) n, para n {mpar; (2) n+1, paran par.

Proposicdo. A FQIP de ordem n € N com nés de integragao equidistantes
Tjn=a+ (j+1)h,, j=0,1,...,n,
onde
_b—a
n — n+ 27
¢ chamada a féormula de Newton-Cotes aberta de ordem n. Os seus pesos de
integracao sao dados por

e tém a simetria,
Wiy = Wp—jn, 7=0,1,...,n.

Exemplo. Iy(f), I1(f), I2(f) foram calculadas no exemplo de FQIP.

Proposicdo. Seja f € C?%([a,b]). O erro de integragao para a férmula do ponto médio é
dado por

Eo(f) = 17) ~ Io() = "= 17(e),

b—a

onde h =

e £ €la,bl.
Dem.: (---)

1
Proposicdo. Seja f € C""([a,b]), onde v,, = 1—1—5 [1 4 (—1)"]. Entao o erro de integracao

para a féormula de Newton-Cotes aberta de ordem n é dado por

Ch

E (f) = I(f) = L.(f) = et o)l Py i fEm) (),
onde . .
C, = /1 et H(t — ) dt,
n= b-a e €€ la,b




Nota. Mostra-se que C, >0, Vn € N.
Exemplo. FE(f) e Es(f) estao disponiveis no Anexo.

Proposicdao. As férmulas de Newton-Cotes abertas de ordem n tém grau de precisao
n+ v, — 1, isto é, tém grau de precisao

(1) n, para n {mpar; (2) n+1, paran par.
1
Proposicdo. Seja f € C""([a,b]), onde v,, = 1—1—5 [1+4 (—1)"]. Entao o erro de integracao
para a férmula de Newton-Cotes, fechada ou aberta, de ordem n é dado por

EN(Q) n—+vn
- f(e),

En(f)zf(f)—fn(f):m

onde ¢(x) = (x — a)"™" e £ €]a, b|.

Exemplo. Determinar as expressoes dos erros da féormula dos trapézios e da férmula de
Simpson.

5 =206, @)= (@ ap
B(0) = 1)~ 1(0) = [ aw)de = "5  afa) + 400

b—a) (b-a3 (b—a)

3 2 6
B(p) = - g
Baf) = 29 s ) = (- a)*

(b—a)® 5 5 (b—a)®
=5 Y=y
Bf) =~ (b;“> )

Formulas de Newton-Cotes fechadas e abertas compostas

e Uma vez que os erros das formulas de Newton-Cotes sao proporcionais a poténcias de
b — a, se esta quantidade nao for suficientemente pequena, as féormulas deixam de ter
utilidade. Neste caso o que se deve fazer é dividir o intervalo [a,b] em subintervalos e
aplicar a cada um dos integrais assim obtidos uma das férmulas de Newton-Cotes.



Proposicdo. Seja I,,(f;[a,b]) a férmula de Newton-Cotes de ordem n, fechada ou aberta,
para obter um valor aproximado do integral

I(f;[a,0]) = / f() do,

anteriormente designadas simplesmente por I,(f) e I(f), respectivamente. Sejam
X9, Z1, ..., Ty 08 pontos do intervalo [a, b] definidos por

. . b—a

zj=a+jhy, 7=0,1,..., M, hy = T

onde M € N; é um multiplo de n+ u, onde p = 0 no caso das féormulas fechadas, e u = 2,

no caso das formulas abertas. Entao a férmula de Newton-Cotes, fechada ou aberta, de
ordem n, composta, com M subintervalos, para obter um valor aproximado do integral

I(f), é

M/(n+p)

I?SM)<f) = Z In(f; [x(n-i-u)(j—l)a x(n-l—u)j])'
j=1

Exemplo. Férmula do trapézio composta

h pey b—a
1) = 5 [flwo) 27 fle) + flea) [, har = —
j=1
Com efeito:
M
1) =30 (fi g, w)
j]\=/[1 )
=> 5 (@5 = 2j-0) [f(2-0) + f(2;)]
j=1
_b—a M
= G 2l + 1)
Exemplo. Foérmula de Simpson composta
3 M/2—1 M/2 b—a
LY =55 (o) +2 Y flag) +4Y  flag) + fla) | b=
i=1 j=1
Com efeito:
M/2
12(M)(f) = Z Iy (f; [w25-2, T25])
e
=> g (225 = waj-2) [f(22j-2) + 4f (@2j-1) + f(@2)]
o
= Sap D [Feje) +4f (z2j0) + f(az))]

i=1



Exemplo. As férmulas de Newton-Cotes fechadas compostas para n = 3,...,7 e as
formulas de Newton-Cotes abertas compostas para n = 0, 1, 2 estao disponiveis no Anexo.

Proposicdo. Seja f € C?([a,b]). O erro de integracao para a férmula do trapézio composta

¢é dado por

b—a
12

EM(F) = 1(f) — I (f) = ——= B3, f(6),

b—a

e & €la,bl.

onde hy =

Dem.: (---)

1
Proposi¢do. Seja f € C"™([a,b]) onde v, = 1+§ 1+ (—=1)"]. Seja M € N; um mltiplo
de n+ p, onde p = 0 no caso das férmulas fechadas, e u = 2 no caso das férmulas abertas.

O erro de integracao para a férmula de Newton-Cotes de ordem n, fechada ou aberta,
composta, com M subintervalos de integracao, é dado por

b—a CF
E(M) -7 . I(M) _ n hn-‘,—un (n+vy)
onde by = — L e ¢ €]a,b]. Os coeficientes C* foram obtidos anteriormente em ambos
0S Casos.

Exemplo. Os erros de integracao para as férmulas de Newton-Cotes fechadas compostas
de ordens 2,...,7 e abertas compostas de ordens 0, 1, 2 estao disponiveis no Anexo.

Férmulas de integracao de Gauss

e Dados o0s nés de integracao xg,, T1n, - - -, Tnpn €M [a, b], 0s pesos de integracao wo ., Wy p,
ooy Wy das FQIP

[n(f> - ij,nf(xj,n)a
=0

sao determinados por forma a que todos os polinémios de grau < n sejam integrados
exactamente, isto €,

I.(p) = 1(p), Vp € P

Vamos agora considerar o problema de escolher os nés o, 1y, ..., %y, por forma
a que a FQIP integre exactamente os polinémios de maior grau m > n possivel, isto é,

I.(p) = 1(p), Vp € P,

e determinar esse grau.
Os nos e os pesos de quadratura, num total de 2n + 2 incégnitas, devem satisfazer
ao sistema de equagoes nao-lineares
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Veremos que é efectivamente para m = 2n + 1, valor para o qual o nimero de
equacoes coincide com o numero de incégnitas, que este sistema tem uma tnica solucao e
que para esta solucao os pontos g, T1n, - - . , Tn, sa0 distintos. Sao os zeros do polinémio
de grau n 4+ 1 de um sistema de polinémios ortogonais com respeito ao produto interno
definido por

(fr9) =1(f9), Vf,g € C(la,b]).

Para ganharmos alguma sensibilidade para a dificuldade do problema consideremos
o seguinte exemplo:

Exemplo. No caso do integral
1
15 = [ f@as
-1

determinar as FQIP que integram exactamente todos os polinémios de grau menor ou
igual a 2n + 1, paran =0,1, 2.
O sistema de 2n + 2 equacoes nao lineares a resolver é:

n 1 — (_1)k+1
k
N wprt, = k=01 2n+1,
= k+1
isto é,
. 0, k=1,3....2n+1
k
W nT in = 2
%;'7] T k=02, .. .2n
wo,00,0 = 0 Zop =0
n=20:
wWo,0 = 2 W = 2
]o(f) = 2f(0)
(
([ woTo,1 + w11y =0 Zoq1 = _ﬁ
’ 3
U)O71$371 _'_ lexzil — 0 \/g
- : 'T]_, = —
n=1i wo,1 +wy1 =2 ! 3
2 Wo,1 = 1
wlegl +w11xf1 = —
. 3 [ w11 =1
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)
, 3
Wo,2%0,2 + Wi 2712 + W22 =0 Too = — 5
3 3 3 _ —
Wo,2L) o + W1 207 5 + W2 2% 5 = 0 T12 =0
5 5 5 _
Wo 2% 9 + W1 227 o + WX =0 Ty = 3
’ 5
n=2 _
Wo2 + Wi + Weo = 2 5
9 Wo,2 = 5
W oT2 o + W1 9T% 5 + WooT3y = =
0,2°40,2 1,241,2 2,262 = 3 8
Wi = =
4 4 g 2 9
W02y + W12T7 5 + Waaloy = ¢ 5
) 5 Wy 2 = =
\ ’ 9

anzgf(—¢§)+gﬂm+gf(v§)

e A solucao do sistema torna-se rapidamente demasiado complicada. A solucao do pro-
blema passa pois por uma outra via.

e No estudo das formulas de quadratura de Gauss vamos considerar com mais generalidade
o integral

onde w é uma funcdao de peso, anteriormente definida.
Definicdo. Uma FQIP
L(f) =Y winf (Tjn);
§=0

com n + 1 nés de quadratura distintos xg,, ..., 2Z,, ¢ chamada uma férmula de qua-
dratura de Gauss se integra exactamente todos os polinémios de grau menor ou igual
a 2n + 1, isto é,

In(p> = [(p)7 VP € 7)2n+1-

Proposicdo. Para cada n € N existe uma tnica féormula de quadratura de Gauss. Os seus
nos de quadratura sao os zeros do polinémio de grau n + 1 pertencente ao sistema de
polinémios ortogonais {¢x} com respeito ao produto interno

(f.9)=1(fg),  Vf.g€C(ab]).
Os seus pesos de quadratura sao determinados pelas férmulas
wm:](lj?n), jZO,l,...,TL,

onde ly,...,l,, sao os polinémios de Lagrange de grau n suportados nos nés de inte-
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gragao, ou, por qualquer dos sistemas (lineares) de n + 1 equagoes:

(a) ij:nx;n = I(xk)a k= O,l,...,n;
7=0

(b) ng‘,n@k(%n) = I(pw), k=0,1,...,n.
§=0

Proposicdo. A formula de quadratura de Gauss de ordem n tem grau de precisao 2n + 1.
Dem.: (---)
Proposicdo. Os pesos da féormula de quadratura de Gauss de ordem n sao dados por

win = 1(I2,), j=0,1,...,n.

Em particular
’UJj7n>0, 7=0,1,... n.

Dem.: (---)

Proposicdo. Os pesos da féormula de quadratura de Gauss de ordem n sao dados por

@)
D1 (xjn) Pryo (xjn)

Wjn = 5 j:()717"'7n

onde ®,, é o elemento de grau n do sistema de polinémios moénicos ortogonais em relagao
ao produto interno

(fr9)=1(f9), V£, g € C(la,b]).

Proposicdo. Seja f € C?""2([a,b]). Entao o erro da férmula de quadratura de Gauss de
ordem n é dado por

Bal) = 1) = () = ) eneag),
para algum ¢ €]a, b[.
Dem ()
Exemplo. Férmulas de Gauss-Legendre ((a,b] — [1,1], w(z) = 1)

1) = [ f@de ~ 100 =3 wiaf )
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ZTjn, J=0,1,...,n: zeros do polinémio de Legendre P,
2
(7L*‘2)}L+J(xjn)}%+2(m$n)j
2273 [ (n + )14
(2n+3)[(2n +2)1)3

7=0,1,....n

w-]’n -

E,(f) = FEmR©),  feC™(-L1]), £ €lab]

Estes resultados obtém-se combinando nas expressoes gerais para w;,, e E,(f) com
as seguintes propriedades dos polindmios de Legendre (Capitulo 7):

|
_ b A, = 120! (PP = — 2
2n+1

As férmulas de Gauss-Legendre de ordens 0, 1, 2 foram obtidas anteriormente. A
formula de ordem 3 esta disponivel no Anexo. Também os erros destas quatro férmulas
estao disponiveis no Anexo.

Proposi¢do. Seja f € C*"*2([a,b]) uma fungao tal que

f® ()]
sup Mj, < oo, M = max ———.
k>0 ze[-1,1] k!

Entao o erro da formula de quadratura de Gauss-Legendre de ordem n satisfaz a

[En(f)

| < 4n+1 MQ,H_Q, n — 0.

Nota. Este resultado mostra que E,(f) — 0, n — oo, com um decrescimento exponencial.
Compare-se com o decrescimento da forma 1/M"™*"» M — oo, para as férmulas de
Newton-Cotes compostas de ordem n.

Exemplo. Férmulas de Gauss-Chebyshev ([a,b] = [-1,1], w(z) =1/V1—z?):

i R

27 +1
xj’n:—cos<j+ 71'), Wy = il 7=0,1,...,n

. s
- 22nt1(2n 4 2)!

FemRE), & €lab

Estes resultados obtém-se combinando nas expressoes gerais para w;,, e E,(f) com

as seguintes propriedades dos polinémios de Chebyshev (Capitulo 7):
T, T
Py Tn7 T,) = 50
on—1’ < > 2

No caso dos pesos de integracao temos:

o, = T, (z) = cos(n arccos )
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I(‘I’ZH) m
w.n e e
) O 1 (@) Pri2(in)  Toga (2m) Tora ()
nsin(nd)
— cosf T, () = 0), T (x)=
xr = cos 0, () = cos(nb) () e
(25 +1)
Tjn = COS 9]'7”, 0]‘7” =TT — m
B mwsinb;, 7
Win = (n+ 1)sin[(n + 1)0;,] cos[(n +2)0;,] n+1

Exemplo. Considere o integral

onde f,w € C([—b,b]), w é definida por w(x) = b — |z| e b é uma constante positiva.
Determine as férmulas de quadratura de Gauss de ordens 1, 2 e 3 para aproximar o
integral I(f). Note que

2bm+2
, m par
I@™) =3 (m+2)(m+1) P
0, m fmpar

Resolucao:

— Construcao do conjunto de polinémios ortogonais em relagao ao produto interno definido

por

po(z) =1

p1(x) =z —By ==z

— <x9007§00> _ [<:U) .
b= (o, p0)  I(1) =0
p2(z) = (2 — B2)pi1(z) — Cagpo(z) = 2° — %
_ (ppn ) I(@%)
b= oy T 1w
O, = <[)3(p1,(,00> _ 1(172) _ ﬁ
7 e o)y I(1) 6
pa() = (x — Bs)ga(z) — Copr(z) = o ( 2 %)
C{zpa,00)  I(zlpa(@))?)
b= (o, 02) — I([pa(2)]?) =0
O — (Tp2, 1) _ [(x4— %;ﬁ) _ 7_52
P e o) I(22 30



— Calculo das formulas de Gauss:

n=0: Iy(f)=wof(xo), 2o=0

w(]:[(l) :b2
b
n=1: Li(f)=wof(xo) +wif(z1), T = % = =
wo +wy = I(1) = b? b2
Wy = W1 = —
woro +wiry = I(x) =0 2

n=2: L(f)=wof(xo)+ wif(x1)+ wof(xs), Ty = b\/g: -z, 1 =0

wo + wy + wy = I(1) = b »
A T
wO'I?) + wll’% + QUQ,I’% = 1(12) — E w1 = 12

Formula de Gauss-Legendre composta

Proposicdo (da mudanga de variavel). Seja
Ln(fv [_17 1]) = ij,nf(xj,n)
j=0
uma FQIP para obter um valor aproximado do integral
1
I(f;[=11)) = [ f@)dt.
—1

Entao a FQIP
L(f; [a,0]) = ) s, f(x3,),
=0

onde

* *
w: = 2 wj7n7 x. :a,—|—

permite obter um valor aproximado para o integral
b
155l) = [ fw)de

Dem.: (---)

Proposicao. Seja

L(f;[-1,1]) = ijmf(xj,n)»

15
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a formula de Gauss-Legendre para obter um valor aproximado do integral

I(f;[-1,1]) = ﬂf(t) dt.

Entao a férmula de Gauss-Legendre composta com M subintervalos para obter um
valor aproximado do integral

I(f:[a,b]) = / f(2) de.

¢é dada por
h n M
M m
I (f(a,b]) = - ij,n Z f (ﬁgn)) ,
7=0 m=1
onde h b
m M —a
xé,n):a+hM(m—1)+7(in,n+1), hy = A
Dem.: (---)

Proposicdo. Seja f € C*"*2([a,b]). O erro de integragao da férmula de Gauss-Legendre
composta de ordem n com M subintervalos de integracao é dado por

2n+2
s ="5 (%) B,

onde
22n+3[<n + 1)[]4

D) = G s)@n+ 2]

D), gefat]

Convergéncia de férmulas de quadratura

Definicdo. Diz-se que uma sucessao de férmulas de quadratura que aproxima o integral
I(f) é convergente se

I(f) = I(f), n—o0,  VfeC(ab]).

Proposicdo. Seja
n
[n(f) - ij,nf(xj,n)a
=0
uma sucessao de féormulas de quadratura que aproxima o integral I(f) tal que:

(1) I,(p) — I(p), n — oo, para qualquer polinémio p;
(2) Wijp > 0, V], vn.
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Entao a sucessao é convergente.

Proposicao.

(1) As férmulas de quadratura de Newton-Cotes fechadas compostas de ordens 1 a 7
sao convergentes, isto ¢,

IM(Fy = I(f), M — oo, Vf e O(la,b)).

(2) As férmulas de quadratura de Gauss de ordem n sdo convergentes, isto &,

L(f)—=I(f), n— oo, Vf e C([a,b]).

Nota. As férmulas de quadratura de Newton-Cotes de ordem n nao sao convergentes, isto
¢,

L(f) # 1(f), n— oo, f € C(la,b]).
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Anexo
e Formulas de Newton-Cotes fechadas de ordem n:

cen=1, h=>b—a (Regra dos trapézios):

_b—a

L ="l ) B = - p©. €]
cen =2 h= b—Ta (Regra de Simpson):
L =50 s+ ar (50) 50| B =~
b—a o ‘
cen =3, h= 3 (Regra dos trés oitavos):
57 = T ) + 3t )+ 35— )+ FO). E(f) =~ f0(g)
b

cen=4, h= %a (Regra de Milne):

L(f) = bg_—oa 7f(a)+32f(a+h)+12f <a7+b> +32f(b—h)+T7f(b)
_ 81T
Bif) =g fO©),  gela]
cen=>5 h= b;a:
() = 19 (a) + 75 (a+ h) + 50 (a + 2h) + 507 (b — 2h) + T (b — h) + 19F()
~2T5h7 g
Bo(f) = — O, ¢ elad]

b—
cen =06, h= Ta (Regra de Weddle):

Is(f) = % A1f(a) +216f(a+ h) + 27f(a + 2h) + 272f (“T“’)

+27F(b— 2h) 4+ 216£(b— h) + 41f(b)]

_ Y
Bo() =~ fOO), € elail
cen=7 h= b;a:
I(f) = 120_920 5257 f(a) + 25039 (a + h) + 9261 f(a + 2h) + 20923 f(a + 3h)

20923 (b — 3h) + 9261 f(b — 2h) + 25039 f (b — h) + 5257 f(b)
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E(f) = =5 15a00

(), § €la, b

e Férmulas de Newton-Cotes abertas de ordem n:

b—
cen=0,h= Ta (Regra do ponto médio):

Io(f)z(b—a)f(a+b), Eof) = Zpe), € clat]

2 3
cen=1, h= b-a
3
b— 3h* .,
L) =2 [t h)+ f—h),  Ei(f) =210, € elabl
cen=2 h= b ; -
b— b
B ="5" [era e m -1 (S5) <200~ 1)
5
Bo(f) = T fOQ), € ot
e Formulas de Newton-Cotes fechadas compostas:
oen =1:
1M (f)y =25 fo+ far +2 Z fJ]
7=1
h—
B (f) = - 12“ W), € elad

M/2 M/2—-1

() =1 [fo+fM+4Zf2j 142 Z fzjl

b

EM(f) = wfA©), g €lap]

180
oe n =3 (M multiplo de 3):

3k M/3—1 M/3
Ing)(f) = [fo fav +2 Z f3;+3z fai—1 + f5— 2)]

b—a
80

ESM(f) = - 10, €€la ]
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oe n =4 (M multiplo de 4):

M/4—1 M/4 M/4

IiM)(f)_éth [ (f0+fM +14 Z f4J+3QZ f4] 1‘|‘f4j 3 +12Zf4] 2

2(b—
() = 20 o), e e
oen =5 (M multiplo de 5):
5h M/5-1
5V = Seg [19 o+ far) +38 3" fy,
M/5 - M5
+75 Z (fsj—1 + fsj-1) + 50 Z (fsj—2 + f5i-3)
=1 j=1
55(b —
() = -0 0, ¢ elai
cen =6 (M miltiplo de 6):
h M/6-1 M/6
1D (f) = 126 A1 (fo + fur) + 82 Z foj +216Z foj—1+ foj—s)
M/6 M/6
+27 Z (foj—2 + foj—a) +272 Z foj—3
=1 j=1
b—
200 = 20D s j0e), e ela

oen =7 (M multiplo de 7):

M/7—-1 M7
5257 (fo+ far) + 10514 Y fr; + 25039 ) (frj1 + frj—6)

Jj=1 j=1
M7 M7

+9261 Z (frj—2 + frj—s) + 20923 Z (f7j-3 + frj-a)
=1

J=1

Cha

L) = 17280

1169(b — a)

518400 h?\/[f(g)(f)v € €la, b

B = -

e Férmulas de Newton-Cotes abertas compostas:

cen=0 (M par):

M/2

[éM)(f) = QhMZfijh ESM)(f) = w

L), Elay

|
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ocen =1 (M miltiplo de 3):

3y M/3

]1(M)(f) 5 Z(fBj—2+f3j—l)

j=1
b—
BYO(f) = == W f"©), € €labl

ce n =2 (M multiplo de 4):

dhyr A
IQ(M)(f) = TM Z (2f45-3 — faj—2 + 2fa5-1)
j=1

7(b—a)

g0 Marf PO, Eelad]

ESM(f) =

e Féormulas de Gauss-Legendre:

cen =20

ce n =

wn=3r () + 503 (1)
) = s 1O, €ela
cen =3

I3(f) = wosf(wo3) +wisf(r13) + wasf(e3) +wssf(xs3)

1 1
Zo,3 = \l - <3+ 2\/§> = —T33, T13= J - (3 -2 g) = —T23
1 1
Wo,3 = 6 (3 - g) =w33, Wi3= 6 (3 + g) = Wa3

1
Eolf) = sy 1916, €6l







10. RESOLUCAO NUMERICA DE EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS: PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

Introdugao: Problemas de Valor Inicial (PVI)

e As equagoes diferenciais sao uma das mais importantes ferramentas matematicas usadas
na modelagao de problemas em Fisica, Quimica e Engenharia. Neste capitulo derivamos
e analisamos métodos numéricos para resolver problemas para equacgoes diferenciais or-

dindrias (EDO’s).

e Vamos considerar em primeiro lugar o chamado problema de valor inicial ou pro-
blema de Cauchy.

Definicdo. Seja f: D C R — R uma funcao continua numa regiao D e (zg, Yy) € D.

O PVI
{ y'(z) = flz,y(z)),
y($o) =Y,

é o problema de determinar uma func¢ao Y : I, = R, I, = [z — o, 20+ a], a >0, tal
que:

(P)

(i) (z,Y(z)) € D, Vz € I
(i) YeCOlYl,) e Y'(z)= f(z,Y(2)), Vz € I
(iii) Y(zo) =Yo .
Esta funcao ¢ a solugao do PVI (P).

e Os resultados que iremos obter para o PVI (P) generalizam-se facilmente quer para
sistemas de EDQO’s de 12 ordem quer para EDO’s de ordem superior a 1%, desde que se
utilize a apropriada notagao vectorial e matricial. Assim, no caso de um sistema de d

EDQO’s de 1% ordem, temos:
y'(z) = f(z,y(z)),
y(xO) = Y[)?
onde f: D C R — R4 e (z,Yy) € D, com
y=1[n v2 - "

f(x,y):[fl(x,y) f2($,y) fd(x7y)]T
Yo =[Yor Yoo -+ Yoal”,

enquanto que no caso de uma EDO de ordem d,

{ yD(z) = f (m,y(x),y’(x), . ,y(d_l)(x)) ,

y(xe) = Yo, y'(xo) =YY, ..., y@D(z) =Y,



temos a formulacao equivalente

{ #(z) = g(, 2(z)),

Z(Io) = Zo,
com
z=[yy - y O,
g('I?Z): [22 23 "t Zd f(xJZbZQ’”'JZd)]Ta
Zy =Yy Y] - y0<d—1)]T,

Exemplo. Escrever na forma de um PVI para um sistema de EDO’s de 1¢ ordem o seguinte
PVI para uma EDO de 2¢ ordem:

{ y'(x) + a(z)y'(z) + b(z)y(x) = r(z),
y(:Co) =Yy, y/(x()) = Yg?

onde a,b,7: I C R — R sao fungdes continuas num intervalo [ e zy € I.

e Antes de iniciar a anélise numérica do PVI (P) apresentamos alguns resultados tedricos
sobre este problema que ajudam a compreender melhor os métodos numéricos que discu-
tiremos a seguir. Sao tratados com mais pormenor na disciplina de Andlise Complexa e
Equacoes Diferenciais.

Proposicdo (Teorema de Picard-Lindelof). Seja f : D € R — R uma fungao continua
numa regiao D e que satisfaz a uma condicao de Lipschitz em relacao a 2% variavel com
constante L em D, isto é,

|f(z,u) = f(z,v)| < Llu—v], V(z,u), (z,v) € D.

Entao para qualquer (xg, Yp) € D o PVI (P) tem uma solu¢ao tunica definida num intervalo
[zg — v, o + @] para algum « > 0 suficientemente pequeno.

Notas.

(a) Sendo
D= {(z,y) e R : |z — 0| <a, |y—Yo| <b},

com a,b > 0, entao

a:min{a,%}, M = max |f(z,y)].

(z,y)€D



(b) Sendo
D={(z,y) eR™ ¢ |z —wo| < a, |yl < oo},

entao a = a.

(c) Sendo D = R f continua em D e satisfazendo a uma condigdo de Lipschitz em
qualquer conjunto

D, ={(z,y) eRT: |a] <a, [y| < oo},

entao a = oo.

Notas.

(a) Se D C R' o teorema continua vélido, sendo agora a condigao de Lipschitz
1f(z,u) = fla, )| < Liju =l ¥(z, ), (z,v) € D,

onde || - || designa uma qualquer norma vectorial em R¢.

(b) Se f € CY(D), D cC R entdao f satisfaz a uma condigao de Lipschitz com

constante
of (x,y) ‘

L = sup
dy

(z,y)eD

(c) Se f € CY(D), D C R' entdo f satisfaz a uma condi¢io de Lipschitz com

constante
L= sup [[Jp(z,y)l,
(z,y)eD
onde || - || é a norma matricial induzida pela norma vectorial utilizada em R

Exemplo. O PVI
Y (@) = [y(@),
{ y(zo) = Yo,
onde zp € R, Yy € R\ {0} tem a solugao unica
1
Yo' = (z = @)’

Y(z) =

definida para x — g < Yb‘l, se Yo > 0, e para x — xg > Yo_l, se Yy < 0.
Exemplo. O PVI
{ y'(x) = 2¢/y(z),
y(0) = 0.

tem uma infinidade de solucoes dadas por



onde ¢ > 0. O PVI tem também a solucao
Y (x) =0, r eR.

Note-se que f(y) = 2,/y é continua em [0, co[ mas nao satisfaz a uma condicao de Lipschitz
em qualquer intervalo que contenha a origem. Consequentemente o teorema de Picard-
Lindelof nao é aplicavel.

Exemplo. O PVI
y'(z) = Ay(x) + g(2),
{ y(zo) = Yo,
onde g € C'(R), A, xg, Yy € R, tem a solugao tnica definida em R,

Y (x) = Yoer@—eo) +/ eV g (t) dt.

Zo

Introdugao: métodos numéricos

e Consideremos o PVI

{ y'(z) = flz,y(x)), ®)

y(zo) = Yo,

onde f : D C R — R é uma funcido continua numa regiao D e que satisfaz a uma
condigao de Lipschitz em relagdo a 2% varidavel. Para qualquer (z¢,Yy) € D o PVI (P)
tem uma solugao unica Y : I, — R, para algum o > 0.

Pretendemos obter uma aproximagao desta solugao tnica do PVI (P) no intervalo
[l‘o, b] C Ia.

Consideremos entao uma partigao do intervalo [z, b]:

I0<$1<"'<$N:b,

com )
—
Tp = X9 + nh, n=0,1,..., N, h = NO’

onde h > 0 é o passo da particao.

O objectivo dos métodos numéricos para a resolugdo do PVI (P) é construir apro-
ximagoes o, Y1, - --,Yn para os valores da solugdo exacta Y (z),Y (z1),...,Y (xy) nos
pontos da particao xg, x1,...,TN.

Definicdo. Um método de passo simples ou tinico para a resolucao do PVI (P) consiste
em construir uma aproximagao y, para a soluc¢do exacta Y'(z,) em cada ponto x, pela
férmula

Ynt1 = Yn + L O(Tni1s Yntt, Tny Yni ), n >0,
onde yp é tal que (xg,90) € D e ¢ : D*x]0,00[— R ¢é uma func¢ao dada em termos de f,

designada por vezes por fungao incremento. Se ¢ nao depender de y,.1 0 método diz-se
explicito; caso contrario o método diz-se implicito.



Definicdo. Um método de passo miuiltiplo ou multipasso, com p + 1 passos, p € Ny,
para a resolugao do PVI (P) consiste em construir uma aproximagao y, para a solugao
exacta Y (z,) em cada ponto z, pela férmula

p

Yn+1 = Z ApYn—k + hs0($n+1a Yn+1,Tny Yny Tn—1,Yn—1, - - - 7wn—pa yn—p; h)7 n Z D,
k=0

onde Yo, y1, - - -, Yp sdo valores dados, ou obtidos por outro método, tais que (xg, yo), - - -
(zp,yp) € D e ¢ : DP*2x]0,00[— R . Se ¢ nao depender de y,,; o método diz-se
explicito; caso contrario o método diz-se implicito.

Exemplos. Os quatro primeiros sao métodos de passo simples. O quarto e o sexto sao
métodos implicitos

(i) Método de Euler (ordem 1)

Yn+1 = Yn + hf(ITH yn); n Z 0.
(ii) Método de Taylor de ordem 2

h2/of  Of
pr— > .
Yn+1 Yn + hf(znvyn> + D) (ax + fay) (xnvyn>7 n = 0

(iii) Método de Runge-Kutta classico de ordem 2

2h 2h

h

(iv) Método trapezoidal ou método de Adams-Moulton com um passo (ordem 2)

h

Yn+1 = Yn + 5 [.f(xn—i-la yn—H) + f(xna yn)]> n Z 0

(v) Método de Adams-Bashforth com dois passos (ordem 2)

h
Ynt+1 = Yn + 9 Bf (@, Yn) = f(Tn-1,Yn-1)], n=1.

(vi) Método de Adams-Moulton com dois passos (ordem 3)

h
Yn+1 = Yn + E [5f<xn+1a yn-H) + 8f(l‘n, yn) - f(xn—la yn—l)]> n > L.

Métodos de passo simples: consisténcia e convergéncia

Definicao. Um método de passo simples ou tnico, explicito, para a resolugao do
PVI (P) consiste em construir uma aproximagcao y,, para a solugao exacta Y (x,) em cada
ponto x, pela formula

Yn+1 = Yn + hg@(ﬂfn, Yn; h)? ne N7



onde yq é tal que (zo,70) € D e ¢ : Dx]0, 00— R é uma fun¢ao dada em termos de f.

Exemplo. “Dedugao” do método de Euler: (i) a partir da férmula de Taylor; (ii) a partir
da equagao integral equivalente usando uma féormula de quadratura para aproximar o
integral.

(i) Férmula de Taylor

Y(z+h)=Y(x)+hY'(x)+ %2Y”(x +60h), 6 €]0, 1].

Y(z+h)=Y(x)+hf(z,Y(x))+ % <% f(z, Y(x))) (x +6h).

(ii) Férmula de quadratura aplicada a equagao integral

Y(z+h)=Y(x)+ /Hh f(t, Y (t))dt,

z+h h
[ attyde=ho(o)+ 5+ o),

V(e +h) = Y(2) + hf(z, Y(2) + h; <% f(a. Y(m))) (x+0h).

Desprezando os termos de O(h?) obtém-se
Y(z+h)=Y(2)+hf(z,Y (),

Ynt1 = Yn + hf(l’n, yn)
A quantidade
Y(z+h)—Y(x)
h

designada por erro de discretizacao local, desempenha um papel importante no estudo
dos métodos numéricos para EDO’s.

(o y:h) = ~ f(e V(@) = 5 V(e + o)

Nota. Qualquer destas abordagens pode ser generalizada para obter métodos de ordem
mais elevada.

Definicdo. Para cada (x,y) € D seja Z(t) a solucdo tinica do PVI
Z(t) = f(t 2(1)),
z(z) =v.

Chama-se erro de discretizacao local a

Z(x+h)— Z(x)
h

O método de passo simples diz-se consistente (com o PVI) se

(@, y; h) = —o(x,y; h), Z(r) =y.

lim 7(z, y; h) = 0,



uniformemente para todos os (z,y) € D, e diz-se ter consisténcia de ordem ¢ € N; se
T(x,y; h) = O(h?), h — 0,
V(z,y) € D.

Nota. F'(h) = O(h), h — 0+, ¢ > 0, se existirem hy > 0 e C' > 0 tais que

IF(h)| < Che,  Vh €]0, hyl.

Nota. O erro de discretizagao local é a diferenga entre a diferenca dividida da solugao
exacta do PVI e a diferenca dividida da solugao aproximada do PVI, para o mesmo passo
h. E pois uma medida da forma como a solugao exacta satisfaz a equacao do método
numeérico.

Proposicdo. Um método de passo simples é consistente se e so se
lim (2, y;h) = f(z,y),
uniformemente para todos os (z,y) € D.

Proposicdo. O método de Euler é consistente. Se f € C'(D) entao o método de Euler
tem consisténcia de ordem 1.

Definicdo. Sejam o, y1,...,yn 0s valores aproximados obtidos por um método de passo
simples para os valores Y (zo), Y (z1),...,Y (zy) da solugdo do PVI (P). Chama-se erro
de discretizacao global a

en = en(h) =Y () — Yn, n=0,1,...,N,
e chama-se erro de discretizagao global maximo a

E = E(h) :== max |e,(h)|.

0<n<N
O método de passo simples diz-se convergente se

;llli% E(h) =0,

e diz-se ter convergéncia de ordem ¢ se
E(h) = O(h%), h — 0.
Proposicdo. Considere-se um método de passo simples em que a fungao ¢ é continua e

Lipschitziana em relacao a segunda varidvel com constante de Lipschitz M independente
de h, isto é,

EIhO > Oa dM >0: Vh G]O,ho],V(l’,y),<$,2) €D = |90($7y7h)_90(x7zuh)’ S M‘y—Z‘



Entao o erro de discretizagao global satisfaz a desigualdade
M (zn—x0) T(h) M(zn—z0) _
len(h)] < e leo(h)| + i e 1], 0<n<N(h),

e o erro de discretizacao global méaximo satisfaz a desigualdade

h
E(h) < eM(b’xO)]eg(hﬂ + % [eM(b’xO) — 1} ,

onde
7(h) = max |7(z,,Y(x,); h)].

0<n<N(h)—1

Se o método for consistente e ey(h) — 0, h — 0, entdo o método é convergente. Se
o método tiver consisténcia de ordem ¢ e ey(h) = O(h?), h — 0, entdao o método tem
convergéncia de ordem gq.

Dem.: (---)

Métodos de passo simples: métodos de Taylor

e Vimos como o método de Euler pode ser “deduzido” a partir da formula de Taylor
h2
Y(z+h)=Y(x)+hY'(z)+ > Y" (x4 6h), 6 €]0, 1],
considerando a aproximacao
Y(z+h)=Y(z)+hY'(z),
e usando a EDO para exprimir a derivada Y’(x) em termos de Y (z):
Y'(z) = f(z,Y(2)).

Considerando a féormula de Taylor de ordem ¢

q

Y(@+h) =) E Y (z) 4

51 Y@ (@4 0h),  0€0,1],
j=0 7"

(g+1)!

e procedendo de forma semelhante obtemos os métodos de Taylor de ordem ¢q. As suces-
sivas derivadas Y')(x) sdo obtidas a partir da EDO:

V(@) = fol2, Y (@) + f, (@, Y ()Y ()
= ol Y (@) + £, (.Y (2) ] (2, Y (2))
= (d;f)(@. Y (2))

YU)(z) = (diflf)(:c,Y(x)), Jj =3,



onde dy designa o operador diferencial parcial definido por

0 0
dfg:gx+fgy:a_g+fa_z-

para qualquer funcao g diferencidvel em D.
Definicao. Os métodos de Taylor de ordem ¢ sao métodos de passo simples em que a
fungao de incremento é dada por

q 1 hk
(k+1)!

o(z,y;h) = (d}f) (z,y).

=
Il

0

Proposicdo. O método de Taylor de ordem g € Ny é consistente. Se f € C4(D) entao o
método tem consisténcia de ordem gq.

Dem.: (---)

Proposicdo. O método de Taylor de ordem ¢ € Ny é convergente. Se f € C'9(D) entao o
método tem convergéncia de ordem gq.

Dem.: (---)

Métodos de passo simples: métodos de Runge-Kutta

e Os métodos de Runge-Kutta imitam os métodos de Taylor de ordem ¢ mas requerem
apenas o calculo de valores da funcao f e nao das suas derivadas.

Definicao. Os métodos de Runge-Kutta de s etapas, explicitos, sao métodos de
passo simples em que a funcao incremento é

oz, y;h) = v, y; h),
j=1

onde

(,Dl(ZL‘,y; h) = f(x,y)

7j—1
pj(z,y;h) = f <x+ ajh,y+ 10> Biigi(x, y; h)) , 2<j<s

=1

Os coeficientes sao determinados por forma a tornar a ordem de consisténcia, e, por-
tanto, a ordem de convergéncia, a maior possivel. A ordem de consisténcia ¢ é a ordem
(O(h%), h — 0) do erro de discretizagao local:

Z(x+h)—y

7(x,y;h) = - —p(z,y; h), Z(z) =y.



Proposi¢do. (Teorema de Butcher)

(1) s>gq;

(2) s>q>5.

5 6 7 8

4
4 4 5 6 6

1 2 3
Gmax | 1 2 3
1 4 8

13 19 26 34 43

3
v(s) = S(S;— ) _ 1 (nimero de coeficientes)
Quadro de Butcher:
Qg
(8% 521
az | B3 B2
aq ﬁql ﬁqQ e ﬁq,q—l
Yo Y2 o Vg1 Vg

10

Exemplo. Os seguintes métodos de Runge-Kutta encontram-se no Anexo. Apresentam-se
aqui os respectivos quadros de Butcher.

o Métodos de Runge-Kutta de ordem 2 (s = 2)
— Método de Euler modificado ou do ponto médio
— Método de Runge-Kutta classico

— Método de Heun

N O
N =

4

o Métodos de Runge-Kutta de ordem 3 (s = 3)
— Método de Runge-Kutta cléssico
— Método de Runge-Kutta-Nystrom
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— Método de Runge-Kutta-Heun

0 0 0
111 212 111
5| 3 33 33
2 2 2 2
1-1 2 21 2 2l 2
3 3 3 3
121 I 3 3 I, 3
6 3 6 4 8 8 4 4
o Métodos de Runge-Kutta de ordem 4 (s =4,s = 5)
— Método de Runge-Kutta cldssico (s = 4)
— Método de Runge-Kutta-Gill (s = 4)
— Método de Runge-Kutta-Merson (s = 5)
0 0
1] HEE
212
1 1 1[vV2-1 2-2
“lo = 5
510 3 2| 2 2
110 0 1 oo V22402
I 1T T 1 2 2
5336 L 2-92 24V2
6 6 6 6
0
171
313
171 1
316 6
111 3
0 2
218 8
1 3
11 0 —2 2
2 2
1 2 1
-0 0 = =
6 3 6

Proposicdo. Os métodos de Runge-Kutta de ordem g = 2, 3,4 considerados sao consisten-
tes e convergentes. Se f € CY(D) entdao os métodos tém consisténcia e convergéncia de
ordem gq.

Dem.: (--+)
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Exemplo. Considere os métodos de Runge-Kutta de 2 etapas,

o(x,y;h) =y f(x,y) + 72 f (x + ah,y + Bhf(z,y))

Determine os parametros «, 3,71, 72 por forma a que os métodos tenham a maior ordem
de consisténcia possivel.

Z(x+h)—y

T(x,y;h) = z —(z,y; h) (y

Za+h) = Z(@) + h2Z(x) + 1 2'(w) + 1 27(@) + 000

= Z(0) + hf e Z() + (0 ) Z(0) + 2 (1) . 2(0) + O
dff = fac + ffy

A3 f = fow + Joly + 20 foy + FI2 + [P 1oy

(z,y;h) = p(x '0)+ha—(p(:c O)+—2£(Q: ;0) + O(h?)
QO 7y7 —QO 7y7 (9h 73/7 2 ahQ 7y7

i) = Fe0) = @) + 3 |(@f)on) - 255 i)
L@ 327

BT
o(z,y;0) = (71 + 1) f(2,y)

0
8—;[;(% y; 0) = yelafe + B fy](z,y)

0

W(%?J? 0) = 72[042fm + 2008 f foy + ﬁszfyy](xa Y)

(== (o) +1 | (- o) £t (5 - 0) 15 @

e [(1=3020%) Far +2.(1 = 31208) oy + (1= 300°) £y

+ Loy + 1] (2, y) + O(h?)

(0,3 oﬂ L o)

7(x,y; h)

71:1_727 a:/g_

o, y;h) = (1 =) f(r,y) +1f (x + Qi%,y + 2—};2f(:v, y))

T(%Z/; h> - % |:((1 B 4172) (f-’E.Z' +2ffxy+f2fyy) +fzfy+ffy2:| (I,y) +O(h3)

= o f, ) + O(h?)

1 3
< - lh--=
|C(f,72)| -6 H 4,72
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Casos particulares:

— Método de Euler modificado ou do ponto médio (v, = 1):
h
pla,ysh) = flat5y+g f ,y)

— Método de Runge-Kutta cléssico de ordem 2 ( )

h
e(x,y;h) = 411 [f(x7y)+3f <x+ 23 Y+ —f(ﬂf y))}
— Método de Heun ( = %)
1
2

o(x,y;h) = 5 [f(z,y) + f (2 +hy + hf(z,y))]

Exemplo. Considere o problema de valor inicial

{ y'(x) = f(z,y(x)),
y(ifo) = Yo,

onde f : I x R — R é continua e Lipschitziana em relagao a segunda variavel, I é um
intervalo de R, xg € I, e yog é uma constante real.

(a) Obtenha um valor aproximado y¥ para Y (zo + h) usando dois passos de com-
primento h/2 do método de Euler.

(b) Obtenha um valor aproximado y! para Y (x¢ + h) usando um passo de compri-
mento h do método de Taylor de 2% ordem.

(c) Obtenha um valor aproximado yf para Y (zy + h) usando um passo de com-
primento h de qualquer dos métodos de Runge-Kutta de 2¢ ordem (s = 2).

(d) Particularize os resultados das alineas anteriores para f(z,y) = ? —y. Tendo
em atencao que a solucao exacta do problema de valor inicial é,

Y(z) =2 —22+2+ Ke™ ™ onde K =1yy— x5 + 230 — 2,
obtenha expansoes em série de Mac-Laurin de poténcias de h para os erros
Y(wo+h)—yy,  Y(wo+h) -y,  Y(zo+h) -y
Resolugao:
(2) v =10+ & fz0,10)

h h
yf:y1+§f(:p1,y1), I12I0+§
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yzE:yo—f'g {f(foayoﬂ‘f<$0+g,yo+gf($oay0)>}

2
(b) yi =wo+ hf(zo,yo) + % (dsf) (o, yo)

dff = fo+ ffy
h h

(©) 9% =+ h (1= ) ) 421 (20 5+ 5 Floow)) |
2 h3

(d) y?zy(ﬂrh(x%—yo)+z(yo—x3+2xo)+§
h2

yi = yo + h(xf — o) + 5 (yo — 3 + 29)
2 h3

yf”{=yo+h(fv3—yo)+7(yo—l’3+2xo)+5

2

Y(zo+h)—y¥ :hz (K +2)+ O(h?)

h3
RK h’3 3 4

Exemplo. Considere o problema de valor inicial
y'(z) = fz,y(z), 2(x)),
Z(z) = g(z,y(2), 2(x)),

y(xo) Yo, Z(xo) = 20,

onde f,g : I x R?> — R sao continuas e Lipschitzianas em relacido as segunda e terceira
variaveis, I é um intervalo de R, xq € I, e yop, 20 sao constantes reais. Repita as trés
primeiras alineas do exemplo anterior.

Resolugao:

2(z
weo=[ 10 )= ] =

h
(a) W1=Wo+gF(fE0,Wo): Yo 5 /10 40, 0) ] = [?ﬂ]

Z0 + %9(9507 Yo, %0)
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y1+%f(w1,y1,z1) ] h
) $1:$0+—

h
WE =Wy + = F(a,, W) = 2
2 21+ 5 9(T1, 91, 21)

h2
(b) WT = W() -+ hF(l’O, W()) —+ ? (dFF)($0, W())
0 0 0 0
F=(—+F- F=(—+f—+g—|F
dr (83: * vW) ((%U + f@y +g(9z)

Yo + hf (20, Yo, 20) + & (fo + [ fy + 9f-) (0. Yo, 20)

Wil =
20 + hg(x0, Yo, 20) + %2 (9 + fay + 99:) (20, Yo, 20)

h h
() WHE = Wy 4 h [(1 — )P0, W) + 1 F (a: + 2 Wo + 5 Flan m))]

$1:$0+%

y0+%f($0;yo,zo) ] B [Ql]

Zo + % 9(z0, Yo, 20)

~ h
Wi =Wy + — F(zo, Wo) =
2y

WRK — Yo + 1 [(1 =) f(zo, Yo, z0) + 7S (@1, 91, 21)] ]
P =

20 + h [(1 - 7)9('1707 Yo, ZO) + ’yg(i‘la gl? 21)]

Exemplo. Considere o problema de valor inicial
{ y'(2) = g(z,y(z),y' (z)),
y(z0) = yo, Yy (z0) = 20,

onde ¢ : I x R?> — R é continua e Lipschitziana em relacao as segunda e terceira varidveis,
I é um intervalo de R, g € I, e yg, 2o sao constantes reais. Repita as trés primeiras
alineas dos exemplos anteriores.

Resolucao:

v [3] - 2]

Caso anterior com f(z,y,2) = z.

h
(a) W, — Yo + 3 20 |
Z0 + %9(%,?/0,20) 21




16

Y1+ 2z h
2E - h ? ’ T =X+ §
21+ 5 9(x1, 41, 21),
(b) WT _ y0+h20+ %QQ(any(hZO) ]
T —
20 + hg(zo, Yo, 20) + %2 (9o + 29y + 99:) (0, Yo, 20)
. h ~ Yo + %Zo Y1
(© fi=wtit, =] ¥ _|?
2y Zo + gg(xowo,zo) 21
— o+ B =720+ 75
20 + h [(1 - 7)g<x07 Yo, ZO) + Vg(ihla :’-717 21)]

Métodos multipasso lineares: introducao

Definicdo. Um método multipasso linear (MPL) com p + 1 passos (p > 0) para a
resolugao do PVI (P) consiste em construir uma aproximacao y, para a solugdo exacta

Y (z,) em cada ponto x,, = g+ nh, n=0,1,..., N, pela férmula
p p
Yt = D i+ 10 b f (Tak, Yni), nzp,
k=0 k=—1
onde Yo, ¥1,...,Y, sdo valores dados (ou obtidos por outro método) e ag,as,...,ap,
b_1,b0,b1,...,b, sdo constantes reais tais que |a,| + |b,] # 0. Se b_; = 0 o método

diz-se explicito; se b_; # 0 o método diz-se implicito.

e Uma classe importante de métodos MPL baseia-se na integracao numérica. A ideia
geral é a seguinte. Reescreve-se a EDO como uma equacgao integral

Y@Mazyuwn+/%“ﬂuwwMa

n—r

para algum r > 0 e n > r; constréi-se um polinémio interpolador de grau v < p 41
para f e substitui-se f por este polinémio no integral; desprezando o erro de quadratura
chega-se ao método pretendido. Entre os métodos obtidos por esta forma temos:

o Métodos de Adams: r=0, v=pourv=p+1

— Métodos de Adams explicitos ou de Adams-Bashforth: v =p, p >0
— Métodos de Adams implicitos ou de Adams-Moulton: v =p+1, p> —1

o Métodos de Nystrom: r=1, v=p, p>1
o Métodos de Milne-Thomson: r =1, v=p+1, p>1
Iremos considerar em detalhe os métodos de Adams que sao os métodos MPL mais usados.

Em particular sao usados para produzir algoritmos preditor-corrector em que o erro é
controlado por variacao do passo h e da ordem do método, simultaneamente. O nosso
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estudo dos métodos de Adams serd no entanto feito como caso particular dos métodos
MPL acima definidos e nao a partir da integracao numérica.

Métodos MPL: consisténcia

e A consisténcia é uma propriedade que procura avaliar em que medida a solucao exacta
do PVI satisfaz a equacao do método numérico para a sua resolucao.

Definicdo. Para cada (z,y) € D seja Y (t) a soluc¢ao unica do PVI

{ Z(t) = f(t,2(t)),
z(x) = v.

Chama-se erro de discretizagao local a

1
T(xay; h) = E

Z(x +h) — ZakZ x—kh] — > bef(x — kh, Z(x — kh)).

k=—1
O método MPL diz-se consistente (com o PVI) se
lim 7(x,y; h) =0,

h—0

uniformemente para todos os (z,y) € D, e diz-se ter consisténcia de ordem ¢ € N; se
7(z,y; h) = O(h?), h — 0,
V(z,y) € D.

Proposicao. Sejam Cy, (1, ... as quantidades definidas em termos dos parametros de um
método MPL por:

p
C'o:l—Zak, 01—1+Zkak—2bk,
k=0 k=-1
p ' p '
CJ =1- Z(_k)]a’k _] Z (_k)]ilbka j = 27 37 s
k=0 k=-1

Entao:
(1) Um método MPL é consistente com o PVI (P) para qualquer f € C'(D) se e s6 se
Co=C1=0.

(2) Um método MPL tem consisténcia de ordem ¢ > 1 para qualquer f € C7(D) se
e 80 se

Co=C1=Cy=---=0C; =0, Co+1 # 0.

O erro de discretizagao local tem a forma
Cor

(g +1)!

T(z,y;h) = h? (d3f) (@, y) + O(RT)
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Dem.: Obtém-se o desenvolvimento:

q+1

7(x,y; h) = CoZ(x)h~ +Z % Z9(z) 1 + O(hTHY)

Métodos MPL: métodos de Adams

Definicdo. Os métodos de Adams sao métodos MPL da forma

p
Yntl = Yn + h Z bkf(xn—ka yn—k)a n > b,
k=po
onde py = 0 (métodos explicitos) ou pg = —1 (métodos implictos) e os p+ 1 —pg = ¢

parametros b, sao unicamente determinados pelo sistema de g equagoes
Ci=0C=---=Cy=0,

onde

Clzl—zp:bk, C_l—jz Jlbk, :2,,(]

k=po k=po

Proposicdo. O método de Adams com p+1 passos tem consisténcia de ordem ¢ = p+1—py,
isto é,

(1) g=p+1, se é explicito;

(2) ¢ =p+2, seéimplicito.
Exemplos. Apresentam-se no Anexo os primeiros métodos de Adams. Aqui apresentam-se

quadros resumos dos coeficientes e da constante que ocorre no termo de ordem mais baixa
do erro de discretizagao local.

| Métodos de Adams-Bashforth (py = 0) |

oTa[ o [ & [ [ & [ b [Cu/arDl
2] 2 | L 5

2 2 12

2
25| B 6] 5 3

12 12 12 8
R B A Eall

24 24 24 24 720
4l 1901 _2774 2616 _1274 E 9_5

720 720 720 720 | 720 288
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| Métodos de Adams-Moulton (pg = —1) |
(plalbal b [ b [ b | b |Cen/lgtD!]

1 1 1

2| = z _

0 2 2 12
B D R A R S
12 | 12 12 24

5|4 9 91 5 1 19
24 | 24 24 | 24 720

als 201 1 646 | 264 | 106 | 19 3
720 | 720 720 | 720 720 160

Métodos MPL: convergéncia

e Consideremos o PVI (P)

{y%OZﬂ%M@% )

y($0) = Y[)?

onde f é continua e Lipschitziana em relacao a y.
Consideremos o método MPL (M) para resolugdo numeérica aproximada de (P):

Yni1 = Zakyn Hthkf Tk Unk)y  P<n<N(h) -1, (M)
k=—1
onde hg €]0, ho| e hg é suficientemente pequeno por forma a que a Eq. (M) tenha a solugao

{yn(h)}o<n<n(ny, Yh €]0, ho).

Defini¢do. Sejam {y,, (k) }o<n<n(n) a solugao obtida pelo método MPL (M) e Y : [29,b] — R
a solucao exacta do PVI (P). Define-se o erro de discretizagao global por

en(h) =Y (zn) —yn(h),  0<n < N(h),
e erro de discretizagao global maximo por

E=E():= oglr?gaj\)f((h) len(h)].

Diz-se que a solucao aproximada é convergente para a solucao exacta de
lim E(h) =
lim £(h) = 0,
e diz-se que tem convergéncia de ordem ¢ se
E(h) = O(h%), h — 0.

Diz-se que o método numérico (M) é convergente, ou tem convergéncia de ordem ¢, se a
convergéncia (ou a convergéncia de ordem ¢) se verificar para todos os PVI (P).

Definicdo. Os valores iniciais {y,(h)}o<n<, dizem-se consistentes se,

}ILE% Ep(h> - O)
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onde
E,(h) := max |e,(h)],

0<n<p

e diz-se terem consisténcia de ordem ¢ se

E,(h) = O(hY),  h—0.

Nota. A consisténcia dos valores iniciais é condi¢ao necessaria para a convergéncia do
método.

e A convergéncia do método MPL esta relacionada com as raizes do polinémio
p
p(r) == rPtt — E apr? ",
k=0

Definicdo. Diz-se que o método MPL satisfaz a condigao da raiz se as rafzes ro,r1,...,7,
do polinémio p(r), repetidas de acordo com as suas multiplicidades, satisfazem a

i) [l <1 j=01L....p; (i) [l =1 = p(r;) #0

Nota. A condigao (i) impbe que todas as raizes estdo contidas no circulo unitario {z €
C :|z| < 1}. A condicao (ii) impde que todas as raizes na fronteira do circulo sao raizes
simples de p(r).

Nota. Fazendo h = 0 em (M) obtemos

p

Yn1 = Z ArYn—k,

k=0

que é uma equagao as diferencas de ordem p + 1, linear e de coeficientes constantes. O
seu polinémio caracteristico é precisamente p. A sua solucao geral é dada por

P Kj—1
l N
Yn = E E Cin Tja
j=0 \ 1=0
onde 7,71, .., 7, sao as raizes distintas do polinémio p e pg, 1, . . ., ity as suas multipli-

cidades. Eclaroqueﬁgpe,uo—i—ul—i—'--—i—uf,:p—i—l.
A condicao da raiz corresponde a exigir que todas as solugoes da equagao as dife-
rencgas sao limitadas.

Proposicdo. No caso de um método MPL consistente as seguintes afirmacgoes sao equiva-
lentes:

(1) o método é convergente;

(2) o método satisfaz a condicao da raiz.

Proposicdao. Todo o método de passo simples linear consistente é convergente.
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Dem.: (---)

Proposicdo. Os métodos de Adams-Bashforth e Adams-Moulton sao convergentes.

Dem.: (---)

Exemplo. Para cada um dos trés problemas de valor inicial considerados nos exemplos no
fim do pardgrafo sobre os métodos de Runge-Kutta obtenha um valor aproximado yi*"
para Y (zo + h) usando um passo de comprimento h do método de Adams-Moulton de 2%

ordem.

Resolucao:

0) 5 = o+ 5 [F(oo,0) + £ (20 + hyu™)]

(i) WM =Wy + g [F(20, Wo) + F (w9 + h, W{*™M)]

ny | Yo +% [f(xmymzo) +f (xlayflMasz)}
M 2o + % [9(330,?/0, 2) +9 (451, yitM, Z1AM)}

vo+ 3 [70+ 2]
AM

zo—i‘% [9(%790720)"‘9(5’71’3/1 ’ZlAM)] ]

Exemplo. Determinar todos os métodos MPL com 2 passos e ordem de consisténcia 2.
Yn+1 = AoYn + @1Yn—1 + h[b_1 foi1 + bo fr + b1 fri]
Resolucao:

(i) Condigbes para que o método tenha ordem de consisténcia > 2:

C(]:].—CLO—CH:O CL1:1—CLO
=220 _9p

C1=1+a1—b,1—b0—b120 = 9
02:1—611—2(17,1—61):0 blz—%+b_1
03:1+a1—3(b71+b1>:2+%_6b71
04:1—611—4(17,1—61):—(10
3
C'5=1+a1—5(b_1—|—bl):2+%—10b_1

(ii) Condicao da raiz:

p(ry=r>—agr —a; = (r—1)(r+1—ap)



(ili) Casos particulares:
o ag =0, b_1:0, ap =1, b0:2, b1:0, 03:2
Yn+1 = Yn—1 T Qh'fn

Método do ponto médio

3 1 5
oa =1 b,=0 a =0, b0:§7 512—57 C3=§
h
Yn+1 = Un + E [an - fnfl]
Método de Adams-Bashforth de ordem 2
4 2 1 4
© G = 3, b—1:§7 ==z, bo=0, b =0, 032—5
4 1 2h
Ynt1 = gyn — gynq + £} fot1

Método BDF de ordem 2 (Backward Difference Formula)

(iv) Condigoes para que o método tenha ordem de consisténcia > 3:

1
C3=0 = b,1:1—2(a0+4)
2 1
alzl—ao, boz—(2—a0), blz—(4—5a0),
3 12
= 2
Cy = —ay, Cs = 3 (ap —2)
(v) Casos particulares:
) 2 1
< CLOIL b,1 :E, aq —0, bozg, b1 _—E, C4 -1

h
Ynt+1 = Yn + E [5fn+1 + 8fn - fn—l]
Método de Adams-Moulton de ordem 3
(vi) Condigoes para que o método tenha ordem de consisténcia > 4:
04 =0 <~ ag =0
1
= 571257 ap=1, b= by =
h
Yn+1 = Yn—1 + g [fn—i—l + 4fn + fn—l]

Método de Milne de ordem 4

22
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Métodos MPL: métodos preditor-corrector

e Consideremos a expressao geral dos métodos de Adams

p
Yn+1 = Un + h Z bkf(xn—k’a yn—k)a n Z b.
k=po
O valor inicial é um dado do PVI (P), yo = Y. Os valores iniciais y1, ya, . . ., y, tém que

ser obtidos por outras vias, por exemplo, por um método de passo simples (da mesma
ordem).

e As formulas de Adams-Moulton, que definem implicitamente y,,.1, podem ser resolvidas
pelo método iterativo do ponto fixo:

p
I = g+ B b f @y Yuoi) + b1 f (@i, yd)y). n>p, G20,
k=0

A convergeéncia do método do ponto fixo fica assegurada se h for suficientemente pequeno,
de acordo com o seguinte resultado:

Proposicao. O método iterativo do ponto fixo aplicado a equacao do método de Adams-
Moulton converge para a solugao y,+1 desde que seja satisfeita a desigualdade

]’L|b_1‘L < 1,

onde h é o passo de integracao e L designa a constante de Lipschitz de f.

Dem.: (--+)

e Para obter a iterada inicial ysjll pode utilizar-se um método de Adams-Bashforth.

Definicdo. Os métodos preditor-corrector sao constituidos por uma formula de Adams-
Moulton (o corrector) e uma férmula de Adams-Bashforth (o preditor):

p
yq(zjj_ll) = Yn + h Z bkf(xn—ka yn—k) + hb—lf('rn—i-l’ yr(L]J)rl)a n Z b, j Z 07
k=0

P
0 7 -
Yot = Yn 1Y Ok f (T Yot n>p.
k=0

Exemplos.
(i) (AB3)+(AM3)

h
Yt = Yo+ 75 [2fu = 16 um1 +5fum),

. h A .
yffﬁ) =Yn + B 5f($n+17y7(1]—i)-1) +8fn — fu-1|, j=0, n>1
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(ii) (AB2)+(AMS3)

h
?/7(321 =Yn+ 5 [3fn - fn—l]a

yg:ll) = Un + E 5f(xn+17y£g—i)-1) + 8fn - fn—l 3 J Z 07 n Z 1.

Proposicdo. Consideremos um preditor de ordem ¢ e um corrector de ordem q.

(1) Se ¢ > g entao o preditor-corrector tem a mesma ordem e o mesmo EDL principal
que o corrector.

(2) Se ¢ = ¢ — 1 entao o preditor-corrector tem a mesma ordem que o corrector mas o
EDL principal é diferente.

(3) Se ¢ < g — 2 entao o preditor-corrector tem ordem mais baixa que o corrector.

Nota. Vimos que o erro de discretizacao local (EDL) para um método de Adams de ordem

q é dado por
Cot1

(g+1)!
Chama-se EDL principal a primeira parcela do EDL, proporcional a h?. A mesma de-
signacao aplica-se no caso do método preditor-corrector.

7(z,y; h) = R (d}f)(z,y) + O(RT)

Dem.: (---)



Anexo

e Métodos de Runge-Kutta de ordem 2:
2 2

7(x,y; h) = % [dfcf(w, y) —3 %(flﬁ,y; 0)] +O(n?)

— Método de Euler modificado ou do ponto médio

h h
Ynt+1 = Yn + hf ({En + §7yn + 5 f(xnayn)>

— Método de Runge-Kutta cléssico de ordem 2

Yn+1 = Yn + E |:f(xn7yn) + 3f (xn + %a Yn + % f(xn7yn)):|

4 3 3
— Método de Heun

h

e Métodos de Runge-Kutta de ordem 3:
R Py 4
ol =y | E1(e) — 4 55 as0)] + o

— Método de Runge-Kutta cléssico de ordem 3

h
Ynt1 = Yn + 5 [01 + 42 + 3]

h h
01 = f(Zn,Yn), 902_f(xn+§7yn+§§01)
03 = f(xn + h,yn — hr + 2he2)

— Método de Runge-Kutta-Nystrom de ordem 3

h
Ynt1 = Yn + = [2001 + 32 + 3¢3]

8
2h 2h
01 = f(Tn,Yn), @2:f<xn+?7yn+?901>
—f +% _|_%
903_ Tp 3 ;yn 3 902

— Método de Runge-Kutta-Heun de ordem 3

h
Ynt1l = Yn + 1 [01 + 3¢s]

h h
¥1 :f(xnayn)a ‘;02:f($n+§7yn+§901)
2h 2h )

903=f($n+§,yn+?¢2



e Métodos de Runge-Kutta de ordem 4:

4

)= 155 | 1) =5 G a0)| + O0)

— Método de Runge-Kutta classico de ordem 4:

7(z,y; h

h
Ynt1 = Yn + 5 [01 + 202 + 203 + @4]

h h
01 = f(Zn,Yn), 902—f(xn+§7yn+§§01)

h h
903:f<xn+§7yn+§902>7 904:f($n+hayn+h903)

— Método de Runge-Kutta-Gill de ordem 4:

h
Ynt1 = Yn + 5 [901 + (2 — \/5)@2 +(2+ \/5)903 + 904}

h h
o1 = f(Zn,Yn), 902:f(xn+§7yn+§§01)

h V2 -1 2 -2
()03:][ Tn+ =, Yn + h(101+ h902
2 2 2
V2 2442
904:f<$n+h,yn—7h902+ 5 hes

— Método de Runge-Kutta-Merson de ordem 4:

h
Ynt+1 = Yn + r [o1 + 44 + @3]

h h
©1 :f(xnayn)’ ‘;02:f($n+_>yn+_901)

3 3
h h h
g03:f<xn+§,yn+g¢1+gs02>
h h 3h
g04:f(xn+§,yn+§<ﬂ1+§903>

h 3h
905:f<l’n+hayn+§¢1—?¢3+2h@4)

26



e Métodos de Adams-Bashforth (f,, :== f(zm,Ym)):

;

Yn+1 = [3fn fn—l]
(AB2) p=1, ¢=2: 5h2
( h
Ynt1 = Yn + i 23f, — 16 fn—1 + 5 fn_2]
(AB3) p=2, ¢=3: ah3
| (@ y:h) = == (dpf)(x,y) + O
( h
Yn+1 = Yn 24 [55fn 59fn71 + 37fn72 - 9fn73]7
(AB4) p=3, ¢=4 -
| 7@y h) = =5 (i) (@, y) + O(h?)

Uns1 = Yo+ oo [1901fn = 27741 + 2616,
(AB5) p=4, ¢=5: —1274 f 5 + 251 f5-d],

(o h) = oo (A3 ) ) + O(R)

e Métodos de Adams-Moulton (f,, := f(Zm, Ym)):

Yn+1 = [fn—i—l + fn]
(AM2) p=0, g=2:

(e, yi ) = —h— (@ )(.0) + O(1)

h
Yn+1 = Yn + A [5fn+1 + 8fn - fn—l]

/

(AM3) p=1, ¢=3: 13
T(@,y;h) = — o= (d}f)(@,y) + O(h")

> 24
Ynt+1 = Yn + ﬁ [9fn+1 +19fn = 5fu1 + fual
(AM4) p=2, q=4: 19h4 ) 5
| 7@y h) = —=5 (dpf)(@,y) + O(R)
(T 72—0 1251 fy1 + 646, — 264,
(AM5) p=3, ¢=25: +106f,,—2 — 19 f,,_3]
(o531 = 2 (35 £) ) + O

160
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