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1. REPRESENTACAO DE NUMEROS E TEORIA DE ERROS!

[1.1] Represente x num sistema de ponto flutuante com 4 digitos na mantissa e arredon-
damento simétrico, nos seguintes casos:

(a) z =1/6; (b) z=1/3; (c) x = —83784;
(d) = = —83785: (e) = = 83798 (f) z = 0.0013296.

[1.2] Tomaram-se para valores aproximados de

z = 0.3000 x 1073, y = 0.3000 x 10, 2 =0.3000 x 10%,
respectivamente os valores

Z =0.3100 x 1073, 7 = 0.3100 x 10, 7 =0.3100 x 10%.

Determine os respectivos erros absolutos e relativos, bem como as percentagens de erro.
Comente sobre os valores obtidos.

[1.3] Considere os nimeros x = 7 e y = 2199/700.

(a) Obtenha aproximagoes 7 e § de x e y, respectivamente, num sistema de ponto
flutuante com 4 digitos na mantissa e arredondamento simétrico. Obtenha ainda z =

fi(z — 9).
(b) Calcule os erros absolutos e relativos de &, § e Z, bem como as percentagens
de erro. Comente.

(c) Com o objectivo de ilustrar a influéncia nos resultados da precisao utilizada
repita as alineas(a) e (b) usando um sistema de ponto flutuante com 6 digitos na mantissa.

[1.4] Considere os valores
x = 0.100456683, y = 0.0995214437.
Determine o nimero de algarismos significativos que se pode garantir a
T Xy, xr =, T+ vy, -y,

ao efectuar as operagoes num sistema de ponto flutuante FP(10, 7, -38, 38) com arredon-
damento simétrico.

[1.5]* Considere os nimeros x = 7 e y = 333/106.

(a) Obtenha aproximagoes Z e § para x e y, respectivamente, num sistema de ponto
flutuante FP(10, 6, -10, 10) com arredondamento simétrico.

1O asterisco * a seguir ao nimero do exercicio indica “exercicio recomendado”.



(b) Calcule os erros absolutos e relativos de Z e .

(c) Calcule, efectuando as operagoes num sistema FP(10, 6, -10, 10) com arredon-
damento simétrico, valores aproximados das quantidades

T XYy, T+, T +y, T —1y.

(d) Calcule os erros absolutos e relativos as quantidades calculadas na alinea ante-
rior.

(e) Determine o ntimero de algarismos significativos que se pode garantir a cada
um das quantidades calculadas na alinea (c).

(f) Repita as alineas (a) e (b) e a parte respeitante a quantidade = — y das alineas
(c)-(d)-(e) considerando um sistema FP(10, 9, -10, 10) com arredondamento simétrico.

[1.6] Determine o erro absoluto cometido no célculo do determinante da matriz

y 5.7432 7.3315
| 6.5187 8.3215

se utilizar um sistema de ponto flutuante com 6 digitos na mantissa e arredondamento
simétrico.

[1.7] Considere os valores
A=0492, B=0.603, C=-0494, D=-0.602, E=10°

Com a finalidade de calcular
p_AtTB+C+D
— = ,

dois individuos, usando uma maquina com 3 digitos na mantissa e com arredondamento
simétrico, efectuaram esse cdlculo de forma distinta, mas aritmeticamente equivalente.

O individuo X calculou A + B, depois C' + D, somou os valores, e dividiu por F,
obtendo F' = 0.

Por seu turno, individuo Y calculou A+C', depois B+ D, somou os valores, e dividiu
por E, obtendo F' = —100.

Verifique os calculos efectuados pelos dois individuos e comente a disparidade de
resultados obtidos, atendendo a que se usaram processos matematicamente equivalentes.

[1.8] Sendo z e y niimeros positivos considerados num sistema de ponto flutuante decimal

taisque z >y e
0r<1-2 <10

x
mostre que pelo menos p e no maximo ¢ digitos significativos sao perdidos ao efectuar a
diferenga x — y.



[1.9] Considere um sistema de ponto flutuante FP(10, 7, -38, 38) com arredondamento
simétrico. Sendo v = 0.5 x 1075 a unidade de arredondamento do sistema e v = 0.9u
calcule fi(1 + u) e fi(1 4+ v).

[1.10] Considere a fungdo f: R — R, f(z) =1 — cosz, e os seguintes dois algoritmos
para o célculo de z = f(z):

(1) uw=cosz, z=1-—u
(2) w = g, Uy = sin uyq, uz = u3, z = 2us.

(a) Determine para que valores de x o calculo de f(z) conduz a um problema mal
posto.

(b) Determine as expressoes dos erros relativos dos dois algoritmos.

(c) Determine para que valores de x os algoritmos sao numericamente instaveis.

[1.11] Sejam Z,y, Z valores aproximados de z,y, z, respectivamente, com erros relativos
0z, 05, 0z. Determine uma estimativa do erro relativo cometido no calculo de v = zy + 2
num sistema de ponto flutuante com unidade de arredondamento u e usando os valores
aproximados.

[1.12]* Considere a fungio f: R? = R, f(z,y) = 2% —y? e os trés algoritmos seguintes
para o calculo de z = f(x,y):

(1) z=axxx—y XUy,

(2) z=(z+y) x (x—y);

B) z=(r+y) xz—(r+y) xy.

(a) Determine as expressoes dos erros relativos dos trés algoritmos.

(b) Supondo que x e y sdo representados exactamente no sistema de ponto flutu-
ante utilizado, determine para cada algoritmo condigoes para as quais este algoritmo é
numericamente de mais confianca que os outros.

[1.13] Considere o seguinte algoritmo para o calculo de z = ¢(x), ¢ : R" — R):

z = (u), Y RP — R, u = (u1,ug,...,up)
ulz&(a:, Hl]RnHR, 7,:1,2,,]7,
onde 0,0, ...,0,,1 sao p+1 funcoes elementares. Determine a expressao do erro relativo

de Z em termos dos erros relativos das componentes de x e dos erros de arredondamento
no calculo dos valores das fungoes 04, ..., 0,,.



[1.14] Considere o método iterativo a um passo com funcao iteradora g : R — R:
Zni1 = 9(zn), neEN, 2o dado.

Determine o erro relativo de Z,.; expresso em termos do erro relativo do valor inicial Z
e dos erros relativos de arredondamento no calculo dos sucessivos valores da funcao g.

[1.15]* Suponha que pretende calcular a soma de trés ntimeros reais a, b, ¢, S =a+b-+c,
usando os dois seguintes algoritmos:

(1) Sy =(a+b)+c¢ (2) So=a+ (b+c).
(a) Para
a = 0.33678429 x 10, b= —0.33677811 x 107, c=0.23371258 x 1074,

calcule o valor exacto de S.

(b) Para os valores de a, b, ¢ da alinea (a), e supondo que efectua os célculos num
sistema FP(10, 8, -10, 10), com arredondamento simétrico, calcule valores aproximados
de S usando os dois algoritmos indicados.

(c) Determine os erros relativos dos valores obtidos na alinea (b).

(d) Determine a expressao do erro relativo do algoritmo (1) em termos dos erros
relativos das parcelas e dos erros de arredondamento das duas operacoes. Utilize este
resultado para concluir qual a ordem por que deve proceder a soma por forma a minimizar
os efeitos dos erros de arredondamento.

[1.16]* Considere o polinémio definido por
flz) =2 +az® + bz +c
e os dois seguintes algoritmos para o célculo de f(z):

(1) fl(a:) rx(xxz)+ax(rxz)+bxz+c
(2) fo(x) (:zr—l—a ><a:+b)><3:+c.

O algoritmo (2) é designado por algoritmo de Horner.
(a) Paraa=—6.1, b =3.2, ¢ = 1.5, calcule o valor exacto de f(4.71).

(b) Paraa=—6.1, b=3.2, ¢ = 1.5, e supondo que efectua os calculos no sistema
FP(10, 3, -10, 10), com arredondamento simétrico, calcule valores aproximados de f(4.71)
usando os dois algoritmos indicados.

(c) Determine os erros relativos dos valores obtidos na alinea (b).

(d) Determine a expressao do erro relativo do algoritmo de Horner em termos dos
erros relativos de a, b, ¢, x e dos erros de arredondamento das operagoes efectuadas.



[1.17]* Considere a equagao quadratica
2 4 2bx 4 ¢ =0,

com coeficientes b e ¢ reais positivos. Considere os dois seguintes algoritmos para o célculo
das raizes r; e zo da equacao:

(1) &y =—-b— Vb —g¢, Ty = —b+ Vb —¢
(2) z1=—-b— Vb —c, Igzﬁ

T .
(a) Parab = 34.56, ¢ = 1, verifique que as raizes tém os valores z; = —69.105529.. ..

e xo = —0.014470622 . ..

(b) Para b = 34.56, ¢ = 1, e supondo que efectua os calculos num sistema FP(10,
4, -10, 10), com arredondamento simétrico, obtenha valores aproximados para as raizes
usando os algoritmos indicados.

(c) Determine os erros relativos dos valores obtidos na alinea (b).

(d) Determine as expressoes dos erros relativos dos dois algoritmos indicados em
termos dos erros relativos dos coeficientes b, ¢ e dos erros de arredondamento das operagoes
efectuadas. Suponha que a raiz quadrada é uma operacao elementar.

[1.18] Considere o sistema linear

b))

(a) Resolva o sistema pelo método da eliminagao de Gauss.

(b) Suponha que o sistema ¢é resolvido numa calculadora onde os nimeros sao
representados num sistema de ponto flutuante com 6 digitos na mantissa. Que solugao
obteria nesse caso? Compare com a solugao exacta.

(c) Suponha que o sistema é resolvido na mesma méquina, mas usando pesquisa
parcial de pivot. Qual é o resultado nestas condi¢oes? Compare com o resultado da alinea
anterior e comente.

[1.19] Considere o sistema linear

LB

(a) Verifique que este sistema ¢ equivalente ao do exercicio anterior.

(b) Sera que, neste caso, a pesquisa parcial de pivot permite superar os efeitos dos
erros de arredondamento, como acontecia no exercicio anterior? Justifique.



(c) Resolva o sistema, utilizando o método da pesquisa total de pivot. Comente.

[1.20]* Considere o sistema linear

onde A é uma matriz 2 x 2 nao singular de elementos reais e b ¢ um vector de R?, ambos
supostos conhecidos.

(a) Para
A 0.003000  59.14 ; 59.17
| 5201 —6.130 | | 4678 |
verifique que a solucao exacta do sistema é x = 10.00, y = 1.000.

(b) Supondo que efectua os calculos num sistema FP(10, 4, -10, 10), com arre-
dondamento simétrico, determine as solugoes aproximadas do sistema pelo método de
eliminacao de Gauss, sem e com pesquisa parcial de pivot.

(c) Determine os erros relativos das solugdes aproximadas obtidas na alinea (b).

(d) Para A e b com componentes arbitrdrias, sem erros inerentes e com repre-
sentacao exacta no sistema de ponto flutuante utilizado, determine a expressao dos erros
relativos dos valores aproximados , § de x, y, obtidos pelo método de eliminacao de Gauss,
em termos dos erros de arredondamento das operagoes utilizadas.

[1.21] Considere o sistema linear

Xz
Aly | =0,
z
onde
0% 0 1 1
A= 1 10¢ 2 |, b=|3
1 2 -1 2

Representando os nimeros com 6 digitos na mantissa, resolva este sistema pelo método
da eliminacao de Gauss, sem e com pesquisa parcial de pivot. Compare os resultados e
comente.



2. METODOS ITERATIVOS

[2.1] Seja N uma norma num espago vectorial E. Mostre que

[z =ylly = [lzlly = lyllnl, Yo,y ek

1 1
[2.2] Sejam p,q €]1, 0] expoentes conjugados, isto é, tais que — + — = 1.
P q

a) Demonstre a desigualdade de Young,
T Xl
< +Z  vab>o0.
p q

b) Demonstre a desigualdade de Hélder,
>zl < (D lail) (D lwl?) . vayec
i=1 i=1 i=1

c) Mostre que a norma-p

“ 1/p
lally = (Y Je?) ", 1<p<oo,
=1

satisfaz & desigualdade de Minkowski (desigualdade triangular)

lz+yllp < llzlp + Iyl Vo,y e C™

[2.3] Chama-se esfera unitdaria em R"™ segundo a norma-p ao subconjunto
S={z R fal, =1}, 1<p<oo

Represente graficamente no plano R? as esferas unitérias S),.

[2.4]* Sendo z € C" mostre que:

c) — |z z Z||1; d) ||z]e x || 2| oo
e T Z||oo Z||1; x Z||oo z||2.
n b= ! vn 2 2

[2.5]" Sendo a,b € N\ {0,1} determine a ordem de convergéncia das sucessoes com o
seguinte termo geral:



a) u, =1+ —; b) v,=1+—;
n a”
1 1
24 (=1)"

e) w,=1+ T

[2.6] Determinar a solugao do problema de valor inicial:

{ xm+2_$m+1_xm:0> m 2 0,

J]OZC(,’l:]_.

Esta solucao é conhecida como sucessao de Fibonacci. Mostre que

lim Tmil _ 1+\/5.

m—oo Ty, 2

[2.7]* Determinar a solu¢ao do problema de valor inicial:

{ g3 — 8Tpmao + 202,41 — 162, = 0, m >0,

Ty = 1, T = 2, Ty = —4.

[2.8] Determinar a solu¢ao do problema de valor inicial:

13 4
Tmt2 = 3 Tmil = 5 Tm m > 0,

To =0, =0,

onde «, 3 sao nimeros reais.



3. RESOLUCAO DE EQUACOES NAO-LINEARES

[3.1] Para calcular a menor raiz positiva da equagao
22— 101z +1 =0,

considere as formulas

101 — /1012 — 4 2
= y xr = s
2 101 + /1012 — 4

X

e ainda o método iterativo
2
s +1
pr— 0 m p— —m 5 p— O’ 1’ .« e .
Zo s LTm+1 101 m

Use cada um dos referidos métodos e comente a precisao dos resultados obtidos sabendo
que o valor da raiz é 0.0099019608794976148. . .

[3.2] Tente localizar os zeros do polinémio
p(z) = 2* — 42 + 62% — da + 1,

no intervalo [0.975, 1.035] estudando as mudangas de sinal ocorridas em pontos distanci-
ados de 0.001. Nao utilize a simplificagao

p(z) = (x—1)",

que fornece imediatamente a tunica raiz do polinémio.

[3.3]* Considere a equagao
e’ —sinx = 0.

(a) Mostre que a equagao tem uma e uma sé raiz z no intervalo [—3.5, —2.5].

(b) Utilize o método da bissecgao para determinar um valor aproximado da raiz z
com um erro absoluto inferior a 0.05.

(c) Determine o nimero de iteracgbes do método da bisseccao suficientes para ga-
rantir que o erro absoluto do valor aproximado da raiz z seja inferior a 107°.

[3.4] Considere a equagao
sinx —e " =0.

(a) Mostre que esta equagao tem uma raiz z € [0.5,0.7].

(b) Efectue uma iteragdo pelo método da bissecgdo e indique um novo intervalo
que contenha z.

(c) Determine o nimero m de iteragdes do método da bissecgao necessarias para
garantir que |z — z,,| < 1075.
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[3.5]* Considere a equagao
e’ —4r* = 0.

(a) Mostre que a equagao tem apenas trés raizes reais, z; < zo < z3, tais que

21 € [—1,0], 29 € [0, 1], 23 € [4, 5]

(b) Mostre que o método do ponto fixo com funcao iteradora g : R — R,

converge para zq, qualquer que seja a iterada inicial zo € [0, 1].

(c) Determine um valor aproximado da raiz z» pelo método da alinea (b) com um
erro absoluto inferior a 0.01.

(d) Mostre que nao é possivel usar o método da alinea (b) para obter um valor
aproximado da raiz z3, embora z3 seja um ponto fixo de g.

[3.6]* Considere a equagao
e’ —4a® = 0.

para a qual foi verificado na alinea (a) do Exercicio [3.5] que tem apenas trés raizes reais
21 < 29 < Z3.

(a) Mostre que o método do ponto fixo com fungao iteradora g : R\ {0} — R,

g(x) = log(4z?),

converge para z3, qualquer que seja a iterada inicial zo € [4, 5].

(b) Determine um valor aproximado da raiz z3 pelo método da alinea (a) com um
erro absoluto inferior a 0.01.

(c) Mostre que nao é possivel usar o método da alinea (a) para obter valores apro-
ximados das raizes z; e zs.

[3.7] Considere a equagao
flz)=1=-20+2e"=0,

e o seguinte método iterativo:

2+«

g € R, Tmal = T + , m=0,1,...

com a € R\ {—2}.
(a) Mostre que a equacdo tem uma unica raiz real z tal que z € [0, 1].

(b) Mostre que para todo o a € [0, 1] o método iterativo converge para a raiz z,
qualquer que seja xy > 0.
Sugestao: Utilize o teorema do ponto fixo no intervalo [0, max{2, zo}].



11

(c) Determine valores aproximados da raiz z com um erro inferior a 10> usando o
método iterativo com o = 0.4 e a = 0.8. Considere em ambos os casos zg = 2.

(d) Determine o valor de a para o qual a convergéncia do método iterativo para a
raiz z € a mais rapida possivel.

[3.8]* Considere os seguintes métodos iterativos:

12
1) g1 = g1(Tm), m =0, gi(z) =—-16+6zx+ —, x#0;
x
12
(2) Tmy1 = gQ(xm)a m > 07 92($) = 1 —|—l” T 7é _1;
2 1
(3) Tmt1 = 93($m), m > 07 gg(fl?) = gm + P? T 7£ OJ
2
3
@) rr = gul), 20, g =TI

Determine em cada um dos casos:
(a) os pontos fixos de g; para os quais o0 método converge;
(b) a ordem de convergéncia do método;

(c) o factor assimptético de convergéncia.

[3.9]" Considere uma sucessao {z,, }>°_, e outra {y,, }>°_, construida a partir da primeira
pela férmula

2 2
(l‘m-i-l - l‘m)  TmTmy2 — Ty

ym = ,]]m — — )
Tm+2 — Tm41 — (xm—l-l - xm) LTm4+2 — 2J;m—i-l + T

para m > 0.

(a) Pondo z,, = z — e, verifique que y,, se pode escrever na forma

2
EmCm+42 — €y

Ym = 2 — .
" Em42 — 26’rn—&—l +ém

(b) Mostre que se {z,,} converge linearmente para z entado {y,,} converge para z
mais depressa do que {z,}.
Sugestao: Pondo e,,11 = en(K + 6,,), onde 0 < K < 1 e d,, — 0, quando m — oo,
exprima z — y,,, em termos de d,,,d,,+1 e K, e finalmente verifique que

Z = Ym
lim Y

Mm—00 2 — Ty,

=0.

(c) Tomando zg = 6, Tyi1 = g(xm), m >0, 0onde g : R — R, g(x) = 6.28 4 sinz,
e z = 6.01550307297... calcule z,,,2 — x,, para m = 0,1,...,9 € Yn, 2 — Y para
m=0,1,...,7.

Nota. A utilizacao da sucessao {y,,} para acelerar a convergéncia da sucessao {z,,} é
conhecida pelo método A? de Aitken para aceleracao da convergéncia de uma sucessao.
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[3.10] Considere a equagao
372 —e" = 0.

(a) Localize graficamente as raizes da equagao e indique intervalos de comprimento
unitario que as contenham.
(b) Considere a seguintes sucessoes

e¥m

(S1) i1 = n (S2) 2pp1 =In(322).

Mostre que é possivel obter aproximagoes das raizes positivas da equacao usando, para
cada raiz, uma dessas sucessoes. Indique, em cada caso, um intervalo onde podera escolher
a iterada inicial z.

(c) Efectue duas iteragoes usando a sucessao (S1) com xy = 1. Estime o nimero
de algarismos significativos da aproximagao obtida.

(d) Sera possivel usar a sucessdo (S1) para aproximar a maior raiz positiva da
equacao? E poderd usar a sucessao (S2) para aproximar a menor raiz positiva da equag¢ao?

(e) Determine uma funcao iteradora g tal que o método do ponto fixo associado
convirja para a raiz negativa da equagcao.

[3.11] Considere uma sucessao de numeros reais, definida do seguinte modo:

1
To =1, xm“:l—ﬁ, m=20,1,...

onde b é um numero real dado.

(a) Com base no teorema do ponto fixo, mostre que se b > 4 esta sucessao converge
e que todos os seus termos estao compreendidos no intervalo [%, 1] .
(b) Considere b = %TS' Usando a definicao de ponto fixo, calcule z = lim,,_,o Z.,.

(c) Para o mesmo valor de b, mostre que todos os termos da sucessdo pertencem
ao intervalo [4 1} e que se verifica

5
4 1\
|l < — (=), —0,1,...
o | < (4) m

[3.12] Considere a fungao g : R — R,
1
g(z) = 3 In(x? + 1).

(a) Prove que a sucessao definida por 41 = g(z,,), m = 0,1,..., converge para
um numero z € [—1, 1], qualquer que seja o € R. Determine z e a ordem de convergéncia.

(b) Efectue algumas iteragoes, comecando com xy = 5, e calcule os quocientes

|61| |€2| |€3|

(e0)?” (en)*” (e2)?"
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Os resultados parecem estar de acordo com o que provou na alinea (a)?

[3.13] A equagao z®> = a, com a > 0, pode escrever-se sob a forma x = g(z), onde

g(x) = a/z, © # 0. Considere o método do ponto fixo para aproximar a raiz positiva
da equacao. Mostre que o método é divergente qualquer que seja a aproximacao inicial

3707&\/5

[3.14] Considere a fungao g : R — R,
g(x) = 1 (1+e" + 2%
14 '
(a) Sendo {z,,} a sucessdo numérica definida por =, 11 = g(x,), m = 0,1,..,

mostre que esta sucessao tem um limite finito z € [0, 1], qualquer que seja zq € [0, 1].

(b) Verifique que a fun¢do g tem um (unico) ponto fixo no intervalo [2,3]. Podera
usar, para a sua determinagao, o método iterativo baseado na fungao iteradora g?

[3.15] Pretende-se determinar uma raiz da equagao z = g(z), onde g € C'(R), pelo
método do ponto fixo com um erro absoluto inferior a 0.5 x 107*. Suponha que foram

obtidas as iteradas
x4 = 0.43789, x5 = 0.43814.

Sabendo que |¢'(x)| < 0.4, determine o nimero de iteragdes que tem ainda de se efectuar
até atingir a precisao pretendida.

[3.16] Considere os métodos iterativos:

(1) x'm+1:gl($M)7 m:0717"'7 gl(‘r>:1+ar6tg($)7
z(z% +6)

2 it = o), —0,1,..., A

) Tnr = gaan), m pla) = N0

(a) Para cada um dos pontos fixos de ¢g; e de g procure um intervalo em que as
condicoes do teorema do ponto fixo sejam vélidas.

(b) Aproxime os pontos fixos de g; e de g, com um erro inferior a 1075. Determine
a ordem da convergéncia para cada uma das iteragoes?

[3.17] Considere a fungao f: R — R,

— 2 2
f(x) =2In(z"+1) —x +1+91:2'

Aproxime, com um erro inferior a 1074, todas as raizes da equacao f(z) = 0.
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[3.18] Pretende-se determinar um valor x que verifique a equagao
cos(x) = — cos(z + acos(x)).
(a) Mostre que se a # 0 isso ¢é equivalente a encontrar z = g(g(z)), com
g(z) = + acos(z),
e que se a = 1, g tem um tnico ponto fixo no intervalo I = [1,3]. Justifique que para

a = 1 a solugao da equacgao é unica em [ e coincide com o ponto fixo de g.

(b) Considere os valores de (a). Calcule duas itera¢oes pelo método do ponto fixo
aplicado a fungao g comegando com xy = 7/2 e com xy = 1. O que pode concluir? Calcule
o valor exacto do erro |es| com 8 digitos correctos, quando comega com xy = 1. Mostre
que a ordem de convergéncia local é ctibica.

(c) Considere os valores de (a). Comecando com zy = 1, e sendo 2, = g(zm—1),
considere 0s pontos (T, Ym) com x,, = log |z — z,,| € Yy, = log |z — z41|, onde z é o ponto
fixo de g. Quando m — 0o os pontos (&, ¥y, ) irdo aproximar-se de uma recta y = ax + f3.
Determine os valores dos coeficientes « e 3.

[3.19] Mostre que, para a > b > 1, a sucessao

b
To = 1, Tyl = a + —, m=0,1,...
Tm

converge alternadamente para a solucao da equacao z2 — ax — b = 0 que se encontra no
intervalo [a,a + b].
Nota. Esta sucessao define aquilo que se designa por uma frac¢do continua, ou seja,

bo

by
a
1t

T = ag+

no caso particular em que a,, = a, b,, = b.

[3.20] Ao utilizar o método do ponto fixo para determinar uma raiz de uma equagao,
foram obtidos os valores

x3 = —0.914260304, x4 = —0.825329540,
x5 = —0.884002249, xg = —0.847330076.
(a) Sabendo que a fungao iteradora era um polinémio do quarto grau, da forma
p(x) = az* + B2* + v, determine aproximadamente as duas raizes reais da equacao.
(b) Determine os valores possiveis para xs.

(c) Determine uma estimativa para a majoracao do erro absoluto em xs.
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[3.21] Seja g € C([a,b]) uma funcao tal que g(a) =b e g(b) = a.
(a) Mostre que existe pelo menos um ponto fixo de g em [a, b].

(b) Mostre que se g € C*([a,b]) entao a derivada de g toma o valor —1 em algum
ponto desse intervalo. O que pode concluir quanto a contractividade de g nesse intervalo?

[3.22] Considere
fx)=0 & z=g(),

uma equacao em R e sejam z; e 2o duas raizes consecutivas da equacdo (ou seja, nao
existe nenhuma outra raiz entre elas).

(a) Mostre que se g € C'(R) e |¢'(21)| < 1 entao ¢'(z2) > 1.

(b) Suponha que zy € I = [a,b], que |¢'(z)] > 1,V € I, e que I C g(I). Mostre
que o método iterativo r,,41 = g (z,), m =0,1,..., converge para z; qualquer que seja
o € 1.

(c) Seja f € CP(R), tal que a raiz z5 tem multiplicidade p > 1, e seja g tal que
g'(22) > 1. Indique uma fungao iteradora que assegure uma convergéncia local linear para
zy, € uma outra que assegure convergencia quadratica, para cada caso de p.

[3.23] Considere um intervalo I = [a,b] que tem um unico ponto fixo z de uma fungao
g € C(I). Seja ¢'(z) = 1.

(a) Mostre quese 0 < ¢'(x) < 1,Vx € I\{z}, entdo o método do ponto fixo converge
qualquer que seja xg € 1.
Sugestao: Verifique que a sucessao definida pelo método do ponto fixo é estritamente
mondétona e limitada.

(b) Aplique este resultado para mostrar que x,,,1 = sin(z,,) converge para 0,
qualquer que seja zy € R.

[3.24]* Considere o polinémio do 3¢ grau
p(z) = 2° — 92° + 23z — 16.
(a) Mostre que o polindmio tem trés raizes reais, z; < zo < z3, tais que
z € [1.0,1.2], 29 € [2.6,2.8], z3 € [5.0,5.2].

(b) Mostre que o método de Newton com iterada inicial z € [1.0,1.2] converge para
a ralz zj.

(c) Utilize o método de Newton para obter um valor aproximado da raiz z; com um
erro absoluto inferior a 1079.

[3.25]* Considere o polinémio do Exercicio [3.24].



16

(a) Mostre que o método de Newton com iterada inicial zy € [2.6,2.8] converge para
a ralz 2s.

(b) Utilize o método de Newton para obter um valor aproximado da raiz zs com
um erro absoluto inferior a 107°.

[3.26]* Determine, usando o método de Newton, com um erro inferior a 107%, o valor
minimo de a € R tal que
av/T > sinz, Va > 0.

[3.27]* Considere os seguintes métodos para obter um valor aproximado de /¢, onde
c>0epeN, p>2

(1) O método de Newton aplicado a fungao f(z) = 2P — ¢;
(2) O método de Newton aplicado a fungao F(z) = 2f(z), q € R.
(a) Mostre que o método (1) converge para {/c para qualquer valor inicial zg > 0.

(b) Determine o valor de ¢ para o qual o método (2) tem ordem de convergéncia 3.

(c) Mostre que o método (2), com g = Tp’ converge para ¥/c para qualquer valor
inicial z¢ > 0.
(d) Calcule /231 com um erro absoluto inferior a 10~ usando:
(i) o método (1);
(ii) o método (2), com ¢ = —1.

[3.28] Considere o método de Newton para aproximar a raiz z3 € [4,5] da equagao do
Exercicio 3.5.

(a) Prove que estd assegurada a convergéncia do método de Newton, qualquer que
seja a aproximagao inicial xy € [4.1,4.4]. Determine ainda a ordem de convergéncia do
método.

(b) Partindo de xzy = 4.1, calcule ;. Sem efectuar mais iteracoes, determine um
majorante para |2z — Za|.

[3.29] Utilize o método de Newton para aproximar a (tnica) raiz da equagao
23 —cosx —1=0,

no intervalo [1, 2]. Escolha o valor zp = 1 para iterada inicial e calcule as iteradas z; e
xo. Que tipo de convergéncia se tem? Indique uma estimativa para o erro absoluto de zs.

[3.30] Pretende-se determinar, utilizando o método de Newton, a maior das duas raizes
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positivas da equagao
—23 4 14z —1—e" = 0.

(a) Mostre que se x for escolhido no intervalo [2.6, 3] estao asseguradas as condigoes
de convergéncia do método.

(b) Calcule um majorante para o erro da segunda iterada (nao efectue iteragoes).

[3.31] Mostre que a equagao
Inz— (r—2)*=0,

tem duas e s6 duas raizes reais distintas e indique, para cada uma delas, um intervalo
(de comprimento nao superior a 2) que a contenha (sem conter a outra). Se pretendesse
utilizar o método de Newton para calcular a raiz mais pequena, diga, justificando, qual
(ou quais) dos seguintes valores poderia utilizar como aproximagao inicial: zy, = 2.1,
ro = 2.5 ou xg = 1.4. Mostre que para o xg que escolheu estao garantidas as condig¢oes
de convergéncia e efectue uma iteracao.

[3.32] Para calcular a raiz quadrada do nimero a > 0 recorre-se frequentemente ao
método iterativo

1 a
z0 € R, Tmt1 = =(Tm + —), m=0,1,...
2 Tm
(a) Verifique que esta férmula corresponde a utilizagao do método de Newton para
resolver o problema.

(b) Mostre que o erro do método satisfaz a condigao

2

Em

Em+1 = — >
2%,

onde e, = 2 — x,, € 2z ¢ a raiz.

[3.33] Seja f : R — R uma funcao de classe C*. Considere a seguinte modificacao do
método de Newton para a aproximagao dos zeros de f:
()

' (2,)

xo € R, Tl = T — m=20,1,...

onde ®(x) = J{C,(é)). Mostre que o método tem ordem de convergéncia quadratica também
no caso em que os zeros de f sao multiplos.

[3.34] Construa uma tabela com valores de y para os valores de z = 0.0,0.1,0.2, ..., 1.0,
onde y ¢é definido implicitamente em funcao de x pela expressao

3z +2y° — 2+ =3,
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utilizando o método de Newton.

[3.35]* Considere o polinémio do 3¢ grau
p(z) = 2° — 92° + 23z — 16,

para o qual foi verificada no Exercicio [3.24] a existéncia de trés raizes reais, z; < 23 < z3,
tais que
2 € [1.0,1.2], 29 € [2.6,2.8], z3 € [5.0,5.2].

(a) Mostre que o método da secante com iteradas iniciais xg, x; € [5.0,5.2] converge
para a raiz zs.

(b) Utilize o método da secante para obter um valor aproximado da raiz z3 com um
erro absoluto inferior a 1079.

[3.36]* Considere a equagao

22 —cosz—1=0.

(a) Mostre que a equagdo tem uma tnica raiz real, z, tal que z € [1,2].

(b) Mostre que o método da secante com iteradas iniciais g, z; € [1,2] converge
para a raiz z.

(c) Utilize o método da secante para obter um valor aproximado da raiz z com um
erro absoluto inferior a 1079,

[3.37] Considere a fungao
T
f(z) = cos (5) — .

(a) Mostre que o método de Newton converge quadraticamente para o tinico zero
de f, qualquer que seja a iterada em [0.5, 1.5].

(b) Calcule a primeira iterada x; comecando com zy = 1 e justifique que |e;| <
0.025.

(c) Calcule x5 e apresente uma estimativa de erro.

(d) Com base nos valores zy e x; obtido em (b) calcule o pelo método da secante.
Este método também ird convergir?

[3.38] Considere a equagao
f(z) = xztan(z) — 1 =0,

Aplicando o método da secante, obtenha as trés primeiras iteradas para o cdlculo da raiz
situada no intervalo [0.8,0.9]. Determine um majorante do erro do resultado obtido.
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[3.39] Considere a equagao
e’ + 2% —2=0.

(a) Prove que a equag@o tem uma tunica raiz no intervalo 0.5, 1.0[. Por bissecgao
determine um sub-intervalo I daquele intervalo que contenha a raiz.

(b) Escolha duas iteradas iniciais 2o e x; de modo a que se possa aplicar o método
da secante para aproximar a raiz em [ e calcule a iterada seguinte xs.

(c) Indique uma majoracao do erro absoluto da iterada z3 que tenha em conta os
valores encontrados na alinea anterior.

[3.40] Para obter um valor aproximado da raiz ctibica de um ntimero real a, pretende-se
utilizar o método da secante.

(a) Escreva a férmula iteradora do método para um valor de a arbitrario.

(b) Considere o caso de a = 2. Tomando como aproximagoes iniciais zg = 1,21 = 2,
verifique que as condicoes de convergéencia do método estao satisfeitas e efectue iteragoes
até obter uma aproximagao com trés algarismos significativos.

[3.41] Sabendo que h € C*(I) e b/ € C'(I) sao fungoes crescentes, e que h tem uma raiz
no intervalo I = [—1, 1], pretende-se determinar a raiz da equagao

f(x) =2+ h(zx) =0,

usando o método

(xm - xmfl)f(mm)

T+l = Ty — f(xm) — f(fm—l) s

Verifique que f tem uma raiz tnica em [ e que existem valores a, b € I para os quais o
método converge. Que pode dizer relativamente a ordem de convergéncia?

ro=a, x1=02>b, m=1,2,...

[3.42] A equagao
e ¥ —sin(7z) =0,

possui uma unica raiz no intervalo [0.5, 1.0]. Compare as iteradas obtidas pelo método
da bissecgao e pelo método da secante com iteradas iniciais o = 0.5, 21 = 1.0.
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4. RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

[4.1]* Sendo A € M"(C) mostre que:

1 1
(a) 7 [All2 < [[AllL < Vi [l All2; (b) ~llAllee < [[All < 70| Alloc;
1 1
(c) 7 Al < 1All2 < vl Alls; (d) NG [Alloe < [[All2 < V[ Ao
1 1
(e) ~ Al < [lAllo = n Al (f) N IAll2 < |Aflee < VR [lA]2-

[4.2] Mostre que a norma matricial associada a norma da soma em C" tem a forma

1<j<n ©

n
1All: = max > " as],
=1

onde A = [aij] c MN(C)

[4.3]* Mostre que a norma matricial associada a norma do méximo em C" tem a forma

1<i<n 4

n
|Allse = max > " as],
7j=1

onde A = [a;;] € M"(C).

[4.4] Mostre que a norma matricial associada a norma euclidiana em C" tem a forma

[All2 = V7o (A*A),

onde A =M"(C) e A* é a matriz tranposta conjugada de A.

[4.5] Seja A € M"(C). Supondo que sao conhecidos os valores préprios de A, determine:
(a) os valores préprios de A™! (admitindo que A é invertivel);
(b) os valores préprios de A™, m=1,2,..;

(c) os valores préprios de A + ¢, onde ¢ ¢ uma constante.

[4.6] Sendo A € M"(C) uma matriz hermiteana, isto é, uma matriz tal que A* = A,
mostre que || Alls = r,(A).

[4.7] Seja U € M"(C) uma matriz unitéria, isto é, uma matriz tal que UU* = U*U = I.
Mostre que:
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(a) Os valores préprios de U tém médulo um.

(b) (U]l =1 =rs(U).

[4.8] Seja A, B,U € M"(C), U unitaria. Mostre que:
(a) As matrizes A e U*AU tém os mesmos valores préprios.

(b) |Bllz = [UBll2 = |[BU |2

4.9] Considere a norma de Frobenius, definida para qualquer A = [a;;] € M"(C) por
J
" 1/2
|AllF = (Z |aij|2> :
ij=1

Mostre que:
(a) se A, B € M"(C) entao

IAB|[r < [|All£ 1Bl ;
(b) se A, B € M"(C) entao
[AB|[r < min{[[All2[| Bl|# + [[All ¢ [| Bll2};
(c) se Ae M*(C) e x € C" entao
[Azlla < [|A[lp[l2]l2;

(d) se A e M"(C) entao
IAll2 < [|AllF;

(e) se A e M"*(C) entao
[All2 = [UA]lr = [[All 3

(f) se A e M"(C) ¢ hermitiana entao

[AllF =

onde \;, 1 =1,...,n, sao os valores préprios de A;
(g) se A e M"(C) é hermitiana entao
1
— || A|lr < ||A]l2 < |AllF.
\/ﬁ” Ir < [[All2 < [|Allr

[4.10] Seja M uma norma matricial associada a uma certa norma vectorial V. Mostre
que:
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(a) ||[I|lar =1, onde I é a matriz identidade;

(b) se A é invertivel, entao

1
Ay > —.
470 >

[4.11] Mostre que a norma de Frobenius nao estd associada a nenhuma norma vectorial.

[4.12] Seja Q € M"(C) uma matriz nao singular.
(a) Mostre que a fungao V : C" — R, V(z) = ||Q '2||w, define uma norma no

espago vectorial C™.

(b) Verifique que a norma matricial M associada a norma V' da alinea (a) tem a
seguinte expressao:

1Al = 1Q7" AQllw

[4.13] Seja A € M*(C) uma matriz tal que ||A|| < 1 para alguma norma matricial
associada a uma norma vectorial em C". Prove que a matriz I — A é nao singular e que

1
17 =A™ < —r-
1—[[A]
[4.14]* Considere a matriz
5o 7 3
A= |7 11 2
3 2 6

(a) Determine a matriz inversa de A usando o método de eliminagao de Gauss com
pesquisa parcial de pivot.

(b) Determine os valores préprios de A usando o método de Newton para calcular
as raizes do polinémio caracteristico de A.

(c) Determine os nimeros de condi¢do da matriz A relativos as normas || - ||,, p =
1,2, 0.

[4.15]* Considere a matriz

A:{a—{—l @ ], a> 1.
o a—1
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(a) Mostre que os valores préprios da matriz A e os correspondentes vectores
préprios sao

1 _B=1
)\1:Oé+ﬁ, U1_[6_1]’ )\2:a_ﬁ7 u2_[ 1a ]7

(e}

onde = +va?+ 1.
(b) Determine cond,(A), p=1,2,00.
(c) Determine as solugoes dos sistemas lineares
Az =, Az =,
onde b = A\juyq, b=0b+ cuy, € € R, e verifique a validade da desigualdade

[ = #f|oo

[£41P8

< condy(A) ]

(d) Determine as solugoes dos sistemas lineares
Ax =b, AT =0,

onde b= Mui, b=0b+cus, €€R, e verifique a validade da desigualdade

|2 = Zlloo b — blloc
————— < conde(A) ———.
2]l oo 16]]oc
[4.16]* Considere a matriz A € M"(R) da forma
B /B a DT DT a T
o 1 0 --- 0
A= e az0, BF#0
. .10
0 -+ - 0 1|

(a) Determine a matriz inversa de A.
(b) Determine cond; (A), conds(A) e cond.(A).

(c) Considere os sistemas lineares
Ax =b, Az =1,

onde A é tomada com v = 8 =1, b € R” é tal que ||bl|oc = 1, b difere de b a menos de
1072 em cada uma das componentes e A é obtida a partir de A por adicdo de 1072™
aos seus elementos; m é tal que n10™™ = u < 1. Apresente uma estimativa para o erro
relativo da solucao & em relacao a solucao .
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[4.17] Considere a matriz
1 0
A= [ 0 106 }
e o sistema Az = b, com b= [1 107%]7, que tem por solugao exacta z = [1 1],
(a) Determine cond,(A).
(b) Considere o sistema A% = b, onde b = [1 4+ ¢ 1075]”. Obtenha
1o — bl
[161]oc

||I _fiHoo

(5410

(c) Considere ainda o sistema AZ = b, onde b = [1 2 x 107%]T. Obtenha

Hb_ BHOO
||5x||oo -
101l 2]

2 — 7l

19500 =

[4.18] Considere a matriz

0.00005 1
=[]

(a) Determine cond;(A).

(b) Ao resolver um sistema Ax = b com a matriz A, sabendo-se que o segundo
membro é afectado por um erro cuja norma, em termos relativos, satisfaz |01 < ¢,
determine um majorante da norma correspondente do erro relativo da solugao, ||0.||;-

[4.19] Considere a matriz

1 0 a
A= 0 10
—a 0 1
(a) Verifique que
1
0 @
1+a? 1+a?
Al = 0 1 0
a 1

1+a? 0 1+a?
(b) Calcule cond(A) e cond;(A).

(c) Para que valores de a € R hd mau condicionamento da matriz? E se considerar
acC?

[4.20] Considere a matriz

o

e}
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onde a € R. Suponha que ao resolver o sistema Az = b, com um certo valor de a, obteve
a solugao = (1,1, 1). Supondo que o valor de a estd afectado de um certo erro, de valor
absoluto nao superior a e, determine um majorante de ||Az||,, onde Az é a diferenga
entre a solucao obtida e a que se obteria se fosse conhecido o valor exacto de a.

[4.21] Considere um sistema Ar = b em que o segundo membro é dado com um erro
relativo ||0y]|; < 0.1. Sabendo que a matriz é simétrica e que [|[Alloo < 7, [|[A7Y1 < 1,
determine um majorante para ||d,co-

[4.22] Seja A € M"(R) uma matriz com a forma

1 -1 ... ... =1

o 1 -1 ... -1
A=

0 0 1 -1

0 0 1

(a) Calcule A~1.
(b) Determine cond;(A) e cond,(A).
(c) Sejam by e by dois vectores de R™ tais que

161 — b2 oo
1161 ]|

Sendo 1 e x5 as solugoes dos sistemas Ax = by e Az = by, respectivamente, determine
um majorante de

< 107°.

|21 = 2|
11l
no caso de n = 20. Comente.
[4.23] (a) Sendo A, X € M"(R), A néo singular, e || - || uma norma matricial associada a

uma certa norma vectorial em R™, mostre que
1T — XA|| < cond(A)||I — AX].
(b) Considere a matriz

1 2 3
A=|4 5 6
7 8 89999

e a seguinte aproximacao para a matriz inversa A~!

—10067.2  20099.9 —9952.58
X =1 20132.3 —40198.9 19905.2
—10065.5 20099.3 —9952.58
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Calcule I — AX e I — X A. Obtenha uma estimativa para cond;(A).

[4.24]* Considere o sistema linear Az = b, onde A € M"(R) é uma matriz triangular,
superior ou inferior, nao singular. Mostre que quer o método de Jacobi quer o método de
Gauss-Seidel, com condicao inicial arbitraria, permitem obter a solugao exacta do sistema
num numero finito de iteradas e determine quantas.

[4.25] Considere o sistema linear
7 —6 I 3
8 9 ||a| | -4l
Compare as dez primeiras iteradas dos métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel, partindo da

aproximacao inicial #(*) = [0 0]7

[4.26] Considere o sistema linear

0.81321 0.68654 0.74988

0.96326 0.81321] [x1] [0.88824]

T2

Aplique o método de Gauss-Seidel a este sistema partindo da aproximacéo inicial (¥ =
[0.33116 0.70000]7.

[4.27] A matriz A € M™"(R) diz-se uma matriz de diagonal estritamente dominante por
linhas (MDEDL) se

|aii|>2|aij|, Vie{l,...,n}.
7
Mostre que uma MDEDL é nao-singular.

[4.28] Considere a matriz

3 0 14 coséb
A= 0 4 0
-3 0 10

(a) Mostre que os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem para a solugao do
sistema Az = b (com b € R? qualquer), dado 2 =[0 — 212 10°]”.

(b) Estabeleca uma estimativa de erro para o método de Jacobi, efectuando a

primeira iteracdo com z(® = [10° 105 0]7.
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(c) Ao fim de quantas iteragoes n é possivel garantir um erro ||e,|/o < 1076 ?

[4.29]* Considere o sistema linear Az = b, onde

1 10 5 22
A=|1 -3 —10 |, b= | —21
10 1 5 31

(a) Por reordenacao das linhas obtenha um sistema A’z = b’ para o qual os métodos
de Jacobi e Gauss-Seidel sejam convergentes para a sua solucao para qualquer condicao
inicial. Justifique.

(b) Determine um valor aproximado da solugao do sistema A’z = &' com um erro
absoluto inferior a 0.1 pelo método de Jacobi com condigdo inicial #(® = [1 1 1]T.

(c) Determine um valor aproximado da solugdo do sistema A’z = b’ com um erro
absoluto inferior a 0.1 pelo método de Gauss-Seidel com condicdo inicial +® = [1 1 1]T.

[4.30] Considere o sistema de equagoes lineares

1 10 1 71 12
1 1 10 zo | = | 12
0 1 1 T3 12

(a) Reordene as linhas de modo a que matriz do novo sistema tenha a diagonal
estritamente dominante.

(b) Aplique o método de Jacobi ao novo sistema e efectue 4 iteragoes. Calcule um
majorante para o erro na 4¢ iterada. Considere (¥ = [-4 —4 —4]7.

(c) Aplique o método de Gauss-Seidel até que ||z*) — 2*=D| < 1072, Conclua
sobre o erro da iterada z(®.

[4.31] Considere o sistema

1 10 8 1 28
2 =7 —-10 Ty | = | —23
10 2 6 T3 34

(a) E possivel reordenar as linhas do sistema de modo que os métodos de Jacobi e
Gauss-Seidel sejam convergentes? Justifique.

(b) Escreva o sistema na forma iterativa e determine 4 iteradas do método de
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Gauss-Seidel com @ =[1 1 1]T.

[4.32] Considere o sistema linear Az = b, onde

0723 1
5130 2

A= . b=
1115 —1
01383 0

Verifique que este sistema pode ser resolvido por um processo iterativo da forma
25 = B 4 ¢ k=0,1,...

Identifique a matriz B e o vector ¢. Se (® = [0 0 0 0]7 estime a norma do erro de z*).
[4.33] Considere o sistema linear Ax = b , com
aip a2 b
Y b = Y
a21 A2 ba

(a) Mostre que os métodos iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem para
(12021

A:

onde 11922 — Q12421 % 0.

ualquer aproximacao inicial QZ(O) se e sO se < 1, onde p = .
)
11022

(b) Supondo que para ambos os métodos a convergéncia estd garantida calcule o
limite
(e @Iy
ﬂ&QMWO |

(c) Nas condigoes da alinea (b), partindo de uma aproximagao inicial arbitraria
2 quantas iteracdes é necessario efectuar (utilizando cada um dos métodos) para obter
uma aproximacio z®) tal que [e®| < ¢ ?

(d) No caso do método de Jacobi, mostre que se a matriz do sistema tiver a diagonal

estritamente dominante por linhas, se verifica

[ — ]l < Tl — 2]
—

onde z é a solucao do sistema, z*) é a k-ésima iterada e o = max (%, ;am:).
aii| |G22

(e) Considere o sistema
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Efectue a primeira iteracido do método de Jacobi, partindo da aproximacao inicial (¥ =
[2 1]7. Com base na alinea (d) determine um majorante do erro do resultado obtido.

[4.34] Considere as matrizes da forma

a —0 «
A=10 =0 —a |,
=8 «

onde 0 < ( < a.
(a) Mostre que, qualquer que seja a iterada inicial, o método de Jacobi converge e
o de Gauss-Seidel nao converge para a solu¢ao de um sistema Ax = b.

(b) Considere 3 =1,a=2,eb=1[0 0 0]T. A solugao tinica do sistema Az = b
serd z = [0 0 0]7.

(i) Mostre que se comecar com z(® = [0 2 1]7 ou outro vector qualquer, ao
fim de trés iteragoes obtemos a solugao exacta pelo método de Jacobi. (Verifique que o
raio espectral da matriz C' associada ao método de Jacobi é 0).

(ii) Mostre que se comecar com x(® = [1 2 1], aplicando o método de
Gauss-Seidel, obtém 3 = 2 = [0 2 1]7. Verifique que esse vector é um vector préprio
associado ao valor préprio 1 da matriz C' (do método de Gauss-Seidel) e néo é solucao do
sistema.

[4.35] Pretende-se determinar a solucao do sistema

[ o 1 1 1 ][ = [ o ]
1 2n 1 1 T on—1
1 1 on 1 T 1 22

11 12| | o, 2 |

(a) Mostre que os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem para a solugao do

sistema.

(b) Estabelega uma estimativa de erro para o método de Jacobi, assumindo que

e =[-1 2" 0

07

(c) Comente quanto a rapidez de convergéncia quando n — 0.

[4.36]" Considere a matriz

4 «Q
A=1| 3 1
a 2
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onde o € R.
(a) Determine os valores de « para os quais a matriz A é definida positiva.

Nota. Uma matriz simétrica A € M"(R) diz-se definida positivase e s6 se 27 Az > 0, Vz €
R™\ {0}. Uma matriz ¢ definida positiva se e s6 se sdo positivos os determinantes de todos
os menores principais de A; chama-se menor principal de A a submatriz de dimensao k
de A cujos elementos sao os elementos das primeiras k linhas e k£ colunas de A, com
k=1,2,...,n.

(b) Determine os valores de « para os quais a matriz 2D — A, onde D é uma matriz
diagonal com a mesma diagonal principal que A, é definida positiva.

(c) Determine os valores de « para os quais o método de Gauss-Seidel converge para
a solucao do sistema Az = b, Vb e R?, vz e R3.

(d) Determine os valores de « para os quais o método de Jacobi converge para a
solucao do sistema Az = b, Vb e R3 vz e R3.

[4.37]* Considere o sistema linear Ax = b, onde

4 3 1 1
A=1|3 4 1], b= |0 |,
1 1 2 0

para o qual foi verificado no Exercicio [4.36] que o método de Gauss-Seidel converge para a
sua solugao para qualquer condigao inicial enquanto que o método de Jacobi nao converge
para todas as condigoes iniciais. Mostre que o método de Jacobi converge para a solugao
do sistema Ax = b se e s6 se as condigOes iniciais pertencerem ao plano

T 1

[4.38] Considere o sistema linear

1 0 1 1 2
-1 1 0
1 2 -3 T3

8

N
I

(a)

(e}

(a) Prove que o método de Jacobi converge para a solugdo exacta deste sistema,
qualquer que seja a aproximacao inicial.

(b) Mostre que, caso utilizar o método de Gauss-Seidel, a convergéncia depende
da aproximacao inicial. Indique uma aproximagao inicial (diferente da solugao exacta)
para a qual o método é convergente e uma aproximacao inicial para a qual o método é
divergente.

[4.39] Seja A € M"(R) uma matriz simétrica e definida positiva.
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(a) Mostre que o método de Gauss-Seidel converge para a solugdo do sistema
Az = b, qualquer que seja (¥ € R".

(b) Mostre que se, além de A € M™(R) ser simétrica e definida positiva, também
a matriz 2D — A, onde D = diag(ayy, ass, .. ., an,) é definida positiva, entdo o método de
Jacobi converge para a solucao do sistema Az = b, qualquer que seja (9 € R”.

[4.40]* Considere o sistema linear Ax = b, onde

1 —a

—a 1 ’

0 < a <1, ebéum vector arbitrario. Estude a convergéncia do método de Gauss-

Seidel modificado com parametro w > 0 para a solu¢ao do sistema Ax = b para qualquer
condi¢ao inicial para todos os valores de a e w.

A:

[4.41] Considere o sistema linear Ax = b, onde A é a matriz

0 3 1
A=|2 —-10 3 |,
1 3 10

e b é um vector arbitrario. Determine os valores do parametro w € R™ para os quais o
método de Jacobi modificado converge para a solugao do sistema Az = b para qualquer
condicao inicial e o valor wypy para o qual o método converge mais rapidamente.

[4.42] (a) Mostre que a condi¢ao w € (0, 2) é necessaria para que o método das relaxagoes
sucessivas convirja para a solucao do sistema Az = b.

(b) Prove que, se A € M"(R) for simétrica e definida positiva, entao a condigao
w € (0,2) é suficiente.

[4.43]* Seja A € M*(R) uma matriz tal que os seus valores préprios sao complexos:
)\1,2 = q £ ib.

Considere o seguinte método iterativo para a resolucao numérica de um sistema linear
Ax = b, conhecido por método da iteracao simples:

20+ = o) _ y(Ax® —p), kE=0,1,..., ) e R?,

onde w é um parametro real. Determine:

(a) o intervalo de valores de w, para os quais estd garantida a convergéncia do
método;
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(b) o valor wey, para o qual se obtém, em principio, a maior rapidez de convergéncia,
e o valor correspondente do raio espectral da matriz iteradora do método C'(w) = I —wA.

[4.44] Considere o sistema linear Az = b, com

0

S
I
o o = = w

11
5 0
0 5
0 1
0 0

= Ot = O O

5
0 0
0, b= | 2
1 1
5 0

(a) Sabendo que os valores préprios de A satisfazem \; € [5 — /3,5 + /3],i =
1,...,5, determine os valores de w para os quais o método iterativo

20D = o0 (A ® _ gy k=0,1,...

converge para = qualquer que seja a aproximacao inicial z(©).

(b) Seja w = 0.2. Partindo de (¥ =[1 0 0 0 0]7, calcule as trés primeiras
iteradas pelo método da alinea a). Estime o erro da iterada 2® na norma || - ||«.

[4.45] Considere o sistema linear Ax = b com

2 w 0 1
A=11 2 2w |, b=1|0 1,
01 2 1

onde w € R.

(a) Mostre que tanto o método iterativo de Jacobi como o de Gauss-Seidel conver-
gem para a solucao deste sistema, qualquer que seja a aproximacao inicial (¥ € R3, se e
s6 se |w| < %. Prove também que o método de Gauss-Seidel converge mais rapidamente,
desde que w # 0. Como é que os dois métodos convergem quando w = 07

(b) Seja w = % ex® =0 0 0]”. Calcule as trés primeiras iteradas pelo método

de Gauss-Seidel. Obtenha uma estimativa para o erro ||z — 20| .

(c) Determine os valores de w para os quais a matriz A é definida positiva.

[4.46] Seja A € M"(R) uma matriz ndo-singular e seja C' € M"(R) uma aproximagcao de
A=Y Considere o seguinte método iterativo para a resolucao numérica do sistema linear
Ax = b, conhecido por método de correccao residual:

2D = k) 1 Oy k), k=0,1,...
T(k):b—Al'(k), k:()?l?

z©® e R".
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(a) Mostre que se ||I — CA|| < 1, entao o método converge para = qualquer que
seja 20 € R™.

(b) Seja A(e) = Ay + B, com

2 10 0 1 1
Ao=|121|, B=|-1 0 1],
01 2 -1 -1 0

onde 0 < € < 1. Aproxime a solugio do sistema A(e)z =b, comb=[111]T ee =10"*
pelo método de correccao residual com um erro inferior a 107°. Tome C' = A;*, isto 6,

1
4
1 =

3 _1
4 2

C=1| -

NI
N |

L _1 3
4 T2 1
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5. RESOLUCAO DE SISTEMAS NAO-LINEARES

[5.1]* Considere o sistema de equagoes nao-lineares

{ Sri — 22 =0

4re —sinzy —cosxe =0

(a) Mostre que o sistema tem apenas duas solucoes em RZ.

(b) Calcule valores aproximados das duas solugoes usando em cada caso quatro
iteradas do método do ponto fixo com a funcao iteradora apropriada.

(c) Obtenha uma estimativa do erro das duas aproximacgoes obtidas na alinea (b)
usando a norma do maximo.

[5.2] Considere o sistema de equagdes nao-lineares

05

T (21 + 29)?
05

2T + (21 — 22)?

(a) Mostre que o sistema tem uma tnica solugiao z em R2.

(b) Obtenha um valor aproximado ¥ para a solucdo usando quatro iteradas do
método do ponto fixo. Apresente uma estimativa do erro ||z — 2 || .

[5.3] Considere o sistema de equagdes nao-lineares

1 — % cos (1) =0
1—$2+|l‘1—1| =0
(a) Mostre que o sistema tem uma e uma sé6 solucao z € [0, 1] x [1,2].

(b) Determine uma aproximagao da solugao pelo método do ponto fixo cujo erro
absoluto seja inferior a 0.05.

[5.4] Considere o sistema de equagdes nao-lineares

T = f (1’1 + ZEQ)

o = g (21 + 22)
em que as fungoes f e g verificam |f'(t)| < «, |¢'(t)| < B, para qualquer ¢ € R e em que
fR) € [a,0], g(R) C [a,b].

(a) Mostre que existe uma tnica solugao do sistema em R? se a + 3 < 1, que essa
solucdo se encontra em [a,b] X [a,b], e que 0 método do ponto fixo converge, quaisquer
que sejam os valores iniciais em R.
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(b) Reduza o sistema anterior a resolu¢do de duas equagoes em R, e mostre o
mesmo resultado que em a).

(c) Concretize os resultados anteriores para o sistema
T = %cos (71 + 29) — cos? (% (x1 + atg))
Ty = sin (% (x1 + xg)) + }lsin2 (x1 + x2)

(d) Comegando com (0,0), determine uma iterada pelo método de Newton em R?
para a aproximacao da solucao do sistema anterior.

[5.5]* Considere o sistema de equagoes nao-lineares

201+ a9+ ccosx3 =0
T, + 3x9 + 3ex123 =0

ex? + 19+ 323 =0
onde € é um parametro real.

L N :
(a) Mostre que para 3 <e< 3 o sistema tem uma solugao tnica z no conjunto

1

1
(b) Para e = 7 obtenha um valor aproximado da solucao z pelo método do ponto

fixo com condigdo inicial (%) = 0 com um erro inferior a 0.1 (usando a norma do maximo).

1
(c) Para e = 7 determine quantas iteradas do método do ponto fixo com condicao

inicial (%) = 0 seriam necessarias para garantir um erro da solucao inferior a 1075 (usando
a norma do maximo).

[5.6] Considere o sistema de equagoes nao-lineares

—3z1+ 25+ 23 =0
23 —3ze+25=0

2423 —323—-1=0

(a) Mostre que o sistema tem uma solucdo tnica z no conjunto
N 1
D= xGR:HxHOOgg .

(b) Obtenha um valor aproximado () para a solucdo do sistema usando duas
iteradas do método do ponto fixo partindo da condicao inicial (9 = [0 00]7. Apresente
uma estimativa do erro ||z — 2 || .
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(c) Obtenha um valor aproximado @ para a solucdo do sistema usando duas ite-
radas do método da Newton generalizado partindo da aproximagao inicial #(® = [1 1 0]7.
Apresente uma estimativa do erro ||z — 7?|s.

Nota. Utilize o método de eliminacdo de Gauss para resolver os sistemas lineares que ocorrem
na aplicacao do método de Newton generalizado.

[5.7] Considere o sistema de equagoes nao-lineares

2x1 — cos (z1 + x2) =2
3xe —sin (x; + x9) =6

(a) Mostre que o sistema tem uma soluc¢do tnica z no conjunto

po[L3],[57]
2°2 33

e que esta é também a tnica raiz do sistema em R2.

(b) Obtenha um valor aproximado #? para a solugo tinica z do sistema usando
duas iteradas do método do ponto fixo partindo da condicio inicial (% = [1 2]T. Apre-
sente uma estimativa do erro ||z — z®|;.

(c) Obtenha um valor aproximado # para a solucdo tnica z do sistema usando

duas iteradas do método de Newton generalizado partindo da condicdo inicial 7 = [1 2]T.
Apresente uma estimativa do erro ||z — 2?|;.

Nota. Utilize o método de eliminacdo de Gauss para resolver o sistema linear que ocorre na
aplicacao do método de Newton generalizado.

[5.8] Considere um sistema de equagoes escrito na forma F(z) = 0, e seja Jp(x) a matriz
jacobiana de F' calculada em .

(a) Mostre que se existir um w € R tal que ||/ +wJp(2)|| < L <1, Vx € R", entao
o sistema possui uma unica solugao em R”.

(b) Conclua que o sistema
Az + 29 +sin (x3) = 1
x1 + 4wy + cos (z3) =1
sin (x1) + cos (z3) + 4xz = 1

ni 5 3 1 ; 11 _33 _33
tem uma Unica solugao em R”, que estd no conjunto [ 1 2} X [ 3 8} X [ 3 8].

(c) Determine uma aproximagado dessa solugdo calculando duas iteragoes pelo
método de Newton, comecando com a iterada inicial z(® = 0.

[5.9]* Considere o sistema de equagoes nao-lineares
201 + x93+ 1) —10=0
32y + 22 — 8 =0
3z +22—-9=0
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(a) Determine o valor aproximado de uma das solugoes do sistema usando duas
iteradas do método de Newton generalizado com aproximacao inicial 2 = [a 3 1]7T,
onde «, 3 sao numeros reais arbitrarios.

(b) Determine o valor aproximado de outra das solugoes do sistema usando duas
iteradas do método de Newton generalizado com aproximacao inicial (¥ = [-4 —4 —4]T.

(c) Verifique analiticamente que o sistema tem trés e s6 trés solucoes em R3.

[5.10] Pretende-se resolver pelo método de Newton o sistema de equagdes nao-lineares

et —3=0
3rs +4x3 =3
222 4+ 21y + 223 =1

(a) Tomando como aproximacdo inicial #(?) = [0 1 2]7, ao efectuar uma iteracio
pelo método de Newton, somos conduzidos a resolver um certo sistema de equacoes line-
ares. Qual?

(b) Resolva o sistema de equagdes lineares obtido na alinea anterior, utilizando o
método de Gauss-Seidel, considerando como aproximagao inicial o vector nulo e efectuando
duas iteracoes.

[5.11] Considere o seguinte sistema de equagdes nao-lineares:

x?+5x2—2x3:()

xT

e —r2=1

—xt + Ty + a3 =1t

onde p ¢ um numero real conhecido, préximo de 0. Para aproximar uma solugao deste
sistema pretende-se utilizar o método de Newton. Tomando como aproximagao inicial
o vector () = [¢ 0 0], onde ¢ é um certo niimero real, para obter a aproximacio z(!)
somos levados a resolver um sistema linear com a matriz

3¢2 5 =2
A= 0O 1 0
—2¢c 1 1

(a) Mostre como se obteve esta matriz e calcule o segundo membro do sistema.

(b) Mostre que a matriz A pode ser escrita na forma A = LU, onde L é uma matriz
triangular inferior com diagonal principal unitaria e U é uma matriz triangular superior.
Utilize este resultado para concluir para que valores de ¢ o sistema linear considerado tem
solugao unica.

(c) No caso de ¢ = 1, utilize o resultado A = LU para resolver o sistema linear e
calcule (M) (primeira iterada do método de Newton).
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(d) No caso de se aplicar o método de Jacobi para resolver o sistema linear, diga
para que valores de ¢ esta garantida a condigao necessaria e suficiente de convergéencia do
método.

[5.12]* Considere o sistema de equagoes nao-lineares

34 may =9
3r3ry — 15 =4
(a) Determine o valor aproximado de uma das solugoes do sistema usando duas
iteradas do método de Newton generalizado com aproximacio inicial z(*) = [1.35 1.75]7.

(b) Obtenha uma estimativa do erro da solugao aproximada obtida na alinea anterior
(usando a norma do méximo).

(c) Investigue a existéncia de outras solugoes do sistema usando o método de Newton
generalizado com diferentes aproximagoes iniciais.
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6. INTERPOLACAO POLINOMIAL

[6.1] Considere a matriz de Vandermonde

1 o ... xf ]
1z ... 2}
V =
L 1 =z, Ty
Mostre que
detV = H (xj — ;).
0<i<j<n
[6.2] Sejam x1, z, . . ., xps valores reais distintos e f1, fa, ..., far 0s correspondentes valores

de uma funcao f nesses pontos. Prove que existe uma tunica funcao Fj; da forma

M

Fuy(x) = Z c;e’”

j=1

para a qual se tem Fy(x;) = f;,i=1,2,..., M.

[6.3] Sejam g, x1, ..., z, pontos distintos de [a,b] C R e sejam ly, [y, ..., I, os polinémios
de Lagrange construidos nesses pontos. Mostre que

Zw}"lj(x):mm, m=0,1,...,n]
=0

[6.4] Considere a fungao
gl@) = lix) -1,
i=0

onde ly, [y, ..., 1, sao os polindmios de Lagrange de grau n associados aos nés xg, 1, ..., Ty.
Prove que:

(a) g é um polinémio de grau < n.

(b) g(z;) =0, i=0,1,....,n.

(c) g(z) =0, para todo o z.

[6.5] Seja f um polinémio de grau m e sejam x, zg, x1, . . ., T,, n + 2 pontos distintos em
[a, b]. Deduza que

p;knfnfl(‘r)u n<m-—1
flzo, 1, .. xn, 2] = < am, n=m-—1
0, n>m-—1
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onde p;, ., designa um polinémio de grau m —n — 1 e a,, é o coeficiente do termo em
x™ de f.
[6.6] Na tabela seguinte sao apresentados valores de uma fungao f € C?(]0, +o0[):

z | 08 10 16
f(z) ]| 1.890 2.000 3.185

(a) Obtenha o polinémio p, que interpola f nos trés pontos tabelados, usando a
formula de Lagrange.

(b) O mesmo que na alinea (b), mas usando a férmula de Newton.

(c) Calcule py(1.3) e obtenha um majorante do erro f(1.3) — p2(1.3), sabendo que
f(x) — 1/x é um polinémio de grau nao superior a 2.
[6.7] Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f:

z |-1 1 4
J@)| 2 —2 -8

Supondo que f é um polinémio e que
f[-1,1,2] =4, fl-1,1,2,4,2] =3, VexeR\{-1,1,2,4},

determine a forma de f(z).

[6.8] Considere a seguinte tabela de valores da fungao f(z) = log,, x:

x| 20 2.5 3.0
logyox; | 0.30103 0.39794 0.47712

(a) Usando a férmula de Newton e todos os pontos da tabela, calcular uma apro-
ximagao de f(2.4).

(b) Determine um majorante do erro absoluto cometido ao aproximar f(z), pelo
método utilizado na alinea anterior, quando x € [2,3]. Compare com o erro do resultado
obtido para x = 2.4.

[6.9] Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f:

z; | 02 034 04 052 06 0.72
fi 1016 022 027 029 032 0.37

(a) Obtenha f(0.47) usando um polinémio de grau 2.

(b) Admitindo que f € C3([0,1]) e que max,ep1 |/ (z)| = M, calcule um majo-
rante do erro do resultado obtido na alinea anterior.
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[6.10] Seja f uma fungao que nos nés {—1, 1,3} tem como polinémio interpolador
pa(x) =3 — 20 + 622

(a) Sabendo que f[—1,1,2] = 4, calcule o polinémio ps que interpola f nos nds
anteriores e também em x3 = 2.

(b) Sabendo ainda que f(")(x) = 78, para todo z € R, determine a expressio
analitica de f.

[6.11] Seja f € C3[0, 1] uma funcao real.

(a) Mostre que existe um e um sé polinémio p de grau < 2 tal que

p(0) = f(0),  p(1)=f(1), /Op(x)dx:/o f(z)dz.

(b) Supondo que |f"(z)| < M, Yz € [0, 1], mostre que
M
a

max |f (@) = pl@)] <

[6.12] Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f:

il

(a) Usando a férmula de Newton com diferengas divididas, construa o polindémio
interpolador de f de grau menor ou igual a 3.

-1 0
1 1

DO N

1
1

(b) Sabendo que f"”(z) = 4x—1, utilize a alinea anterior para determinar a expressao
exacta de f.

[6.13] Considere a seguinte tabela de valores de uma funcao f,

-2 0 2 4
-17 5 -5 ¢

ey

que se sabe ser um polinémio da forma

f(z) = 2* + ap2® + ayv + 5,
com aq, as reais. Que relagao existe entre o polinémio interpolador de f nos 3 primeiros
pontos e a fungao f? Determine o valor de f(4).
[6.14]* Considere a seguinte tabela de valores de uma funcao f: R — R:

7 ;10 12
fla;) | 10 1 16
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(a) Determine o polinémio interpolador de f, p3, nos pontos da tabela pela féormula
de Lagrange.

(b) Determine o polinédmio interpolador de f, ps, nos pontos da tabela pela féormula
de Newton as diferencas divididas.

(c) Mostre que

—2)(z* = 1) = 1.
ax |o(z —2)(a* —1)|

Sugestdo: Introduza a mudanca de varidvel ©z = 60 + % .

(d) Sabendo que |f®(z)| < 25, Vx € [1,2], obtenha um majorante para o erro

es(x) = f(x) = ps(2),
vélido para todos os valores de = € [—1,2].

(e) Sabendo que f[1,2,3] = 25 determine o polinémio interpolador de f, py, nos
pontos —1,0,1,2, 3.

(f) Sabendo que f é um polinémio de grau 5 com quinta derivada positiva utilize
toda a informagao disponivel para obter a sua forma.

[6.15] Considere a # 0 e uma func¢do g para a qual,

9(0)=a,  g(9(0)) =2a,  g(g(g(0))) =0.

(a) Determine o polinémio interpolador de g no conjunto de nés {0, a, 2a}.

(b) Considere b de forma a que g tenha um ponto fixo em 2a. Mostre que numa
vizinhanga desse ponto fixo o polinémio interpolador p, é contractivo. Determine o outro
ponto fixo de py e verifique que num intervalo que inclua esse ponto o polinémio nao é
contractivo.

[6.16] Sabendo que f™*Y([a,b]) C [a,b], mostre que o erro de interpolacdo verifica, para
qualquer x € [a, b],
|f(2) = pa(@)| < max{|al, [b]}el*~.

[6.17] Suponha que os valores de f calculados nos nés z, ..., z, estao afectados de erro,
tendo apenas sido obtidas aproximacoes fo, ..., fn.

Considere p,, o polinémio interpolador obtido com os valores exactos e p,, 0 polinémio
interpolador obtido com os valores aproximados.

(a) Mostre que se |fr — fi| < ¢, entdo

max |p,(z) — pu(z)| < Cé,

TE€[T0,Tn
ende C' = (n + 1) maxy, maX, e, o] |Ik(2)]-

(b) No caso de nés igualmente espacados, e n = 2, obtenha C' = %.

[6.18] Considere a seguinte tabela de valores:
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3 -1 1 3
-33 14 -2 -5

X

fi

(a) Sabendo que a fungao tabelada é continua e estritamente mondtona em [—1, 3],
determine por interpolagdo inversa o zero da funcao situado no intervalo [—1, 1], utili-
zando o maior nimero possivel de pontos. Justifique a escolha dos nés de interpolagao.

(b) Obtenha o polinémio interpolador de f nos trés tltimos pontos. Se determinasse
o zero deste polinémio no intervalo [—1, 1], obteria o mesmo resultado que na alinea
anterior? Justifique.

(c) Supondo que, para x > —1, a fungao é da forma
f(z) = 32* + az2® + apx® + a1 + ag
e que f[—1,1,2] = 4, escreva, recorrendo ao polinémio interpolador calculado na alinea

anterior, uma expressao que permita obter f(x).

[6.19] Considere uma funcao injectiva que toma os valores

Determine o polinémio interpolador para a funcao inversa nos pontos indicados. Encontre
um valor aproximado para a raiz de f usando interpolacao inversa.

[6.20]* Seja f € C'([a,b]) tal que f(a)f(b) < 0e f'(x) # 0,V € [a,b]; logo existe um
tunico z €la, b] tal que f(z) = 0.

(a) Sejam xg,21,...,2,, n+ 1 pontos distintos de [a,b] e sejam yo,y1,...,Yn OS
valores de f nesses pontos, isto é, y; = f(z;), 7 =0,1,...,n. Escreva uma expressao para
o polinémio ¢, € P, que interpola f~! nos nés yo, Y1, - - ; Yn.

(b) Notando que z = f~1(0), utilize o polinémio g3 e os seguintes valores tabelados
para aproximar a raiz da equagao

i |03 0.4 0.5 0.6
e~ | 0.740818 0.670320 0.606531 0.548812

[6.21]* Seja p, o polindémio interpolador de f em n + 1 nés g, x1, ..., x,, igualmente
espagados do intervalo [a, b] e tais que xg = a e x, = b.

(a) Mostre que se existirem constantes positivas ¢ e M tais que ||f" V)|, < cM™

entao lim, .o ||f — Pnllee = 0. Verifique que este resultado se aplica a funcao f(x) = €*”.

(b) Mostre que se existirem constantes positivas ¢ e M, M (b — a) < e, tais que
£ < eM™(n + 1)), entdo também lim, o || f — pallee = 0.
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[6.22] Seja f uma fungao indefinidamente diferenciavel para = > 0 e tal que ‘ fm) (x)} <

M, para todo o x > 0 e para todo o m = 0,1,2,... Seja p, o polindmio interpolador de
f nos pontos 0, %, %, %, ..., 5. Mostre que lim,, .o p,(z) = f(x) para cada z > 0.

[6.23] Esboge o grafico do polinémio ménico

n

z/)n+1 (t) = H(t - Z)

i=0
no intervalo [0, n] para diferentes valores de n. Verifique que

1 (t)] < n!
max [t (t)] <n

[6.24]* Considere as fungoes f, g : R — R definidas por

1

T 1+ 2507 g(x) =€ +e™.

f(z)
(a) Determine os polinémios interpoladores de f nos pontos
Tp=—14+—, k=0,...,n,
n

paran =4 e n = 8. Compare graficamente os polinémios interpoladores com a funcao f.

(b) Determine os polinémios interpoladores de g nos mesmos pontos da alinea (a)
paran =4 e n = 8. Compare graficamente os polinémios interpoladores com a fungao g.

(c) Determine os polinémios interpoladores de f nos nés de Chebyshev,

2k +1
= — E=0,1,...
Tk cos(2n+27r), J1,.00,n,

paran =4 en = 8. Compare graficamente os polinémios interpoladores com a funcao f.

[6.25] Pretende-se interpolar uma fungao f no intervalo [—2, 3] por um polinémio de grau
5.

(a) Quais os nds que deve considerar para que o erro do polinémio interpolador seja
o menor possivel nesse intervalo?

(b) Determine a funcao interpoladora correspondente a esses nés, quando
fla)=e

(c) O mesmo que em (b), considerando nés igualmente espagados.

(d) Compare graficamente os erros obtidos em (b) e (c).
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[6.26] Pretende-se construir uma tabela de valores da fungao e*, para = € [0, 1], com
pontos igualmente espagados z; = jh, j = 0,1,--- , N, onde h é o espacamento entre os
pontos. Em cada subintervalo [z}, z;41] a funcéo é aproximada pelo polinémio interpola-
dor de grau < 1 nos pontos z;, x;;1. Determine o valor méximo do espagamento h para
que o erro de interpolagao em qualquer ponto do intervalo [0,1] seja inferior a 107°.

[6.27] Considere a expressao do método da secante para determinar um zero z de uma

funcao f: R — R:

Tm — Tm—1
m=1,2,...

HE A [ e [

(a) Mostre que

f[xmfla T, Z] (

fltmer am] Tm) (2 = Tm1) -

2= Tm41 = —

(b) Mostre que

f"(1m)
2f'(&n)

onde gm e]xm—l; xmL m E]xm—l; <3 xm[-

Z—Tm+1 = — (Z_xm) (Z_xm—l)a
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7. APROXIMACAO MINIMOS QUADRADOS

[7.1]* Considere a seguinte tabela de valores de uma funcao f: R — R:

i 0 [1]2] 3
i 10 1] 2
f@) |1 o] 1] 16

(a) Determine de entre os polinémios p € P; aquele que minimiza a distincia

5 1/2
d(f,p) = [Z[f(xi) —p(ffi)]Ql :
i=0
(b) Idem para p € Ps.
(c) Idem para p € Ps.
(d) Determine em cada um dos casos o valor minimo da distincia d(f,p).

Nota: P, designa o conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a m € N.

[7.2] Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f: R — R:

;] 1.0 [ 12 ] 1.5 ] 1.6
fi | 5.44]6.64 | 8.96 | 9.91

(a) Obtenha o polinémio do 12 grau que se ajusta (no sentido dos minimos quadra-
dos) aos pontos tabelados.

(b) Idem, mas para o polinémio do 22 grau. Utilizando o polinémio obtido, deter-
mine uma estimativa do valor de f(1.4).

(¢) Admitindo que |f'(x) — ¢'(z)| < M, Vx € [1.2,1.5], obtenha um majorante do
erro absoluto do valor obtido na alinea anterior.
Sugestao: Use o Teorema de Lagrange.

(d) Relativamente aos dois casos anteriores, calcule o valor das somas dos quadrados
dos desvios correspondentes aos ajustamentos efectuados. Qual seria o valor dessa soma,
no caso de se fazer o ajustamento por um polinémio do 3¢ grau?

[7.3] Seja f : R — R uma funcao tal que

Obtenha a funcao g : R — R da forma

g(x) = ax + 0,
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que melhor se ajusta aos valores dados, no sentido dos minimos quadrados. Mostre ainda
que

Z (f(z:) — az; — B)* > 6,

quaisquer que sejam «, 3 constantes reais.

[7.4]* Considere a seguinte tabela de valores de uma funcao f: R — R:

l 0 1 2 3 4
T -1.0 | -05 | 0.0 | 0.5 | 1.0
f(z;) 0.0 0.5 1.0 | 0.5 | 0.0

Determine de entre os polinémios trigonométricos da forma
() = ag + ay cos(mz) + ag cos(2mx),
aquele que minimiza a distancia
4

1/2
d(fu ¢) = [Z[f(%) - ¢($z)]2] .

=0

[7.5] Determine a funcao g : R — R da forma
g(x) = Be" + Ce™ ",

que melhor se ajusta, no sentido dos minimos quadrados, a seguinte tabela de valores de
uma funcao f: R — R:

zi|| 0 105]1.0
fill5.015.2]6.5

[7.6] Considere os pontos
(_57_1)7 (_370)7 (_]‘7_]‘>7 (]‘72)

(a) Determine a fungao ¢g : R — R da forma

a
= ba?

que melhor aproxima esses pontos no sentido dos minimos quadrados.

(b) Determine uma func¢ao da mesma forma que melhor aproxima o polinémio in-
terpolador que passa pelos pontos referidos.
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(c) O mesmo que em (a) para

a + bz?

g(w) = 1

[7.7] Considere a aproximagao por minimos quadrados para os pontos

(_171)7 (071)> (1>2)7 (272)7

por uma fungao g : R — R,
g = a1¢1 + a2 + azps,

com
o1(x) =1, ¢o(x)=m, ¢3(x)=sin(rz)+2* —22° — 2%+ 3z + 1.

Mostre que a matriz do sistema normal nao é invertivel e comente a escolha das fungoes

D

[7.8] Considere os 6 pontos
(—=1,7), (0,6), (1,6), (2,4), (4,3), (51).
(a) Determine a fungao g : R — R da forma
g(x) = a—x+ ba?

cujo grafico melhor se ajusta aos pontos segundo o método dos minimos quadrados.
(b) O mesmo que em (a) usando

2
— et —
g(:c)—ae 47

e uma transformacao de varidveis.

[7.9] Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f: R — R:

F) 6 [3]2]1

Pretende-se um ajustamento dos pontos da tabela por uma funcao g : R — R da forma

1

9(w) = Ax + B’

Determine as constantes A, B pelo método dos minimos quadrados.
Sugestao: Podera ser conveniente efectuar uma mudanga de varidveis.

[7.10]* Considere a seguinte tabela de valores de uma funcao f: R — R:
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! 0 1 2 3
T; -1.0 0.0 1.0 2.0
f(x;) 5.43656 | 2.0 | 0.735759 | 0.270671

Determine de entre as fungoes ¢ : R — R da forma

1

o) = ar + b’

x e R\ {-b/a},

aquela que minimiza a distancia

1/2
a(f,6) = [Z[fm) - ¢<xi>]2] .

[7.11] Considere ) uma matriz simétrica definida positiva e o produto interno definido
em RY por

(v,w)g =v' Qu.

Supondo que queremos aproximar uma lista de pontos cujas ordenadas estao no vector
y € RY por uma funcio

g:a1¢1+"'+am¢m7

onde @1, ..., ¢, sdo fungdes linearmente independentes (para a lista de abcissas), mostre
que o sistema a resolver pode escrever-se na forma

X'QXa=X"Qu,

onde X é uma matriz N xme a = [ajay ... ap)'.

[7.12] (a) Determine qual a funcao g : R — R da forma
g(r) = a+ cx?,

que melhor aproxima f(x) = sin(7z) no intervalo [0, 1] segundo o método dos minimos
quadrados.

(b) Qual o erro no ponto z = 1, e qual o maior erro | f(z) — g(x)| nesse intervalo.

[7.13] Demonstre a seguinte propriedade dos polinémios de Chebyshev T,,(z),n =0, 1,...:

LT ()T, 0, n#*m
<Tn,Tm>:/ Mdm: m, n=m=0~0
-1 V1 —a? 5, n=m>0

[7.14]* Determine de entre os polinémios de grau menor ou igual a 2 a melhor apro-
zimagdo minimos quadrados da funcao f : R — R, definida por f(z) = z* + 3, relativa-
mente aos seguintes produtos internos:
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(a)

1

(g,h) = / g(x)h(z) dx, Vg, h € C([a,b]).

1

Sugestao: utilize os polinémios de Legendre.
" ' g(2)h(x)
g(x)h(x
Jh) = = dz, Vg, h € C([—1,1]).
.= [ L g.he C((-1,1)
Sugestao: utilize os polinémios de Chebyshev.
(©) )
o) = [ e Towh@) s Vohe O®),

—00

onde C’(]R) designa o conjunto das func¢oes continuas para as quais existe o integral
[ e [g(@)]? da.

Sugestao: utilize os polinémios de Hermite.
(<) )
(g, h) = / g(@)h(z)de, Vg, h € C(0,00]),
0

onde C([0, 00[) designa o conjunto das funcdes continuas para as quais existe o integral
I e " g(x)]? da.

Sugestao: utilize os polinémios de Laguerre.

[7.15] Considere a funcao
f(z) = arccos z, xr € [-1,1].

Determine o polindmio g3 € Po[—1, 1] que minimiza

Y f(@) = q(2)]?
/_1ﬁdl‘7 q € Po[—1,1].

[7.16] Pretende-se obter a fungao
g(x) = a +b(22* — 1) + c(42® — 31),

que melhor aproxima f(z) = xv/1 — 22, no intervalo | — 1, 1], de forma a minimizar a

distancia dada por /

(a) Determine os valores a, b, ¢ que melhor efectuam essa aproximacao.

(b) Indique qual o valor minimo para d(f, g).
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[7.17] Considere o espago linear C''([a,b]) e o operador definido por

L(f) = { / ) dx}m, f e ah).
(a) Sabendo que

L(f+9) <L(f)+L(g), Vf.geC'(ab)),

prove que L define um seminorma (que nao é norma) em C*([a, b]).

(b) Recorrendo a teoria da melhor aproximacao e usando L, mostre que existem
constantes reais & e (§ tais que

b b
/(cosx+o‘zx+5)2dx§/(cosx—i—oz:c—i—ﬁ)de, Vo, 7 € R.
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8. INTEGRACAO NUMERICA

! 2
[:/ e “dr.
0

(a) Determine o valor aproximado do integral usando a regra dos trapézios composta

[8.1]* Considere o integral

com
M =1,2,2%23 24 25 26 27 28

subintervalos de integracao. Apresente uma tabela com as seguintes colunas:
(i) M.

(i) 11" (f).
(iii) A estimativa de erro obtida a partir da férmula de erro

b—
B () = - M, €l

(iv) A estimativa de erro dada pela férmula
1
3|10 = 12 ).

(v) O valor do erro ‘EfM)

¢ 1 =0.746824132812. ..

(vi) O valor do quociente

(f )‘ calculado sabendo que o valor exacto do integral

EMP(p)|

B )|/

(b) Repita o exercicio (com excepgao de (iii)) para o integral

1
f—/ Ve de.
0

[8.2] Considere o integral

! 2
I:/ e " dx.
0

Faca uma estimativa do niimero minimo de subintervalos que se deveria considerar, se se
pretendesse calcular o integral da alinea anterior com um erro inferior a 10~#, utilizando:
(i) A regra dos trapézios.
(ii) A regra de Simpson.

[8.3] Suponha que a func¢ao f é definida no intervalo [0, 8], do seguinte modo:

33—, 0<x<1,

f($)_{3x—1, 1<z<b.
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(a) Obtenha aproximacoes para o integral

I(f) = / ().

com b= 2 e b= 3, dos seguintes modos:
(i) Utilizando a regra dos trapézios composta, com passo h = 1.
(ii) Utilizando a regra de Simpson (simples).

(b) Determine o erro de cada um dos resultados obtidos, comparando com o valor
exacto de I(f).

(c) A férmula do erro da regra dos trapézios é aplicavel neste caso? E a da regra
de Simpson? Justifique.

[8.4] Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f definida em R:

z | —2]—-1]0] 1 2
Fa) |10 [ 2] 1/2] -1/2

(a) Utilizando a férmula de Newton com diferencas divididas, determine o polindmio
de grau < 2, py(z), que interpola f(z) nos pontos g = —2, o =0 e x4 = 2.
(b) Suponha que pretendemos aproximar

2

0= s v 0= [ pa

2

Sabendo que as derivadas de f verificam |fY)(z)| < /2, j = 1,2, 3,4, no intervalo [~2, 2],
determine um majorante para o erro de integracao. Justifique.

[8.5] A tabela seguinte mostra os resultados obtidos por uma regra de Newton-Cotes (com-
posta) no calculo do integral I(f) de uma certa funcao f indefinidamente diferencidvel.

N 8 16 32 64
I 99597 | 274.15 | 268.97 | 267.68

O valor [T(LN) representa a aproximacao obtida, com N + 1 nés de integragao. Sabendo
que o valor exacto do integral é I(f) = 267.25, diga, justificando, que férmula poderd ter
sido utilizada (trapézios ou Simpson).

[8.6] Calcule o valor aproximado de

1 72
I = in | —
/0 sm(2>dx,

(a) A regra dos trapézios composta com 5 nés de integragao igualmente espagados,
e determine um majorante do erro.

usando:
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(b) A regra de Simpson simples, e determine um majorante do erro.

[8.7] Sabe-se que a funcao f € C*(—2,10) toma os valores f(1) = —2, f(4) = 7, f(10) = 6,
e que 1,4 e 10 sao pontos fixos de f o f.

(a) Determine o valor aproximado de

1= [ 1: f(@)de,

usando a regra de Simpson com 5 nés de quadratura.

(b) Admitindo que |f®(z)| < 10, determine um majorante do erro absoluto come-
tido em (a).

[8.8]* Calcule o valor aproximado dos integrais

S . |
I:/ e “dx, I:/ Sdz,
0 0 ].+.T

usando as seguintes férmulas de quadratura:

5o, 1, 2. 1O = ().

Determine em cada caso os erros dos valores aproximados a partir dos resultados exactos:

I =0.746824132812 . .. I =0.785398163397 . . ..

[8.9] Aplique a regra dos trapézios composta para aproximar os integrais

2T 1
I —/ €Y dx I —/ eV®dr .
0 0

Estime a ordem de convergéncia em ambos os casos. Note que [; ~ 7.95492652101284 e
IQ = 2

[8.10] (a) Obtenha a férmula de Newton-Cotes fechada de ordem 8, a correspondente
férmula composta e os respectivos erros.

(b) Supondo que f € Ppiy,, onde v, = 1+ 3 [1+ (—1)"], mostre que o erro de
integracao da férmula de Newton-Cotes de ordem n composta com 2M subintervalos,
onde M é muiltiplo de n, é dado por

(2M) _ 7(M)
B () = =l ),
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[8.11] Considere a regra de Simpson composta num intervalo [a, b] e o valor aproximado
para N subintervalos, dado por Sy(f). Mostre que quando f® é constante se verifica a
condicao para o erro

15E2N(f) - SQN(f) - SN(f)

[8.12] Seja f € C[a, b] uma fungao tal que f’ é integrdvel em [a, b].

(a) Prove a seguinte estimativa do erro para a regra dos trapézios composta:

N Zj . .
B0=3 [ (% - x) f'(x) da,
j=1"/%i-1

ondexj:a+jh,j20,...,n,h:b_Ta.

(b) Calcule um valor aproximado do integral

I(f>:/oleﬁdx,

pela regra dos trapézios composta com h = %. Estime o erro.

[8.13] Demonstre que na regra de integragdo do ponto médio se tem:

wo—&-%
/ . flz)dz = hf(zo) + Eo(f),

onde W 1 (6) " )
Eo(f) = o1 com 0 e |:[L’0—§,ZL‘()+§:| .

[8.14]* Considere o integral

1
10) = [ er@ds, fecio)
0
(a) Determine Ay e A; de modo a que a férmula de quadratura

L(f) = Aof(0) + AL f(1),
para aproximar I (f), seja exacta para fungoes da forma f(x) = a+bx, com a e b constantes
reais.

(b) Determine a expressao do erro de integracao da férmula de quadratura I (f)
obtida na alinea (a).

(c) Tomando f(x) = sinz calcule I;(f) e obtenha um majorante do erro absoluto
deste valor aproximado.
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(d) Tomando f(z) = sinz calcule um valor aproximado para I(f) usando a regra
dos trapézios composta com 4 subintervalos e obtenha um majorante do erro absoluto
deste valor aproximado.

(e) Tomando f(z) = sinz calcule o nimero minimo de subintervalos a usar na
regra dos trapézios composta para garantir que o erro absoluto do valor aproximado do
integral seja inferior a 107%.

[8.15] Pretende-se obter uma férmula de integracao com dois nés no intervalo [—1, 1], isto
é, uma férmula do tipo:

Ii(f) = Ao f(z0) + AL f (1),

para aproximar o integral
1
I(f)=[ [f(z)daz.
-1

(a) Escreva o sistema de equagoes que lhe permite calcular Ay e A; de modo a que
a formula seja, pelo menos, de grau 1.

(b) Resolva o sistema em ordem a Aj e A;.

(c) Mostre que, se xg e x; forem tais que xox; = —%, a férmula de integracao assim
obtida tem, pelo menos, grau 2.

[8.16] (a) Determine uma férmula de quadratura

L(f) =2f(x0) + Arf (1),

para aproximar integrais da forma

I(f) = /0 () de,

que seja exacta para os polinémios de grau 2.

(b) Indique como construir uma férmula composta, partindo da expressao obtida
na alinea (a).

[8.17] Pretende-se calcular
1
Z(a,m) = / (% 4 2) cos(m arccos(x))dx.
-1

(a) Considere a aproximagcao de Z(1,2) e de Z(2,2) usando a integracao de Gauss-
Legendre com dois nés de quadratura. Alguns destes valores é exacto, qual?

(b) Calcule o valor aproximado de Z(2,m) usando a regra de Simpson simples.
Determine o valor exacto de Z(2,2) através da férmula do erro.

[8.18] (a) Determine uma férmula de quadratura do tipo

L(f) = Aof(—c) + AL f(0),
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que seja exacta para integrais I(z¥), com k = 0, 1,2, onde

1
= J;(x) dx.
0 T + ].

I1(f)

(b) Utilize a férmula obtida em (a) para calcular exactamente

0 1 — 2
J— / Loevar,,
1 xr+1
(c) Calcule o valor aproximado do integral definido em (b) usando a férmula de

integracao de Gauss-Legendre com 3 nés de integracao.

[8.19] Considere o integral

1 T
e
I(f) = —dx.
-] 7=
(a) Aproxime I(f) pela férmula de Gauss-Chebyshev com 2, 4 e 6 nés de integragao.

(b) Estime o erro utilizando a aproximacao

En(f) = Tnta(f) = In(f)-

[8.20] Considere os integrais

I(f) = /0 e () de

(a) Deduza uma férmula de quadratura que seja exacta para I(a + bx), usando um
tnico no6 de integracao em [0, 1].

(b) Indique a férmula composta, e calcule uma aproximagao do integral I(cos(x?))
usando 4 subintervalos.

[8.21] Para aproximar o integral

17 = [ e
0
considere a férmula de quadratura

Ii(f) = Ao f(zo) + Arf (1),

com g = 2 — V2 e 21 = 2+ /2. Determine os pesos Ay e A; de tal modo que a férmula
seja pelo menos de grau 1. Mostre que a férmula assim obtida é de grau 3.

[8.22]* Deduza as férmulas de quadratura de Gauss de ordens n = 0, 1,2 para calcular
integrais da forma

1= | e () de
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Sugestao. Utilize os polinémios de Laguerre.

Nota. I(z*) = k!, k € N,.

[8.23] Utilize as formulas de Newton-Cotes fechadas com n = 2,4, 6, 10 e 14 para aproxi-

mar o integral
I= / fdr
—4 1+ x2

Compare os resultados com a solucao exacta I = 2arctan4 ~ 2.65163533. Comente.

[8.24] Considere a equagao integral (de Volterra de segunda espécie)

o) = Je)+ [ Koy@d,  o<o<b (1)
0
Sejam g, x1, . . . , T, pontos equidistantes do intervalo [0,b], com h = x;—x;_1,i=1,...,n
esejay(0) = f(0). Pretende-se aproximar os valores da soluc¢ao da equagao (1) nos pontos
xi,t =0,...,n, pelo método numérico descrito no quadro seguinte.

Aplique o método para aproximar a equacao integral
y(r) == —I—/ sin(z — t)y(t) dt, 0<z<l,
0

com n = 10,20 e 40. Compare com a solucao exacta

ZE3

y(x) :l‘—i-g.

Com base nos resultados obtidos, analise a ordem de convergéncia do método.
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METODO

Para a solucdo exacta tem-se

y(x;) = f(z;) + /Oxi K (x;, t)y(t) dt, i=1,...,n.

Para aproximar o integral

I(K.y) = / " K (e tyy(t) de,

usa-se uma quadratura numérica. Por exemplo, usando a regra dos trapézios composta,
obtém-se

i—1

. 1 1
I(K.y) ~ Q4(K.y) = h |5 K (@, 0y(0) + Y K (@i 2)y(ay) + 5 Kz woy(a)|.
j=1
Segue-se que a solu¢do aproximada Y;,7 = 1,...,n, satisfaz a equacao
i—1
1 1
Y= f(ws) + h| 5K (@, 0)f(0) + 3 Klws,2))V; + 5K (s z)¥i], ()
j=1

ou seja, uma vez conhecidos os valores de Y} para j <4 — 1, a aproximagao Y; € obtida
da equagdo (2).
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10. RESOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS:
PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

[10.1] Considere o problema de valor inicial ou de Cauchy
{ y(@)=1l-z+4y(x), 0<z<l,
y(0) =1,

com solugao
r 319
(a) Obtenha um valor aproximado ys para y(0.2) usando o método de Euler com
passo h = 0.1.

(b) Recorrendo a um resultado tedrico, deduza um majorante para |y(0.2) — ysl.
Compare com o valor do erro de facto cometido.

(c) Utilize o método de Taylor de ordem 2, com h = 0.1, para obter uma apro-
ximagao para y(0.2). Compare com o resultado obtido em (a).

(d) Obtenha uma aproximacao para y(0.2) usando o método de Runge-Kutta de
ordem 4, com h = 0.2.

[10.2] Considere o problema de valor inicial
y'(x) =y(r) —2® + 1, 0<z<1,
y(0) = 0.5.

(a) Obtenha um valor aproximado para y(1) pelo método de Heun, usando h = 0.2.

(b) O mesmo que em (a), pelo método de Taylor de ordem 2.

(c) Compare as solugoes aproximadas obtidas nas alineas anteriores com a solugao
exacta.

[10.3] Utilize o método do ponto médio (ou método de Euler modificado) para obter uma
aproximacao da solucao do problema de valor inicial

{y’(x)—:c—l—y(x), 0<xz<1,
y(0) =0,

no ponto x = 0.1 com espacamentos h = 0.1, h = 0.05, h = 0.025. Sabendo que a solucao
exacta deste problema é dada por

y(x) =¢"—1—ux,

compare os resultados obtidos com o valor exacto de y(0.1). Comente.
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[10.4] Dado o problema de valor inicial

y'(z) = 0.04y(x), 0<z<2,
y(0) = 1000,
com solucao exacta
y(x) = 1000 ™04

estime y(1) pelo método de Taylor de ordem 2 e pelo método do ponto médio com h =
1,h = 0.5,h = 0.25. Com que método e com que espacamento obteve uma melhor
aproximacao?

[10.5] Verifique que o método do ponto médio quando aplicado ao problema de valor
inicial
{ y'(x) = —20y(x), 0 <x <20,

y(0) =1,
conduz a
Yni1 = (1 — 20h + 200R%)" 1, n=0,1,2,...

(a) Aplique este método para obter uma soluc¢do aproximada de y(10) e compare o
resultado com o valor exacto, sabendo que a solugao do problema anterior é

y(x) = e

(b) Se n for muito grande, o que acontece com a solucao fornecida por este método
de Runge-Kutta?

[10.6] Dado o problema de valor inicial

y’(x)zl—w, 2 <z <3,

y(2) =2,

determine um valor aproximado para y(2.1) pelo método de Euler com h = 0.1,h =
0.05, h = 0.025.

[10.7] Considere o problema de valor inicial

Y (r) = —zy(x), 0<z<2,
{ (P)
y(0) = 1.

(a) Mostre que y(z) = e **/? é a tnica solucio de (P). Compare o valor exacto de
y(2) com o valor aproximado dado pelo método de Euler, considerando h = 1, h = 0.5.

(b) Apresente estimativas de erro para os valores obtidos em (a), e determine o
nimero de iteragoes de forma a garantir um erro absoluto inferior a 107% (admitindo que
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o valor inicial é exacto). Considerando que yy é um valor arredondado, com um erro
leo] < &, qual o valor de ¢ méximo de forma a poder garantir o mesmo erro?

[10.8]* Considere o problema de valor inicial

{y/(I):f(ZL’), a<z<hb,
y(a) = o,

onde f € C([a,b]) e yo é uma constante real. Escrevendo a equagao na forma

y() = yo + / ") d,

mostre que:

(i) o método de Euler modificado (ou método do ponto médio) corresponde a
aplicacao da regra do ponto médio ao integral,

(ii) o método de Heun corresponde a aplicagdo da regra dos trapézios ao integral;

(iii) o método de Runge-Kutta cldssico de 4% ordem corresponde & aplicagdo da
regra de Simpson ao integral.

[10.9]* Considere o problema de valor inicial

{ y'(x) = f(z,y(x)),
y(xo) = Yo,

onde f : I x R — R é continua e Lipschitziana em relagao a segunda varidvel, I é um
intervalo de R, xg € I, e yo ¢ uma constante real.

(a) Obtenha um valor aproximado para Y (xo + h) usando dois passos de compri-
mento h/2 do método de Heun.

(b) Obtenha um valor aproximado para Y (zo+h) usando um passo de comprimento
h do método de Taylor de 4% ordem.

(c) Obtenha um valor aproximado para Y (zo+ h) usando um passo de comprimento
h do método de Runge-Kutta classico de 42 ordem.

[10.10] Considere o problema de valor inicial

y'(z) = f(z,y(x), 0<z<l,
{ (P)
y(0) = a,

onde v € Re f:[0,1] xR — R é uma fungao continua e lipschitziana na segunda variavel.
Considere o seguinte método numérico para a aproximagao de (P):

yn-i-l:yn+h[f(xnayn)+g(h)]> n:()a'-->Nv (M)
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onde z, =nh,n=20,..., N, h:%,egeCl[O,oo] é tal que ¢g(0) = 0.

(a) Mostre que o método (M) é consistente e convergente. O que é que pode dizer
sobre a sua ordem de convergéncia?

(b) Sejam f(x,y) = xsiny, a =3, g(h) =heh=0.2. Obtenha uma aproximagao
de y(1) pelo método (M). Determine um majorante para o erro cometido.

[10.11] Considere o problema de valor inicial

{ y'(x) = fz,y(z)),
y(a) = a.

(a) Mostre que se f(z,y) = g(y), com [g(y)| <c<1e|g'(y)| < L, para qualquer y,
entao a sucessdo ,y1 = y(x,) converge, qualquer que seja xg € R, e o seu limite é a.

(b) Indique a expressao de y; para um espagamento h obtida pelo método de Taylor
de segunda ordem.

[10.12] Considere a equacao diferencial

e suponha que f'(z) € [—%, —%], Vr € R.

(a) Mostre que se h = 1, o método de Euler converge para um valor fixo quando
n — o0o. Qual?

(b) O que acontece quando os valores de h tendem para zero?

(c) Calcule uma aproximagao de y(1) considerando h = 0.2, para

[10.13] Suponha que um método tem uma expressao para o erro |e,| ~ ChP, em que
h = (b — a)/n, para n grande.

(a) Encontre uma expressao para obter o valor de p, relacionando |es,| € |e,|.

(b) Avalie o critério anterior aplicando-o experimentalmente aos métodos de Euler
e ponto-médio, considerando o problema de valor inicial apresentado na alinea (c) do
Exercicio [10.12].

[10.14] Considere o problema de valor inicial

{ J@)+ 2@ty =, 0<est,
y(0) =1, y'(0) = -1
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Obtenha valores aproximados para y(0.2) e para y'(0.2) pelo método de Euler com passo
h = 0.1. Sabendo que

max |y (z)| <2, max [y (z)] <2,

x€[0,0.2] x€(0,0.2]

deduza um majorante para o erro cometido.

[10.15] Considere o problema de Cauchy

{ y'(@) oy () +y(2) =0,  0<z <,
y(0)=-1, y(0)=1

(a) Determine o valor aproximado de y(1), pelo método de Euler, usando h = 0.5.

(b) O mesmo que em (a) pelo método de Euler modificado.

[10.16] Considere o problema de valor inicial

{ y'(z) = flz,y(z), ¥ (),

y(wo) = yo, ¥ (7o) = 20,

onde f: I xR? — R é continua e Lipschitziana em relacao as segunda e terceira varidveis,
I é um intervalo de R, zy € I, e yg, 29 sao constantes reais.

(a) Obtenha valores aproximados para Y (zo + h) e Y'(x¢ + h) usando dois passos
de comprimento h/2 do método de Euler.

(b) Obtenha valores aproximados para Y (zo+ h) e Y'(xo + h) usando um passo de
comprimento h do método de Taylor de 2¢ ordem.

(c) Obtenha valores aproximados para Y (zg+ h) e Y'(x¢ + h) usando um passo de
comprimento h do método de Runge-Kutta cléssico de 2% ordem.

(d) Obtenha valores aproximados para Y (xg + 2h) e Y'(z¢ + 2h) usando um passo
de comprimento h do método preditor-corrector constituido pelos métodos de Adams-
Bashforth e Adams-Moulton de 2¢ ordem, tomando para valores aproximados para Y (zo+
h) e Y'(xg + h) os valores obtidos em qualquer das alineas anteriores.

[10.17]* Considere o problema de valor inicial

{ y"(z) = f(z,y(z),y'(2),y" (),
y(zo) = yo, Y'(x0) =20, Y"(x0) = wo,

onde f: I x R3> — R é continua e Lipschitziana em relacao as segunda, terceira e quarta
variaveis, I é um intervalo de R, zg € I e ¥, 29, Wy S0 constantes reais.

(a) Obtenha valores aproximados para Y (xo + h),Y'(zo + h) e Y"(x¢ + h) usando
dois passos de comprimento h/2 do método de Euler.
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(b) Obtenha valores aproximados para Y (zo + h),Y’(zo + h) e Y"(x¢ 4+ h) usando
um passo de comprimento h do método de Taylor de 2% ordem.

(c) Obtenha valores aproximados para Y (zg + h),Y'(xo + h) e Y"(x¢ + h) usando
um passo de comprimento h do método de Runge-Kutta classico de 2¢ ordem.

(d) Obtenha valores aproximados para Y (zo+2h), Y’ (xo+2h) e Y"(2¢+2h) usando
um passo de comprimento h do método preditor-corrector constituido pelos métodos de
Adams-Bashforth e Adams-Moulton de 2% ordem, tomando para valores aproximados para
Y(xog+h),Y'(xg + h),Y"(xo + h) os valores obtidos em qualquer das alineas anteriores.

[10.18] Considere o seguinte problema de valor inicial
{yW@Zf@w@» 0<z<1,
y(0) =1, y'(0) = 0.

onde f é uma funcao a especificar.

(P)

(a) Tomando f(z,y(z)) = y(x), aplique o método de Euler com h = 0.25, para
determinar a aproximagcao para y(1), e compare com a solugao exacta do problema.

(b) O mesmo que em (a), mas usando o método do ponto-médio.

(c) Tomando f(z,y(x)) = y(x)3, aproxime y(1) usando o método do ponto médio
com h=0.5h=025h=0.1.

(d) Tomando f(x,y(x))
ponto médio com h = 0.5, h =

v'(2)y(x)* — zy/(x)?, aproxime y(1) usando o método do
25,h =0.1.

0.25,

[10.19] Considere o problema de valor inicial

/ _ 1 y($) 2
y(x>_ﬁ_7_y(x)7 1§l‘§2, (P)
y(1) = -1,

e o par preditor-corrector

ygL = Yn + hf(xm yn)v
| h | , (M)
yv(ljjll) :yn+§ [f(xn—i-hyy(g}rl)—'_f(xn,yn) ) J = 07]-7"’
(a) Sabendo que |y(x)| < 1, Vz € [1,2], diga para que valores de h a iteracao (M),
¢é convergente.

(b) Aplique o método (M) com h = 0.5,h = 0.25,h = 0.125 para obter um valor
aproximado de y(2). Efectue apenas uma iteracao pelo método corrector.

[10.20] (a) Deduza um método unipasso, usando uma regra de quadratura de grau 1 da
forma

QU = Af (o) + B (1 + 5



69

para aproximar o integral,

/x F(55(5))ds,

h

e usando como preditor para y (a:m + 5) o método de Euler explicito.

(b) Determine a ordem de consisténcia do método, e conclua acerca da ordem de
convergencia.

(c) Deduza um método multipasso, usando uma regra de quadratura de grau 1

Q(f) = Af(¥m-2) + Bf (zm),

para aproximar o mesmo integral da alinea (a).

[10.21] (a) Deduza um método multipasso implicito, usando uma regra de quadratura

Q(f) = Af (@m-1) + Bf (#m+1)

de grau 1 para aproximar o integral

/x F(55(5))ds,

e aproximando ¥,,+1 pelo método de Fuler modificado.

(b) Determine o valor aproximado para y(1), considerando y'(z) = y(z)/2, usando
este método e inicializando os valores com o método de Euler e com o método de Euler
modificado. Comente os resultados face aos valores exactos.

[10.22] Considere o problema de valor inicial

y'(r) = flz,y(x), 1<z<2
{ y(1) = a,
e o seguinte método multipasso para a sua resolu¢ao numérica:
Yni1 = 4Yn = 3Yn-1 = 20 f(Tn-1, Y1),  m 21 (M)
comzrg=lex,=x,1+h, n=12 ...
(a) Verifique que o método (M) é consistente e determine a sua ordem.

(b) Sejam f(z,y) = —y* e @ = 1. Obtenha um valor aproximado para y(1.6) pelo
método (M). Tome h = 0.1 e calcule y; pelo método de Taylor de ordem 2. Compare com
a solucao exacta.

(c) Analise a convergéncia do método (M).

[10.23] Considere o problema de valor inicial
{ y(r)=a?—y(x), 0<x<l,
y(0) =1,
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e o seguinte método implicito a dois passos:

1 h
yn+1 = §(yn+yn71)+1 [(3+a)fn+1 _afn+3fnfl] ) n 2 17 (M)

onde f, = f(zp,yn) e a € R.

(a) Supondo que y € C?[0,1], mostre que o método (M) é consistente e que o erro
de truncatura local T}, 1 é de ordem O(h?). Determine a de modo a que T),,1 = O(h3).

(b) Mostre que o método (M) é convergente.

(c) Utilize o método (M), com a = 1 e h = 0.1, para aproximar o valor de y(0.4).
Obtenha o valor inicial y; pelo método de Euler modificado. Compare com a solugao
exacta

y(r) =2 — 20 +2—¢ "

[10.24] Determine todos os métodos multipasso convergentes de ordem 2 do tipo

Ynt1 = oYn + @1Yn—1 + H [bof(Tn, Yn) + b1 f(Tn_1,Yn-1)], n > 1.

[10.25]* Determine todos os métodos multipasso lineares com 3 passos e ordem de con-
sisténcia pelo menos 3 que sejam convergentes.

[10.26] Os métodos multipasso de Nystrom sao obtidos integrando a equagao diferencial

y' () = fla,y(x))

em [x,_1, Tpy1] € aproximando a fungao integranda f(x,y) pelo seu polinémio interpolador
de grau p > 0 em p + 1 pontos equidistantes x,,, Tp_1, ..., Tp_p.

(a) Mostre que os métodos de Nystrom tém a forma geral

Ynt1 = Yn—1 + h [b()f(xm yn) + blf(xnfla ynfl) +...+ bpf(xnfpa ynﬂz)]a nzp,

onde h =x,.1 —x, €

1 p .
1+t
bk:/ II z’—kdt’ k=0,1,...,p.
1

—Li=0,i#£k

(b) Obtenha os métodos de Nystrém com p = 0,p = 1 e p = 2. Determine o erro
de truncatura local em cada um dos casos.

(c) Mostre que todos os métodos de Nystrom sdo convergentes.



SOLUCOES DOS EXERCICIOS RECOMENDADOS

[1.5] (a) (b)
r = 0.314159265358979 ... x 10 y = 0.314150943396226 . .. x 10
# =0.314159 x 10 7 = 0.314151 x 10
ez = 0.265 x 107° e; = —0.566 x 107°
d; = 0.844 x 1076 65 = —0.180 x 107°

(c) (d) (e) Pondo z[o]y = fi(f(x) o fi(y)):

° oy zloly ¢,[oy 0,y

x 1 0.986934295891887 ... x 10 0.986934 x 10 0.296 x 10> | 0.300 x 107°
=+ 1 0.100002649033188 ... x 10 0.100003 x 10 —0.351 x 107® | —0.351 x 1075
+ 1 0.628310208755205 . .. x 10 0.628310 x 10 0.209 x 107 | 0.332 x 107°
— 1 0.832196275290875 ... x 10~* | 0.800000 x 10~*| 0.322 x 107> | 0.387 x 1071

_ o O O

(f) 2 =10.314159265358979... x 10 y = 0.314150943396226 . .. x 10
z = 0.314159265 x 10 y = 0.314150943 x 10
ez = 0.359 x 1078 e; = 0.396 x 1078
0z = 0.114 x 1078 05 =0.126 x 107

r —y = 0.832196275290875 ... x 1074
mE|y = 0.832200000 x 10~*

ef‘Ely = —0.373 x 107°

5’”Ely = —0.448 x 1075

a.s.: b



[1.12] (a) Alg. 1: u; =z X z, Uy =Y X Y, Z=U3 = U — Ug
Alg. 2: vy =x+y, Uy =T — Y, Z = U3 = U X U
Alg. 3: u; =x+vy, Uy = Uy X T, us = u; X v, Z = Uy = Uy — Us

. sL _ 5L L
Alg. 1: 67 = 5f(j7g) + 0,
ok = 2 (3625:2 - y25g) )
F@9) — 42 I
72 y?
6Eﬁ~r = ) 2 5arr,1 - 22 _ o2 5a1r1",2 + 5arr,3
. sL _ 5L L
Alg. 2: 67 = 5f(j7g) + 0,
L _ 2 28 225-
0%~ = (3751 yéy),

F(z,9) 22 — 12

L
6arr = 5arr,1 + 6arr,2 + 6arr,3

. 5L _ 5L L

Alg. 3: 67 = Ofz.4) T Oarr
ok = _2z (:1:2(5~ — y2(5~)
F@a) g2 g2 v v

xz
63511 = 5arr,1 + — 5arr,2 - L 5arr,3 + 5arr,4
r—y r—y

(b) Pondo 6z =65 =0, v =rcosf,y = rsinf e sendo v a unidade de arredonda-
mento do sistema de ponto flutuante onde se fazem os calculos obtém-se:

Alg. 1 [0f| < Ki(8)u Alg. 2: |6F| < 3u Alg. 3: |6F| < K3(8)u

Kl(b’):%“:\coizeﬁl

Kaf) = M o - et o]

min{K,(6),3, K3(0)} =
K1(6), ymg% v %ﬂ<\9|<4% v %T<|9|<”
s Tsll<T v T<hlsy



[1.15] (a) S = 0.641371258 x 1073
(b) 8 =0.64137126 x 1073; S, = 0.64100000 x 1073
(c) d5 = —0312x 1075 65 =0.579 x 1073

(d) Alg. I: u=a+0b, Si=u+c
a+b
3 = ok +

Alg. 2: u=0b+c, So=u+a

1
6arr,1 + 5arr,2; 55 = g (aéa + b55 + 055>

b 1
552 - 6§ + %C 5arr,1 + 6arr,2’ 5§ - § (aé& + b(sl; + 055)
Alg. 3: u=c+a, S3=u+b
+ 1
6L = 05+ "o Gt + Gumas 05 = 5 (a0 + b + cb)

Devem somar-se primeiro os dois niimeros cuja soma tenha o menor valor.
Para os valores de a, b, ¢ da alinea (a) devem pois somar-se primeiro
os numeros a e b.

[1.16] (a) f(4.71) = —0.14263899 x 102
(b) f1(4.71) = —0.134 x 102, f2(4.71) = —0.143 x 102
() 67 um = 0.606 x 107", Oy = —0.253 x 1072
(d) Algoritmo de Horner (2)

U =x+a, Uy=u3 XT, U3=1Us+b Ug=u3XT, Z=U5;=1Uy+C

1
oL = 7@ [2(32% + 2az + b)d; + ax’d; + bxdy + cd;

+.T2 (LU + CL) (6arr,1 + 5arr,2) + x(-rQ +ax + b) (éarr,?) + 5arr,4)] + 6&1"1“,5



[1.17] (a) 21 = —69.1055293779093..., x5 = —0.014470622090621 . ..

(b) Alg. 1: & = —69.10, & = —0.2000 x 10!
Alg. 20 & =—69.10, & = —0.1447 x 10~}
(c) Alg. 1: 65, =0.800x 1074, 8, = —0.382
Alg. 2: 8z =0.800 x 107%, 4z, = 0.430 x 1074

(d) Alg. 1: w3 =0bxb, Uy = U — C, uz = \/us

I1:U4:—b—U3, $2:U5:—b+U3
Alg. 2: u; =bxb, Uy = U3 — C, Uz = 1/Us

1 =uy = —b— us, Tog = Us = C+ T

b b A A
Alg 1t b == 6+ ——4;

- 5arr -5 5arr - 5arr 5arr
A 2.CE1A 2$1A ! 2%’1 2 T 3 * A
b c b? A A
59 =——0; — —— 65 o A 5arr a 5arr — 5arr 5arr
2T TR T 2R O gy n et ¥ gy, Sama T una 7 Qamd
b c b2 A A
Alg. 2: 5; = —0; 66 - 5arr - o 5arr - 5arr 5arr
& o1 A b + 2.T1A 25(}1A ! 2561 2 T 3 * 74
b c b? A A
(5; = X 5~ N (56 S A 5arr 5arr — 5arr - 6arr 5arr
r2 A b ZLUQA + 2I1A o1 + 2.7}1 2 + il 3 A + 6
onde A = Vb? —¢
B2>c: A=Db T~ —2b q:Qz—i
) s 2

c 1
Alg L: 5£/1 ~ 65 - @ 55 + Z_.L (5arr,1 + 5arr,2 + 25arr,3) + 5arr,4
2
5(%2 ~ _55 + 55 - z (6-':11‘1“,1 + 53,1‘1‘,2 + 25&1‘1‘,3) + 53,1'1‘75

c 1
Alg 2: (5;%1 ~ 65 - @ 55 + ZL <5arr,1 + 5arr,2 + 26arr,3) + 5arr,4

1

5;%2 ~ 55 + 55 - Z (6arr,1 + 5arr,2 + 26arr,3) - 5arr,4 + 5arr,ﬁ



[1.20] (b) Sem p.p.p.: & = —10.00, g = 1.001
Com p.p.p.: £ = 10.00, y = 1.000
(c) Sem p.p.p.: 9z = 2.00 05 = —0.001
Com p.p.p.: 9z = 0.00, 05 = 0.00

@ Jooe ) o] =10

a1 ai2 by
t a
a - 21
0 an— et a2 Yy 62_( )bl
. as1
AlgOI’ltHlOi Uy = —, Ug = U X A12, Uz = up X bl,
aii
Uy = Ao — Ug, us = by — us, Y = Ug = U5 + Uy,
Uz = a12 X Y, ug = by — uy, T = Ug = Ug + A11
U2 us3
L __
537 - <5arr,1 + 5arr,2) - (5arr,1 + 5arr,3) - 5arr,4 + 5arr,5 + 6arr,6
Uy Us
b= -2 (k45 Sares + 0
T _U_( 7 + arr,7) + arr,8 + arr,9
8

[2.5] (a) convergéncia logarftmica ou infralinear, K& =0 ;
(b) convergéncia linear, K = 1;
(c) convergéncia (supralinear) de ordem b, K =1,

(d) convergéncia exponencial, Ko = 0, Vr > 1,

A~ w

1
(e) convergéncia linear, D <Kl <

[2.7] xp =—-2%x4™ 4+ (34+2m) x 2™



3.3] (b) z=—3.1831£0.5 x 104
(c) n>19

[3.5] (¢) z=0.71481 £ 0.5 x 107

[3.6] (b) z = 4.30658 + 0.5 x 1075

[3.8] (b) , -
Método Pontos fixos O.c. | Kx
Todos Método converge | r
1 9, 2 — — —
5
3
2 —4, 3 3 1 -
’ 4
1
3 V3 V3 2 | <=
V3
1
4 —va, 0, a —va, \a 3 ™
a

[3.24] (¢) 2 = 1.139194147 £ 0.5 x 1079

[3.25] (b) 29 = 2.745898312 + 0.5 x 107°

[3.26] (b) a = 0.851241066782 % 0.5 x 10~'2

8.27] (b) g= "

(d) V231 =6.135792439661959 + 0.5 x 10~

[3.35] (b) z3 = 5.114907541477 4 0.5 x 10712

[3.36] (b) z = 1.126561908150 4 0.5 x 10~12




[4.14]

(a) A7l =

62 —-36 —19
-36 21 -—11
—-19 11 6

(b) o(A) = {0.0112673, 5.32658, 16.6622}

(c) cond;(A) = cond(A) = 2340,

[4.15] (b) cond;(A) = cond(A) = (2a + 1)?,

g
(1—|—)\—1) Uy

() z=uy,

z

condy(A) = 1478.81

condy(A) = (a + ()2

(d) z=1u, i:url—iuQ
A2
[4.16]
'/8/ O/ O/-
0 1 0 0
. . 1
a) Al = : :_g7 5/:_
(a) 3 3
: I
0 - - 0 1]

(b) cond;(A) = max{|3|, |a| + 1} x max {%, 1+

6

conde (A) = max{|5| + (n — 1)|a|,1} X max{

cond, (A) = max {|ﬁ|, i}

i}

18]

1+(n—1)|a|’1}

18
202
C 55 0o <
© 1ol < 72
[4.24]
Método Matriz triangular | Matrix triangular
superior inferior
Jacobi n iteradas n iteradas
Gauss-Seidel n iteradas 1 iterada




[4.29]

0 1 5 31
(a) A= | 1 10 5 |, V=] 22
1 -3 —10 —21
1
(b) z~z® ::163[200725 100726 200119)"
4347
— 20| < ——— =10.021
|z — =z ||Oo_2><105 0.0217
~ (3) — T
(c) v~a® = 8><106[16018100 8050490 15986663
87453
— 2O < ——"_ —0.054
|z — ||°°_16><105 0.0547
5 5
[4.36] (a) ae}—l,g{, (b) ae]—g,l[
5
(c) ae]—l,ﬁ{, (d) a€l-1,1]
[4.40]
2
() (7_'_\/72—’_1_("}) ) wg_i[w,,w+],
TelWw) =
w—1, wE [w_,wy]
2
=2 w5 (1Evic@)
(0}

O método converge para w €]0,2[ .

a ( ) b
_ To(Wopt ) = ——e—
a? + b?’ Pt a? + b?

[4.43] w E]O, 2wopt[a Wopt =



9(9(R*)) C D, 3(G(R2) C D

(b) zma®W = {

(c) ||z —2W]|s < 0.476 x 1072,

5.5 (a) g(a)= | -

(c) 28 iteradas.

5.9] (a) 2 =2V =

(c) z1 =

= oWl Wl oo

[5.12] (a) z~ 2 =

(b) Iz — 2@l

(c) —3.00162
0.148108

R~

0.123016
0.270318 |’

5132/\/5

[ T(sinzy + cos x,)

4

0.219418

L) { —0.100147 }

% (x9 + ecosxs)
% (x1 + 3exix3) (b) z= 22 —
3 (22 +ead)
8
3
T, B#5 (b) z~ 2 =
3
1
[ 8
—1—-=v2
2 V2
= 8
3 Ry = 4 > Z3 =
2 -%- g \/5 3
—2-2V2
1.33636 |
1.75424 |
<0.272 x 107°
—0.901266 1.33636
’ —2.08659 |’ 1.75424

—!102/\/5

sin xy + cos )

12 — 2™ < 0.452 x 1072

—0.125

+0.0416667
—0.00130208

—2 422

|\

2.99837
0.148431

|
|

|
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6.14] (a) ps(z) —%x(m )z —2) - %m )z +2) + g (2 — 1)

=222 + 1 —2)

(b) p3(z) =1—(z+ 1)+ (x+ 1)z +2(x+1z(x—1)

= x(22% + 1 — 2)
(d) les(z)] < g vz € [1,2]

(e) pa(z)=a*

(f) f(z) =2+ k(x+ Dz(x —1)(z - 2)(z — 3), 0<k< 50

6.20] (a) au(y) = /"' lwol + D> f o vl Wily),  Wily) = H(y — i)

(b) z~ ¢3(0) = 0.567143



(11 + 23x)

U] —

[7.1] (a) pilz) =

(=9 + 3z + 202?)

o] =

(b) pi(z) =

(c) pi(x) = -2z +2° +22°

/89 6
(d) d(f,p}) =2 5~ 8.43801, d(f,p3) = 7 ~~ 2.68328, d(f,p3) =0
1
[7.4] ¢*(x) = 5 (1 + cos(mx))
1
* 1 * 3 2
[7.14] (a) pi= 3 (Thy + 21P, + 20 P), py(z) = 3 (=14 7x + 10x7)
* 1 * 1 2
(b) pi = §(3T0+6T1+4T2), pi(x) = g(—1+6x+8x )
* 3 * 3 2
(c) p2:Z(H0+H1+H2)a p2<$)21(_1+2$+4x )

(d) ps=6(5Lo—19L; + 27L,), pi(x) = 3(26 — 702 + 2722)

11



[8.1]
f(z)

= exp(—xQ),

I(f) = 0.746824132812

12

JM)

1
6M?2

Lan 07|

3

B0

£
|EGI72)]

QW =
Doy 0 = b =

0.683939720586
0.731370251829
0.742984097800
0.745865614846
0.746584596788
0.746764254652
0.746809163638
0.746820390542
0.746823197246

0.166667

0.416667 x 10"
0.104167 x 101
0.260417 x 102
0.651042 x 1073
0.162760 x 1073
0.406901 x 1074
0.101725 x 10~*
0.254313 x 1075

0.158102 x 101
0.387128 x 1072
0.960506 x 1073
0.239661 x 1073
0.598860 x 10~*
0.149697 x 10~4
0.374230 x 10~°
0.935568 x 106

0.628844 x 1071
0.154539 x 101
0.384004 x 102
0.958518 x 1073
0.239536 x 1073
0.598782 x 1074
0.149692 x 10~*
0.374227 x 1075
0.935566 x 10~°

0.245751
0.248484
0.249612
0.249902
0.249976
0.249994
0.249998
0.250000

JM)

1on _ 10972)

3

50)

[E0D

|EG12)]

0.500000000000
0.603553390593
0.643283046243
0.658130221624
0.663581196877
0.665558936279
0.666270811379
0.666525657297
0.666616548977

0.345178 x 107!
0.132432 x 1071
0.494906 x 102
0.181699 x 102
0.659246 x 103
0.237292 x 1073
0.849486 x 10~*
0.302972 x 104

0.166667

0.631133 x 107!
0.233836 x 107!
0.853645 x 1072
0.308547 x 1072
0.110773 x 1072
0.395855 x 1073
0.141009 x 1073
0.501177 x 10~

0.378680
0.370502
0.365061
0.361447
0.359015
0.357357
0.356214
0.355421

[8.8]
f(z)

= eXp<_'r2)7

I(f) = 0.746824132812

3

I

|I_]n|

j

I

1

S W N~

0.745119412436
0.746830391489
0.746838057512
0.746823756571

0.170 x 1072
0.626 x 107°
0.139 x 107
0.376 x 10~°

0.228 x 1072
0.838 x 107°
0.186 x 10~*
0.504 x 10°°

f(x)

B 1
1422

I(f) = 0.785398163397




I,
I, I — I,| 1-— =
0.784240766618 | 0.116 x 1072 | 0.147 x 1072
0.785397945234 | 0.218 x 1079 | 0.278 x 1077
0.785395862445 | 0.230 x 107° [ 0.293 x 10~°

0.785392713917 | 0.545 x 107> | 0.694 x 10>

D W N =3

[8.14] (a) AO =€ — 2, Al =1

(b) BE(H)=-"2C0,  celon
(¢) L(f)=0841471,  |Ei(f)| <0.118
() 1(f) = 0.923705, ‘EY‘)( f)‘ < % — 0.0162
(e) M =51
[8.22] Io(f) = f(1)
W =22 re - va) 22 o v

4 4
L(f) = wo f(xo) + w1 f(21) +waf(w2)

xo = 0.415774556783479 wo = 0.711093009929173
1 = 2.294280360279041 wy = 0.278517733569241

To = 6.289945082937480 wy = 0.010389256501586

13
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[10.9] (a) Y(xo+ h) = y2, onde

3/1=y0‘|'ﬁ [f(foayo)+f($o+

1 ﬁ,y()‘l'ﬁf(wo,yo))}

2 2

h h h
y2=yl+z |:f($17?/1)+f (x1+§,y1+§f(x1,y1))} , T =T+ =

(b) Y(xo+h) ~y, onde

2 3 4
y1 =yo + hf(xo,90) + 5 (dyf) (20, 90) + — dfcf)(%,yo) BVl (

3 ( 6
def = fet+ [1y
A3 f = fow + foly + 21 foy + [ 1o+ [P 1y

51 fyfaoy + 3 fayy + [ 1o +4F fyfyy + 2 fyuy

(c¢) Y(zo+h) =y, onde

d;f) (0. o)

Y :y0+%[901+2902+2903+904]
w1 = f(xo, %), 902=f($0+gayo+g<ﬂl)
903:f(370+g,3/0+g¢2>, w1 = f(xo+ h,yo + hes)
[10.17]
y(z) y(x)
W)= y() | =] 2(2)
"(x) w(z)
z(z) Yo
W'(z) = w(x) = F(z,W(x)), Wi(xo) 20 | =Wh
[l y(x), 2(x), w(z)) wo
(a) Y(zo+h)~yo, Y'(zo+ h) = 2, Y (zo+ h) = we
Yo + % 20 h
Wy = Zo—f'%wo ]|:Z1
wo + %f(iﬂo, Yo, 20, Wo) w1




(1 +%Zl Y2
WQZ Zl—i-%wl = 29 , $1=I0—|—§
wy + %f(%,yl,zhuh)

(b) Y(zo+h) =y, Y'(xg+ h) = 2z, Y (xg+ h) = w;

Yo + hzo + % wo
20 + hwo + %2 f (o, yo, 20, wo)

wo + hf (20, Yo, 20, wo) + 2 (fu + 2f, + wf. + [ fu)(@0, Yo, 20, Wo)

(c) Y(zo+h) =y, Y'(xg+ h) = 21, Y (xg+ h) = w;

ol Yo + &z |
f1:$0+?, W, = Zo+%w0 =| 2
’wo+%f(3307y0720,w0) _ v

Yo + 2 [20 + 37]

W1 = 2o + % [’LUQ + 3’@1]

wo + % [f (20, y0, 20, wo) + 3 (&1, 1, 21, 1)) |

(d) Y(zo+2h) =y, Y'(xo+2h)=~z, Y"(xo+2h)=~w,
Y1+ % [32’1 — Zo]
WQ(O) = 21+ % [311]1 — wo]
h
wy + 5 [Sf(atl, W, <1, wl) - f(x07 Yo, Zo,wo)] Wy
Y1+ % [250) + Zli| Yo
z1 + % [wéo) + wl}

wy + % [f(xm 3/50)7 Zéo)ngo)) + f(@1,y1, 21, w1)

W

[10.25] Yni1 = AoYn + 1Yn—1 + @2Yn—2 + R[b_1 fri1 + bofr + b1 fro1 + b2 fr—o]

(i) Condigoes para que o método tenha ordem de consisténcia > 3:

Co=0C1=0C,=05=0



(a4 =1—ay— a;
by = % (27 — dag + a1 — 36b_y)
by — % (—dag — 2ay +9b_1)
\ by = % (9 —4ap — ba; — 12b_)
Ci=9—a; —24b_1)
Cys = % (—81 + 4ag + 17a; + 180b_1)

(ii) Condigao da raiz:
p(ry=r3—agr®* —ayr —ay = (r — D)[r2 + (1 —ag)r + (1 —ag — ay)]
Triangulo de convergeéncia:
T ={(ag,a1) ER?*: a1 > —ag Aay < 1Aa; <3 —2ap}

(iii) Condigoes para que o método tenha ordem de consisténcia > 4:

Cy=0

( 9—a1
b =

Y
(lgzl—ao—al

1
bo = — (27 — 8CLO + 5&1)

214
by = % (27 — 32ap — 19a4)
\ bgzﬁ(9—8a0—9a1)
Cs = é (=27 + 8ay + 19a;)

(iv) Condigoes para que o método tenha ordem de consisténcia > 5:
0520 = 8&0-'-19&1:27

Nao ha nenhum método convergente de ordem > 5 pois esta recta nao
intersecta o triangulo de convergéncia T

16



