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Teoria da Homotopia

Ficha 1

A entregar até 17/03/2005

Mostre que as cofibragoes sao estaveis por pushout e composi¢ao e que as fi-
bragoes (ou fibragoes de Serre) sao estdveis por pullback e composicao.
Se A é um espago pontuado,

PA={y:10,1] = A: 7(0) = *}
chama-se o espago dos caminhos baseados (com a topologia compacta-aberta), e
QA ={y€ PA: v(1) = «}

chama-se o espago dos lacos baseados.
Seja f: X — Y uma aplicagdo e yo € Y. A fibra de homotopia de f sobre yg
é 0 espago
Fy = {(w.7) € X x PY: f(z) = (1)

juntamente com a projeccao 7: Fy — X na primeira coordenada. Dito de outra
forma, a fibra de homotopia é o pullback por f da aplicagdo de avaliagao em 1,
p: PY =Y.

(a) Mostre que 7 é uma fibragao.

(b) Mostre que m,(2X) = mp41(X).

(c) Mostre que se tem uma sucessao exacta longa

o (Fp) = (X)) 5 (V) = ma (Fp) = -

(d) Mostre que se i: A — X é a inclusdo de um subespago entdo m,_1(F;) =
(X, A).

(e) Mostre que se f é homotdpica a g entdao Fy é homotopicamente equivalente
a Iy.

3. Sejam X e Y espagos pontuados. Mostre que para n > 2 se tem

Tn(XVY) 2 m,(X)®m(Y) @ mp1 (X XY, X VY).

4. Se v:[0,1] — X é um caminho entre z( e x1, escrevemos 7y - @ para a ac¢ao de

v em a € (X, o).

(a) Sendo h o homomorfismo de Hurewicz, mostre que h(7y - o) = h(w).

(b) Seja (X, ) um espago pontuado. Seja H: X x [0,1] — Y uma homotopia
entre f e g, y(t) = H(xt) e yo = 7(0), y1 = v(1). Mostre que dado
a € m, (X, *) temos

ge(@) =7+ fu(a) € T (Y, y1).

(c) Sejap: X — X um revestimento regular, ¢ v € m (X, *). Seja xo € p~L(x),
x1 o ponto final do levantamento 7 a partir de zg, e T' uma transformagao
de revestimento que envia xg em x7. Escreva uma expressao em termos de
%, & e T para o levantamento de - o € 7, (X, %) a 7, (X, 20).

(d) Um espago X diz-se simples se o grupo fundamental de X age trivialmente
em m,(X). Mostre que RP™ é simples sse n é {mpar.



5. Um espago pontuado (X, *) diz-se um H-espago se existe uma aplicac¢ao
p: X x X — X

tal que o diagrama
11 B2

X—XxX<—X

A

(onde 1,72 sao as inclusdes de X determinadas pelo ponto de base) comuta a
menos de homotopia. Dualmente, uma estrutura de co-H -espago em X consiste
numa co-multiplicagao

XL XvX

S
C1 Cc2
X=—XVX——=X

(onde ¢q,cq sdo as aplicagoes que colapsam cada um dos somandos) comuta a

menos de homotopia.

(a) Mostre que XX (por exemplo uma esfera) tem uma estrutura natural de
co-H-espacgo e dualmente que o espaco de lagos baseados 2X tem uma
estrutura natural de H-espaco.

(b) Suponha que X VX C X x X é uma cofibragao (pode mostrar-se que para
tal basta que * C X seja uma cofibragao). Mostre que se X é um H-espago
existe 1 homotdpica a p tal que o diagrama acima comuta estritamente.

(¢c) Se X é um H-espago, p define uma multiplicagdo no conjunto [A4, X] das
classes de homotopia a partir de um espaco A qualquer. Dualmente se A
é um co-H-espago entao dispomos de uma multiplicagdo natural em [A, X]
para qualquer espago X. Mostre que se A é um co-H-espacgo ¢ X é um H-
espaco estas duas multiplicacdes coincidem! e que neste caso a multiplicacio
é comutativa.

(d) Mostre que um H-espagco é simples.

(e) Se A é um co-H-espago define-se o homomorfismo de Hurewicz generalizado

h: [A, X] — Hom(H,(A), H,(X))

tal que o diagrama

pela férmula
h([f]) = /-
Mostre que h é de facto um homomorfismo.
(f) Opcional Use o lema de Yoneda para mostrar que X é um H-espago sse ex-
iste uma multiplicagdo natural (em A) nos conjuntos [A4, X] (analogamente
para co-H-espagos).

lEm particular, se X é um H-espago podemos calcular a soma em 7, (X ) multiplicando ponto
a ponto.



