Teoria da Homotopia

Ficha 2

A entregar até 31/03/2006

1. Hatcher 4.1.12. Mostre que um complexo celular n-conexo de dimensao < n
é contractil.

2. Mostre directamente que 7,(RP",RP""!) — x,(RP"/RP""!) é um epimor-
fismo mas nao um isomorfismo (conforme predito pelo Teorema de Excisdo de
Homotopia).

3. Hatcher 4.2.30. Seja ' — E — B uma fibracao de Serre tal que a inclusao
F — FE é nul-homotdpica. Mostre que a sucessao exacta longa da fibragao se
cinde de forma que

TnB >~ mp(E) & mp_1(F).
Em particular, as fibracées de Hopf dizem-nos que
16(SY) ~ e (ST) @ me_1(S?) e mR(S®) ~ mp(ST?) @ m_1(ST).

4. Hatcher 4.2.31. Mostre que se S¥ — §™ — §™ é um fibrado entdo k =n — 1
em =2n — 1. (Vejam também o problema 4.2.32 !)

5. Seja B um complexo simplicial finito e p : E — B um fibrado ! com fibra F.

(a) Mostre que se B tem dimensdo < n + 1 e F é n-conexa, entdo p admite
uma Secgao.

(b) Mostre que se F' é fracamente contractil, entdo o espaco das secgdes é fra-
camente contractil.

6. Recorde que dois espagos tém o mesmo tipo de homotopia fraco se existe um
zig-zag de equivaléncias fracas entre eles.

(a) Hatcher 4.1.10. Mostre que a ”circunferéncia” construida a custa da
fungéo sin é, é fracamente contractil mas nao é contractil.

(b) Dé um exemplo de dois espagos que tém o mesmo tipo de homotopia fraco
mas tais que nao existe uma equivaléncia fraca entre eles. Sugestao: Con-
sidere subespagos de R de dimensao 0.

7. Hatcher 4.1.11. Seja X um complexo celular que é uma unido? de subcom-
plexos celulares X C Xjgi1 de tal forma que a inclusao X — Xji1 é nul-
homotoépica. Mostre que X é contractil.

8. Hatcher 4.1.20. Mostre que se X é um complexo celular finito e 74 (Y") é finito
para cada k < dim X, entao [X,Y] é finito.

INa realidade basta que B seja um complexo celular e p uma fibragdo de Serre mas a demon-
stracdo é bastante mais facil com as hipéteses do enunciado.
2por exemplo S°°.



