Topologia Geral e Introducao a Analise
Funcional

Ficha 6

e Ler as seccoes 26,27 e 37 do Munkres.
e Munkres: 26.1,5,8,11,12 ; 27.3,5 ; 37.1',4,52
1 (Opcional) Seja
XiCcXoC...CX,,C...
uma sucessao de espagos 11, e X = U2, X, com a topologia final. Mostre que
se K é compacto e f: K — X é continua, entdo existe N tal que f(K) C Xy.
2 (Opcional) Considere a torre de homomorfismos de grupos

Llp e Lp* e - — Z[p" — -+ (1)

onde Z/n designa o quociente do grupo dos inteiros pelo subgrupo gerado por
n, e as aplicagoes 7 : Z/pF*tt — Z/p* sdo as projecgdes Sbvias. Define-se o
grupo dos inteiros p-adicos por

Zp={(wn) : 2n € Z/p" € Tu(wns1) = an Vn}C [[Z/p"

n=1

com a topologia induzida pela topologia produto (Zp é o limite (antigamente
chamava-se o limite inverso ou limite projectivo) da torre (1)).

(a) Mostre que Zp é um grupo topolégico compacto e totalmente desconexo.

(b) Defina um homomorfismo de grupos ¢ : Z — Zp, e uma métrica d em 2,;
tal que ¢ é um mergulho isométrico quando damos a Z a métrica p-adica
(ver ficha 1).

(c) Mostre que ¢(Z) é denso em Z,,.
(d) Mostre que qualquer sucessao de Cauchy em ZJ converge.

3 (Opcional) O truque de Alexander. A esfera de dimensdo n é o espago
Sn = {x € R""! : |x|| = 1} com a topologia induzida por R™. A bola de
dimenséo n é D™ = {x € R" : ||x|| < 1} também com a topologia induzida.

Seja h : 8™ — S™ um homeomorfismo. Mostre que o espaco que se obtem
identificando o bordo de uma bola de dimensao n + 1 com o bordo de outra por

INa alinea (c), X tem de ser Hausdorff
20pcional



h (isto é, o espaco quociente da unido disjunta D"+ ][ D" pela relagio de
equivaléncia gerada por x ~ h(x)) é homeomorfo a S™+1,

Sugestao: Se h : S™ — S™ € um homeomorfismo, € fdcil achar um homeo-
morfismo h:Dntl — prtl cuja restricdo ao bordo € h.

Nota: Se h é um difeomorfismo, é ficil ver que o espago quociente é
uma variedade diferencidavel de dimensdo n + 1. Esta variedade néo é no en-
tanto necessariamente difeomorfa a S"*1! Este tltimo facto foi observado pela
primeira vez por John Milnor em 1958 e valeu-lhe pouco depois uma medalha
Fields.



