Topologia Geral e Introducao a Analise
Funcional
Ficha 9

e Ler as segoes 34,35,36 e 38 do Munkres.

e Fazer o maior nimero possivel dos exercicios de revisao das péginas 228-
229 do Munkres (ndo sao para entregar).

e Munkres: Exercicios suplementares sobre redes (p. 187): 10.

e Munkres: 31.7; 32.9 ; 33.8 ; 34.3,4,8 ; 35.3,5,6,7 ; 36.1,4' ;
38.3,5,8

1 (Opcionais?) Munkres: 31.8; 33.10,11; 35.8(*),9; 36.5(*); 38.9.

2 (Opcional®)Nao basta considerar subconjuntos cofinais. Seja X =
N x N com a seguinte topologia: Se (m,n) # (0,0), o conjunto {(m,n)} é
aberto; um subconjunto U C X é uma vizinhanga de (0, 0) sse excepto para um
nimero finito de valores de m, o conjunto {n : (m,n) ¢ U} é finito. Mostre que
nao existe nenhuma sucessdo em X \ {(0,0)} que convirja para (0,0), mas que
no entanto existe uma sucessdo em X \ {(0,0)} com uma subrede convergente
para (0,0).

3 (Opcional*) Um conjunto totalmente ordenado com a topologia da
ordem é completamente normal. Seja X um conjunto totalmente ordenado
com a topologia da ordem. Sejam A, B C X conjuntos separados (isto é, tais
que ANB=ANB=0)

(a) Mostre que uma uniao de subconjuntos convexos de X com um ponto em
comum é convexo, e logo que qualquer Y C X se pode escrever como uma
uniao disjunta de subconjuntos convexos maximais chamados componentes
convezas de Y.

(b) Definimos
A= Ua,beA,[a,b]mE:w[aa b]

e analogamente B*. Note que A C A* e B C B*. Mostre que A* C AU A*.

(¢) Mostre que A* e B* sao conjuntos separados.

INa realidade esta propriedade caracteriza os espagos normais em termos de coberturas.
20s exercicios marcados com um (*) sdo particularmente recomendados.

3 Adaptado de Kelley,” General Topology”

4 Adaptado de Steen e Seebach, “Counterexamples in Topology”.



(d)

Seja A = {A,} o conjunto das componentes convexas de A*, B = {Bg}
o conjunto das componentes convexas de B*, e C = {C,} o conjunto das
componentes convexas de X \ (A* U B*). Mostre que a ordem em X induz
uma ordem total no conjunto AU B UC.

Seja M, o conjunto dos majorantes estritos de A,. Mostre que se A,NM, #
0, entdo Ay N M, consiste num tnico ponto ps. po € Cy para algum v e
na ordem considerada na alinea anterior, C., é o sucessor imediato de A,.

Fixe-se para cada 6 um elemento ks € Cs5 e definam-se os conjuntos

I [Pasky)  se Ag N M, # 0,
¢ 0 caso contrario.

(onde v é tal que C, é o sucessor imediato de A,). De maneira andloga
defina conjuntos J, = (ks,q] e I, Jg. Mostre que

UZUaJaUAaUIaeVZUgJ5U35U15

sao abertos disjuntos de X. Isto mostra que X é completamente normal
(isto é, conjuntos separados podem ser separados por abertos).



