O homomorfismo Sp(1) — SO(3)

No que diz respeito ao exercicio 1 da ficha 13, a tnica coisa que ficou por
ver na aula prética foi que o homomorfismo de grupos

U Sp(1) — SO(3)

definido por ¥(q)7 = ¥ § é uma aplicacao sobrejectiva. Eis uma maneira de ver
isso com um minimo de contas, e que ao mesmo tempo dé uma interpretagao
geométrica do homomorfismo:
Recorde que escrevendo um quaternidio na forma a + % com a € R e @ € R3
se tem
(a+@)(b+0)=(ab—uU-V)+al+bi+uxV

Portanto escrevendo ¢ = a + 4 temos

U()t = (a+u)v(la—1u

- W)U — (4 - ¥)dd isto fica

IS

e usando a férmula @ x (7 x @) = (
U(q)v = (a® — ||ul|[*)¥ — 2a¥ x @ + 2(7 - @) .

Daqui se conclui que se ¢ é paralelo a @ entao ¥ é fixo por ¥(q).
Por outro lado se v é perpendicular a u, entao

—

o . . U
V(q)d = (a® — ||ul[*)7 — 2al[u|7 x

[Jull
Tomando, sem perda de generalidade ||[v|| = 1, temos que {¥ x H?LH,E} é uma
base ortonormal para o plano ortogonal a u e
(a® = [[ull*)? + a®[Jul|* = [|q|* = 1

logo tomando
2al |ul|

0 = arctan a2 = a2

conclui-se que ¥(q) é a rotagao pelo angulo 6 em torno do eixo orientado deter-
minado por .

Claramente consegue obter-se qualquer rotacao desta maneira logo o homo-
morfismo é sobrejectivo.



