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Resumo

Neste trabalho dé-se uma demonstragdo detalhada de um Teorema de W. Arvola que calcula o grupo
fundamental do complementar de uma unido finita de hiperplanos afins em C™. Apresenta-se um exemplo
detalhado de célculo do complementar de uma unido de quatro linhas em C2. Finalmente estuda-se a
correspondéncia entre arranjos de hiperplanos e os grafos que lhes sao associados para obter a apresentagao
do grupo fundamental. Analisa-se completamente alguns casos simples e obtém-se restrigoes gerais para

os grafos quanto a distribuigao dos vértices.

Palavras Chave

Arranjos de Hiperplanos, Grupo Fundamental.
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Abstract

We give a detailed proof of a Theorem of W. Arvola which computes the fundamental group of the
complement of a finite union of affine hyperplanes in C™. We also present a detailed example of the
computation for a union of four lines in C2. Finally we study the correspondence between hyperplane
arrangements and the graphs which are associated to them in order to obtain a presentation for the
fundamental group. We analyse completely some simple cases and obtain general restrictions on the

graphs regarding the distribution of its vertices.
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Hyperplane Arrangements, Fundamental Group.
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Capitulo 1

Introducao

Um arranjo de hiperplanos complexos é uma unido finita de hiperplanos afins num espago vectorial
complexo de dimensao finita. Apesar da simplicidade desta defini¢do, o estudo destes objectos constitui
toda uma &drea da Matemédtica que se mantém presentemente bastante activa (ver por exemplo [5]) e
que apresenta fortes ligacoes com muitas areas da Matematica tais como Algebra, Geometria Algébrica,
Combinatéria e Topologia.

O objectivo deste trabalho é dar uma demonstracao detalhada de um Teorema de W. Arvola [1] que d4
uma apresentagao para o grupo fundamental do complementar de um arranjo de hiperplanos complexos.
O problema do céalculo do grupo fundamental foi primeiro considerado por R. Randell [6] que obteve
a solucao do problema apenas no caso em que o arranjo se obtém de um arranjo de hiperplanos reais
através da operagao de complexificacdo. A demonstracao que daremos segue a demonstracao de Arvola
na sua organizacao mas os principais cdlculos necessarios para a aplicagao do Teorema de Van Kampen

sdo realizados de forma diferente de [1, 5].
Este trabalho encontra-se organizado da seguinte forma.

No Capitulo 2 definimos o grupo fundamental de um espago topolédgico e enunciamos o Teorema de
Seifert-Van Kampen - a principal ferramenta que utilizaremos no calculo do grupo fundamental. Provamos
ainda uma relacao entre certos elementos do grupo fundamental de um plano perfurado que sera utilizada
na demonstragdo do Teorema de Arvola no capitulo seguinte. Finalmente revemos a nocao de grafo e

espago projectivo que serao necessarias mais tarde.

No Capitulo 3 provamos o Teorema de Arvola. Comegamos por enunciar um Teorema de Zariski que
reduz o problema do célculo do grupo fundamental do complementar de um arranjo de hiperplanos em
C™ ao calculo do grupo fundamental do complementar de uma unido de linhas complexas em C2. O
calculo deste grupo fundamental é entao realizado em duas etapas.

Primeiro explicamos como associar ao arranjo um objecto combinatério - um grafo linear por trogos
em R? com um conjunto distinguido de vértices (os vértices virtuais) aos quais é atribuido um sinal.
Depois aplicamos o Teorema de Van Kampen para obter uma apresentacao do grupo fundamental a

partir deste grafo.

O Capitulo 4 consiste numa aplicacao do Teorema de Arvola ao cdlculo do grupo fundamental do

complementar de um conjunto especifico de 4 linhas em C2.

No Capitulo 5 estudamos a correspondéncia entre arranjos e grafos utilizada na demonstragao do

Teorema de Arvola. Apresentamos ainda o grupo fundamental de todos os arranjos com até trés hiper-



planos e analisamos completamente a correspondéncia entre arranjos e grafos no primeiro caso nao trivial,
nomeadamente, o caso de trés hiperplanos em que dois deles sao paralelos. Finalmente, obtemos restrigoes
gerais sobre o grafo associado a um arranjo. Em particular mostramos que o nimero de vértices virtuais
de um grafo admissivel é sempre par e damos um majorante para o nimero de vértices virtuais em termos

do ntimero de hiperplanos no arranjo.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 O Grupo Fundamental

Um dos principais problemas da topologia consiste em determinar se dois espagos topologicos dados sao
ou nao homeomorfos.

Mostrar que dois espacos sao homeomorfos significa construir uma aplicagao continua, de um espago
no outro, com inversa continua. Apesar de ser um problema de certa dificuldade sao conhecidas técnicas
para o resolver. O problema de mostrar que dois espagos nao sdo homeomorfos parece a partida bem
mais complicado, uma vez que implica mostrar que nao existe nenhuma funcao continua, com inversa
continua, de um dos espagos no outro.

Um método muito utilizado para resolver esta questdo envolve o grupo fundamental de um espaco,
que é um invariante topoldgico e portanto permite mostrar que dois espagos nao sao homeomorfos.

Por uma questao de completude incluimos aqui as definigoes bésicas e refere-se o leitor a [4] para mais
detalhes.

Um caminho num espago topolégico X é uma aplicagao continua «: [0,1] — X. Se «, 3 sdo caminhos

em X com «(1) = 3(0), define-se a concatenacao de « e 3 por
1
(axpB)(t) = j

Uma homotopia de caminhos entre o, 5 : [0,1] — X com a(0) = 5(0) =z e a(l) = B(1) = 1 ¢

uma fungéo continua H : [0, 1] x [0,1] — X com
H(s,0) =a(s) ; H(s,1) = f(s)

H(O,t)z.%‘o ; H(l,t):l‘l.

A relagao de homotopia de caminhos é uma relacao de equivaléncia no conjunto dos caminhos em X

denotada por = e a operacao de concatenacgao estd bem definida nas classes de equivaléncia.

Seja X um espago e g um ponto de X. Um caminho em X que comega e termina em xy é chamado

um lago baseado em xy.

O conjunto das classes de homotopia de caminhos dos lagos baseados em z(, com a operacao de



concatenagao *, é um grupo chamado o grupo fundamental de X em xy denotado por
1 (X, .’bo).
Uma aplicagao continua f: X — Y determina por composi¢cao um homomorfismo

m1(X, 20) — m1(Y,%0)-

A principal ferramenta utilizada no célculo do grupo fundamental é o seguinte Teorema.

Teorema 2.1.1 (Seifert-Van Kampen). Seja X =U UV, com U eV abertos em X. Assuma-se que U,
V eUNYV sao conexos por arcos e que xg € UNV. Seja

J:m (U, o) x w1 (Vo) — w1 (X, o)

o homomorfismo a partir do produto livre determinado pelos homomorfismos j1 e jo induzidos pelas
inclusoes de U e V em X.

Entao o homomorfismo j € sobrejectivo e o seu nicleo € o menor subgrupo normal N do produto livre
que contém as palavras da forma

i1(g)” i2(g)

comg€em(UNV,xg) eir: UNV U eig: UNV — V as inclusdes.

O seguinte lema serd utilizado no préximo capitulo no calculo do grupo fundamental de um arranjo
de hiperplanos. Neste lema e no resto do trabalho usamos a seguinte notagao para conjugacao de um

elemento g por um elemento A num grupo:
g" = h7lgh.

Lema 2.1.2. Seja X =R?\ {a,b} com a # b. Considerem-se os lagos o, 3 ey em X representados na

L e 0 ponto de base comum xy se encontra & esquerda

figura, onde ¥ = A Ve % Vg * AL, o0 = K*k Ugk Ve % K~
da figura.

Verificam-se as sequintes relagoes em m1 (X, zg):

y=ao’,  a=4""
2
L
. S

— = — Ve Vd

Figura 2.1: Conjugagoes num plano perfurado.



Demonstragao. E claro da figura que

~ -1 -1
A [T xk*u,
e portanto
fy:)\*ye*yd*)\_l:ﬁ_l*/@*1/6_1*Ve*ud*ue*n_l*ﬁ:ﬁ_l*ﬁ*yd*ue*m_l*ﬁ:ﬁ_l*a*ﬁ.

O

2.2 O Espaco Projectivo

Nesta secgao revemos a nogao de espaco projectivo e explicamos a correspondéncia entre hiperplanos no
espago projectivo e hiperplanos no espago afim que serd necessaria no Capitulo 3 quando aplicarmos o

Teorema de Zariski.
Definicao 2.2.1. Seja K um corpo. O espago projectivo KP™ ¢ o conjunto quociente
KP" = (K™ {0})/ ~
onde ~ € a relacdo de equivaléncia definida por
(z0y .-y 2n) ~ (Az0y. .., Azn) A €K\ {0}.
A classe de equivaléncia em KP™ determinada por (zo, ..., 2,) denota-se por [zg: -+ : zp].

Definicao 2.2.2. Uma hipersuperficie projectiva em KP™ é um conjunto da forma p(zo,...,2,) =0
com p um polindmio homogéneo em zy,...,2,. Um hiperplano projectivo H em KP" é uma hiper-
superficie determinada por um polindmio linear nao nulo. Um hiperplano no espago afim ¢ um

subcongunto de K™ da forma
{(wy,...,wp) € K": aqwy + ...+ a,w, = b}

com (ay,...,an) # 0.

Lema 2.2.3. Seja L um hiperplano projectivo em KP™. Existe uma bijec¢ao
¢r: KP"\ L —- K"

que leva hiperplanos projectivos em hiperplanos afins.

Demonstra¢do. Consideremos primeiro o caso especial do hiperplano L definido por zg = 0. Neste caso

podemos definir
¢ro: KP"\ Ly — K"

pela expressao

bro([200 .t 2a]) = (len)

20 20



que tem inversa

¢Zol(w1,...,wn) = (Lwy,...,wy).

Dado um hiperplano L definido pela equagdo Agzg + ...+ Apz, = 0, seja B = [bz‘j]ﬁj:o uma matriz

invertivel com entradas em K tal que by; = A;. B determina uma bijeccao de KP"
Yg: KP" — KP"

determinada pela expressao

vp([z0: .. i 2n]) = Zb0j2j3 anjzj
§=0 3=0

Entao temos

[20: ...:zp] € Lo Yp([z0: ...t 2n]) € Lo
e definimos

¢L = PL, © VB.

Claramente 9 leva hiperplanos projectivos em hiperplanos projectivos. A imagem de um hiperplano

projectivo Apzo + ... Apz, =0 por ¢r, é o hiperplano no espago afim definido pela equacao
Ao+ Awi +...+A,w, =0
0 que conclui a demonstragao. O

E claro da demonstracao que a aplicagao do lema anterior determina uma correspondéncia biunivoca
entre hiperplanos afins em K" e hiperplanos em KP" diferentes de L.

Observe-se que quando o corpo K em questao é R ou C, K" dispoe de uma topologia natural que
induz em KP™ a topologia quociente. As aplicagoes definidas no lema anterior e as suas inversas sao

continuas para estas topologias e portanto quando K = R ou C, a aplicacao ¢y é um homeomorfismo.

2.3 Grafos

Defini¢ao 2.3.1. Um grafo ¢ um par de conjuntos (V,E), com E um conjunto de pares de pontos
distintos de V. V diz-se o conjunto dos vértices e E o conjunto das arestas. Dado e = {v1,v2} € E

diz-se que v1 e vy sao as extremidades da aresta e.



Capitulo 3

O Teorema de Arvola

Neste capitulo definimos o conceito de arranjo de hiperplanos e damos uma demonstragao detalhada do
Teorema de W. Arvola que calcula o grupo fundamental do complementar de um arranjo de hiperplanos

complexos.

Definigao 3.0.2. Seja K um corpo e Vk um espago vectorial de dimensdo . Um hiperplano H em
Vk € um espago afim de dimensao (I —1). Um arranjo de hiperplanos Ax € um conjunto finito de

hiperplanos em Vk.

No caso em que K = C o complementar em Vi de um arranjo de hiperplanos é um espaco topolégico
e o objectivo deste capitulo é dar uma apresentacao do grupo fundamental deste espago. Para simplificar

a notagao, omitimos o simbolo K quando K = C.

Definicao 3.0.3. Define-se a variedade de A como

NA=|JH

HeA
Define-se o complementar de A como
M(A) = V\N(A).

Neste trabalho estamos interessados no estudo da topologia de M (A).

3.1 O Teorema de Zariski

De modo a reduzir a complexidade do problema é possivel, de acordo com o Teorema de Zariski que
enunciamos em seguida, analisar a questdo numa dimensdo mais baixa, assumindo que A é um arranjo

de linhas complexas em C?2.

Teorema 3.1.1 (Zariski [2]). Seja F' uma hipersuperficie projectiva em CP™ e L um hiperplano genérico

em CP™. Entao a inclusao

L\F —CP"\F
induz um isomorfismo de grupos fundamentais desde que n > 2.

7



O sentido da palavra genérico no enunciado anterior é o seguinte. O conjunto dos hiperplanos em

CP™ identifica-se naturalmente com um espaco projectivo CP™ através da correspondéncia
Aozo+ ... Apzp =0 [Ag: -1 Ay

e portanto tem uma topologia natural. O significado de genérico é que o conjunto dos hiperplanos L para

os quais o enunciado do Teorema é satisfeito forma um conjunto aberto e denso em CP™.

Corolario 3.1.2. Sejan >2 e A= {Hy,...,H,} um arranjo de hiperplanos complexos em C™. Entdo

existe um subespaco afim S C C™ de dimensdo 2 tal que a inclusao
S\ Ui H; — M(A)

induz uwm isomorfismo de grupos fundamentais.

Demonstracao. Pelo Lema 2.2.3 temos um homeomorfismo
Oy M(A) = CP"\ (Lo UU ¢, (Hy)) -
Sejam p; polindémios lineares homogéneos que definem os hiperplanos ¢>Zol (H;). Entao a equagao

zop1<Z03"-aZ’n) "'pk:(ZOa-' '7Z7l) = 0

define o conjunto F' = Ly U Uleqﬁzol (H;) que é portanto uma hipersuperficie projectiva.
Como n > 2, pelo Teorema de Zariski, existe um hiperplano L C CP™ que n&o estd contido em

qualquer dos hiperplanos contidos em F' e tal que
L\F—CP"\F

induz um isomorfismo entre os grupos fundamentais.
Conclui-se que
¢, (L)\ (H1U...UH,)— M(A)

induz um isomorfismo de grupos fundamentais. Como ¢, (L) é um hiperplano afim de C", é isomorfo
como espaco afim a C*~! e como L ¢ qbznl(H,-) os hiperplanos afins H; intersectam L em planos afins de
dimensao n — 2.

Desde que n — 1 > 2 podemos repetir o argumento acima para o arranjo de hiperplanos
{HiNL,...,H,N L} em L e prosseguindo desta maneira obtemos o resultado pretendido. O]

3.2 O Grafo de um Arranjo de Hiperplanos

Vamos utilizar as coordenadas z; e zy para pontos de C? e x1, 29, ¥1, Y2 para pontos de R*, tal que
21 =21 +1 Yy e 2y =2y +1 Yz Ser-nos-4 também 1til definir as seguintes projeccdes: ¢2,#>, ¢, onde

¢* =¢o¢’.

¢2 ZR4—>R2 ¢2($17917$2ay2) :(.1'1,.7}2),
¢ R* - R3 O (21, Y1, 2, y2) = (21,22, Y2),
¢:R? — R? P(21,22,42) = (T1,22).



Definigao 3.2.1. Um ponto maltiplo de A é um ponto que pertence a dois ou mais hiperplanos distintos

de A. Designa-se o conjunto dos pontos mailtiplos por P.

Note-se que P é sempre um conjunto finito.

A ideia principal para o célculo do grupo fundamental é ”varrer” C2 por hiperplanos reais usando a
coordenada z; como pardmetro. A coordenada x; serd utilizada para separar C? em intervalos, cada um
dos quais conterda no maximo um ponto miltiplo. O Lema 3.2.2 garante a existéncia de coordenadas que

permitem esta decomposicio de C2.

Lema 3.2.2. Fazendo uma transformagdo linear apropriada pode assumir-se que A satisfaz as sequintes

condicoes:
1. Nao existe nenhum hiperplano em A da forma z; = ¢ com ¢ € C.

2. Sep ep € P sio pontos miltiplos distintos entdo x1(p) # x1(p’).

Demonstracdo. Para satisfazer a condigao 1 podemos efectuar uma mudanga de coordenadas da forma

25

A linha Az + Bzy = C é transformada em Az + (A + B)z5 = C e portanto todos os valores de A,

/
21

&

excepto um numero finito, fardo com que as linhas satisfagam a condigao 1. nas novas coordenadas.

Para que A satisfaca a condi¢do 2 podemos efectuar uma mudanca de coordenadas da forma

2=

Sejam py,...,p, € C? os pontos miiltiplos de A. Queremos ver que existe 6 € [0,27] de modo que,
e 0
escrevendo Ay = 0 1], as partes reais da primeira coordenada dos pontos Agpi, ..., Agp, sejam
diferentes.

Seja p; = (14, Y14, T2i, Y2i). Duas das partes reais serdo iguais quando existirem ¢ # j tais que

cosfxi; +senby;; = cosfxy; + sen by
cosf(xy1; —x1;) = senb(y1; — y1,)
tand — <~”'31f”1]> .
Yii — Yij

Assim, existem no méaximo 2(2) valores de @ para os quais algum par de pontos tem a mesma co-
ordenada x1, apds rotagao por 6, e portanto é sempre possivel encontrar um valor de 6 que satisfaca a
condicao pretendida.

Finalmente notamos que a mudanca de coordenadas Ay preserva a condi¢ao 1 do Lema. O

Vamos agora definir em C? um grafo associado a A que contém toda a informacdo necesséaria para
o célculo do grupo fundamental. Este grafo é definido utilizando uma fungao linear por trogos f : R —
R chamada aplicagao de varrimento. Para efeitos de cilculo do grupo fundamental sé estaremos

interessados em fungoes que satisfacam algumas condigoes que sdo enunciadas em seguida.



Definicao 3.2.3. A funcdo linear por trocos f: R — R diz-se adequada a A se

pE€P=y(p) = flzi(p))

isto é, o grdfico de f em R? contém as primeiras coordenadas complezas de todos os pontos multiplos de
A.

Suponha-se que P = {p1,...,pr}. A funcao f diz-se plana se existem nimeros reais u;,v; tais que

z1(pi) < v <ui < x1(Pig1) 1<i<r—-1

—o0 <t < v = f(t) = y1(p1),
ui—y <t <= f(t) = v(p), 2<i<r-1,
Up_1 <t <00 = f(t) = yl(pr)~

ou seja, f € constante numa vizinhanca dos pontos maltiplos e de infinito, e linear no complementar da

vizinhanga.

A partir de agora consideraremos apenas fungoes de varrimento planas e adequadas e abreviamos
N(A) por N.

Em seguida considere-se a familia de linhas complexas K;(f), dependentes de ¢t € R

Ei(f)={a€C?|z(g) =t +i f(t)} = {a € R* | 21(q) =t e y1(q) = f(1)}.

Definigao 3.2.4. Seja I'} = U NN K (f) e defina-se as suas projec¢oes como
teR

' = ¢*(I'%), I'} =¢*(I}).

Como assumimos que os hiperplanos H € A nao sao da forma z; = ¢, para cada t € R, o conjunto
NN K(f) = (Ugea H) N Ki(f) possui no méximo n elementos, onde n é o numero de hiperplanos do
arranjo A considerado.

Na realidade, excepto quando t é a primeira coordenada de algum ponto multiplo, N N K(f) tem
exactamente n elementos e quando ¢ é a primeira coordenada de um ponto miltiplo (que é tnico pelo
Lema 3.2.2) ,N N K;(f) contém exactamente n — k + 1 elementos onde k é o nimero de hiperplanos que
se intersecta no ponto miltiplo.

E assim possivel associar uma estrutura de grafo a 1’“}, com conjunto de vértices, Vi=Pe conjunto de

arestas, E*, formado por caminhos (em C2, contidos em N) que unem os vértices, definidos pela férmula
e(t) = HNTy(f)

com H € A. As arestas dividem-se em limitadas (quando unem dois vértices) e ilimitadas (quando se
iniciam num vértice e continuam para o infinito). Naturalmente cada aresta estd contida num unico
hiperplano H e portanto cada duas arestas, ou sao disjuntas, ou se encontram num vértice. Para cada
H, F‘} N H é uma uniao de arestas.

Chama-se ao par (R%, F‘ch) o grafo-4 de A.

10



Em K;(f) a coordenada y; pode ser determinada a partir de z1, pois y1 = f(z1), e portanto a restrigdo
da projeccao cbfrz} é uma bijeccao entre I“J% e F?c. Podemos assim dar a I‘? uma estrutura de grafo com
conjunto de vértices V3 = ¢3(V*) e conjunto de arestas dado por E? = ¢?(E*). Chama-se a (R3, I“}) o
grafo-3 de A.

De acordo com a condigao 2 do Lema 3.2.2 as coordenadas x1 dos ponto multiplos sao distintas e logo a
restricio da projeccio ¢: R?* — R? a V2 é um monomorfismo. No entanto, no interior das arestas E € E3,
¢ pode nao ser um monomorfismo e portanto nao é possivel dar imediatamente a F?c uma estrutura de
grafo. Para que se possa ter uma estrutura de grafo em ch, adequada ao cédlculo de w1 (M), é necessério

impor certas condigoes as fungoes f e ¢, procedendo, se necessario, a uma mudanca de coordenadas.

Escrevemos | X| para a cardinalidade de um conjunto X.

Definicao 3.2.5. O conjunto dos vértices virtuais de F? € 0 conjunto
Q={q el ¢~ (a)l > 1}.
O conjunto dos vértices reais de F% € o conjunto
P = 6(V).
O conjunto dos vértices de 1"?0 € o conjunto
V=PUQ.

Recorde-se que ¢? : P — P é uma bijeccdo, isto é os vértices reais correspondem biunivocamente aos
pontos miultiplos de A.

Por outro lado, a existéncia de vértices virtuais depende da posicdo relativa dos hiperplanos em C? e
da escolha da fungao f.

Denotamos o interior de uma aresta E de um grafo por int F.

Lema 3.2.6. E possivel escolher coordenadas e uma funcdo de varrimento [ tais que as sequintes

condi¢oes sejam satisfeitas:
1. [¢7H(m)| < 2 para todo o m € ch.
2. se p € P entio |¢p~1(p)| = 1.

3. se E e E' sdo arestas em F?f eq € ¢(int E)N(int E'), entao ¢(E) e ¢(E') intersectam-se transver-

salmente em q.
4. o conjunto dos vértices virtuais, Q, de F?c € finito.

Neste caso T'} € dito regular.
Demonstra¢do. Fazendo uma mudanca de coordenadas da forma

E=b B

as primeiras trés condigoes sao verificadas para um valor de 6 genérico.
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Se q € Q, entdo q € ¢(int E) N ¢(int E') C ]."?c. Como f é plana temos apenas um numero finito de

arestas e logo um numero finito de vértices virtuais, pelo que a condigao 4 também se verifica. O

Definicao 3.2.7. Para cada H € A, seja H = ¢*(HNT}) o trago de H em T'7. Seja A= {H| H € A}.
Os pontos de H correspondentes aos pontos em que o declive de f muda sdo chamados de nés. O conjunto

de todos os nos em ch designa-se N.
Corolario 3.2.8. Se 1"?0 € regular, entdo:

1. o vértice real p € P estd contido nos tragos Hy,...,Hy se e s6 se o inico ponto multiplo p € P com

p = ¢*(p) estd contido nos hiperplanos Hy, ..., Hy;

2. se q € Q é um vértice virtual, entao estd contido em exactamente dois tracos H e H' e esses tracos

intersectam-se transversalmente em q.

Demonstragdo. 1. Uma vez que, se p € P, entdao |¢~1(p)| = 1 (pelo Lema 3.2.6), e recordando que
¢° restrito a '} é um isomorfismo, p = ¢*(p) = #(¢*(p)) ¢é tnico. Se p € Hy,...,Hy, entao ¢*(p) €
G(HyNT%),...,¢*(HyNT4) s pe (HiNTY),. .., (HiNT4) = pe Hy,... Hy.

2. Se q € Q, entdo |¢~1(q)| = 2, o que significa que ¢~ 1(q) pertence a exactamente duas arestas de
r'%. Como I'} e F;% sao isomorfos, arestas em I'} correspondem biunivocamente a arestas em F‘}. Visto
que HnN F;lc ¢ uma uniao de arestas, entao q estd contido em exactamente dois tragos H e H', que se

encontram transversalmente em q por 3 do Lema 3.2.6. O

Lema 3.2.9. Apds uma conveniente escolha de coordenadas e de numeros reais u;,v; para a aplicacdo de
mento pl ¢ possivel ‘ I3 é ! j unto de vértices V junt
varrimento plana f, é possivel assumir que I'; € um grafo reqular cujo conjunto de vértices V e o conjunto

de nos N satisfazem as seguintes condigoes:
1. sev,v' €V sdo vértices distintos, entdo x1(v) # z1(V');
2. seveV eneN, entao z1(v) # z1(n).

Demonstracao. 1. V=P U Q. Esta condicao é satisfeita apés uma mudanga de coordenadas

2= R

com 6 suficientemente pequeno. Se as condigoes dos Lemas 3.2.2 e 3.2.6 se verificam para um arranjo
A, também se verificam para arranjos suficientemente préximos. Logo, desde que 6 seja suficientemente
pequeno, estas condigbes continuam a verificar-se apés a mudanga de coordenadas.

2. Uma vez que os vértices sdo em nimero finito é sempre possivel escolher u;, v; tais que esta condigao

se verifique. O

Considere-se em C? o arranjo A de n hiperplanos. Seja v € V um vértice (real ou virtual) tal que
veH N...NHk

Escolham-se t1,t2 € R tais que t; < x1(v) < t2 e de modo que nao exista nenhum outro vértice na
faixa S = {m € R? | t; < x1(m) < t2}. Seja C; = {m € R? | z1(m) =t1} e Ca = {m € R? | x1(m) = t2}.
E 6bvio que, para cada H; € A, {C; N Hi}, com i = 1,2, corresponde a apenas um ponto. Defina-se
E(i) = (e1(4), ..., en(i)), com i = 1,2, como o conjunto das arestas de 1"3( que intersectam C;, ordenadas

de modo crescente de acordo com o valor da sua coordenada zo em Cj.
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Tome-se ex(1) € E(1). Se v ¢ er(1) entdo ex(1l) intersecta tanto C; como Cs e logo ex(1) € E(2)
igualmente. Se v € er(1) € E(1) entdo sabemos que existe uma tunica aresta em FE(2) que também
contém v e pertence ao mesmo traco que ex(1) (os pontos iniciais e finais das arestas sdo determinados
pelos vértices e portanto o mesmo trago de um hiperplano pode conter um numero varidvel de arestas de
acordo com os vértices que possui).

Sabendo desta relagao, vamos entdo tentar escrever E(2) a partir de E(1).

Proposicao 3.2.10. Seja j o primeiro indice para o qual e;(1) contém v e seja k o dltimo indice para

o qual 0 mesmo se passa. Seja €] a aresta adjacente em v a e)(1). Entdo

E(2) = (ex(1), . ej_1(1), €y €1y oor €)1, €5 erp1 (1), o €0 (1)) -

Demonstragido. Como f é plana, f é constante numa vizinhanca de x;(v). Uma vez que escolhemos
C1 e Cy de modo a que ndo existisse mais do que um vértice no interior de S, sabemos que os tragos
dos (k — j 4+ 1) hiperplanos que contém v formam um ”lapis linear”numa sua vizinhanca e portanto,
logicamente, intersectam C5 na ordem inversa pela qual intersectam C;. Assim, as arestas que pertencem
aos tragos dos mesmos hiperplanos surgem em FE(2) pela ordem inversa & que se encontravam em F(1),
ou seja €;(2) = ex(1) = e,ej4+1(2) = ex—1(1) = €} _1,..., ex(2) = ¢;(1) = ¢j. Para os hiperplanos que nao
contém v a ordem pela qual intersectam C; e Coy é a mesma e logo, para i < j e k > i, ¢;(1) = ¢;(2). O

Apesar da introdugao dos vértices virtuais, o grafo Fff nao contém ainda toda a informacao do grafo-3
(R3, 1"?) Para expressar em F?c toda a informacao do grafo-3 é necessario atribuir aos vértices virtuais
um sinal da forma explicada na definicdo seguinte.

Seja q € Q C R? um vértice virtual e sejam ¢ € H e ¢’ € H' tais que ¢*(q) = ¢*(¢) = q. Entao os
tracos H e H em T'} intersectam-se transversalmente em q e z1(q) = z1(q) = #1(¢’) e w2(q) = =2(q) =
x2(q"). Temos também que y1(q) = f(x1(q)) = y1(¢’) e portanto a tnica coordenada em que ¢q e ¢’

diferem é ys.

Definigao 3.2.11. Suponha-se que q € Q € um vértice virtual num grafo reqular ch. Escolha-se um
nimero real ¢ < x1(q) suficientemente prézimo de q. Recorde-se que H N K (f) e H NK.(f) sao pontos
de T'%. Assuma-se que H e H' sao tais que xo(HNK.(f)) < z2(H' N Kc(f)). Seya(q) < ya(q'), o vértice
virtual q diz-se positivo, e negativo caso contrdrio.

Denomina-se um grafo regular F? admissivel se a sua aplicacdo de varrimento € plana, o0s seus
vértices e nos satisfazem as condicoes do Lema 3.2.9, e os seus vértices estao marcados com um sinal da

maneira explicada acima.

A partir de agora todos os grafos considerados sao admissiveis.

3.3 Calculo do Grupo Fundamental

Recorde-se que a variedade M estd definida como o complementar do arranjo A. Para prosseguir o nosso

estudo vamos representar M como uma uniao de subespagos.
Escolha-se um conjunto finito de nimeros reais T' = {to, ..., ts} tal que:

1. o conjunto dos nés, N C T,
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2. se v,V €V, com z1(v) < z1(v') entdo existe t € T tal que z1(v) <t < z1 (V).

Definicao 3.3.1. Seja L; = {m € M | z1(m) = t;} e definam-se subespagos de M do seguinte modo:
M_ = {m eM ‘ xl(m) < t(]}

MZ:{m€M|t1,1§ZL'1(m)§t1} 1<i<s
My ={me M|t; <xz1(m)}.

Note-se que Ly = M; N M;4+1 e que M_o, e My, nao contém pontos maultiplos.

O célculo de 11 (M) serd feito no Teorema 3.3.6 aplicando o Teorema de Van Kampen a esta diviséo
de M em subespagos. E necessario portanto calcular os grupos fundamentais dos conjuntos M; e L; assim
como os homomorfismos induzidos pelas inclusoes entre estes conjuntos.

Vamos, em primeiro lugar, definir os pontos de base para os grupos fundamentais de M; e L;. Escolha-
se J € R suficientemente grande de modo que —J < y»(m) para todos os pontos m no conjunto compacto
{m € F‘} | to < x1(m) < ts}.

De seguida considere-se o seguinte conjunto:

B={me M |ty <z1(m) < ts,y1(m) = f(z1(m)), y2(m) = —J}. (3.1)

O conjunto B é um subespago contractil de M o mesmo sucedendo com as suas intersecgoes com M; e
L;. Podemos assim utilizar qualquer ponto de B como ponto de base para 71 (M;) e w1 (L;) uma vez que
h& isomorfismos candnicos entre os grupos fundamentais baseados em pontos distintos em B.

Seja K; = K, (f), U= K;NM e B; = BNU,. Logo U; é o complementar dos n pontos pertencentes
ao conjunto {K; N H | H € A} e B; é uma linha em U;.

Lema 3.3.2.
1. O conjunto L; é o complementar de n linhas em R? que ndo se intersectam duas a duas.
2. U; C L; € o complementar de n pontos no plano real K;.

3. U; é um retrato por deformagao forte de L; e portanto 71(L;) é um grupo livre com n geradores.

Demonstragdo. O espago L; = {m € R* | z1(m) = t;} pode ser identificado com R3. De acordo com a
escolha feita inicialmente para os pontos t;, com 0 < i < s, ndo existem pontos mdultiplos em L}. Logo
as linhas {H N L, | H € A} sao disjuntas. Existe um homeomorfismo do conjunto L) nele préprio, que
mantém K; fixo e torna as linhas paralelas entre si, mas ainda intersectando K;. A projecgao de L em

K; na direccao das linhas restrita a L; é um retrato por deformagao forte. O]

Escolham-se geradores para m1(U;), G(i) = (g1(i), ..., gn(¢)) como na Figura 3.1, ordenados de forma
crescente de acordo com o valor da sua coordenada xo em L;. O retrato por deformacao forte de L; em
U; induz um isomorfismo entre w1 (U;) e m1(L;).

Notando que C; = ¢?(K;) verificamos que existe uma correspondéncia biunivoca entre as arestas em
E(i) e os geradores em G(i): o gerador g (i) dd uma volta ao ponto H; N K; se e s6 se ¢*(H; N K;) € ey (i)
(isto é, ex(i) € H; = H; = ¢*(H; OF‘]%)).
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g5 (1)
gj+1 (l)

Figura 3.1: Geradores

E esta correspondéncia entre as arestas e os geradores do grupo fundamental que nos vai permitir

descrever o grupo fundamental de M em termos do grafo F?-.

Vamos agora calcular o grupo fundamental de M; e os homomorfismos induzidos pelas inclusoes
L; 1 — M;eL; — M,.

Seja S; = ¢?(M;) € R? a faixa compreendida entre C;_1 e C;. De acordo com a escolha feita para o
conjunto 7', cada faixa S; contém no maximo um vértice de F?c. Vamos primeiro considerar o caso mais

simples em que S; nao contém nenhum vértice ou contém um vértice virtual.

Recorde-se que usamos a notacdo u¥ = v~ luw.

Lema 3.3.3. Suponhamos que S; ndo contém um vértice real. Entdo

1. Os homomorfismos 71 (L;—1) — w1 (M;) e m1(L;) — 71 (M;) induzidos pelas inclusées sao isomor-

fismos e portanto w1 (M;) € um grupo livre com geradores G(i — 1) ou G(37).
2. A relagao entre os geradores G(i — 1) e G(i) em w1 (M;) € a sequinte:

(i) Se S; ndo contém qualquer vértice, entao g (i) = gr(i — 1),

(i) Se S; contém o vértice virtual q € Q positivo nas arestas ej(i — 1) e ej11(i — 1), entdo

ge(1) = gr(i—1) sek<jouk>j+1,
9;(i) = gjra(i)9,
gi1(i) = g;(i—1).

(111) Se S; contém o vértice virtual negativo q nas arestas ej+1(1 — 1) e ej11(i — 1), entdo

gc(i) = gr(i—1)sek<jouk>j+1,
g;(1) = gj+1(d),
gisai) = g(i=1)on0

Demonstracio. 1. Seja R} = {m € R* | y1(m) = f(x1(m))} e M] = M; NR}. M é entao um retrato
por deformagéo forte de M; e M/ N L,y =U;_1, M/ N L; =U,.
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M/ é a porcao de F;’c entre t;_1 < 1 < t;. Como M; néo contém nenhum ponto multiplo M/ é o

complementar em R:} de n segmentos que nao se intersectam e portanto as inclusoes
Ui—1 C Mz/ e U; C MZI
sao também equivaléncias de homotopia. Isto é temos um diagrama de inclusoes

S

Lioy —=M;<—1L;

em que as aplicacoes verticais e as da primeira linha sao equivaléncias de homotopia. Conclui-se
que as aplicacoes da linha inferior também o sao e portanto induzem um homomorfismo do grupo

fundamental.

2. Para escrever os geradores gi (i) em fungao dos geradores gx (¢ — 1) conjugamo-los por um caminho
no conjunto contractil B N M; que une os seus pontos de base e deformamos o resultado em U;_;.
Podemos usar x; como parametro da deformagao de modo a que, para cada valor do parametro,

gk () tem a forma usual no plano perfurado {(z1, f(z1),22,¥y2)} \ N.

Se M; nao contém qualquer vértice, os geradores associados aos hiperplanos ocorrem na mesma
ordem em L; 1 e L;. Mediante a deformacao descrita acima, g(i) deforma-se em gx(i — 1) para
todo o k.

Se M; contém um vértice virtual positivo, & medida que z; evolui de ¢; para t; — 1, o lago g;41(¢)
deforma-se em g;(i — 1) e g;(i) deforma-se num laco em U,_; cuja posicao corresponde & do lago v
indicada na Figura 2.1 (com a notacdo do Lema 2.1.2) tomando o = gj4+1(i — 1) e 8 = g;(i — 1).
Para k # j,j + 1, o gerador gx(i) deforma-se em gi(i — 1). Pelo Lema 2.1.2 obtemos entdo as

relagoes indicadas em 2.(ii).

O caso em que M; contém um vértice virtual negativo é inteiramente analogo.

Vamos agora considerar o caso em que M; contém um vértice real.
Usamos a notagao II = (G | R) para o grupo II definido por um conjunto de geradores G e um conjunto

de relacoes R.

Definigao 3.3.4. Se wi,...,wx sdo palavras de um grupo livre define-se
[wi, ..., wi] = {wi..wx = We(1)-.Woy | 0 € C, },

onde C € o conjunto de permutagoes ciclicas do tuplo (1,...,k).

Lema 3.3.5. Suponhamos que S; contém o vértice real p € P. Seja j o primeiro indice para o qual

e;j(i —1) contém p e k o ultimo indice em que tal acontece. Consideremos o conjunto de relagées
Ry, =[gr(i—1),...,9;(i —1)]. (3.2)
Entao
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1om(M;) =(G(i = 1) | [ge(i = 1),..., g; (i = 1)]).

2. O homomorfismo induzido pela inclusdo L;—y — M; é o homomorfismo candnico

(G(i = 1)) = (G(i = 1) | Rp).

3. O homomorfismo induzido pela inclusdo L; — M; é determinado por

g() — gi—1)sel<joul>k
gi(@) — gr(i— 1)gk_1(i71)...gj(i71)
9j+1(7) g1 (i — 1)9x-2(=1) g5 (i=1)
gj+2(1) Gz (i — 1)9k=3(i=1)--0;(i=1)

9 (2) gi(i—1).

Observe-se que os geradores adaptados a p ocorrem em R, na ordem contraria & que aparecem em

G(i — 1).

Demonstragao. Procedendo a uma isotopia conveniente da faixa M; é possivel assumir que temos um
arranjo em que todas as equagoes dos planos H; sao reais.

Fazendo uma mudanca de coordenadas conveniente podemos ainda assumir que

Oti_lifletiil,

p=(0,0) € C2,

e [; ¢ dado pela equagao zz = 0,

H,; é dado pela equagao A;z1 + 20 =0 para j <l < k com A; € R,

Existem nimeros reais s~ e sT tais que a regiao

D={(z1,72) € S;: 5~ <z < st}

contém Hj, ... Hy.

Note-se que, como os planos estdo ordenados de forma crescente pela coordenada xo da interseccao
do seu traco com C;_1, temos
0<A4; <Ajpr <..< A

Sejam
Dy = {(z1,y1,22,92) ER*: —1 <2 <1, 25 <57}
D2 = {($17y1a$273/2)€R41 —].S‘Tl Sla s~ §$2§S+}
Dy = {(z1,y1,72,y2) ER*t —1 <21 <1, 25 >5"}

de forma que M; = (D1 U Dy U D3)N M, e Dy contém os planos Hy, ...

, H,, (porque os hiperplanos tém equagoes reais). Ver Figura 3.2.

,Hj,l, DQ contém H;

J,...,er

D3 contém Hyq, ...
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Como Dy N Dy e Dy N D3 sao contrécteis, o Teorema de Van Kampen implica que
7T1(Mi) = 7T1(D1 n M) * 7T1(D2 N M) * 7T1(D3 N M)
Podemos também escrever

Liy =(Li-1NDy)U(Li—1 N D) U (Li—1 N D3)

L =(LiNDy)U(L; N Dy) U (L; N Dsy)

e novamente pelo Teorema de Van Kampen temos
7T1(Li_1) = 7T1(LZ‘_1 n Dl) * 7T1(Li_1 N DQ) * 7T1(Li_1 n D3)

e analogamente para m(L;). Todos os factores nesta decomposi¢ao sdo grupos livres com geradores

correspondentes aos planos em cada regiao D1, Dy e Ds.

Pelo argumento na demonstracio do Lema 3.3.3 pontos 1 e 2(i) concluimos que as inclusoes
Wl(LrﬂDl)—)’lTl(Dl) e ’/Tl(erDg)—)7r1(D3)

sdo isomorfismos para r = 4,7 — 1 e, além disso, as imagens pelas inclusdes dos geradores g;(i — 1) e ¢;(7)

coincidem para [l < j oul > k.

Resta-nos portanto calcular 71 (D2 N M) e os homomorfismos induzidos em 7; pelas inclusoes

DgﬂLifl‘HDgﬂM, DQﬁLi‘HDgﬂM.

Seja S? uma esfera centrada em p de raio suficientemente pequeno. Os planos H;, com j < | < k,

intersectam S® em circunferéncias S} e a projecgao radial
k
(D2 N M;) — S*\ (H; U...UH,) = S\ | J 5}
i=j

é um retrato por deformagao.

Escrevendo S® = {(z1, 22) € C%: |21 + |22 = 1}, e ST = {(21,22) € C? | |z1|> + |22]? = 1,20 = 0}, a
aplicacao
p:Cx St — §3\g!

definida pela expressao

» w o0
(w, ) = :
VIFwP T+ w]
é um homeomorfismo. A inversa é a fungao
NSS!t - C x St
dada pela expressao
(w17w2) = (maew) )
wo
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onde e é definido pela equacao:
eif

1+ )2

Escrevemos A1 e Ay para as funcoes coordenadas de A.

= wWq.

A imagem por A da circunferéncia S} correspondente ao plano dado pela equagdo Ajz; + 22 =06 o

conjunto {—A%} x St. Logo o homeomorfismo \ restringe-se a um homeomorfismo

. 1 1
A:S3N\H;U...UH, — (C\{A 1""’Ak}> x St
Jj+

Conclui-se que :

7T1<D2 NM;)=m ((C\{—Ajl_‘_l,..., _/ik}) X 7T1(Sl)

é o produto de um grupo livre com k — j geradores por Z.

O nosso primeiro objectivo é analisar a imagem em C\{\1(H;41),..., A\1(H)} dos geradores g;(i — 1)
e gi(4) associados & intersec¢ao dos planos com L;_1 e L; e perceber a relacao entre estas imagens. Sejam
pu(i = 1) = Ai(gi(i = 1)) e pu(i) = A(gu(d)-

Recorde-se que os geradores escolhidos tém pontos de base distintos, mas que estes estao todos contidos
no conjunto contractil B. Para fazer cdlculos com os geradores ou as suas imagens precisamos primeiro
de descrever os caminhos que unem os seus pontos de base.

Consideremos primeiro os geradores correspondentes aos planos H; com j < [ < k. Tendo em conta
as equagoes dos planos H; vemos que podemos tomar J = 1 na definigdo do conjunto B (ver (3.1)) que
contém os pontos de base dos geradores. Além disso o ponto de base do gerador g;(i —1) é (—1,0, 4;, —1),
e da mesma forma o ponto de base de gx—;+;(¢) é (1,0,—A 0).

Podemos unir os pontos de base dos dois geradores correspondentes ao mesmo plano H; através do
caminho

s:[-1,1] —» C?

definido por
s+ (s,0,—A;s,—1).

A imagem desta linha em C\{\{(H;41), ..., \1(Hg)} é um arco de circunferéncia com centro em (—ﬁ, O)
e raio Z%M dado pela expressao

—A;s? +is
[d 2.2 1 -

Ajs?2 41

E importante notar que estas curvas intersectam o eixo real apenas na origem e portanto passam ”a
direita’dos pontos A1 (H;) = *A% eC.

Para comparar os geradores g;(i — 1) unimos os seus pontos de base por um segmento de recta contido

em B;_; (ver Figura 3.1). As imagens destes caminhos em C\ {\1(H;41),..., A\1(Hg)} sdo também arcos

da circunferéncia com centro em (0, —1) e raio 1 descritos por

s+1
— ——
s2+1

Da mesma maneira podemos unir os pontos de base dos geradores g;(i) por um segmento de recta

contido em B; (ver Figura 3.1). As imagens destes caminhos em C\ {A1(Hj41), ..., \1(Hy)} sdo também
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arcos da circunferéncia com centro em (0, %) e raio %

Resta-nos considerar o caso dos geradores correspondentes ao plano H; definido pela equacao zp = 0.

Em C? os geradores g;(i — 1) e g (i) tém ponto base (—1,0,0,—1) e (1,0,0, —1) respectivamente. A

recta que os une é (s,0,0,—1), com s € (—1,1).

A imagem por A; dos pontos de base sao (0, —1) para p;(i — 1) = A (g;(¢ — 1)) e (0,1) para pg(i) =

A1(gr(i)). A imagem em C da recta que une os pontos base em C? é o segmento de recta zy = is.

A Figura 3.3 descreve a imagem em C\{\; (Hj41), ..., \1(H)} dos geradores g;(i—1) e g;(i), bem como
os caminhos descritos acima que unem os seus pontos de base. Estes iltimos estao contidos na imagem
do conjunto contrictil B, que consiste na regidao (também contrictil) limitada pelas duas circunferéncias

-1 1 1
de raio 3, centradas em (0, 5) e (0, —3).
Para descrever os homomorfismos

oi1 ¢+ mi(Lic1) = m(C\ {A(Hjva), -, A (Hi)}
g; : 7T1(Li) —>7T1((C\{)\1(Hj+1)7...,>\1(Hk)}

tomamos h; = p;(i — 1), com [ = j + 1, ...k, para geradores de w1 (C\ {A\i(Hjt1), ..., \i(Hg)}).

De acordo com a Figura 3.3 o homomorfismo o1(i — 1) é dado por:
gili—1) = hil .. k!
gi+r1(i—=1) = hjp
gk (Z - 1) = hk-
e, tomando em conta as relagdes entre lagos descritas no Lema 2.1.2, ¢4 (i) é dado por:

gr(i) = Rl kgt

gr-1(i) h?flzmhk

- h
gj+1(i) hyt

gj (Z) = h,k
Existem assim as seguintes relacoes entre os geradores p;(i — 1) = A\ (g:(¢ — 1)) e pi(i) = A (g:(2)):
pi(i) = pj(i = 1),

pr—1(%) = pjy1(i — 1)pj+2(i—l)...pk(i_1)’

pi1(i) = pra (i = )P0,



Para obter as relaces entre os geradores gi—;4;(¢) € gi(i — 1) precisamos de calcular as suas imagens

em S! por meio da segunda coordenada \s.

Seja t +— (—1,¢,(t)) € C? um representante de g;(i — 1) € m1(L;_1). Por definigao de X temos

(—La() = M

L+ |12
logo,
Aa(=1,91(t)) = 0 = arg(gi(t)).
Segue-se entao da definicdo dos geradores (ver Figura 3.1) que a imagem de gj41(i —1),...,gx(i — 1)

por Ag é trivial (uma vez que o ntmero de rotacio destes geradores em torno da origem é nulo) e que a
imagem de g;(i — 1) é um gerador de 71(S') que denotamos por w.
Exactamente da mesma forma vemos que a imagem por Az de g;(i), ..., gx—1(:) em m1(S?) é trivial e

que a imagem de g () é w.
Podemos agora concluir a demonstragao. Temos um isomorfismo

1 1
e —— 1) x S1).
T A H )

AZ 7T1(Mi N DQ) - 7T1(((C\{—

Uma apresentacao para o grupo a direita é claramente
<hj+17 ceey hk7w | hj+1’u) = U}hj+1; ceed hkw = whk>
e os calculos acima mostram que A tem o seguinte efeito nos geradores

q(i—1) — h paraj+1<Ii<k

Como A é um isomorfismo, segue-se que G(i — 1) é um conjunto de geradores para 71 (M; N D3) e que as
relacoes em 71 (M;) sdao exactamente que A~!(w) comuta com A~t(h;), paral = j +1,...,k. Usando a
abreviatura ¢; = ¢;(¢ — 1) temos

AN w) =g+ gj.

A relacdo de comutacdo com g pode escrever-se

g AT (w) = AT (w)gy!
95 ok g) = (gn--95)9%
Goo1""9j = GrGk—1°" 9595
9k—1"""959x = GkGk—1"""9j-

Usando a iltima equagao podemos, usando o mesmo argumento, escrever a relacdo de comutagao com

grk—1 na forma

k-2 9j9k9k—1 = Gk—1 """ 9;9k

Fazendo o mesmo para os restantes geradores vemos que o conjunto de relagdes em w1 (M; N Ds) é

precisamente R, o que conclui a demonstracao dos pontos 1. e 2. do Lema.
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As relagoes entre p;(i — 1) e p;(i) calculadas anteriormente, juntamente com o cdlculo das imagens
dos geradores em G(i — 1) e G(i) em S', mostram que temos as seguintes relagoes entre G(i — 1) e G(4)
em 71 (M; N Dy):

gk (i) = g;(i — 1),

gr_1(i) = gj+1(i _ 1)9j+2(i*1)~~9k(i*1)’

Gr—2(i) = gr_o(i — 1)9k-1(=Dgrli=1)

9;(1) = gr(i — 1)
Como temos as seguintes igualdades

9k—1---9j

9;()) = ge=A"(wg; " gty =g;" g AT (W) =95t g kg1 95 = G
1

91 = gy =g tgagr = g5 AT (w)gp gy gitagr = AN (w)gi e gt

= Gk-1-- ~gj9k91;19;1 e Gilte =Gk -gjg;1 it = Gha ~gj9;1 Gl a k1

= T gj_l G ek Gk gy = g Y

Concluimos por fim, como pretendiamos,

g; (i) = gi(i — 1)9x-1 7 1)-9;(=1)
gi+1(8) = gr—1(i — 1)9r-2G= 195 (1),

Gjr2(i) = gr_o(i — 1)9s=301-0i(i=1)

gr(i) = g;(i —1).

Teorema 3.3.6 (Arvola). Seja A um arranjo de hiperplanos complexos em C* e M o complementar de

A. Seja F? um grafo admissivel para A.

m (M) = (G(0) | | Ry),

peP

onde R, € o conjunto de relagées (3.2) do Lema 3.3.5 e usamos os Lemas 3.3.3 e 3.3.5 para escrever as

palavras de R, em fungao dos geradores G(0).

Note-se que podfamos ter utilizado qualquer dos conjuntos G(i) como conjunto de geradores para
m(M). Qualquer que seja a escolha dos geradores, temos portanto um gerador para cada plano H € A

e k relagoes para cada ponto multiplo em que se intersectam k hiperplanos.

Demonstra¢do. Seja A um arranjo de n hiperplanos. A variedade M foi representada como uma uniao
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de subespacos M;, com 1 < i < s. De acordo com a Defini¢do 3.3.1 podemos escrever
M=M_, UM ...UMy

Observando que Lg é um retrato por deformacao forte de M_, e Ly é um retrato por deformagao

forte de M., temos uma equivaléncia de homotopia

M~M1U... U M.
L4 Ls_q

s

Para aplicar o Teorema de Van Kampen podemos substituir os conjuntos M; e L; por conjuntos

abertos

Mf={meM]|ti.1—e<zi(m) <t;+e},

ng{mem|ti—€<$1(m)<ti+€}7

que, para € suficientemente pequeno, se retratam por deformacgao em M; e L; respectivamente.

Por aplicagao a estes conjuntos do Teorema de Seifert - Van Kampen, conclui-se que

(M) = 71 (M) 7, (ne) T1(M3) %y (Lg) - *my (L) T1 (M)
e portanto
T (M) >~ 71 (My) %, () T1(M2) %5, (Ly) - %y (Do_y) T1(Ms).
Defina-se
MlT:M1UM2U...UMT, 1<r<s.
Ly Lo Ly_1

Vamos fazer a demonstracio do resultado pretendido por inducdo. Seja G = {g1(0),...,9,(0)}. De

acordo com o Lema 3.3.3 e o Lema 3.3.5 o grupo fundamental de M; é dado por:
1. m (M) =< ¢1(0),...,9,(0) >, se em M; existe um vértice virtual;
2. m(M7) =< ¢1(0),...,9,(0) | Rp, >, se em M; existe um vértice real p;.

Suponhamos indutivamente que 71 (Mji,.) =< g1(0),...,9,(0) | Ug:ll R,, >. Temos
T (Mirq1) = 71 (Miy) *7,(,) T1(Myy1).

Se M, 1 contém um vértice virtual o Lema 3.3.3 implica que a inclusao L, — M, 1 é um isomorfismo e
portanto 71 (Mi,) =~ m (M1,41).

Se M,1 contém um vértice real, pg, pelo Lema 3.3.5 a aplicagdo m1(L,) — 71 (M;41) é o quociente
pelas relacoes Ry, . Estas relagdes podem escrever-se a partir dos geradores G = {g1(0),...,9,(0)},

usando as relacoes entre os geradores descritas nos Lemas 3.3.3 e 3.3.5. Assim

k—1
’/T1(M1r+1) =< 91(0),7gn(0) ‘ U RPZ U.Rp,C > .
=1

Procedendo deste modo para todos os conjuntos L; e M;, até ¢ = s, conclui-se que
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T (M) =< g1(0),...,9(0) | | Rp >
peP

Corolario 3.3.7. Seja M o complementar de um arranjo de n hiperplanos.
H(M)=m(M)/[m(M),mi(M)|=Z&.. ®Z=7"

€ o grupo abeliano livre com n geradores.

Demonstracdo. Na abelianizagao, as relagbes R, (ver (3.2)) ficam triviais.
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Ok+1(i - 1)
\"D\?’ Ok+1(1)
e G
gk(i-1) .
Ok-1(] -1) T
. T
gj +1(.i '1)
9(i-1) ] p 9e(1)
ti-g t -
— Ok-1(i)
D,
b gj«a(i)
< g (i)
gj-1(i-1) gj-1(i)
Dl

Figura 3.2: Projecgao da faixa M; no plano x1, xo.
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<

(i)

ria(i)

T (i)

N

ri(i-1)

i — 1) e G(7).
Figura 3.3: Imagem em C\ {A\{(Hj41),..., \1(Hg)} de G(i — 1) e G(1)
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Capitulo 4

Exemplo

Neste capitulo apresentamos um exemplo concreto do calculo do grupo fundamental do complementar
de um arranjo de quatro hiperplanos complexos. Seguimos com rigor o processo apresentado no capitulo
anterior.

Para facilitar o estudo, escolhemos hiperplanos que, & partida, respeitam todas as condi¢bes necessarias
a aplicagdo do algoritmo descrito para o calculo que pretendemos efectuar(de modo a que nao seja

necessario proceder a qualquer mudanga de coordenadas).

Seja A = {Hy, Hy, H3, Hy} o arranjo em C? com hiperplanos
Hi:z1 =2

Hy: 2y = (14 2i)2

Hjz:z1 =329

Hy:z2o=1+1

Comegamos por calcular os pontos de intersecgao entre os quatro hiperplanos.

Pontos Multiplos:

Hy N H, : (0,0)

Hy, N H; : (0,0)

HyNHy: (1414,1414)

Hy N H; : (0,0)

HyNHy: (—1+3i,1+1)

Hs N Hy: (34 3i,141)

P ={(0,0),(1+4,1414),(—1+3i,141),(3+3i,1+1)}

Apresenta-se a aplicagio de varrimento f, escolhida de modo a ser plana (constante numa vizinhanga

dos pontos miltiplos) e adequada (passa por todos os pontos multiplos).

3, t<-2
-3-9t, —3<t<—3
0, —r<t< i
ft)y=q —1+3t, +<t<?2
1, 2<t<y
-1+3t, 3<t<$
3, t> 3
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Figura 4.1: Aplicacao de varrimento f

Define-se agora a familia de linhas complexas K(f), com ¢t € R, com a qual se ird intersectar os

hiperplanos, num passo fundamental para a aplicagao do algoritmo.

Calculamos a intersecc¢@o entre os quatro hiperplanos e a familia de linhas complexas K;(f), ou seja
F‘} = User N N Ky (f).

(1) Hlﬂ Z1 = 22 :t+if(t)
Ki(f) -
{t+if(t),t+if(t)): t e R}

(il) HaoN 2z =(142i)za =t +if(t)
Kt(f):
zo=1t+ 2f()+ L(f(t) —2t)
{(t+if(t), st +2f(t)+ L(f(t)—2t)): t € R}

(111) HsN z1 =329 =t+ Zf(t)
Ki(f):

(IV) H4ﬂ Z9 = 1 +Z
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Apresentamos na Figura 4.2 os tracos, H; = ¢? (Hi N I“;), com 1 <3< 4.
Pela observagao da Figura 4.2 percebemos que, para além dos quatro vértices reais (vq, ve,v3,04), O
grafo do arranjo possui também quatro vértices virtuais (wy, wa, w3, wy).

Calculemos entao as coordenadas destes vértices virtuais.

wi: HeNHy: —Yt-S=1e-1Tt=11et=-11
(*%al)

wy: HoNHz: Tt—2=Lleol6t=6t=32
(5:%)

wy: HoNHy: $t-2=lest=Tet=1
(1.1)

wy: HoNHz: t+f=Lte 2=-18c1=9
(9,3)

Vamos agora perceber como estao etiquetados estes vértices virtuais; se sao positivos ou negativos.

Para cada um dos vértices, escolhemos um valor ¢ € R, tal que ¢ < z1(w;), suficientemente préximo
de x1(w;). Depois calculamos a intersec¢ao dos dois hiperplanos, H e H' (que se intersectam transver-
salmente em w;), com K.(f). Se a relagdo de ordem entre zo(HNK.(f)), x2(H' NK.(f)) € ya(w;), yo(w})

for a mesma, w; é um vértice virtual positivo, caso contrario é negativo.

Low =(-3,1), ¢=-065
K_o65(f) ={g € R | z1(q) = =8, y1(q) = -2
xo(Hy N K_g.65(f))
oo(Hy N K _g65(f)) =1
Lo(Ha N K_0.65(f)) < z2(Hs N K_o.65(f))
y2(H2 N K_0.65(f))
Ya(Hs N K _o65(f)) =1
y2(Ha N K 0.65(f)) < y2(Ha N K _0.65(f))

Logo wy é um vértice virtual positivo.

-0.13

2. wy=(%,5), ¢=03
Kos(f) ={qg € R* | 21(q) = 15,91(q) = 0}
zo(Ha N Ko 3(f)) =0.06
xo(H3 N Ko3(f)) =0.3
z2(H2 N Ko3(f)) < @2(Hs N Koz(f))

Logo ws é um vértice virtual positivo.
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Logo ws é um vértice virtual positivo.

4. wy=(9,3), ¢=389
Kso(f) ={q € R* | 21(q) = 8.9,31(q) = 26.7}
xo(Hy N Kgo(f)) =12.46
x2(Hs N Kgo(f)) =2.97
zo(Hy N Kg.o(f)) > xo(Hs N Kgo(f))

y2(Ha N Kgo(f)) =
y2(Hs N Kgo(f)) =
Ya(Ha N Kgo(f)) < y2(Hz N Kgo(f))

Logo wy4 é um vértice virtual negativo.

Considere-se o conjunto de todos os vértices, reais e virtuais, V. = (Vq,---,Vg), (v1 = Vi,wp =
‘/27’02 :V37"' 7w4:‘/8)

Escolhemos um conjunto 7' que contém os pontos em que a aplicagao de varrimento f muda de declive
e tal que, para cada dois Vértices Ve V', contém um elemento entre z1(V) e z1(V').

T= { 7_7a_%% 3a3a 3410}

Os conjuntos L; e os subespacos M; de M sao definidos pelas expressoes:

Li={me M| z1(m) =t}

M_o={me M |z(m) < -3}

:{m€M|ti_1§$1(m)§t,‘}, 1<:<8
Mo ={me M|10 <z1(m)}

Como foi visto, temos uma equivaléncia de homotopia:
M ~ M, U .. U Mg
Ly L7
Como resultado do Teorema de Seifert - Van Kampen, temos a seguinte expressao para o grupo
fundamental de M:
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7T1(M) ~ 7T1(M1) *W(Ll) 7T1(M2) *ﬂl(Lg) e *7‘(1(L7) 7T1(M8)

O conjunto B que contém os pontos de base dos geradores para 71 (L;) é
B={meM|—3<az(m)<10,y1(m) = f(z1(m)),yz2(m) = ~20}

7(L;) é um grupo livre com quatro geradores G(i) = (g1(4), g2(%), 93(7), g (7).

Vamos agora calcular os grupos fundamentais dos conjuntos L; e M; e os homomorfismos induzidos
pelas inclusoes.

(i) Descricao de m(Lg).

Como os geradores tém que ser ordenados de acordo com o valor da sua coordenada zs em t¢;_q,

comecemos por calcular esse valor para t =ty = —%.

to : K?g NM = K?%\{Tl,T27T37’I“4} em que r; = K?g N H;

K_%ﬁﬂlt $2=—% Yo =3
K_%QHQZ ’122:%5 ygi%
K?%mHgl 1'2:% y2:1
K7%QH4: xro =1 Yy =1

$2(H1) < $2(H3) < $2(H2) < ZCQ(H4)

Assim, para conjunto de geradores de m1(Lg), temos G(0) = {g1(0), g2(0), g3(0), 94(0)}, em que g;(0)
estd associado ao hiperplano Hy, g2(0) a Hs, g3(0) a Hs e g4(0) a Hy.

Para simplicar a notacao fazemos a = g1(0), b = ¢g2(0), ¢ = g3(0) e d = ¢g4(0). Assim

G(0) = (a,b,c,d).

(ii) Descricao de w1 (M).

Entre tg e t1 = f% existe apenas um vértice real V7 em que Hy e H, se intersectam, logo pelo Lema
3.3.5 temos

m1(M1) = (a,b,c,d | ed = dc)

e os geradores G(1) = (g1(1),92(1), 93(1), g4(1)) sdo enviados pela inclusdo Ly — M; em

(iii) Descrig¢ao de w1 (M7 U Ma).

Entre t; e to = —% existe apenas um vértice virtual V5 em que Ho e Hy se intersectam. Assim

L1 — M5 é uma equivaléncia de homotopia e portanto o homomorfismo
7T1(M1) — 7T1(M1 @] Mg)
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é um isomorfismo.

Tendo em conta que V5 um vértice virtual positivo, tem-se a seguinte descrigao para o homomorfismo
m1(Lg) — m (M U Ms):

G(2) = (91(2)792(2)7.93(2);94(2)) Onde

91(2)=q(1)=a

92(2) = g2(1) = b

93(2) = ga(1)P M) = ¢ = ¢
94(2) = g3(1) = d°

(iv) Descrigao de m (M U My U Ms).

Entre t5 e t3 = % existe um vértice real V3 em que Hy,Hs e H3 se intersectam, logo
m1(Ms) = (91(2), 92(2), 93(2), 94(2) | 93(2)92(2)91(2) = 91(2)93(2)92(2) = 92(2)91(2)g5(2))-

Tendo em conta o cdlculo anterior do homomorfismo 71 (Lg) — 1 (M7 U Ms) obtemos

w1 (M1 U My U Ms) = (a,b,c,d | cd = dc, cba = acb = bac)

dc _

onde usdamos a comutatividade de ¢ e d para escrever ¢ c.

Vamos agora descrever o homomorfismo 71 (L3) — 71 (M; U My U M3). Temos
G(3) = (91(3),92(3), 93(3), 94(3)) onde

g1(3) = g3(2)92(D91(2) = (cdeyba — cdeba — cba — o onde usdmos novamente ¢ = ¢ e cba = bac.
92(3) = g2(2)71 ) = b

93(3) =91(2) = a

94(3) = 9a(2) = d° =d

(v) Descrigao de w1 (M; U Mo U M3 U My).

Entre t5 e t4 = 2 existe apenas um vértice virtual V4 em que Hs e Hz. Assim L3 — M, é uma

3

equivaléncia de homotopia e portanto o homomorfismo

é um isomorfismo.

7T'1(M1 U Ms UM3) —>7T1(M1 U Ms UM3UM4)

Tendo em conta que V4 um vértice virtual positivo, tem-se a seguinte descrigao para o homomorfismo
7T1(L4) — 7T1(M1 UMy UMsU M4):

G(4) = (gl (4)»92(4)»93(4),94(4)) onde

g1(4) = g2(3)91 ) = (b%)¢ = b = b, onde usdmos bac = ach.
g2(4) = q1(3) = ¢
93(4) = g3(3) = a
94(4) = 94(3) = d

(vi) Descrigao de m (My U Ma U M3 U My U Ms).
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Entre t4 e t5 = %

1 (Ms) = (91(4), 92(4), 93(4), 9a(4) | 94(4)g3(4) = g3(4)ga(4))-

Tendo em conta o cdlculo anterior do homomorfismo 71 (Lg) — 1 (M7 U My U M3 U My) obtemos
w1 (M1 U My U MsU My UMs) = {a,b,c,d | cd = de, cba = ach = bac, da = ad)

existe um vértice real V5 em que H; e H, se intersectam, assim:

Vamos agora descrever o homomorfismo 71 (Ls) — 71 (M7 U Ma U M3 U My U Ms). Temos
G(5) = (91(5), 92(5), g3(5), g4(5)) onde

(Vll) Descrigéo de 7T1(M1 U M2 U M3 @] M4 ] M5 ] MG)

Entre t5 e tg = 2 existe um vértice virtual V5 em que Hy e Hy se intersectam. Assim Ly <— Mg é uma

equivaléncia de homotopia e portanto o homomorfismo
7T'1(M1 UMQUM3UM4UM5) —>7T1(M1 UMQUMgUM4UM5UM6)

é um isomorfismo.
Tendo em conta que Vg um vértice virtual positivo, tem-se a seguinte descrigao para o homomorfismo
7T1<L6) — 7T1<M1 @] M2 @] M3 @] M4 @] M5 @] MG)Z

G(6) = (91(6), 92(6), g3(6), ga(6)) onde

Q
)
—~

t
~
I

d® = d, onde usamos a comutatividade de c e d.

(viii) Descricao de 1 (M).

Entre tg e t7 = 4 existe um vértice real V7 em que H3 e Hy se intersectam, logo:
71 (M7) = (91(6), 92(6), g3(6), 9a(6) | g2(6)g1(6) = g1(6)g2(6)).

Tendo em conta o célculo anterior do homomorfismo 71 (Lg) — 71 (M U My U M3 U My U M5 U M)
obtemos
(M U My U M3 UMy U Ms U Mg U M7) = {a,b,c,d | cd = de, cba = achb = bac, da = ad, db = bd)

Uma vez que ja passamos por todos os vértices reais, ja nao necessitamos de descrever o homomorfismo
7T1(L7) — 7T1(M1 U M2 U M3 U M4 U M5 U MG U M7)
De facto, entre t; e tg = 4 existe apenas um vértice virtual negativo Vg em que Hy e H3 se intersectam.

Portanto L; — Mg é uma equivaléncia de homotopia e logo

7T1(M) ~ 7T1(M1) *ﬂ'(Ll) 7T1(M2) *7‘.1(1;2) . *771(L5) Tl'1(M7)
Uma apresentacao a partir dos geradores G(0) = (a, b, ¢, d) é dada por
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7T1(M) S 7T1(M1UM2UM3UM4UM5UM6UM7)
= (a,b,c,d | ed = de,cba = acb = bac, da = ad, db = bd)

Observando que o gerador d comuta com todos os outros, podemos apresentar o grupo fundamental

de M sob a seguinte forma:
m (M) =2 x {(a,b,c | bac = cba = ach)

com Z gerado por d.
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Figura 4.2: O grafo I‘?g.
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Capitulo 5

A Correspondéncia entre Arranjos e

Grafos

Neste capitulo vamos estudar a correspondéncia entre arranjos de hiperplanos e grafos admissiveis a eles
associados. Estudaremos em particular a questao de quais os grafos que podem ser realizados por um

arranjo de hiperplanos.

5.1 Arranjos com um ou dois hiperplanos

O caso em que A contém apenas um hiperplano é trivial. De facto, fazendo uma transformacao de
coordenadas podemos assumir que o hiperplano é definido pela equacdo z; = 0 e portanto o complementar

do arranjo é homeomorfo ao produto de C com C\ {0}:
M = (C\{0}) x C.

Conclui-se que m (M) = Z.
O grafo ch associado a A tem uma unica aresta e nao tem vértices e o algoritmo de célculo de 71 (M)
produz imediatamente o grupo livre com um gerador.

Suponhamos agora que A contém dois hiperplanos, H; e Hy. H4 dois casos a considerar.

Dois hiperplanos paralelos

Mudando de coordenadas podemos supor que H; e H, sao dados pelas equagoes 21 = 0 e 23 = 1

respectivamente. Logo
M~ (C\{0,1}) xC

e portanto
m (M) = (a,b)

é um grupo livre com um gerador correspondendo a cada plano.
O grafo F? associado a A tem apenas duas arestas paralelas e nenhum vértice pelo que o algoritmo

produz imediatamente o resultado anterior.
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Dois hiperplanos concorrentes

Neste caso existe apenas um vértice real, v, (e nenhum virtual, visto que a aplicagdo de varrimento, f é
plana e constante com f(t) = y;(v)). O grafo associado tem portanto duas arestas que concorrem num
dnico vértice. Sendo g1 e g2 os geradores associados aos hiperplanos H; e Hs, respectivamente, o grupo

fundamental do complementar de A, M tem como tnica apresentacao possivel

m(M) =(g1,92 | 9192 = g201) = Z X Z

Também é facil obter este resultado directamente. De facto, mudando de coordenadas podemos

assumir que H; e Hy sao dados pelas equagoes z; = 0 e z3 = 0 respectivamente e entao

M = (C\ {0}) x (C\ {0}).

5.2 Arranjos com trés hiperplanos

Quando A consiste em trés hiperplanos, (Hi, He, H3) em C? temos quatro casos a considerar: podemos
ter trés planos paralelos, dois planos paralelos e um concorrente e finalmente, se ndo houver planos
paralelos, ha dois casos: ou os planos se intersectam todos no mesmo ponto ou em trés pontos distintos.

Vamos agora considerar estes casos separadamente.

Trés hiperplanos paralelos
Neste caso as equagoes dos planos tém o seguinte aspecto

Hi:az1+29 =«
Hy:az1+22=0 a,a, 3,0 € C.
Hjs :az1 + 20 = 6,

e o grafo associado tem o seguinte aspecto

X2
Hj
H;

H

X1

Figura 5.1: Hiperplanos paralelos
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Neste caso nao existe, obviamente, nenhum vértice real e consequentemente nenhum vértice virtual.
O grupo fundamental que se obtém do algoritmo é o grupo livre com um gerador correspondente a cada
hiperplano
T (M) = (a,b,c)

0 que também se pode ver directamente uma vez que, neste caso,

M= (C\ {0,1,2}) x C.

Dois hiperplanos paralelos e o terceiro concorrente

Este é o primeiro caso em que a correspondéncia entre arranjos e grafos é nao trivial. Com efeito, apesar
de todos os arranjos com estas caracteristicas serem homeomorfos, podemos obter diferentes tipos de
grafos.

Antes de descrever os grafos possiveis vamos calcular o grupo fundamental. Apds uma mudanga de

coordenadas podemos assumir que os hiperplanos sao definidos pelas equagoes

e entao

M = (C\{0,1}) x C\ {0}

donde
m (M) = {(a,b) x Z = {(a,b,c | ac = ca,bc = cb).

No entanto, para descrever o grafo associado a um arranjo precisamos de utilizar coordenadas difer-

entes, nas quais as equagoes dos planos tém o seguinte aspecto:

Hi:az14+ 2=« a,b,a, 3,6 € C.
Hs:az1+20=0
Hs :bzy + 29 =9,

Claramente temos apenas dois vértices reais em ch, que correspondem as intersecgoes Hi N H3 e
H> N Hs. No entanto existe um ntimero varidvel de vértices virtuais.

A funcao de varrimento f ou é constante, ou é linear em trés trogos, | — 0o, t1], [t1,t2] e [t2, +00[
(Figura 5.3).

Consequentemente, os tragos Hy, Hy e Hs sao linhas lineares por trogos com no méaximo trés trogos
que se projectam em | — 00, t1], [t1,t2] e [t2, +00[. Visto que duas das linhas sdo paralelas, é facil verificar
que o nimero maximo de pontos de intersecgao entre Hy, Ha e Hs é seis. Como temos dois vértices reais,
conclui-se que existem no maximo quatro vértices virtuais. Na realidade, as disposig¢oes possiveis dos

vértices sao as seguintes.

Proposigao 5.2.1. Seja A = {Hy, Ha, H3} um arranjo de trés hiperplanos em C? com Hy e Hy paralelos
e 1"3( um grafo admissivel para A. Escrevendo v e r para indicar um vértice virtual e real, as disposicoes

possiveis para os vértices em 1"? no sentido de x1 crescente sao:
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1. {r,r},
2. {T7U7U7r}7
3. {v,r,v,v,r,0},

4' {T7’U7’U7’U7’U7T}'
Em particular F?c contém 0, 2 ou 4 vértices virtuais.

Demonstragdo. Por definicao de f temos dois vértices reais com coordenadas 21 em | — 0o, t1] e ]ta, +00].
Como f é constante nestes trocos, os declives dos segmentos de cada trago H; nestes intervalos sdo iguais.

Seja d o declive de Hy e Hy nos trogos | — oo, t1] e [t2, +00[ e d’ o declive de Hz em | — 00, t1] € [ta, +00].
Vamos assumir que d’ < d (sendo o restante caso completamente andlogo). Chamamos H; ao hiperplano
paralelo cujo trago tem menor ordenada. Entao o primeiro vértice em ch é uma interseccao de Hy e Hg
e o ultimo é uma interseccao de Hy e Hs.

O grafo I‘fc (sem levar ainda em conta a distingdo entre vértices virtuais e reais) é completamente
determinado pelas ordenadas de Hz em t1, que pode estar abaixo de H; ou entre H; e Hsy, e pela ordenada
de Hz em t5, que pode estar entre Hy e Ho, ou acima de Hs.

Sejam y; ; as ordenadas em t; de H; (com j = 1,2). Temos ent@o os seguintes quatro casos:

(a) ys,1 < Y11 < Y21 € Y12 < Y32 < Y22 Neste caso hd quatro vértices, os trés tltimos dos quais sao
intersecgoes entre Hy e Hs logo o primeiro vértice tem de ser real e, como hd uma unica interseccao

no trogo Jta, +00l, o tltimo tem também de ser real. Estamos portanto no caso 2. do enunciado.

(b) ys1 <y11 < Y21 € Y12 < Y22 < Y32 Aqui ha seis vértices, portanto quatro virtuais. Hs intersecta
os restantes tragos na ordem Hs,Hy,Hi,Hs, Ho, Hi. Se o primeiro vértice for real entao o tultimo
também tem que ser e portanto estamos no caso 4. do enunciado. Se o segundo for real, o pentiltimo

também tem que ser e portanto estamos no caso 3.

(€) y11 <ys1 <Y21€Y12 <Ys2 < Y22 Neste caso sé hd dois vértices que sdo portanto ambos reais.

Estamos assim no caso 1.

(d) y1,1 <ysi1 <y21€y1,2 < Y22 < Y2 Neste caso temos também quatro vértices. Os trés primeiros

sao intersecgoes de Hy e H3. Logo o primeiro e o tltimo vértices sao reais e estamos no caso 2.

O

Vamos agora ver que todas as possibilidades indicadas na Proposicao anterior se podem realizar

através de escolhas convenientes de hiperplanos.

Caso {r,r}: Este caso pode ser realizado por meio do arranjo real

Hy : az+bz0=0
Hy : az+bz=c a,b,ceRea,b,c#0
H3 : 2’220

uma vez que neste caso a fungao de varrimento é constante igual a zero, os tragos H; sdo fungoes lineares.
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Caso {r,v,v,v,v,7}:

Consideremos o arranjo formado pelos hiperplanos

Hy : az +bz=c
Hy : az1+bz=0 a,b,ce Cea,b,c#0
H3 : 2’2:0.

A primeira coordenada dos pontos multiplos é dada por:

HiNHz:az1=c& z1=<=m+1in

=0

Qo RIn

HoNHz:az1 =05 2z =

Célculo das expressoes dos hiperplanos, apés projeccio por ¢2:

c a
azl+b22:c<ﬁ>b22:cfazlé,zzzgfgzl
r9 = —Re (%) x1 + Re (g),

a
az1 +bzg =05 bzy = —az1 & 29 = (75) 21

9 = —Re (%) 7.

Queremos escolher (a, b, ¢) de forma a obter um grafo ch com o aspecto geral da Figura 5.2 (em que
os vértices reais séo indicados por bolas a cheio).

X2

X1
t1 t2 (0,Re( )

(0,Re(£))

Hy

Figura 5.2: ' no caso {r,v,v,v,v,7}.

Sejam t1,t2 € R, tal que t1,t3 > 0, com t; < t3 0s pontos em que a fungdo f (e consequentemente os
tragos dos hiperplanos) muda de declive.

Escolhemos a,b e ¢ de modo a que Re (£) >0 e Re (§) < 0, tendo em particular m > 0. Escolhemos
também a,c de forma a que n = Im(£) > 0. A fungao de varrimento f tem entao o aspecto da Figura
5.3.
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Y1

X1

t t2

Figura 5.3: Gréfico de f

A expressao para f no intervalo [ty t2] é

_ n . ntq
Tte—t; ta—t1

ft)

Queremos que, para t < t1, os declives dos tracos dos hiperplanos H; e Hs sejam positivos.

dé-nos a restrigao

r9 = —Re (%) > 0.

Escrevendo a, b e ¢ na forma:

a : Ae*®
b : Be'loth A,B,C e R
c : Ceilety)

As condigOes anteriores escrevem-se entao:

a A i(—pB) A T 3
Re(g)>0(:> ERe(e )>0<:)§cos(ﬁ)<0(:>§+2k:7r<ﬁ<7+2k‘77

c C . c T 3T
- = i(vy=8) = _ Z _ 27
Re(b)<0<:>BRe(e )<0<:>Bcos('y 6)<0<:>2—|—2k7r<'y 0 < 2+2k7r

c C . C T ™
b = l(v)) = _Z =z
Re( >>0<:) Re(e >0& —cos(y) >0< 2+2k7r<’y<2+2k7r

c C , C
e = i(7) =
Im(a)>0<:> Im(e )>0<:> sen(vy) > 0 & 2kr < v < 7w+ 2km

com k € Z.

Para t; <t < t3 queremos que os declives de H; e Hy sejam negativos:
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H1:xQ:fRe(%)t+Re(E)Jrfm(g)f(t):

_ <_Re (&) +1m () (t2 ﬁh))t_fm (%) (Jfltl) +Re (%)

Pretende-se que

(_Re (%) +Im (%) <t2 - t1)> ’ (5.1)

que representa o declive de Hy, seja negativo. Desde que escolhamos t1,ts suficientemente préximos,
basta que Im (%) seja negativo, ou seja que sen(—0) < 0 < sen(f) > 0 < 2km < 8 < (2k + 1)7, com
keZ.

A expressao para Hy em [t1,t2] é a seguinte:

o 3) 0 m (§) 0= () 3) (525 - 257 -

(e g+ () (525)) = () (2%)

Queremos que entre t1 e ty os tragos de Hy e Hs intersectem o eixo x1, passando de valores positivos
para negativos. Basta garantir que as seguintes duas condigdes se verificam. A primeira é que a ordenada

de H; em t; seja positiva. Como

ot = (e () e (5) (725 ) o= () (7557 <7 )

- (o)

esta condigao pode garantir-se tomando § suficientemente pequeno. A segunda condigao é que a ordenada

de Hy em ¢, seja negativa. Como

bty = (e () v (8) (20) ) (3) (22)

- Im(%)n - Re(%)tg

0 que é equivalente a tan § < —%.

Para t < t; os tragos dos hiperplanos H; e Hy voltam a apresentar o mesmo declive positivo que
possuiam em t < tq, intersectando assim o eixo x; novamente, H; num vértice virtual e Hy num vértice

real.

Uma vez que a intersec¢do das condigdes anteriores é nao vazia (ver Figura 5.4) , podemos escolher

a, b, c de forma a que o grafo ch tenha o aspecto desejado.
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<
1]
1
N
+
@

NI

p=Arctg (-2 )

Figura 5.4: Regido para os angulos 3 e v no caso {r,v,v,v,v,r}.

Caso {v,r,v,v,r,v}: Consideremos o arranjo de hiperplanos formado pelos planos

Hy : az+bz=0
Hy : az+bz=c a,b,ce Cea,b,c#0
H3 : 2220

Os pontos multiplos tém primeira coordenada:

HiNHz:az1=0&2=0

HyNHz:az1=csz1=<=m+1in

a

Queremos escolher a, b, ¢ de forma a que o grafo 1"? tenha a forma indicada na Figura 5.5.

X2
0,Re (<
(0,Re($))
[o}
(0,Re(—))
H3 a X,
t1 t2

Hj
Hy

Figura 5.5: F; no caso {v,r,v,v,r,v}.

Célculo das expressoes dos hiperplanos, apés projeccio por ¢2:

az1 +bzg =05 bz = —az1 & 29 = (f%) 21
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ro = Re (f%) < 19 = —Re (%) 1,

az1 +bzm =ce bz =c—az;] & 29 = 21

¢
b

SO

r9 = Re (%) — Re (%) 1.

Sejam como anteriormente t1,t2 € R, com 0 < t; < to os pontos em que a func¢do f (e consequente-

mente os tragos dos hiperplanos) muda de declive (conforme a Figura 5.3).
Escolhemos a,becdemodoaquem:Re( ) >OeRe(%) >Oeaindan=[m( ) > 0.

c c
a a

Queremos que, para t < t1, os declives dos tracos dos hiperplanos H; e Hs sejam positivos, ou seja,

que se verifique a condigao

a
“R (7) 0
e b >
Escrevendo a, b e ¢ na forma:
a : A
b : BeletH A, B,C €RT
¢ Celetn)

Para t; < t < ty queremos que os declives de H; e Hy sejam negativos. O céalculo é idéntico ao

efectuado no caso anterior ver (5.1). O declive é dado pela expressao

re(®) e (2) (%)

e basta tomar ¢, suficientemente préximo de ¢; e sen § < 0 para garantir o sinal pretendido.

Juntando todas as restricoes até ao momento, obtemos as condigoes

s

=t (210 (0) o (2) 10

_ <Re (&) +1m () (t2 ft1>>um (%) (Q"Zl) +Re (%)

Queremos que entre t1 e ty os tragos de Hy e Hs intersectem o eixo x1, passando de valores positivos
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para negativos. Para tal basta garantir que a ordenada x2(Hs,t2) de Ha em ¢5 seja negativa. Temos

ra(Ha,t2) = —Re (%) +Im (%) Im (2) 1 Re (g)
A

= -3 cos(f3) + % (—sen Fsen~y + cos(y — f3))

1

= E(—A + C cos7) cos 5.

Pelas condigoes impostas anteriormente, cos 3 < 0 e cos~y pode tomar qualquer valor entre 0 e 1. Es-
colhendo A e C' de forma a que cosy > % obtemos portanto um grafo com a forma desejada para
t <ts.

Para t > to os tragos dos hiperplanos H; e Hy voltam a apresentar o mesmo declive positivo que
possuiam para t < ty, intersectando assim o eixo ;1 novamente, H; num vértice virtual e Hy num vértice

real.

Uma vez que a interseccdo das condigdes anteriores é nao vazia (ver Figura 5.6) , podemos escolher

a, b, c de forma a que o grafo F? tenha o aspecto desejado.

Y

NI

NI

Figura 5.6: Regiao para os dngulos § e  no caso {v,r,v,v,r,v}.

Caso {r,v,v,r}:
Consideremos o arranjo formado pelos planos
Hy : az+bzxm=c

Hy : az;+bz=0 a,b,ce Cea,byc#0
H3 : 22:0

As primeiras coordenadas dos pontos multiplos sao:

HiNHz:az1=c& 2z =
HoNHz:az1 =05 2z =

=m++in

=0

Qlo 2o

Célculo das expressoes dos hiperplanos, apds projeccio por ¢?
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c a
a1+ b =csbn=c—an S 2n=-—-2

b b

a

o1 e (D)o e ()

az1 +bzg =05 bz = —az; & 29 = (—%) z1

r9 = —Re (%) T

ueremos escolher a,b e ¢ de forma a obter um grafo I'2 com o aspecto geral da Figura 5.7 (em que
f

os vértices reais sao indicados por bolas a cheio).

X2
Hj3 X1
t t2 (0,Re($))
Hy (0,Re(£))
H;

Figura 5.7: T'; no caso {r,v,v,7}.

Sejam t1,t2 € R, com 0 < t1 < to, 0s pontos em que a funcao de varrimento f (e consequentemente

os tragos dos hiperplanos) muda de declive (ver Figura 5.3).

Escolhemos a,b e ¢ de modo a que Re (g) > 0, Re (g) <0,en=1Im(

) > 0.

Queremos que, para t < t;, os declives dos tragos dos hiperplanos H; e Hs sejam positivos, ou seja

que
a
e (2) o
e b >
Escrevendo a, b e ¢ da seguinte forma:
a : Ae“
b : Beleth) A,B,C eRT
¢ : Celet)

De acordo com as condig¢oes anteriores:
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a A . A T 3r
_ et _ i(—B) = Z el
Re(b>>0<:> BRe(e )>O@Bcos(ﬂ)<0@2+2kw<ﬁ< 2+2k7r

c C ; c m 3
- el i(y—P) e _ Z _ 20
Re(b)<0<:> Re(e )<0<:>Bcos('y ﬂ)<0<:>2+2k7r<'y B < 2+2k7r

c c . C T T
z = () = _Z Z
Re(a>>0<:>ARe(e )>O@Acos(7)>()<:> 2+2kw<7<2+2k7r

c C , C
hd = i(7) =
Im(a)>0<:> Im(e )>0<:> sen(y) > 0 & 2kr < v <7+ 2km

com k € Z.
Para t; < t < t2 queremos que os declives de H; e Ha sejam negativos. A expressdo de Hy em [tq, to]

é dada por

a c a

Hl:1’2:7R€<g)t+Re(g>+Im(g>f(t):

_ <_Re (&) +m (4) (t2 ﬁt1>)t_zm (%) (Jl) +Re (%)

Pretende-se que (fRe (%) +Im (%) (t;tl)>, que representa o declive de Hy, seja negativo, assim

Im (%) deve ser negativo (uma vez que —Re (%) é positivo), o que significa que sen(—3) < 0 & sen(3) >

0 2km < < (2k+ 1)m, com k € Z, e devemos tomar t; e ¢ suficientemente préximos.

A expressao para Hy é dada por

e 5) 0 (5) 0= (§) 0 3) (5257 - 25 -

(e () (525)) = () (22)

Queremos que entre t; e to o trago de Hsy intersecte o eixo x1, passando de valores positivos para

negativos, enquanto o traco de H; permanega sempre com valores negativos neste intervalo. Para isso
precisamos de garantir que as ordenadas de H; em t; e de Hy em %5 sejam negativas. Estas condicoes

escrevern-se

—Re (%) t1 + Re (%) <0< Ccos(y— ) < Aty cos 3,
e
—Re (%) +Im (%) Im (2) <0< Acosf3+ Csenfseny > 0.

Tendo em conta as condi¢Ges impostas a (§ e v anteriormente, estas relagoes sao satisfeitas desde que

tomemos C' suficientemente grande.

Para t > to os tragos dos hiperplanos H; e Hy voltam a apresentar o mesmo declive positivo que

possuiam em t < t7, intersectando assim o eixo x; novamente, H; num vértice virtual e Hy num vértice
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real.

Uma vez que a interseccdo das condigdes anteriores é nao vazia (ver Figura 5.8) , podemos escolher

a, b, c de forma a que o grafo I‘? tenha o aspecto desejado.

Y

| S
N

Figura 5.8: Regido para os dngulos 3 e v no caso {r,v,v,r}

Trés hiperplanos concorrentes num ponto.

Neste caso, o grafo F?c tem o aspecto da Figura 5.9. Como ha um tnico ponto multiplo, a funcao f é

constante, e qualquer arranjo nestas condigoes tem o grafo pretendido.

X2
Hj
H;
X1
H,

Figura 5.9: 1"31 para trés hiperplanos com um tnico ponto muiltiplo.

M retrai-se por deformagao na sua interseccdo com uma esfera centrada no ponto miltiplo, e portanto

pelo Lema 3.3.5 temos
w1 (M) = (a,b,c| abc = bca = cab).
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Trés hiperplanos concorrentes em trés pontos

Este é o caso genérico. Mesmo para este nimero reduzido de hiperplanos, o nimero de possibilidades
para o grafo ch é ja bastante elevado. A aplicagdo de varrimento f e, consequentemente, os tracos dos
hiperplanos apresentam quatro mundancas de declive. No primeiro, terceiro e quinto trogos f tem declive
nulo, porque se encontra na vizinhanga de pontos miltiplos. No segundo e quarto trocos o declive pode
ser qualquer, dependendo da localizacao dos pontos multiplos. O nimero maximo de vértices virtuais

que se pode obter num tal arranjo é doze pela Proposicao 5.3.3.

E no entanto possivel indicar o grupo fundamental de M, recorrendo a um Teorema de Hatttori [3] que
determina o tipo de homotopia de um arranjo de hiperplanos em C™ com pelo menos n + 1 hiperplanos.

No caso presente o teorema diz que o tipo de homotopia de M é o mesmo que o do espago
St x St x S\ {p}
onde p é um ponto qualquer, e daqui segue do Teorema de Van Kampen que

T (M) =m(S* x ST x SY) =Z x Z x Z = (a,b,c | ab = ba, ac = ca, bc = cb).

5.3 Restricoes sobre os vértices de um grafo admissivel

Concluimos este trabalho com algumas observacoes gerais sobre o grafo Fff associado a um arranjo.

Proposigao 5.3.1. Seja A um arranjo de hiperplanos complexos, H, H' € A dois planos ndo paralelos

ep=HNH'. Entdo, os conjuntos de vértices virtuais

Qe={g e QNHNH":z1(q) < z1(p)}

Qi={g€ QNHNH": z1(q) > x1(p)}
tém um numero par de elementos.

Demonstra¢ao. Fazemos a demonstragdo apenas para o conjunto Q. uma vez que a demonstragdo do
resultado para Qq ¢ inteiramente analoga.

Os tragos H e H' sdo fungoes afins nos intervalos | — 0o, v1], [vi, u;], [, vig1] € [ur—1,+00] (onde r é
o nimero de vértices reais - ver Definigdo 3.2.3). Sejam d e d’ os declives dos tragos H e H' no intervalo
] — 00, v1]. Supomos sem perda de generalidade que d > d'.

Note-se que o declive de H é igual a d nos intervalos [u;,v;11] e [u,—1,+00[, 0 mesmo acontecendo
com H'. Além disso, ou x1(p) pertence | — 0o, v1] ou pertence a um dos intervalos anteriores.

No primeiro caso Qe = @) e portanto nada hé a demonstrar. Caso contrario, seja uy (com 1 <k <r—1)
o extremo esquerdo do intervalo que contém z1(p). Sejam yg,y;, as ordenadas das intersecgoes de H e H’
com a recta vertical x1 = uy e y1,y} as ordenadas das intersecgoes de H e H' com a recta vertical z; = vy.

Como d > d' temos que yr < yj.. Se y1 < y; entdo ndo hd qualquer ponto de Q. com abcissa em
] — o0, v1] e os tragos H e H' tém de se cruzar um nimero par de vezes (possivelmente zero) em [vy, ug]. A
hipdtese restante é que tenhamos y; > y} e nesse caso hd necessariamente um vértice virtual em | — oo, v1]
e os tracos H e H' tém de se cruzar um nimero {impar de vezes em [vy, ug].

Em qualquer dos casos, o numero de elementos de Q. é par. O
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Corolario 5.3.2. O numero total de vértices virtuais num grafo admissivel € par.

Finalmente, apresentamos um majorante para o nimero de vértices virtuais em I‘% para um qualquer

arranjo de s hiperplanos complexos.

Proposicao 5.3.3. Para um arranjo de s hiperplanos, o numero mdximo de vértices virtuais em ch é
84—283—82-‘1-28
TR

~ . . . 7’ . 27 7 . . z
Demonstracdo. Num arranjo de s hiperplanos existem, no maximo, (;) = 25 vértices reais. E o caso

em que apenas dois hiperplanos se intersectam em cada ponto multiplo.

De acordo com a construcao da funcao de varrimento, f, teremos 2(;) —1=s?—s—1mudancas de
declive para f e para os tracos dos hiperplanos. Em cada um dos trogos, verificam-se até (;) intersecgoes
entre os tragos dos hiperplanos.

O numero maximo de vértices virtuais é entao dado pelo nimero de intersecgdes, multiplicado pelo

s s

nimero de intervalos, ao que se subtrai o nimero de vértices reais: (2(5)—1)x (5)—(5) = (2(5)—2)(;). O

ol
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