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Variedades. Linhas e Supeficies

1 Exemplos

Exemplo 1.1 - Uma Linha Recta em R?
Consideremos a linha recta em R? definida por

M ={(z,y) eR* :y =z +1}
Esta linha pode ser descrita de trés formas distintas.
i) Conjunto de nivel - Consideremos a funcao F : R? — R dada por
Flz,y)=2—y+1
E uma funcdo de classe C! que se anula precisamente sobre o conjunto M, ou seja
M = {(z,y) € R®: F(z,y) = 0}
A derivada de F, dada pela matriz
DF(x,y):{g—i %—5}:[1 —1]
apresenta caracteristica igual a um em qualquer ponto (z,y) € M.

Assim, dizemos que o conjunto M é o conjunto de nivel zero da funcao F.

Note-se que o vector n = (1,—1) gera o subespaco linear de R? descrito por
P={(z,~z):z€R} ={(z,y) eR* 1y = —z}

E uma linha recta em R2 perpendicular a M tal como se mostra na figura [

y=ax+1

Figura 1: Arectay=x+1

ii) Gréfico - Consideremos a func¢do f : R — R definida por
fla)=a+1
Facilmente se conclui que f é de classe C' e que M é o grdfico de f. De facto,
M={(z,z+1): 2 e R} ={(z, f(x)) : z € R}
Sendo M o gréfico de f, em cada ponto (z, f(z)) o declive da tangente a M é dado pela
derivada f'(z) = Portanto, a cada ponto (z, f(z)) € M podemos associar o vector

1.
t = (1, f'(z)) (1,1) que determina a direcgao tangente a M nesse ponto, tal como se
mostra na figura [



iii)

Parametrizacao - Seja g : R — R? dada por
9(@) = (.2 + 1)

Trata-se de uma funcdo de classe C''. Facilmente se verifica que g é injectiva e que o conjunto
M é a imagem da fungao g, ou seja,

M={(z,z+1): 2z € R} ={g(x) : € R} = g(R)

Assim, g estabelece uma bijeccao entre M e R.

A derivada de g, dada pela matriz

apresenta caracteristica igual a um.

Diz-se que a funcao g é uma parametrizacao de M com parametro xz e que M tem dimensao
um.

Note-se que o vector t = Dg(z) = (1,1) é ortogonal ao vector DF(z,y) = (1,—1) definido
acima. Para além disso, o subespago linear gerado pelo vector t = Dg(z) = (1,1) é a linha
recta dada pela equacdo y = x que é paralela (tangente) & linha M tal como se mostra na
figura M

Exemplo 1.2 - Uma circunferéncia em R?
Consideremos a circunferéncia de raio um e centro na origem de R?

i)

ii)

M:{(m,y)€R2:$2+y2:1}

Conjunto de nivel - A circunferéncia M pode ser descrita como o conjunto de nivel zero
de uma funcdo de classe C'. De facto, seja F' : R> — R dada por

Fzy) =a* +y* — 1
Trata-se de uma funcdo de classe C' em R? e tal que
M ={(z,y) : F(z,y) = 0}
Sendo F de classe C!, a sua derivada
DF(x,y):[g—i %}:[Qz 2y]

apresenta caracteristica igual a um em M. Note-se que o ponto (0,0) ndo pertence & cir-
cunferéncia M.

Consideremos o ponto (@, @) € M. Entéo o vector n = DF(@, g) = (v/2,V/2) gera o

subespaco linear de R? dado por
(A1, 1): A € R}

que coincide com a linha recta dada pela equacao y = = tal como se mostra na figura

Grafico - Podemos também descrever a circunferéncia M como a uniao de graficos de
fungoes de classe C*. Consideremos as funcdes f; ;] — 1,1[— R ; i = 1,2, 3,4, definidas da
forma seguinte

filx) = V1—2a?
he) = Vi@
f3y) = V1-y?
faly) = —vV1-y?



iii)

—
8

Figura 2: A circunferéncia 22 + y? = 1

Estas funcoes sdo de classe C! e, se definirmos os conjuntos M; ,i = 1,2,3,4, da forma
seguinte

My = Mn{(z,y) €R*:y>0}={(z,V1—-2?):2¢€]—1,1[}
My = Mn{(z,y) eR*:y <0} ={(z,— \/— cx €l —1,1}
My = Mn{(z,y) eR*:2>0}={(V1-y%y) 1y el -11[}
My = Mn{(z,y) eR?*:2<0}={(—v1-y2y):yel—1,1[}

entao, a circunferéncia M é a uniao dos grdficos das fungoes f; , i = 1,2, 3,4, ou seja

M:M1UM2UM3UM4

Parametrizacao - Sejam g; :] — 1,1[— R? as fungdes dadas por
gi(x) = (z,V1-2) = (z, fi(z))
g2(x) (@, —V1—=2?) = (z, f2(2))
93(y) = (V1-y%y) = (f3(v).v)
94(y) = (—V1-9%y) = (fs(y),y)

Estas funcoes sdo de classe C'!, injectivas e tais que

My = Mn{(z,y) eR*:y >0} =gi(] - 1,1])
My = Mn{(z,y) eR?:y <0} =g2(]-1,1)
My = Mn{(z,y) eR*:2>0}=g3(]—1,1])
My = Mn{(z,y) eR*:2 <0} =gs(]—1,1])

o que significa que cada uma das semicircunferéncias M; , i = 1,2,3,4, é a imagem de
cada uma das funcoes g; , i = 1,2, 3,4, respectivamente. Portanto, cada uma das fungoes
gi , © =1,2,3,4, estabelece uma bijeccao entre cada um dos pedagos M; , ¢+ =1,2,3,4, e 0
intervalo aberto | —1, 1[. A cada um dos conjuntos M, chamamos vizinhang¢a de coordenadas.
Facilmente se verifica que cada matriz Dg; tem caracteristica igual a um. Assim, as fungoes
g; parametrizam M.

Como exemplo, consideremos o ponto (@, g) € M, e a parametrizaciao g;. Note-se que
(4’ \f) =0 (\/_) A derivada

Dgl(?) = { _11 ]



apresenta caracteristica igual a um.

Designemos por T' o espaco gerado pelo vector ¢ = Dgl(‘/Tg) = (1,-1), ou seja,
T={(z,—z): 2 € R}

e consideremos a linha recta paralela a T' e que passa pelo ponto (‘/75, @)

Da observagéo da figura Bl constatamos que esta linha recta é tangente & circunferéncia no
V2 ﬁ)

ponto (%5,
Note-se também que o vector t = Dg;(%42) = (1, —1) e o vector n = DF (%2, ¥2) = (v/2,V2)
sao ortogonais.
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A simetria apresentada pela circunferéncia M leva-nos a considerar coordenadas polares (r, 6)
em R2.
Sendo r? = z? + 42, a circunferéncia M pode ser descrita pela equacdo r = 1.

Consideremos as funcdes 71 :]0,27[— R? e v, :] — 7, 7[— R? definidas por
7 (0) = (cosf,senb)
v2(0) = (cosf,senb)

Sao funcoes de classe C!, injectivas e tais que a unido das respectivas imagens é a circunferéncia
M

MA\A{(1,0)} = 7 (]0,2x])
MA{(-1,0)} = mn(-m~[)
Note-se que a derivada de qualquer uma destas duas fungoes é dada pelo vector (—sen @, cos )

que ndo se anula porque sen® g + cos? § = 1, ou seja, as funcdes 1,72 parametrizam M.
Para o ponto (@ ﬁ), temos 6 =7 /4 e

Dn(3) = v@ ?)

que gera o subespaco de R2 dado pela equacio y = —z e que é tangente a M no ponto (72,

o

).

Exemplo 1.3 - Uma Paribola em R?
Seja M a pardbola em R? dada por

M = {(z,y) e R : y = 2°}

i) Conjunto de nivel - Seja F :] — 1,1[xR — R a funcao definida por
F(z,y) =y —a®

Trata-se de uma funcdo de classe C! tal que

M={(z,y) eR:y=f(x)} = {(x,2°):z€]-11]}
= {(&y): Fz,y) =0}
A derivada de F
OF OF
DF(x,y):{E B_y:|:[ 2x 1]
apresenta caracteristica um, ou seja, M é o conjunto de nivel zero de F'.

Por exemplo, no ponto (0,0) a derivada n = DF(0,0) = (0, 1) gera o subespaco que coincide
com o eixo y tal como se mostra na figura



ii)

iii)

- - ==

Figura 3: A pardbola y = z

Grafico - Consideremos a fungao de classe C', f :] —1,1[— R dada por
fla) = a?
Entao M é o gréfico de f
M ={(z,y) eR? 1y = f(2)} = {(z,2%) 1z €] - 1, 1]}

Sendo f de classe C!, a sua derivada f’(z) d4 o declive da recta tangente ao grafico de f
em x, ou seja, a recta tangente a M no ponto (x, f(x)) é paralela & linha recta gerada pelo

vector (1, f'(x)).
Por exemplo, no ponto (0,0) o vector t = (1, f'(x)) = (1,0) gera o eixo = que, de facto, é
tangente a M no ponto (0,0) como se pode constatar da observacao da figura

Parametrizacdo - Consideremos a funcao g :] — 1, 1[— R dada por
9(z) = (z,2%) = (z, f(z))
Trata-se de uma funcdo de classe C'! e tal que

M:{(x7x2):xe]—Ll[}:g(]—l,l[)

Por outro lado, se 21 # 22 entdo g(z1) # g(z2). Portanto g é injectiva, ou seja, a funcdo g
estabelece uma bijecgdo entre M e o intervalo | — 1,1[ em R.

A derivada
Dgle) = [ o } - [ o ]

tem caracteristica um, ou seja, g é uma parametrizacao de M.
Note-se que
Dg(x) = (1, f'(x))
e, portanto, o vector Dg(z) tem a direcgao da tangente a M no ponto (z, f(x)) = g(x).

Por exemplo, para z = 0, a derivada
t = Dg(0) = (1,0)

gera o eixo = que é tangente a M no ponto (0,0) = ¢g(0) tal como se constata na figura



Exemplo 1.4 - Uma Linha Recta em R?
Consideremos a linha recta M em R? definida pelas equacdes

x =
= 1

i) Conjunto de nivel - Seja F: R?® — R? dada por
F(r,y,2) = (x—y,z—1)
Trata-se de uma funcdo de classe C' e tal que
M = {(z,y,2) : F(z,y,2) = (0,0)}

A derivada
OF O0F  9F

ox oy 0z _ |: 1 =1 0 :|

OF, OF, OF, 0 0 1
ox oy Oz

DF(z,y,z) =

é uma matriz com caracteristica igual a dois porque os vectoresni = (1,—1,0), no = (0,0,1)
que constituem as suas duas linhas sao linearmente independentes, ou seja, M é o conjunto

de nivel (0,0) de F'.

Note-se que
M = {(z,9,2) = (,2,1) = 2(1,1,0) + (0,0,1) : ¢ € R}

e, portanto, os vectores ny = (1,—1,0) , na = (0,0, 1) sdo perpendiculares ao vector (1,1, 0),
ou seja, perpendiculares a M como se mostra na figura Bl

Figura 4: Arectay=x, z=1

ii) Gréfico - Seja f: R — R? definida por
f(@) = (2,1)
Trata-se de uma funcdo de classe C'! e tal que
M = {(z,2,1) = (z, f(x)) : # € R}

ou seja, M é o grafico de f.

O vector t = (1, f'(x)) = (1,1,0) apresenta a direcgdo da tangente a M tal como se
apresenta na figura fl



iii) Parametrizagdo - Consideremos a funcao g : R — R3 dada por
9(x) = (z,z,1)
Esta funcdo é de classe C!, injectiva e
M ={(z,y,2) = (z,z,1) = g(z) : v € R} =g(R)

Portanto, g estabelece uma bijecgao entre R e M.
A derivada

1
Dy(z) = | 1
0
tem caracteristica igual a um. O vector t = (1,1,0) gera um subespago de dimensdo um em
R3 dado pelas equacoes = y ; z = 0 e que é tangente a M como se mostra na figura B

Exemplo 1.5 Um Plano em R?
Seja P o plano em R? definido pela equacio

r+y+z=3
e representado na figura
i) Conjunto de nivel - Consideremos a fungao F': R® — R dada por
F(z,y,z)=xz+y+2—3
Entdo F é de classe C! e
P={(z,y,2) € R®: F(z,y,2) = 0}

ou seja, P é o conjunto de nivel zero da fungao F'.

A derivada
DF(x,y,z):[%—i %—Z %—5}:[1 1 1]

tem caracteristica igual a um.

Figura 5: O planoz +y+2 =3

Note-se que o vector n = DF(x,y,z) = (1,1,1) é ortogonal ao plano P. De facto, o plano
P pode ser descrito da forma seguinte

P = {(z,y,3—z—vy):z,yeR}

{(0,0,3) +=(1,0,-1) +y(0,1,-1) : z,y € R}



e os vectores t; = (1,0,—1); t3 = (0,1, —1) sdo ortogonais ao vector DF (z,y,z) = (1,1,1)
como se mostra na figura [

ii) Gréfico - Da equagdo x +y + z = 3 e resolvendo em ordem a z obtemos z = 3 — x — y.
Entdo consideremos a funcio f : R? — R definida por

fay)=3-2—y
Trata-se de uma funcdo de classe C'! e o respectivo gréfico é o conjunto P
P={(z,y,2): 2 =3 -2 -y} ={(z,y, f(z,9)) : z,y € R}

Da interpretagao geométrica da nocao de derivada sabemos que os vectores

—10 Y o1 01201
1= (1707 %) - (1707 1) ) lo = (Oa 17 ay) - (05 17 1)

determinam o plano tangente a P em qualquer um dos seus pontos.
iii) Parametrizagdo - Seja g : R? — R? a funcio dada por
9(z,y) = (z,y,3 —2 —y) = (z,y, f(z,y))
Esta fungao é de classe C, injectiva e tal que g(R?) = P. Portanto, a fungio g estabelece

uma bijeccio entre R? e P.

A derivada
1 0

Dg(z,y)=1| 0 1
1 -1

tem duas colunas linearmente independentes, ou seja, tem caracteristica igual a dois.

Note-se que estes dois vectores sdo ortogonais ao vector DF (z,y, z) = (1,1,1).

Exemplo 1.6 - Uma circunferéncia em R?
Consideremos a circunferéncia M em R? definida pelas equacdes

z =0
2+ Y. =
e apresentada na figura 6l
i) Conjunto de nivel - Seja F: R?® — R? dada por

F(Z’,y,Z) = (Z,I2+y2*1)

Trata-se de uma funcdo de classe C'! e tal que
M ={(z,y,2): F(z,y,2) = (0,0)}

o que significa que M é o conjunto de nivel (0,0) de F.

A derivada

0 0 1
DRy = 9, 5 |

tem caracteristica igual a dois porque x e y nao podem ser simultaneamente nulos. Note-se
que em M se tem 22 +y% = 1.

No ponto (0,1,0) as linhas da matriz DF(0,1,0) sao os vectores n; = (0,0,1) e ng =
(0,2,0) que sdo normais & circunferéncia, como se mostra na figura il



Figura 6: A Circunferéncia z = 0; 22 4+ ¢y?> =1

ii) Grafico - Notemos que da equacdao x2 + y? = 1 obtemos y = v/1 — 22 desde que y > 0
ouy = —v1—1x2 desde que y < 0. Do mesmo modo, x = /1 — 32 desde que x > 0 ou
= —+/1 — 2 desde que z < 0. Assim, a circunferéncia M ¢é descrita pela uniao

M = M; U My U Ms U M,

em que
My = {(z,y,2):y=V1-2?;2=0; -1<z<1l}=Mn{y>0}
My = {(z,y,2):y=—-V1-22;2=0; -1l<z<1l}=Mn{y<0}
M; = {(z,y,2):2=1-y?;2=0; -1<y<l}=Mn{z>0}
My = {(zy.2):2=—-1-y*;2=0; -1<y<l}=Mn{z<0}

ou seja, M é a unido de quatro graficos de funcdes de classe C'*.

iii) Parametrizacao - Notemos que

My = {(z,v/1-220): -1<z<1}
My, = {(z,-V1-220): -1<z<1}
Mz = {(V1-929,0): -1<y<1}
My = {(-V1-92,9,0): -1<y<1}

Assim, sejam as fungoes

x,\/l—zQ,l) —l<a <l
r,—V1-221) ;-1<z <1

1—y2y1) ;-1<y<l1

8

— N N~
|

—~ —~ —~

—V1-92y1) ;-1<y<1

Sao funcoes de classe C', injectivas e tais que

M;=¢(-1,1);i=1,2,3,4

Portanto, cada fungéo g; estabelece uma bijeccao entre o intervalo aberto | — 1, 1] e cada M;
com i =1,2,3,4.



Cada uma das derivadas

1 T i 1
Dgi(z) = | == | i Dg2(z) = —

0 | L 0

—y ] B y

1,y2 1_y2
Dgs(y) = 1 ; Dga(y) = 1

0 i i 0

tem caracteristica igual a um, ou seja, as fungoes g; parametrizam M.

Exemplo 1.7 - Uma esfera em R?
Consideremos a superficie esférica em R? centrada na origem e de raio um dada por

S% = {(x,y,2): 2> +y*+ 22 =1}

e que se representa na figura [

Figura 7: A esfera 22 +y? + 22 =1

i) Conjunto de nivel - Seja F: R? — R definida por

F(z,y,2) =2 +y* + 22— 1

Esta funcdo é de classe C! e tal que
§? ={(z.y,2): F(z,y,2) = 0}

ou seja, a esfera S2 é o conjunto de nivel zero de F.
A derivada

DF(x,y,z) = [ 2¢ 2y 2z }
tem caracterfstica igual a um porque o vector (2z,2y,2z) nao pode ser nulo. De facto, em
52 temos 22 + % + 22 = 1.
Note-se também que o vector (2x,2y,2z) tem direccdo radial, ou seja, é ortogonal a S? no
ponto (z,y,2) € S2.
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ii) Grafico - A equacido z? + y? + 22 = 1 pode ser resolvida em ordem a qualquer uma
das varidveis como funcao das outras duas. Por exemplo, desde que = > 0, temos z =

/1 —1y?— 22 e para x < 0 obtemos x = —y/1 — y2 — 22. Assim, consideremos as fungoes

flz,y) = Vi—22—y2; 22442 <1
falz,y) = —V1-22—y2; 2*+42<1
fa(z,2) = 1—a22—-22; 2°422<1
fa(z,2) = —V1—-a2-22; 2°4+22<1
fs(y,2) = V1—-y2—22; y*+22<1
B = VT T e

e os respectivos graficos

(z,y,V1—2?—y?); 2 +y® <1}

(z,y,—/1—22 —y2); 22+4% <1}
(£, V1 —22—222); 2*°4+2°<1}

(x,— \/1—:1:2—222); w2+ 22 <1}
(

(=

G =982n{z>0 = {
Go=8*N{z<0} = {

Gy =8*N{y>0} = {

Gi=8*N{y<0} = {
= {(WV1-y2-2%y,2); y*+2°<1}

{ 1—y2—229y,2); ¥ +22<1}

Gs=8*n{z >0}
G6:S2ﬂ{$<0} =

Entao, a esfera S? 4 unido de seis graficos de funcoes de classe C'*.

iii) Parametrizagao - Sejam as fungdes

gi(z,y) = (wy,V1-22—y?); 2*+y°<1
go(z,y) = (2,9 m) 4yt <1
g3(z, 2) (x,V1—122—222); 2 +22<1
ga(z,2) = (v,— \/1—9172—22 2); i+ <1
95(y, 2) (V1-y2—2%y,2); y*+2°<1
96(y,2) = (—V1-y2—22y,2); Yy +2°<1

Estas funcoes sdo de classe C!, injectivas e as suas imagens coincidem, respectivamente,
com os conjuntos G;, 1 =1,2,3,4,5,6. Portanto, cada uma das fungoes g;, : =1,2,3,4,5,6
estabelece uma bijecgio (identificacdo) entre estes conjuntos e o disco de raio um e centro
na origem de R2.

A derivada de cada uma das fungoes g; é uma matriz com trés linhas e duas colunas e com
caracteristica igual a dois, ou seja, as duas colunas sao vectores linearmente independentes.
Por exemplo, se considerarmos o ponto (0,0,1), entdo, ¢g1(0,0) = (0,0,1) e a respectiva
derivada

1
Dg1(0,0)=| 0

tem duas colunas t; = (1,0,0) e t2 = (0,1,0) linearmente independentes e que sdo ortogo-
nais ao vector DF(0,0,1) = (0,0,2) (ver figura [).

Note-se que o plano gerado pelos vectores t; e t2 e que passa pelo ponto (0,0,1) é dado
pela equacdo z =1 e é tangente a S? no ponto (0,0, 1).

*kokk
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Devido & sua simetria, a esfera S? pode ser descrita em coordenadas esféricas (r, 0, ) através
da equagao
r=1

Consideremos o conjunto

T =)0, 27[x]0, 7|
e as funcdes g1, g2 : T — R3 definidas por

91(6,9) (sen ¢ cos 0, sen ¢ sen 0, cos @)
g2(0,90) = (cos¢,sen¢cosb,sen ¢senb)
93(0,6) = (sen¢send,cosep,sen¢cosb)

Entao, as funcdes g; , g» sdo de classe C', injectivas e se definirmos

G = S*\{(x,9,2):2>0; y=0} =g (T)
Go = S*\{(2,9,2):y>0; 2 =0} = go(T)
Gs = S*\{(z,9,2):2>0; =0} = g3(T)
cada uma das funcoes g1, g2, g3 estabelece uma bijeccao entre o conjunto T'C R? e G1, Ga, G3,
respectivamente.
A derivada
991 9¢
00 2]
¢ —sen¢senfl cos¢@cosl
Dg1(0,¢) = %992 %‘% = sen¢cosf  cospsend
0 —sen ¢
995 9gs
00 op

tem caracteristica igual a dois, ou seja as colunas da matriz Dg sao linearmente independentes
porque no intervalo ]0, 7| temos sen¢ # 0. Do mesmo modo se conclui para g2 e g3 ou seja,
g1, g2, g3 parametrizam S2.

Exemplo 1.8 - Um Paraboléide em R3
Consideremos o paraboldide dado por

P={(z,y,2) ER*: 2z =2 +4*; 2 <1}

e que se representa na figura

Figura 8: O paraboléide z = 22 +¢y2; 2 < 1
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i) Conjunto de nivel - A equacdo z = z? + y? sugere que podemos considerar a funcao

F(I,y,Z) = Zﬁl’? 7y2
definida no subconjunto aberto de R?

S={(r,y,2) eR®: 2 49 < 1; 2 < 1}

Entéo, a funcdo F : S — R é de classe C' e P é o conjunto de nivel zero de F:
P={(z,y,2) € R’ : F(z,y,2) = 0}
A derivada
DF(x,y,z) = [ -2z —2y 1 ]

tem caracteristica igual a um.

Na figura B representa-se o vector n = DF(0,0,0) = (0,0,1).

ii) Gréfico - O conjunto P pode também ser descrito como o grafico de uma fungéo de classe

C'. De facto, seja f : T — R em que
T={(z,y) eER?:2* +y*> < 1}

e definida por
flz,y) =a® +y°

Portanto
P={(z,y, 2> +9%) : (x,y) € T} = {(x,y, f(x,y)) : (x,y) € T}

. ~ o . . )
Da interpretagdo geométrica da derivada, concluimos que os vectores (1,0, 6—_{;) ; (0,1,

determinam o plano tangente a P que passa pelo ponto (x,y, f(z,y)) € P.

iii) Parametrizagdo - Consideremos a funcao g : T'— R3 dada por
g9(@,y) = (z,y,2* +y*) = (z,y, f(2,y))
E uma funcdo de classe C!, injectiva e tal que
g(T) =P

ou seja, a funcdo g estabelece uma bijeccao entre T C R? e P.

A derivada
1 0
Dg(z,y)=1] 0 1
2z 2y

é uma matriz com duas colunas linearmente independentes.

Note-se que as colunas desta matriz sdo ortogonais & linha da matriz DF(z,y, 2).
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2 Teorema da Funcao Implicita

No que se segue, dados dois nimeros inteiros n,p € N com p < n, usaremos a seguinte decom-
posicao de R™

R™ =RP x R"7P

e cada vector em R™ serd representado na forma (z,y) em que & = (z1,22,...,2p) € RP e
j— n—
y—(y1,92,---,yn—p)€R P
Tal como nos exemplos anteriores, consideremos subconjuntos de R™ definidos de uma das
trés formas seguintes:

i)

ii)

iii)

Conjunto de nivel - Seja M C R™ um conjunto e suponhamos que para cada um dos seus
pontos existe uma vizinhanca V' C R" e uma funcao F : S — R"P de classe C' definida
num aberto S C R" tais que

MNV ={(z,y) e R": F(z,y) =0}

Para além disso, para cada ponto (z,y) € M NV, a derivada DF(z,y) é uma matriz com
(n — p) linhas linearmente independentes, ou seja a sua caracteristica é igual a (n — p).

Ao conjunto M NV definido desta forma chamamos conjunto de nivel zero da funcao F e o
conjunto M é uma uniao de conjuntos de nivel.

Trata-se de um conjunto definido por (n — p) equagoes em R™.

Em R? temos apenas um caso, em que p = 1, ou seja, M NV é definido por uma equacao
apenas, F(z,y) = 0.

Em R3? h4 dois casos a considerar:
a) n—p=1e M NV édefinido por uma equagdo, F(z,y,z) = 0.
b) n—p=2e MNV édefinido por duas equagdes
F(x,y,z) = (F1($5y72)7F2($5y72)) = (070>

Grafico - Suponhamos que para cada ponto de M existe uma vizinhangca V' C R™ e uma
funcdo f: D — R™ P de classe C'! definida num aberto D C RP tais que

MNV ={(z,y) e R" :y = f(x) ; x € D} = {(=, f(x)) : « € D}

Assim, o conjunto M NV é o grafico da fungdo f e M é uma unido de gréficos.

Parametrizacao - Suponhamos que para cada ponto de M existe uma vizinhanga V' C R™
e uma funcdo g : T — R™ de classe C'! definida num aberto T C RP tais que

MOV ={(z,y) eR": (z,y) =g(t); te T} ={g(t): t €T}

Suponhamos também que a derivada Dg(t) tem caracteristica igual a p, ou seja, as p
colunas da matriz Dg(t) sdo linearmente independentes.

A funcao g chamamos parametrizacdo de M NV com p parametros t € T. A M NV
chamamos vizinhanga de coordenadas e M é uma uniao de vizinhancas de coordenadas.

kokok

Em todos os exemplos analisados foi possivel relacionar estas trés descrigoes de M através da
resolucao directa das equagoes envolvidas em cada caso. Da equagao

F(z,y)=0
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resolvendo em ordem a gy, obtemos
y=f(x)
e, conhecendo a funcao f, define-se a parametrizacao g da forma seguinte

g9(x) = (z, f(z))

No entanto, a resolucao de equagdes nem sempre é ficil e nao existem métodos gerais de
resolugao de equacoes nao lineares. O Teorema da Funcao Implicita garante, sob certas condigoes,
a existéncia e a regularidade das solugoes de tais equacoes.

Teorema 2.1 Seja S C R™ um aberto e F : S — R"™P uma funcgdo de classe C* e seja (a,b) € S
um ponto tal que F(a,b) =0 e
det [DyF(a,b)] #0

Entdo, existe uma vizinhanca V' de (a,b) em R™, uma vizinhanca D de a em RP e uma fung¢do
f:D —R"P de classe C* com b= f(a) e tal que

Flz,y) =0 <= y=f(z); emV

KKk

A demonstragio deste teorema pode ser vista em [T} 2.

XKk

Nota 2.1 Da equivaléncia
F(z,y) =0 <= y=f(z); emV

obtemos a equacao
F(z, f(z)) =0

que permite calcular a derivada da funccao f. De facto, derivando em x obtemos
Dy F(x, f(x)) + DyF(z, f(z))Df(x) =0

e, portanto
Df(x) = = [DyF(x, f(2))] " DoF(, f(x))

Note-se que o Teorema da Funcgao Implicita nao oferece um método para a determinagao da
fungdo f a partir da equagdo F(z,y) = 0. No entanto, a garantia de existéncia de tal funcao,
bem como a sua regularidade, bastam para calcular a respectiva derivada.

Nota 2.2 E de salientar que a condi¢do det D,F(a,b) # 0 significa que as linhas da matriz
DF(a,b) sdo linearmente independentes.

Portanto, um conjunto definido por um sistema de (n—p) equagoes pode ser visto, localmente,
como o gréafico de uma fungao.

Nota 2.3 Suponhamos que g : T'— R™ é uma parametrizagao de uma vizinhanca de coordenadas
MNV com T C RP, sendo g(to) = (a,b). Sabendo que a caracteristica da matriz derivada Dg(to)
é igual a p, sem perda de generalidade, suponhamos que g(t) = (h(t), k(t)), em que h : T — RP
e k: T — R™P, ¢ tal que a carateristica da matriz Dh(tg) é igual a p. Assim, pelo Teorema
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da Funcao Inversa, existe uma vizinhanga U de ¢y, e uma vizinhanca D de a tais que a equagao
x = h(t) tem solugdo tinica t = h~1(x). Portanto, da equacio y = k(t) concluimos que

y = k(h™'(z))
e definindo f(z) = k(h~!(x)) obtemos

(z,y) =g(t) <= y=f(z), em MOV

Portanto, as descrigoes de M NV como conjunto de nivel zero da fungao F' ou como grafico da
funcao f ou através da parametrizagao g sao equivalentes.
A um conjunto M C R" descrito de uma destas trés formas chamamos variedade de dimensao

.
Note-se que a dimensao ¢é igual ao niimero de pardmetros necessarios para descrever M.

2.1 Exemplos

a) Consideremos a equagao
x?y +sen(z +y) =0

Note-se que nao ¢ facil decidir sobre se esta equagao define uma das varidveis como fungao
da outra.

Seja F :R? — R a funcdo de classe C! dada por
F(z,y) = 2’y +sen(z +y)
e consideremos o ponto (0,7). Entdo F(0,7) =0 e

DF(0,7) = [ 2zy+cos(z +y) a*+cos(z+y) | =[-1 -1 ]

z=0,y=m

Portanto, dado que %—Z(O, m) = —1, existe uma vizinhanga V' de (0,7), uma vizinhanga U
da origem em R e uma funcio f:U — R de classe C! tal que f(0) =17 e

F(r,y)=0<+=y=f(z); em V

Para além disso, temos

9 () 1) -1
/ _ ox _ _
10 = —%5(0,@ -1 1

b) A equagao

2322 — Byxr =0

define implicitamente z como fungdo de (z,y) em alguma vizinhanca do ponto (1,1,1).
Seja F :R?® — R a funcdo de classe C! definida por

F(x,y,2) = 2%2% — 23yx

Note-se que F(1,1,1) = 0. Sendo

DF(1,1,1) = [ 32222 — 23y -3z 223z — 32%yx L:l,y:l,z:l = [ 2 -1 -1 ]
e, portanto
oF
—(1,1,1) = -1
LRRY
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concluimos que existe uma vizinhanga do ponto (1,1,1) em que a equagdo F(z,y,z) =0
define implicitamente z como fungéo de (z,y). Designemos por f(x,y) essa fun¢do. Entao,
nessa vizinhanga temos F'(x,y, f(z,y)) = 0 e derivando em x, obtemos

OF OFdf

o " ozor 0

e, portanto

Note-se que para o ponto (0,0,0) temos
DF(0,0,0) = [ 0 0 0 ]
e, portanto nada podemos concluir através do teorema da funcao implicita.
No entanto, analisando a equagao, obtemos
222 —2y) =0<=2=0Vz=0Vz =2y
e, portanto, em torno da origem nao é possivel exprimir nenhuma das variaveis como fungao
das outras.
c¢) O sistema de equagoes

U + yvu2 =

zu® 4yl
define implicitamente (u,v) como fungdes de (z,y) em torno do ponto (1,1,1,1).
Consideremos a funciao F : R* — R? definida por

F(z,y,u,v) = (zu + yvu?, zu® + y*0v?)

E uma fungao de classe C! tal que F(1,1,1,1) = (2,2) e a respectiva derivada no ponto
(1,1,1,1) é dada por

v v x4 2yvu yu® ] 1 1 3 1
DF(1,1,1,1) = =
3 4 2 2,3
u®  2yv 3zu dy“v° | em1y=1 u=10=1 1 2 3 4
e, portanto i
det Dy F(1,1,1,1) = det g le ] =9

O teorema da fungao implicita garante que localmente em torno do ponto (1,1,1,1) temos
(u’ U) = (’U,(Jz y)7 U(.’E, y))
Derivando a fungao F' em z, obtemos

x%Jrqu @u2+2 vu% = 0
ox y@m 4 oxr
ou ov
3 27" 3 4 2,377 _ 0
Tu oz +u” +4y“v o2
ou seja, no ponto (1,1,1,1), temos o sistema
ou Ov
3—+— = -1
ox + ox
ou ov
3- 44— = -1
ox + ox
de onde concluimos 5 )
U
11 = =
am( ) ) 3

17



3 Espaco Tangente e Espaco Normal

Seja. M NV uma vizinhanga de coordenadas e seja (x,y) € M NV . Entdo, temos

F(l‘, y) =0

(2,y) = g(t)
Portanto,

F(g(t)) =0

e, por derivagao
DF(g(t))Dg(t) = 0

o que significa que as linhas da matriz DF(x,y) sdo ortogonais as colunas da matriz Dg(t).

De seguida, veremos que as derivadas DF (z,y) e Dg(t) fornecem informacao geométrica im-
portante sobre a variedade M, como sugerem os exemplos apresentados acima.

Seja z um ponto em M, v # 0 um vector em R™ e v :] — ¢, [— R™ uma fungao de classe C! tal
que ¥(t) € M, YVt €] —€,¢[ e

70) = =
7(0) = w

A um vector v € R™ nestas condicées chamamos vector tangente a M no ponto z. Note-se
que v é um caminho regular e a respectiva imagem é uma linha sobre M.

Ao conjunto dos vectores tangentes a M no ponto z chamamos espago tangente a M no
ponto z e passaremos a designa-lo pelo simbolo T, M.

Seja v um vector tangente a M no ponto z € M. Entao

e derivando obtemos

eparat =10
DF(z)v=0

que significa que o vector v é ortogonal ao espago gerado pelas linhas da matriz DF(z).

Seja g : T — R™, em que T C RP, uma parametrizacao de uma vizinhanca de coordenadas
M NV do ponto z € M, sendo z = g(t). Consideremos cada uma das p colunas da derivada Dg(t)
e que designaremos por D1g(t), D2g(t), ..., Dpg(t), respectivamente.

Seja v = D;g(t) e consideremos a fungao definida num intervalo aberto de R contendo s =0 e
dada por v(s) = g(t + s€;), em que €; é o i-ésimo vector unitario da base candénica de R™.

Entao, v é de classe C' e

¥(0) =g(t) =2z ; 7'(0) = Dig(t) =v

o que significa que a coluna D;g(t) é um vector tangente a M no ponto z.
O espaco tangente a M no ponto z = ¢g(t) é gerado pelas colunas da matriz Dg(t).

Por outro lado, o espago gerado pelas colunas da matriz Dg(t) é ortogonal ao espago gerado
pelas linhas da matriz DF(z).

Ao espago dos vectores ortogonais ao espaco tangente a M no ponto z chamamos espago
normal a M no ponto z e passaremos a designa-lo pelo simbolo 7. M~L. Sendo ortogonal ao
espago tangente, tem dimensao (n — p).
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O espago normal a M no ponto z é gerado pelas linhas da matriz DF(z).

4 Aplicagoes

4.1 Extremos Condicionados. Exemplos

Consideremos, como exemplo, o problema de determinar o ponto pertencente a circunferéncia
de raio igual a um e centro na origem de R? e que se encontra mais préximo do ponto (1,1).

A circunferéncia é uma variedade de dimensao um, descrita pela equacio z2 +y% = 1, ou seja
é o nivel zero da funcao F : R? — R definida por

Fla,y) =a® + 4% —1

O ponto de coordenadas (z,y) mais préximo de (1,1) é certamente o que minimiza a distancia
mutua, ou seja, minimiza a funcao f:R? — R dada por

flay) =(x =1+ (y—1)?

Portanto, o problema consiste em determinar os minimos da fun¢do f(x,y) sujeitos & condigao
de pertencerem & circunferéncia descrita pela equacao F(z,y) = 0.

Note-se que f é de classe C! e que o seu tinico ponto de estacionaridade é o ponto (1,1) que
nao pertence a circunferéncia. Portanto, a determinacao dos pontos de estacionaridade de f nao
permite chegar a solugao do problema.

Seja (a,b) o ponto de minimo da funcdo f e seja 7 :] — ¢, e[— R? uma parametrizacio de um
arco da circunferéncia tal que

'7(0) = (a, b)

Assim, a fungao composta f o :] — €, e[— R? deverd apresentar um minimo em ¢ = 0, ou

seja, teremos
Df(7(0))y'(0) =0

Portanto, o vector D f(a,b) deve ser ortogonal ao vector v/(0) que é tangente & circunferéncia
no ponto (a,b), ou, equivalentemente, o vector Df(a,b) deve pertencer ao espago normal &

7

circunferéncia no ponto (a,b). Sabendo que o espago normal & circunferéncia no ponto (a,b) é
gerado pelas linhas da matriz DF(a,b), deve existir um escalar (multiplicador de Lagrange) A
tal que

Df(a,b) = =ADF(a,b)

ou seja
D(f + AF)(a,b) =0

Concluimos entao que o ponto (a,b) com F(a,b) =0 deve ser um ponto de estacionaridade
da funcao
g=[f+AF

Portanto, para determinar o ponto (a,b) devemos resolver o sistema

Dg(a,b) = 0
{ F(a,b) = 0

A este procedimento chamamos método dos multiplicadores de Lagrange.

Para o nosso exemplo temos

glzy)=(x -1+ (y -1+ Na? + 9> - 1)
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e, portanto

2r—1)+2\ = 0
2y—-1)+2\y =
Pl =

Para A# 0, x # 0, y # 0 obtemos, das duas primeiras equagoes,
x—1 y-—1
x oy

ou seja r =y e, da terceira concluimos que

T
ol

(a,0) = (

Note-se que para A =0 obtemos (a,b) = (1,1

)

que nao pertence a circunferéncia.

)

~—

KKk

Seja f(xz,y) = y+ x — 1 e consideremos o problema da determinacdo do méximo e minimo
absolutos de f sobre o conjunto definido por x? + 32 < 2.
Seja
D = {(x,y) € R? : 2 +¢* < 2}
Sendo D compacto e f continua, sabemos que f tem méximo e minimo absolutos em D .
Sobre o interior de D, os extremos de f podem ser determinados recorrendo aos pontos de
estacionaridade de f. Sobre a fronteira de D, ou seja, sobre a circunferéncia dada por F(x,y) =

2% + 3% — 2 =0 devemos recorrer ao método dos multiplicadores de Lagrange.
Sendo

of

o

of

dy

concluimos que f nao tem pontos de estacionaridade.
Sobre a fronteira de D, consideremos o sistema

{Dg(x,y) =0
F(l‘,y) =0

= -1

em que g(x,y) = f(z,y) + AF(x,y) e, portanto, temos

dg
—=14+2Xxx = 0
ox teAr
dg
—=—14+2\y = 0
oy TN

P2 +y -2 = 0

e, portanto
2Nz —y)=0<=A\=0Vy==z

Da primeira equagdo concluimos que A # 0, ou seja, devemos ter y = x e, da terceira equagao
obtemos os pontos

(-1,-1), (1,1)
e, portanto, um deles é o maximo absoluto e o outro é o minimo absoluto de f em D.
Mas, f(-1,-1) = =3 ; f(1,1) = 1, ou seja, (—1,—1) é o minimo absoluto e (1,1) é o
maximo absoluto de f em D.
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Consideremos o conjunto definido pelas equacgoes
= 1

z? + =1

=[S

e determinemos os pontos deste conjunto que se encontram mais préximos do ponto (0, 1,0).
Assim, pretendemos minimizar a fungao

fla,y,2) =a® + (y - 1)* + 22
sujeita a condicao
2
F(z,y,2) = ( = La® + £ = 1) = (0,0)

Como vimos acima, no ponto de minimo, o vector Df(x,y,z) pertence ao espago normal
a variedade definida por F(z,y,z) = (0,0). Sendo esse espago gerado pelas linhas da matriz
DF(z,y,z), devemos considerar o seguinte sistema

Dg(z,y,2) = 0
z—1 = 0
2

2., Y
=~ —1 =0

x+4

em que
g(x,y,2) = f(x,y,2) + aF1(z,y, 2) + BFa(x,y, 2)
Entao temos

2r + 20z

1
2(y—1)+§ﬁy =
2z24+a =

z—1 =

o o o o o

2
I 1 =
x+4

Da primeira equacao obtemos
21+ 08)=0<=2=0V g=-1

Para z =0, da quarta e da quinta equagdes obtemos os pontos (0,—2,1) e (0,2,1).
Para g = —1, da segunda equagao obtemos
4 4
YSurp T3

e da quinta equagao

V5 4 V5 4
(_7_71); (7_5_51)
33 33
Por outro lado
f(0,-2,1) = 10
f(0a271) - 2



e, portanto, os pontos mais préximos sao

V5
3 3

( %al); (7§7 71)

| W~

4.2 Area de uma superficie

Seja {e1,ea} uma base ortonormada em R? e consideremos o paralelogramo determinado por
dois vectores {t1,t2}. E sabido, da Algebra Linear, que a area do paralelogramo é dada pelo
determinante da matriz cujas colunas sdo os vectores t1,ts escritos na base {ej,ea}.

Por exemplo, considerando a base canénica em R?, a 4rea do paralelogramo definido pelos
vectores t; = (2,0) e t2 = (1,1) é dada por

2 1
det{o 1]2

Consideremos dois vectores linearmente independentes {t1,t2} em R? e o paralelogramo por
eles determinado. Note-se que este paralelogramo é um subconjunto do plano gerado pelos dois
vectores t1 e ta. Seja P esse plano.

Pelo processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt aplicado a {t1,t2} obtemos uma base
ortonormada {e1,es} de P da seguinte maneira:

11
e = —
! |t1]
V2
€2 = o
|va|
em que
vy =ty — (t2,e1)er

Note-se que (va,e1) =0 e, portanto
[vg|? = (v, ta) = (o, ta) — (ta,€1)? = |ta|® — (t2,e1)?

Assim, podemos exprimir ¢; e ts na base ortonormada {ej,es}, da seguinte forma

ti = [|ti|ex
ta = (t2,e1)er +/|t2]? — (t2,e1)% €2
ou seja,
t1 = |ti]es
(ta,t1) (t2,t1)?
ty = to2 — ~2 L
9 ] e1+ 4/ |t2] e €

e, portanto, a adrea do paralelogramo definido por t; e t é o determinante

|t | (t2,t1)

! [t1] . ~ i

o 0 to]2 — (E2ita)? = VIt Plta]? — (b2, t1)
2|4 —

[t1]?

Por outro lado, seja A a matriz cujas colunas sao os vectores t; e to. Entao
(t1,t1)  (t1,t2)

(ta,t1) (t2,t2)

det A'A =

1 = |t1]?|ta]® — (t2,t1)?
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Assim, concluimos que a drea do paralelogramo determinado pelos vectores ¢ e to é dada por

Vdet AtA.

Estas observacoes motivam a seguinte definicao de area de uma variedade de dimensao 2
(superficie) em R3.

Seja M C R? uma variedade de dimensao 2 e consideremos uma vizinhanca de coordenadas M NV
e seja g : T — R3 a respectiva parametrizacao. Entéo

vola(M NV) =/ v/ det Dg(t)t*Dg(t)dt

4.3 Integral de um Campo Escalar sobre uma Variedade

Seja S C R™ um aberto, M C S uma variedade de dimensao pe ¢ : S — R um campo
escalar. Seja M NV uma vizinhanca de coordenadas e ¢g: 7T — R™ uma parametrizacao.

Define-se o integral do campo escalar ¢ sobre a vizinhanga de coordenadas M NV como sendo
o integral

/ b= / o(g(t))v/det Dg(2) Dy (t)dt
MNV T

De seguida apresentam-se casos de campos escalares com interesse nas aplicagoes em que M C
R3 ¢ uma superficie dada por uma vizinhanca de coordenadas com parametrizacio ¢ : T — R3

sendo g = (g1, 92,93) -

a) Area: Seja ¢ = 1. Entao, o integral de ¢ é a area de M
volg(M):/ qﬁ:/ v/det Dg(t)t* Dg(t)dt
M T

b) Massa: Suponhamos que M representa uma folha de um material com densidade de
massa por unidade de drea ¢. Entao, o integral de ¢ é a massa de M

M= /M¢: /T o(g(t))v/det Dy (1) Dg(t)dt

¢) Centro de Massa: Seja M uma folha de um material com densidade de massa «. Entéo,
o centro de massa de M é o ponto de coordenadas (Z,7,z) determinadas por

” /M ra= /T a1 (t)a(g(t))v/det Dy (1) Dy(t)dt

7= o /Mya:ﬁ /T 92(t)og(t))v/det Dg(t) Dy(t)dt

N /M sa= /T ga()a(g(t))v/det Dg(t) DylD)dt

d) Momento de Inércia relativo a uma linha recta: Seja L uma linha recta e M uma
folha de um material com densidade «. Entao, o momento de inércia de M relativo a L é
o integral

IL:/Mogd2 :/TOZ(Q(t))d%(g(t)) det Dg(t)tDg(t)dt

em que dj designa a distancia a linha L.
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4.4 Exemplos

i) Consideremos a superficie esférica de raio R e centrada na origem que designaremos por S2.
S% = {(x,y,2) e R®: 2® + y? + 22 = R?}
Seja g : T — R? a funcdo dada por
9(0,6) = (Rsen¢cosf, Rsen ¢psend, R cos ¢)

em que

T =)0, 27[x]0, 7[C R?
Entdo ¢ é uma funcao de classe C', injectiva, cuja derivada

—Rsen¢gsenf Rcos¢cost
Dyg(9,¢) = Rsen¢cosf  Rcospsend
0 —Rsen¢

tem caracteristica igual a dois e
g(T) = S*\ {(z,y,2) €S?:y=0; >0} =S*\ N

ou seja, g é uma parametrizacao de S?\ N.
Note-se que

2 2
Dy(0,0)'Da(0.0) = | 0,

e, portanto

det Dg(0,¢)tDg(6,¢) = R*sen ¢
V (0.¢)' Dg (6, 9)

Sendo N uma semicircunferéncia sobre S?, temos

vola(S?) = woly(S? \ N) = /T V/det Dg(6,$)tDg(6, )dhde

- /0% </07r R2sen¢d¢) 9

= 27R? / sen pde
0
= 47R?

ii) Consideremos a superficie definida por
M= {(z,y,2) eR*: 2 + 3y =2 < 1}
Em coordenadas cilindricas, M ¢é descrita pela equacao z = p2.

Portanto, consideremos a funcao g : T — R? definida por

9(p,0) = (pcosd, psend, p*)

em que

T =)0, 1[x]0, 27[C R?
Esta funcdo é de classe C!, injectiva e a sua derivada

cosf —psend
Dg(p,0) = | senf pcosf
2p 0
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tem caracteristica igual a dois. Para além disso,
9(T)=M\{(z,y,2) e M :2>0; y=0} =M\ N

Portanto, a fun¢do g é uma parametrizagdo de M \ N.

Note-se que

1+4p* 0
Dg(p,0)' Dg(p,0) = [ 0 2 }

e, portanto,

V/det Dg(p,0)' Dg(p,0) = p\/1 + 4p?

Sendo N uma linha sobre M, temos,

vola (M) = vola(M \ N) /T V/det Dg(p, 0)tDg(p, 0)dpdh

[ ([ )

0

1
= ﬁ/ 12p\/1 + 4p2dp

6 Jo
™
= 6(53/2*1)

iii) Seja C a superficie cénica definida por
O={(.y.2) eR*:0< Vil tyP =z <1

Em coordenadas cilindricas C é descrita pela equagdo z = p e, portanto, tal como no
exemplo anterior, consideremos a funcio g : T — R? definida por

9(p,0) = (pcost, psent, p)

em que

T =)0, 1[x]0, 27[C R?
Esta funcdo é de classe C!, injectiva e a sua derivada

cosf —psenf
Dg(p,0) = | senf pcosf
1 0

tem caracteristica igual a dois. Para além disso,

g(T)=M\{(z,y,2) M :2>0; y=0}=M\N

Portanto, a fungao g é uma parametrizacao de M \ N.

Note-se que
det Dg(p,0)"Dg(p,0) = V2p

Sendo N um segmento de recta sobre M, temos,

vola (M) = volay(M \ N)

| VD450 Do, Do
T

(] )

1

= \/§7r/ 2pdp
0

= Vo



iv)

Consideremos a porcao do plano definido por
P={(z,y,2) ER®: 2 4+y4+2=1;2>0;y>0; z>0}
e a respectiva parametrizacao ¢ : T — R3 dada por

g(x,y) = (a?,y71—sc—y)

em que
T={(z,y)eR*:0<x<1;0<y<1—2a}
Sendo
1 0
Dg(z,y)=1] 0 1
-1 -1
obtemos

voly(P) = /T\/gdxdy

/01 ( o \/§dy) dx

0
= \/g/o (1 —z)dzx
V3

2

Consideremos o toro com raios R e r definido por
T ={(z,y,2) €R*: (Va? +y? = R)* + 2" = r?}

ou seja, a superficie que se obtém fazendo rodar em torno do eixo z a circunferéncia no
plano xz com centro em (R,0) e raio r e descrita pelo angulo ¢, contado a partir do plano
z = 0 no sentido positivo. Designemos por 6 o angulo de rotacao em torno do eixo z e
medido a partir do eixo x no sentido positivo.

Seja
D={0,¢0)cR*:0<0<2r,0< ¢ <2}
e g: D — R3 definida por
g(0,0) = (R+rcos¢p)cosf, (R+rcosd)senl, rsenq)

Facilmente se verifica que g é de classe C! e injectiva e a respectiva derivada

—(R+rcosg)senf —rsendcosf
Dyg(8,9) = (R+rcosp)cosf  —rsengsentd
0 7 COS @

tem caracteristica igual a dois. Portanto, g é uma parametrizacao de
T>\ N

em que
NZ{(x,y,z):zzO}U{(w,y,z):y:O}

Sendo N a unido de duas linhas em T2, temos

volo(T?) = voly(T? \ N) = /D \/det Dg(0, $)tDg(8, $)dOde

/OQW (/OQW (R + 7 cos ¢)d9) do

= 47%Rr
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vi) Consideremos a superficie dada por
C={(z,y,2) eR¥:2? +¢y* =2 +1,0< 2 < 1}

e que representa uma folha de um material com densidade de massa dada por
1

olr9:2) = o

Em coordenadas cilindricas (p,0,z) esta superficie é descrita pela equacio p? = 22 +1 e,
portanto, consideremos a funcio g : T — R3 definida por

9(0,2) = ((Vz24+1)senf, (V22 +1)cosf, z)

em que

T={0,2)eR*:0<0<2m;0<2z<1}

Entdo, g é de classe C', injectiva e a respectiva derivada

—(vVz%2+1)senf Z_ cosf

Vi
Dg(0,z) = | (V22+1)cosf —— sent
0 1

tem caracteristica igual a dois, ou seja é uma parametrizagdo de C'\ N em que

N ={(v,y,2) :y =0, 2 >0}

A massa de C' é dada por

M:/Ca = /0277 (/01a(g(&z))\/detDg(&z)th(G,z)dz) do

2 1 1
— /2224 1dz ) df
/0 (/0 N ES Z)

= 27

A coordenada z do centro de massa de C' é dada por

z:ﬁ /C o = 27 ( /0 1 g3(9,z)a(g(@,z))\/deth(O,z)th(G,z)dz) d

27 Jo

1 2m 1
= — (/ zdz) do
27T 0 0

1

2

Seja d.(z,y,2) = v/22 + y? a distincia ao eixo z. O momento de inércia de C' relativo ao
eixo z é dado por

Iz:/adi = /a(g(@,z))d%(g(@,z))\/deth(G,z)th(H,z)dez
C T

_ /0277 (/01(z2 + 1)dz) d

81

3
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