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Derivadas de Ordem Superior. Extremos

1 Derivadas de Ordem Superior

Seja f : D C R® — R, definida num aberto D, uma funcao de classe C' e consideremos as
respectivas derivadas parciais
of

al‘k ’
Note-se que estas derivadas sao também funcgoes escalares definidas em D. Portanto, se

forem diferenciaveis podemos considerar as respectivas derivadas parciais.
Assim, teremos as fungoes

0 0
( );j:1,2,...,n;k:1,2,...,n

k=1,2,... n.

que sao as derivadas parciais de ordem dois (ou de segunda ordem) de f. Por convencao,
serao designadas por
0 f 0 ( 0

(%cjﬁxk al‘j ) 0 56 7& ’

a{L‘k
*f 0 0 .
a{L‘kQ n al‘k ((%k) ) 567 # k.

Se as derivadas de ordem dois forem funcoes diferenciaveis, podemos também considerar
as respectivas derivadas parciais

9 02 f
) i=1,2,. 0 =120 k=1,2,...
3%(8%3%8%)’@ 7Ly )= h ST A (2

e por

ou seja, as derivadas parciais de ordem trés de f, que serao designadas por

_Pf
Ox;0x;0x),



Exemplo 1.1 Seja f(x,y) = xy* + ya®. Entao, as derivadas parciais de ordem um serao
as fungoes

5@y = v+ 3ye
g—g];(x,y) = 2xy+ 2’
As derivadas parciais de ordem dois serfio as funcoes
%(1‘, y) = a% (%) (z,y) = 6y
Shwn) = o () w2
ggx (z,y) = 8% <g—£) (z,y) = 2y + 327
aa;éfy (z,y) = a% <g—§) (z,y) = 2y + 32

e algumas de ordem trés serao
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s = 5o (52) =2
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Diz-se que uma funcdo f ¢é de classe C* se as derivadas parciais de ordem menor ou
igual a k existirem e forem funcoes continuas.
Diz-se que f ¢ de classe C* se for de classe C* para qualquer k € N.

62
Note-se que as derivadas parciais de ordem dois da fungao do exemplo anterior, 3 éf
x
0? !
e sao iguais.
Oyox’ &

Esta coincidéncia nao acontece por acaso. De facto temos
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Teorema 1.1 (Schwarz) Seja f: D C R® — R uma funcao de classe C? no aberto D.
Entao
82f B an
Ox;0xy,  Oxplx;

A demonstracao deste teorema pode ser vista na bibliografia da disciplina (c.f. [2,BL]).
E claro que basta considerar o caso em R? e notar que,

f(a+h7b+k)7f(a7b+k) _ f(aJrh,b)*f(a,b) f(a+h7b+k)7f(a+h7b) _ f(a7b+k)7f(a7b)
h h k k

k h

2 Extremos de Funcoes Escalares

Uma forma bastante conveniente de analisar o comportamento de uma fungao escalar num
ponto é a de a restringir a uma linha recta que passe por esse ponto. Foi deste modo que
se introduziu a noc¢ao de derivada direccional segundo um vector.

Seja f: D C R®™ — R uma funcao de classe C! no aberto D.

Consideremos a recta que passa pelo ponto a e tem a direcgao do vector h, ou seja a
linha descrita pela fungao v : R — R"™ definida por

v(t) = a + th.

Note-se que v(0) =a e (1) =a+ h.

Seja x = ~y(t) um ponto desta recta e tal que o segmento de recta entre a e z esteja
contido em D..

Entao, teremos f(z) = f(y(t)) e a funcao f passa a ser analisada apenas na recta que
passa pelo ponto a com a direccao do vector h, recorrendo a funcao composta

R 5 R* L R
t o= ) = f(y()

que é uma funcao real de variavel real que designaremos por g, ou seja

E claro que 7 é de classe C* e 4/(t) = h. Portanto,

g'(t) =V [f(y(t) ey (t) = Vf(y(t)) e h,

e para t = 0, teremos

g'(0) =V f(7(0)) @ 7(0),



ou seja,

9'(0) =V f(a)eh.
Sendo g de classe C!, pelo teorema de Lagrange para funcoes reais de varidvel real,
existira ¢y €]0, 1] tal que
9(1) = 9(0) = ¢'(to),
ou seja,

fla+h)=fla)=Vf(c)eh

em que ¢ = y(tp) é um ponto no segmento de recta entre a e a + h.

Teorema 2.1 (Lagrange) Seja f: D C R" — R uma funcao de classe C' no aberto D
e sejam a e a+ h dois pontos em D tais que o segmento de recta entre eles esteja contido
em D. Entao existe um ponto ¢ nesse segmento de recta tal que

fla+h) = fla) =V f(c)eh,

com ¢ distinto de a e de a + h.

Seja a € D e consideremos uma bola B.(a) C D tal que Vf(x) = 0 para qualquer
ponto = € B(a).

Pelo teorema de Lagrange, teremos f(a + h) = f(a) para qualquer vector h tal que
a+ h € Bc(a), ou seja, a funcao f serd constante na bola B.(a).

Portanto, uma funcao de classe C! e com gradiente nulo numa bola sera
constante nessa bola.

Definicao 2.1 (Ponto Critico) Diz-se que a € D € um ponto critico da func¢ao f se
Vf(a)=0.

Seja f: D € R® — R uma funcao de classe C? e seja a € D um ponto critico de f.

Consideremos a recta que passa em a e com a direcgao de um vector h € R", ou seja,
o conjunto de pontos da forma a + th com t € R.

Tal como acima, seja y(t) = a + th e consideremos a fun¢ao composta

R 2 r* Ly R

to= ) = fO(@).

Sendo a um ponto critico, é claro que ¢'(0) = V f(a) = 0.
Pela férmula de Taylor para fungoes reais de variavel real teremos

(1) = 9(0) = g (0) + 6" (OF + o) = 530" (O)F +0(t%),



ou seja,

o) —9(0) _ 1 o) "

o(t?)
t2
g(0) tem o mesmo sinal da derivada ¢”(0).

Note-se que

= 0, para t suficientemente préximo de zero, a diferenca g(t) —

Sabendo que lim
t—0

oy N~ 9f
00) = VIG0) 0 h =30 500
e, portanto,
" ~<~ Of
0 =3 5o st
k=1 j=1 7

ou seja,

A matriz com n linhas e n colunas cujas entradas sao as derivadas parciais de ordem
dois, designada pelo simbolo D? f(a), ou seja,

82_f(al) 82f a an (a_
o3 0x2011 0x,011
2 2 2
LI T T
0x10x5 Ox2 0, 0xo
D*f(a) =
02 f ) 2 f ) o2 f .
| 02102, 01201, Ox2 ]

chama-se matriz Hessiana de f no ponto a.
Assim, a derivada ¢”(0) podera ser apresentada na forma matricial

g"(0) = h"D*f(a)h

ou na forma vectorial

g"(0) = h e D*f(a)h.
Portanto, da férmula de Taylor (), obtemos

f<“+ﬁ;>_f<a> :%hoDQf(a)th

o(1?)
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Seja A € R um valor préprio da matriz Hessiana D?f(a) e h # 0 um vector préprio
associado a A, ou seja,

D?f(a)h = Ah.
Entao, teremos
g"(0) =heD*f(a)h=Aheh=X]|h|*

e, portanto, o sinal de ¢”(0) serd o sinal do valor préprio A.
Portanto, se a for um ponto critico de f, na direccao do vector préprio h associado ao
valor préprio A da matriz Hessiana D?f(a), teremos

fla+th) — f(a)
t2

o(t?)
12

1 2
= A lh P+

Note-se que, pelo teorema de Schwarz, a matriz Hessiana é simétrica e, por isso, é dia-
gonalizavel, os respectivos valores proprios sao niimeros reais e os correspondentes vectores
préprios constituem uma base ortonormada de R™.

Assim, para classificar os pontos criticos devemos analisar o comportamento da funcao
nas linhas rectas determinadas pelos vectores préprios através dos sinais dos correspon-
dentes valores préprios da matriz Hessiana D? f(a).

A uma linha recta determinada por um vector préprio chamaremos direccao prépria ou
direcgao singular.

Podem ocorrer as situacoes seguintes.

a) Os valores préprios de D?f(a) sdo todos positivos: a é um ponto de minimo de f.
b) Os valores préprios de D? f(a) sdo todos negativos: a é um ponto de méximo de f.

c¢) A matriz Hessiana D?f(a) tem pelo menos um valor préprio positivo e pelo menos um
negativo: a nao é um extremo de f. (Por vezes chamado ponto de sela)

d) A matriz Hessiana D?f(a) tem pelo menos um valor préprio nulo e os restantes tém o
mesmo sinal. Neste caso, a funcao f deve ser analisada nas direc¢oes préprias associadas
aos valores préprios nulos recorrendo as derivadas de ordem superior a dois.

No 1ltimo caso, esta analise pode nao ser conclusiva. Entao s6 um estudo directo do
comportamento da funcao nas vizinhancas de a podera esclarecer o problema.

3 Exemplos

Nos exemplos seguintes iremos determinar e classificar os pontos criticos de cada uma das
funcoes.

Exemplo 3.1 Consideremos a fungao f(z,y) = 22 + y2. E claro que f é, pelo menos, de
classe C?.



a) Pontos Criticos: V f(x,y) = (0,0).
Vi(z,y) = (22,2y) = (0,0) & (z,y) = (0,0).

A origem ¢ o tinico ponto critico.

b) Classificagao do ponto critico (0, 0).

A matriz Hessiana

0? 0?

%o, 2L 0,0 ) 0
(0.0 = | % e -

91 0,0) & 2(0,0) 0 2

0x0y oy (0,0)

apresenta dois valores préprios positivos \; = Ay = 2 e, portanto, o ponto critico (0, 0)
é um ponto de minimo de f.

Note-se que esta andlise é desnecessdria dado que f(z,y) = 2°> +y? > 0 e a origem é o
unico ponto em que f é nula. Na figura [Il encontra-se o grafico desta funcao.

Figura 1: Exemplo de ponto de minimo: f(z,y) = 22 + y?

Exemplo 3.2 Consideremos a fungao f(z,y) = x? — °. E claro que f é, pelo menos, de
classe C2.

a) Pontos Criticos: Vf(z,y) = (0,0).

Vi(,y) = 2z, =2y) = (0,0) & (z,y) = (0,0).

A origem ¢ o tinico ponto critico.



b) Classificagdo do ponto critico (0, 0).

A matriz Hessiana

0? 0?
700 L. 2 o
2 ox Oyox
D7f(0,0) = | 2 2 =
70,00 0.0 0 -2
Oxdy "’ oy2 "’ 0,0)
apresenta um valor préprio positivo A\; = 2 e um valor préprio negativo Ay = —2 e,

portanto, o ponto critico (0,0) nao é um extremo de f.

Neste caso dizemos que é um ponto de sela. Na figura Pl encontra-se o grafico de f que
ilustra e justifica a designagao de ponto de sela.

Figura 2: Exemplo de ponto de sela: f(z,y) = 2% — y?

Note-se que na direccao em que y = 0 a fungao apresenta um minimo e na direccao
x = 0 a fungao apresenta um maximo na origem. Trata-se de um ponto de sela.

Exemplo 3.3 Consideremos a funcio f(z,y) = (v —y)*> — 2* — y*.
a) Pontos Criticos: Vf(z,y) = (0,0).

r—y—213=0
Vi(z,y) = (2(x —y) —42°, =2(z —y) — 4y°) = (0,0) &
—(r—y)—2y°=0

ou seja,
r—y—213=0 r—y—223=0
=
23+ y3 =0 Yy=—x

donde se conclui que os pontos criticos sao: (0,0), (—1,1), (1,—1).
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Para os classificar recorremos & matriz Hessiana

0? 92
—J;(fcvw ! (z,y) 9 12z2 -9
D f(zy) = | O Oydx _
) 82f 82]0 i . 12y2

Classificacao dos pontos criticos (—1,1) e (1, —1).

As matrizes Hessianas nestes dois pontos sao iguais,
—-10 =2
D*f(=1,1) = D*f(1,-1) =
-2 —10

e apresentam dois valores proprios negativos, A\; = —8 e Ay = —12. Portanto, estes dois
pontos sao pontos de maximo de f.

Classifica¢ao do ponto critico (0,0).

2 =2
D?£(0,0) = [ ]

A matriz Hessiana

-2 2
tem um valor préprio nulo A\; = 0 e outro positivo Ay = 4.

Portanto, na direccao definida pelo vector préprio associado a Ay = 4, a funcao f tem
um minimo na origem. Isto quer dizer que se a origem for um extremo de f devera ser
um ponto de minimo.

Na direccao singular correspondente ao valor préoprio nulo Ay = 0 deveremos passar
a andlise das derivadas de ordem superior a dois. No entanto, podemos analisar o
comportamento de f directamente em torno da origem.

Note-se que na direc¢io definida por y = x temos f(x,r) = —2z* < 0 e, portanto, a
funcao f tem um ponto de maximo na origem.

Concluimos assim que a origem nao ¢ um extremo de f.

Na figura [l encontra-se o grafico de f onde se pode constatar a natureza dos pontos
criticos.

Exemplo 3.4 Consideremos a fungao f(z,y) = y? — 4z%y + 3.

a)

Pontos criticos: V f(z,y) = (0,0).
x(=2y + 32%) =0
Vf(x,y) = (—8ry +122° 2y — 42%) = (0,0) &
y—22° =0

donde se conclui que o tinico ponto critico é a origem.



Figura 4: Gréfico da funcao: f(z,y) = (y — 2?)(y — 32?)

b) Classificagao do ponto critico (0, 0).

A matriz Hessiana

o2 o2
) a—;;(O, 0) ay gx (0,0) —8y + 3622 —8x 0 0
Df(0,0): a2f a2f —81’ 2 = 0 2
920y (0,0) a—yg(()? 0) (0,0)

tem um valor préoprio nulo \; = 0 e outro positivo Ay = 2. Portanto, se a origem for
extremo serd um minimo.

Note-se que a funcao f pode ser dada de outra forma
fla,y) =y* — 42’y + 32" = (y — 2%)(y — 327).
Em torno da origem teremos:

i) f(z,y) > 0 para y > 32% ou para y < 2°.
ii) f(z,y) <0 para 2? <y < 3%
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Assim, em torno da origem, a funcao f toma valores tanto positivos como negativos,
ou seja, a origem nao € um extremo de f.

Na figura M| encontra-se o grafico de f onde se pode constatar a natureza da origem
como ponto critico.

kkosk
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