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Funcoes Diferenciaveis

1 Funcoes Diferenciaveis. Derivadas Parciais

A nogao de derivada é das mais importantes no estabelecimento de modelos matematicos
de fenémenos fisicos, quimicos, et¢. Na pratica esses modelos sao dados em termos de
equagoes envolvendo as taxas de variacao das grandezas em jogo (c.f. [2 B, ]).

Recordemos que, dada uma funcao f : R — R, diz-se que f ¢ diferencidavel num ponto
a se existir o limite seguinte

) . fla+h)— f(a)
f'(a) = lim . :

a que chamamos derivada de f em a.

Teremos entao,
fla+h) = f(a) — f'(a)h

i h =90,
ou seja,
_ _ /
e k) = f@) = P@nl
h—0 ‘h‘

Fazendo x = a + h, dado € > 0 existe 6 > 0 tais que, se |z — a| < § entdo

/() = fla) = f'(a)(z = a)| < €|z —al.

Isto quer dizer que, perto do ponto a, o grafico de f confunde-se com a recta de equagao
y = f(a)+ f'(a)(z —a), cujo declive é precisamente a derivada f’(a),tal como se ilustra na
figura [l

Note-se que a funcao real de variavel real, R 3 h — f/'(a)h € R, é linear. Portanto, f
é diferenciavel em a se, de certo modo, for possivel aproximar a diferenga f(a + h) — f(a)
pela fungao linear h — f'(a)h.

Esta forma de descrever a nocao de derivada em R pode ser transposta para o caso das
funcoes de varias variaveis.

Definicao 1.1 Uma fungao f: D C R" — R™ diz-se diferencidvel num ponto a € int(D)
se existir uma aplicagdo linear D f(a) : R™ — R™, denominada derivada de f em a, tal que

fla+h) = fla) = Df(a)h = o(h),



a xr

Figura 1: Derivada em R. Tangente ao grafico

ou seja,

o) . flath)— f(a)— Df(a)h
Y 1] -0

k3kosk

A transformacao linear D f(a) : R — R™ devera ser representada por uma matriz com
m linhas e n colunas.

Para determinar essa matriz, seja {e;,es, - ,€,} a base canénica de R™. Fazendo h =
te,, com t € R, teremos

fla+tey) — f(a) = Df(a)(tex) + olter)

e, sabendo que D f(a) é uma aplicacao linear, entao

fla+ter) — f(a) =tDf(a)er + o(tey),

ou seja,
Hotted = J1e) _ gy, o)
Portanto,
i L@t ter) = fla) _ Df(a)er.

t—0 t



Note-se que
a=(ay,ag,...,45,...,,0,); a+tex = (a,as,...,a+1t,...,, ap)

e a razao incremental
fla+ter) — fla)  flai,ae,...,ax+1t, ..., a,) — flay,az,... 0, ..., a,)
t
obtem-se, fixando todas as coordenadas excepto a k-ésima.

Sendo f(z) = (fi(z), fo(z), ..., fm(z)), temos

lim =
t—0 t

Hotie) /) _ (1 Matte) hle) |y, Joloctien) = fole)).

t—0 t ’ t—0 t

Note-se também que o conjunto de pontos definido por {a + te, : t € R} é a recta que
passa pelo ponto a e com a direccao do vector ey.

fila+tex) — fila)

é a taxa de variagao da fungao escalar

Assim, a razao incremental

t
f; na direccao ey.
Definicao 1.2 Ao limite
Oy () _ i B0+ t00) = (@)
chamamos derivada parcial de f;, com j =1,2,...,m, no ponto a em ordem a varidvel

TR, comk=12 ... n.

oFf
Note-se também que para calcular a derivada parcial %(a) devemos fixar todas as
Lk

variaveis excepto . De facto, temos

fila+tey) — fi(a) = filar,ag,...,ap +t,...,an) — fi(ar, a9, ... ak, ..., a,).

Portanto, trata-se de calcular a derivada de uma funcao de uma variavel real zy.
Por outro lado, D f(a)ey é a k-ésima coluna da matriz que representa a derivada D f(a).
Portanto, a matriz que representa a derivada D f(a) serd

[0(a) Oh(a) -+ S(a)
O(a)y 9(a) --- 2(a)

Df(a) = . . . (1)
| Un(q) Un(q) ... OUn(q)]




A matriz Df(a) também se d4 o nome de matriz Jacobiana de f.
No caso em que m = 1, ou seja, f: D C R" — R, entao D f(a) terd apenas uma linha

0 d d
Df(a) = [#(a) (@) - #(a)
e podemos representa-la na forma vectorial

D@ = (@ @ @),

a que chamaremos gradiente de f em a.
Passaremos a designar este vector pelo simbolo V f(a), ou seja,

Vi = (@@ @)

Devemos notar que, no caso geral, a j-ésima linha da matriz Jacobiana é o gradiente
da funcao coordenada f;.

Figura 2: Derivada em R2. Plano tangente ao gréafico no ponto (a, b, f(a,b))

No caso em que n = 1, a derivada serda dada por uma matriz coluna que pode ser escrita
na forma vectorial. Havendo apenas uma variavel em jogo, ou seja,

f@&) = (A®), £2(8),- -, fm(D),

com ¢t € R, usaremos a seguinte notagao para a respectiva derivada:

F1(@E) = (fi(t), fa(t), - - Fra(2)).



k3kosk

No caso em que f: R? — R é diferenciavel no ponto (a,b), temos

af af

flzy) = f(a,b)+%(a,b)(af—aHa—y(a,b)(y—b)+0(af—a,y—b)-
Se notarmos que a equagao,
_ of o+ Y-
2= fab) + 5 @b)(r —a) + 5 (@.5)(y ),

define um plano que passa pelo ponto (a,b, f(a,b)), dizemos que, suficientemente perto
deste ponto o grafico da funcao f se confunde com aquele plano.

Na figura [ encontra-se representado o grafico de uma funcao f : R? — R e o plano
tangente definido pela respectiva derivada.

kskosk

Exemplo 1.1 A fungao f(z,y) = x, definida em R? é diferencidvel em qualquer ponto de
R2.

Seja (a, b) um ponto qualquer de R?. Fixando y = b e derivando f como fungao apenas
de = obtemos

af
%QI, b) =1.
Fixando x = a e derivando f como funcao apenas de y obtemos
0
a—ch(a, b) = 0.
Portanto,
Df(a,b) = [%ab) FEab] =1 0
‘ h
Df(a,b)(h,k)=[1 0] M =h.
Assim,
lim f(a+h,b+/<:)—f(a,b)—Df(a,b)(h,k): o a—l—h—a—hzo
(h,k)—(0,0) | (h, k) || (hk)—0,0) || (h, k) ||

e, portanto f é diferencidvel em (a,b), de acordo com a defini¢ao ([ITJ).



Exemplo 1.2 Seja f : R"™ — R™ uma aplicagao linear e seja A a matriz (com m linhas e
n colunas) que a representa na base canénica de R™, ou seja, f(z) = Ax.
E claro que, dados x e a em R", teremos

f(x) = fla) = f(x —a) = A(z — a)

e, portanto, a funcao f é diferenciavel em qualquer ponto de R™ e a respectiva derivada é
dada pela matriz A, ou seja Df(a) = A.

Exemplo 1.3 Consideremos a funcao f(z,y) = (z+2y, 2x+3y). E claro que f : R?2 — R?
é uma aplicacao linear e, portanto, a respectiva derivada é dada pela matriz

1 2

Dﬂ%wzl

2 3

Exemplo 1.4 O gradiente da funcao f(z,y) = L 1o ponto (x,y) do respectivo dominio é
Y

Vi = (G Gen) = (5.-5)

o0 vector

Exemplo 1.5 Consideremos a fungao f(z,y) = (E, sen(zy) , € V).

A respectiva Jacobiana sera a matriz de trés linhas e duas colunas,

1 _z
y2

Df(x,y) = |ycos(xy) xcos(xy)

2we TV’ Qyer’ Y
kskosk

Seja f : D C R" — R™ uma funcao diferencidvel num ponto a € int(D) e consideremos
a matriz (Il) que representa a derivada D f(a).

Note-se que na j-ésima linha de D f(a) se encontra o gradiente da funcéo coordenada f;,
ou seja, para construir a matriz D f(a) basta considerar cada uma das fungdes coordenadas
de f. Assim, iremos apenas considerar funcoes escalares, ou seja, m = 1.

Recordemos que a derivada parcial 887]0(@) é calculada fixando todas as variaveis excepto

k
Tk, 0 que significa calcular a derivada de uma funcao real de variavel real.

Na figura (B]) encontra-se uma representagao grafica deste procedimento em R?.



Figura 3: Procedimento para cdlculo de derivadas parciais

Exemplo 1.6 Consideremos a funcao
e se(,y) # (0,0)
fla,y) =
0, se(z,y) = (0,0)
Para (x,y) # (0,0), fixando y e derivando em ordem a x teremos

O ()= L=

oz Y T (22 +y?)?
Fixando x e derivando em ordem a y

8f( ) x® — xy?

—(r,y) = ——=.

oy YT @

Na origem deveremos usar a defini¢cao de derivada parcial. Assim, teremos

a0 0) =l t =0
porque f(t,0) = f(0,0) = 0.
Do mesmo modo
oy t—0 t

porque f(0,t) = f(0,0) = 0.



Portanto, as derivadas parciais existem em todos os pontos de R2.
No entanto esta funcao nao é diferenciavel na origem. De facto, se tal sucedesse,

teriamos bk Wk
(h,k)—(0,0) | (h, k) ||

Mas, sendo f(0,0) =0 e Vf(0,0) = (0,0), o limite

lim 7f(h’ k) _ im ik
(=00 VEE + K2 (hk)=(00) (h2 + k2)/h2 + k2

nao existe, como facilmente se verifica fazendo k = h.

Note-se que f nao é continua na origem e, portanto, nao poderiamos esperar que fosse
diferenciavel nesse ponto. No entanto, as derivadas parciais existem.

Este exemplo leva-nos a pensar que a existéncia de derivadas parciais nao garante a
difereciabilidade da funcao.

Na figura (@) encontra-se o grafico desta funcao.

z

T
l:l T

x

Figura 4: Gréfico da funcao f(z,y) = x;fyg

Exemplo 1.7 Consideremos a funcao

%7 SG(:L’,y) 7£ (0,0)
flay) =3V
0, se(x,y) =(0,0)

Na figura () encontra-se o gréfico desta funcao.
Tendo em conta que

2 2
zy rr+y

| =< —==V2+y =l (=.y) |
ety T2+ Yy

é claro que esta funcao é continua na origem.




Yy

Figura 5: Grafico da funcao f(x,y) = T
z2+y

Para (z,y) # (0,0), fixando y e derivando em ordem a x teremos
Y (2,y) = v
N R ONCEST
Fixando x e derivando em ordem a y
of 3
a_ (SL’, y) = 9 9 5 5"
Yy (22 +y?) /2?2 +y

Na origem deveremos usar a definicao de derivada parcial. Assim, teremos

af 7 f(tv())_f(OvO)_
g0 0) = lim / =0
porque f(t,0) = f(0,0) = 0.
Do mesmo modo
@@0) i L&D =00
oy t—0 t

porque £(0,¢) = £(0,0) = 0.
Portanto, as derivadas parciais existem em todos os pontos de R2.
No entanto esta funcao nao é diferenciavel na origem. De facto, se tal sucedesse,

teriamos F(h, k) = £(0,0) = V£(0,0)(h, k)
1i VAN e e ’ — = (.
(h K (0,0) I (h k) |
Mas, sendo f(0,0) =0 e Vf(0,0) = (0,0), teremos
) I B

im ———==lim o
(hk)=0.0) /W2 + k2 (k)= (0,0) h* + k
como facilmente se verifica fazendo k = h.
Portanto, esta funcao nao é diferenciavel na origem.
Note-se que as derivadas parciais de f nao sao continuas na origem. Basta fazer y = mx

" it I (2,9) Y 8f< ) n <t
ara verimncar gue os limites 11m -\, e 11m — I\, nao existem.
P a (z,y)—(0,0) Ox Y (z,y)—(0,0) Oy 4



Exemplo 1.8 Consideremos a funcao
sL se(x,y) # (0,0)

/22442 ’

fz,y) =
0, se(x,y) = (0,0),
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Figura 6: Grafico da funcao f(x,y) = T
z2+y

Tal como no exemplo anterior, facilmente se verifica que se trata de uma funcao continua

em R? e, as respectivas derivadas parciais na origem existem e sao dadas por

of . Of B
Portanto,
l — 1 _— =
B [k S0 R L

(h,k)—(0,0)

ou seja, trata-se de uma funcao diferenciavel na origem.
4

Em R?\ {(0,0)}, teremos
O (1) = 2y + 2ay° O gy = — &
or Y) = (:E2+y2)3/2 ) 8y Y) = (x2+y2)3/2’

e é facil verificar que
) af of ) af of
im (z,y) ax(O,O) 0; ™0 By (z,y) o (0,0) =0,

(z,y)—(0,0) Ox
. d . d « . ~ ’ RQ
ou seJa, as derivadas parcilals sao continuas em .

KKk
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2 Identificacao de Funcoes Diferenciaveis. Proprieda-
des

O uso da definicao de fungao diferencidvel pode tornar-se penoso. Esta tarefa pode ser
facilitada recorrendo as propriedades das fungoes diferenciaveis.
Por definicao, se uma funcao escalar f : R” — R for diferencidavel em a € R", teremos

f(x) = fa) + Df(a)(z — a) + o(z — a).

Notemos que a fungao x — D f(a)(z — a) é continua em a. De facto, temos

Df(a)(w — a) |Z&C ~ ;) < Cllz -~ al
J

0
em que C = nmax|—(a)\.
Iz;
Notemos tambem que

lo(z — a)

|
lo(x — a)| = ||z — all,
||z — al

e podemos concluir que

lim f(z) = f(a),

Tr—ra

ou seja, f é continua em a.

Recordemos que uma fungao f : R® — R™ é continua se e s6 se cada uma das compo-
nentes escalares f; : R" — R, j =1,...,m, for continua.

Portanto, se uma fungao for diferenciavel num ponto sera necessariamente
continua nesse ponto.

Neste contexto, a propriedade mais importante é a que se refere a derivada da com-
posicao de funcoes.

Consideremos a seguinte composicao de funcoes diferenciaveis

rRm L re L R™
v gl m o fle@)

a — b=gla) — f(gla))=f()

e sejam U € R" e V € R? conjuntos abertos tais que f(U) C V.
Sejam a € U e b= g(a) € V. Sendo g diferencidvel em a teremos

gla+h) —g(a) = Dg(a)h + o4(h).
Seja k € RP tal que g(a+ h) = b+ k. Sendo f diferencidvel em b = g(a) teremos
fo+k) = f(b) = Df(b)k + of(k)

11



e, portanto,
flgla+h)) = f(g(a)) = Dflgla)k+or(k)
= Df(g(a))(g(a+h) —g(a)) + o (k)
= Df(g(a))(Dg(a)h + 04(h)) + o5 (k)
= Df(g(a))Dg(a)h + Df(g(a))og(h) + o (k).
Assim, a funcao f o g serd diferencidvel em a e a respectiva derivada serd
D(f e g)(a) = Df(g(a))Dg(a)
desde que se verifique

1o DF(9(a))oy(h) + os(k)

=0.
h—0 | Al

Para isso basta notar que, sendo k = g(a + h) — g(a), teremos

os(k) _ os(K) [ k|l

17l 1A ({7
_ oK) [[gla+h) —g(a) |
I E ] 7]
_os(k) [ Dg(a)h + og(h) |
&l I 7] ’

Note-se também que, dado um vector qualquer v € R e uma matriz A = (a;;) com m
linhas e n colunas, temos

|| Av]] < Clfol|

em que C' = nmmax; ; |a;;|.
Podemos, assim, enunciar o célebre teorema da derivada da fungao composta.

Teorema 2.1 (Funcao Composta) Se g é diferencidvel no ponto a e f é diferencidvel
no ponto g(a), entao f o g é diferencidvel no ponto a e

D(fog)(a)= Df(g(a))Dg(a).

Note-se que a matriz que representa a derivada Dg(a) tem p linhas e n colunas e a que
representa a derivada D f(g(a)) tem m linhas e p colunas. Assim, a matriz que representa
a derivada da fungdo composta D(f o g)(a) tem m linhas e n colunas por ser o produto

Df(g(a))Dg(a).

12



Sejam f: D CR" - Reg: D CR"— R duas fungoes diferenciaveis em a € int(D) e
consideremos a seguinte composicao

(2)
em que h(z) = (f(x),g(x)) e s(u,v) =u+v.

Pelo teorema da funcao composta temos

D(soh)(a) = D(s(h(a))Dh(a)

em que
Ds(h(a)) = Ds(f(a),g(a) = [2(f(a), 9(a)) 2(f(a),g(a)] = [1 1]
(a)y M(a) - 2(a)
Dh(a) =
2. (a) 22 (a) 24 (q)
e, portanto,
D(soh)(a) = D(s(h(a))Dh(a)=
[85(f(a), g(a)) 2(f(a), 9(a))] our@) o@) 5@
= |z la),gla F,a), gla
’ ’ 2 (q) 20(q) ... 20(q)
3L (a) 3L (a) 2L (a)
= [
24 (a) 24 (a) D0 (q)
= [#5@ + 50 @)+ @) o P+ )]

Se notarmos que s(h(x)) = f(x) + g(z), concluimos que a soma de fungoes dife-
renciaveis é uma funcao diferenciavel e a respectiva derivada é dada por

D(f +g)(a) = Df(a) + Dg(a),

ou seja, a derivada da soma é a soma das derivadas.
Se na composigao (2)) fizermos s(u,v) = uv facilmente concluimos que o produto de
fungoes diferenciaveis é uma funcgao diferenciavel e a respectiva derivada é dada por

D(fg)(a) = f(a)Dg(a) + g(a) D f(a).

13



u . ~
Do mesmo modo, se em (2)) fizermos s(u,v) = —, com v # 0, o quociente de fungoes
v

diferenciaveis é uma funcao diferenciavel e teremos

I\ () — 9(@Df(a) — f(a)Dy(a)
P <g) (a) g9(a)? ’

desde que g(a) # 0.
E também claro que se f for uma funcao diferenciavel e a € R entao af, é diferenciavel.

Kk

Exemplo 2.1 A funcao (ver a figura (H))

A se(e.y) # (0.0
flay) =<V
0, se(x,y) =(0,0)

nao é diferencidvel na origem mas é diferencidvel em R? \ {(0,0)}.

h
De facto, f é o quociente f(x,y) = Ex’ y; em que h(z,y) =xy e g(x,y) = /22 + 2.
g\r,y

A funcao h é diferenciavel por ser o produto de funcoes diferenciaveis.
A funcao g é a composicao r o s,

R R s R
(z,y) = +y° = Jat4y?

em que s(x,y) =2 +y* e r(u) = Vu, (u#0), sdo funcdes diferencidveis.

k3kosk

Exemplo 2.2 A funcao (ver a figura ({]))

s, se(,y) # (0,0)

0, se(z,y)=(0,0)

[, y) =

nao é continua na origem e, portanto, nao serd diferencidvel nesse ponto. Em R?\ {(0,0)}
¢é diferenciavel por ser o quociente de funcoes diferenciaveis.

14



Exemplo 2.3 Seja f: R? = R uma funcao definida por

f(z,y) = sen(u(z, y)v(z,y))

em que u e v sdo fungoes escalares, diferenciaveis em R?) tais que u(1,0) = 2 e v(1,0) = 7.
E uma funcao diferenciavel por ser a composicao f = g o h de funcoes diferenciaveis

R2 R2 I, R
(,y) =  (u(z,y),v(z,y) = sen(u(x,y)v(z,y))
em que
h(z,y) = (u(x,y),v(z,y))

g(u,v) = sen(uv).

Assim, dado que h(1,0) = (2, 7), teremos

V/f(1,0) = Dg(h(1,0))Dh(1,0) = Dg(2,7)Dh(1,0) =
[24(1,0) 94(1,0)]
= (2@ 2e0]| i
[ 22(1,0) 24(1,0)|
[94(1,0) 2%(1,0)
= @2,7r @2,71' ! !
[52(2,m) 52(2,7)] 210) 210)

- [%(2,@%(1,0) +20(2,m)22(1,0) 22(2,7)22(1,0) + %(2,@2—;(1,0)}

= (32 m 300 + 52, m)31,0) F(2mE(L0) + 32, m)5(1,0)

Sabendo que

%(u,v) = wcos(uv)
%(u,v) = wcos(uw),
e, portanto,
Wom) =
Wom = 2



teremos
Vf(1,0) = [75(1,0) +25%(1,0) 754(1,0) +252(1,0)] .

Na forma vectorial serd

ou v ou v

Vf(1,0) = <w%(1,0) +2-(1,0). wa—y(m) + 28—y(1,0)) .

Note-se que, num ponto qualquer (x,y), teremos

L) = 2ty ol ) 3 ) + 2L, y), o) 5 .0)

L) = ol y), vl ) e v) + 52wz y), o 1) 5 2y)

ou duma forma mais concisa,

of _ dgou o900
Oor  Oudxr Ovox
of _ dgou  dg0n

Ay %63/—‘_%63/

Exemplo 2.4 Diz-se que uma funcao f : R — R é homogénea de grau k se, para
qualquer A € R, tivermos f(A\x) = A f(x). As fungoes homogéneas desempenham um
papel importante em Termodinamica.

Para cada x € R", sejam g : R — R e h: R — R" as fungoes definidas por

) = FAr) ;AN = A
E claro que a funcio g é a funcao composta f o h, ou seja, g(A) = f(h(N)),

R - re L R

A= h(A) = f(R(N)
A= A = f(A).

Assim, teremos
g (N) = Df(RA)R(A) = V() - z.

Por outro lado, tendo em conta que g(\) = f(\z) = A\ff(x), teremos

g () = kX f ()
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e, portanto,

Vioz) -z = kXN f(2).

Dado que A é arbitrario, fazendo A = 1, obtemos

Vi(z) v =Fkf(z),

ou ainda,

KKk

A fungao estudada no exemplo ([[L7)) é continua na origem mas as respectivas derivadas
parciais nao sao e a fungao nao é diferenciavel nesse ponto.

Por sua vez a fungao estudada no exemplo (L)) ¢é diferencidvel na origem e as respectivas
derivadas parciais sao fungoes continuas na origem.

Estes dois exemplos levam-nos a colocar a questao seguinte: Serd que a continuidade
das derivadas parciais de uma funcao implica que essa funcao seja diferenciavel?

Para vermos que a resposta a esta questao é sim vamos considerar apenas o caso em
que temos uma funcao escalar f : R?> — R com derivadas parciais continuas numa bola
centrada num ponto (a,b) € R?.

Tendo em conta a definicao de funcao diferenciavel deveremos ter

fla+h,b+k)— f(a,b) — Vf(a,b)(h,k) =o((h,k)),

ou seja,
lim f(a+h,b+k)—f(a,b)—%(a,b)h—g—]yc(a,b)k:
(h,k)—(0,0) Vh?+ k?

A variagao f(a+h,b+k)— f(a,b) pode ser calculada (ver figura (7)) do seguinte modo

=0.

fla+h,b+k)— f(a,b) =[f(a+h,b+ k) — f(a+ h,b)]+ [f(a+ h,b) — f(a,b)].

Note-se que a variagao f(a + h,b+ k) — f(a + h,b) é calculada ao longo do segmento
de recta vertical em que z = a + h e a variacao f(a + h,b) — f(a,b) é calculada ao longo
do segmento de recta horizontal em que y = b. Portanto, em ambos os casos, uma das
variaveis esta fixa, ou seja, a funcao f dependera apenas de uma das variaveis.

Usando o teorema do valor médio para fungoes reais de varidvel real, existird d €]b, b+k|

tal que
af

fla+h,b+k)— fla+hb) = 8_y< + h,d)k
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e, do mesmo modo, existira ¢ €|a, a + h[ tal que

fla+hb) — f(ab) = (e
Assim,
of of _
fla+h,b+k)— f(a,b) — %(a b)h — 8_3/( bk =
of of af of
Len - Fan]ns [Farna-Lan|r
Dado que as derivadas parciais sao continuas e que
| <1 | o<1

m VETR S

teremos
fla+hb+k) = fla,b) = 9L(a,b)h — GL(a,b)k

lim =0.

(h,k)—(0,0) vm+k2

b+ k

0 a ¢ a+h x

Figura 7

Definigao 2.1 (Funcoes de classe C') Diz-se que uma fungio f: D C R® — R, em
0

que D € aberto, é de classe C* se em cada ponto v € D as derivadas parciais a—f(x) k=
Tk

1,2,...,n existirem e forem continuas.

Teorema 2.2 (Condi¢do Suficiente de Diferenciabilidade) Seja D C R™ um con-
gunto aberto e f : D — R, uma funcdo de classe C*. Entdao f é diferencidvel.

18
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A funcao estudada no exemplo ()

2 sela.y) # (0.0
flay) =V
0, se(x,y) =(0,0)

é continua em R?, diferencidvel em R?\ {(0,0)} mas nao é diferencidvel na origem.
Note-se que

af af
—(0,0)=0; =(0,0)=0
8x ( Y O) Y 8y ( Y O)
E facil verificar que as derivadas parciais

@@ y) = v

ox (22 + y2)\/22 + 2

of x3

_("L‘a y) -

dy (22 4 y2) /22 + 2

nao sao continuas na origem.

k3kosk

Por outro lado, a funcao estudada no exemplo (L)

AL se(,y) # (0,0)
flay) =gV
0, se(x,y) =(0,0)

tem derivadas parciais continuas e, portanto é diferencidvel em R2.

k3kosk
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3 Derivada Direccional. Gradiente

Seja D C R™ um conjunto aberto, f : D — R uma fungao escalar diferenciavel em D e
consideremos um vector v € R™ tal que || v ||= 1.
Seja a € D e, sendo f diferenciavel teremos

fla+h)— f(a) = Vf(a)h+ o(h).
Fazendo h = tv em que t € R, teremos

fla+tv) — f(a) =tV f(a)v + o(tv),

ou seja,
Hoat ) = 10) _ g, o)
e, portanto
i O IO G, 5

Note-se que o vector v determina a recta ou direccao de pontos da forma a + tv, t € R.
Assim, o limite anterior é calculado tomando apenas pontos sobre a direccao determinada
por v. Trata-se, portanto da taxa de variacao de f na direccao de v como se ilustra na

figura (§).

Figura 8: Procedimento para calcular a derivada direccional segundo v
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Definigao 3.1 Ao limite

chamamos deritvada direccional de f em a sequndo o vector v.

Da equagao (Bl), concluimos que

Dy f(a) =V f(a)v. (4)

Portanto, para saber do comportamento de f na direccao determinada por v basta
conhecer o respectivo gradiente.
Note-se que

o
U2
va((l) - Vf((l)l) = (98_xf1(a) 88_902(&) . %(a)
_,Un_
0 0 P
= a—i(a)vl + a—IfQ(a)v2 4 a;; (@)v,.

Portanto, na forma vectorial, a derivada direccional D, f(a) é o produto interno dos
vectores V f(a) e v.
Assim, sendo || v [|= 1, temos

D,f(a) = Vf(a)-v =] Vf(a) |lll v || cosa =] Vf(a) || cosa

em que « é o angulo determinado pelos vectores V f(a) e v.

Podemos entao concluir que a derivada direccional D, f(a) serd a maior possivel no caso
em que cos @ = 0, ou seja, quando os vectores V f(a) e v sdo paralelos.

Portanto, o vector gradiente V f(a) determina a direc¢ao segundo a qual a
derivada direccional de f em a é a maior possivel.

Da equagao ([B) podemos também concluir que a derivada direccional D, f(a) serd nula
na direc¢ao definida pelo vector v ortogonal ao gradiente V f(a).

k3kosk
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Exemplo 3.1 Consideremos a fungao f(z,y) = x> + xy e o ponto (1,1).

Entao,
0 0
Vi) = (e, Pw) = @oty. o)

e no ponto (1,1) teremos

Vf(1,1)=(3,1).

e Consideremos o vector v = (1,2). Dado que || (1,2) ||= v/5, para calcular a derivada
direccional de f em (1, 1) na direccgao determinada por v deveremos usar, de acordo

com a definicao, o vector Assim, teremos

ol

DY) = VI ) = 3. (2 —2) = 2= = VA

7

e Podemos também determinar a direcgao segundo a qual a derivada de f em (1,1) é
nula. Essa direc¢ao sera determinada por um vector v = (v, v9) ortogonal a V f(1, 1),
ou seja

Df,(1,1) =V f(1,1)- (v1,v2) =0 < (3,1) - (v1,v2) =0 & vy = —3vy.

Fazendo v; = 1 temos v = (1, —3).

KKk

4 Linha. Tangente

Exemplo 4.1 Consideremos a recta em R? dada pela equagao x +y = 1. (ver figura [@).
Note-se que
r+ty=1loy=1—-=2

e, portanto, esta recta pode ser descrita como sendo o conjunto
{(z,1—2); z € R}.

Seja g : R — R? a fungao continua definida por g(z) = (z,1 — ).
E claro que a recta é a imagem da fucao g.
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Figura 9: Recta dada por: x +y =1

%
7/(t) = (cost,sent) = (2(1),y(t))
0 T
7' (37/2) = (1,0)

Figura 10: Uma circunferéncia em R?

Exemplo 4.2 Consideremos a funcao v : R — R? dada por
~(t) = (cost,sent).

Sendo cos?t + sen?t = 1 e fazendo (cost,sent) = (z(t), y(t)), fica claro que a imagem
da funcao v é a circunferéncia de raio um e centro na origem de R? que se encontra
representada na figura ([I0).

Exemplo 4.3 Consideremos a funcao v : R — R? dada por
v(t) = (cost,sent,t).

Sendo cos?t + sen®t = 1 e fazendo (cost,sent,t) = (z(t),y(t), 2(t)), fica claro que a
imagem da funcao v é uma linha assente sobre a superficie cilindrica vertical de raio um e
que se encontra representada na figura ([ITJ).

Dos exemplos anteriores fica claro que fungoes continuas de uma variavel real v : R —
R™ descrevem linhas em R".
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v(t) = (cost,sent,t) = (x(t),y(t), z(t))

00 ) .

7/(7/2) = (_17 0, 1)

7\
Yy

Figura 11: Uma hélice cilindrica em R?

Por defini¢ao, diz-se que um conjunto I' C R" é uma linha se for a imagem de
uma fungao continua v : R — R".
No caso em que v ¢ uma funcao de classe C! a respectiva derivada serd dada por

’ﬂﬂ:£%7@+2_7®-

Vit +h) =)

Note-se (ver figura (I2))) que, pictoricamente, os vectores secantes trans-

formam-se, a medida que h — 0, num vector /(%) que é tangente a linha no ponto ().
Esta ideia leva-nos a definicao de vector tangente a uma linha num dado ponto.

Definigao 4.1 (Vector Tangente) Seja v : R — R"™ uma funcao de classe C' e consi-
deremos a linha descrita por . Ao vector

V(4 h) = (1)

/ T
7(t) = lim

chamamos vector tangente a linha no ponto y(t).

No exemplo (£2]) temos
~(t) = (cost,sent)

e, portanto,
7' (t) = (—sent, cost).

Na figura ([I0) estao representados os vectores tangentes +'(r) = (0,—1) no ponto
+(m) = (~1,0) e /(31/2) = (1, 0) no ponto 7(3/27) = (0, —1).
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y(t+ h)

Figura 12: Tangente a uma linha

No exemplo (L3]) temos
~(t) = (cost,sent,t)

e, portanto,
7' (t) = (—sent, cost,1).
Na figura ([II) estd representado o vector tangente no ponto v(7/2) = (0,1, 7/2) dado
pela derivada +'(7/2) = (—1,0,1).

Seja L uma linha descrita por uma funcao v e a um ponto de L tal que a = y(ty). Seja
T = 4/(to) o vector tangente a L em a.

A recta que passa em a e com a direccao de f, designada por recta tangente a L no
ponto a, é o conjunto de pontos definido por

{reR":2—a=\T; A\eR}.

No caso da hélice cilindrica do exemplo (3] a recta tangente no ponto (0,1,7/2) é
dada por
(x,y,2) —(0,1,7/2) = A (=1,0,1) , A € R,

ou seja,
x:—)\;y—lzo;z—g:)\

e, portanto, é a recta definida pelas duas equagoes seguintes

T
Y A 2

kskosk
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5 Conjunto de Nivel. Normal

Dada uma funcao escalar F': R” — R de classe C!, ao conjunto definido por
Ny ={z€eR": F(z) = a},

chamamos conjunto de nivel « de f.

Note-se que todos os conjuntos definidos por equagdes do tipo F'(z) = «, sd@o conjuntos
de nivel zero de F(z) — a.

Os seguintes sao exemplos de conjuntos de nivel.

z,y) € R?: z +y =1} (Linha recta).
z,y) € R? : 22 + y*> = 1} (Circunferéncia).
z,y) € R? : 22 — y? = 1} (Hipérbole).
z,y) € R?: y = 2?} (Pardbola).

,2) ER3: x+y+ 2= 1} (Plano).
z,y,2) € R?: 2% + y? 4 22 = 1} (Esfera).

€ R?: 2% + y* = 1 + 2%} (Hiperboldide).

8
=
S

)
)
)
,z) €ER3: 2 =1— 2% — y?} (Paraboldide).

o {(x,y,2) e R®: (/22 +y? — 3)2 + 22 = 1} (Toro).

Seja a € Ny um ponto qualquer.
Seja L C Ny uma linha (assente em Ny) descrita por uma fungao v :| — €, e[— R", com
e € R, e tal que

8
<

AAAA/@/—\A/—\/—\
<

a = v(0).
Dado que L C Ny, é claro que ¥(t) € Ny e, portanto,

F(y(t)=0; —e<t<e

e, pelo teorema da derivada da funcao composta, teremos

ou seja,

VF(a)y'(0) = 0.

Assim, os vectores 7/(0) e VF(a) s@o ortogonais entre si.
Note-se que o vector +/(0) é, por definicao, tangente a L no ponto a. Nesta situagao,
diz-se que o vector T' = ~/(0) é tangente a Ny no ponto a.

26



Seja N um vector ortogonal a 7', ou seja, um vector que verifica a equacao N - T = 0.

Ao vector N chamamos vector normal a Ny no ponto a.
Assim, o vector gradiente, VF(a), é um vector normal ao conjunto de nivel Ny de F.

Portanto, o gradiente de uma funcao escalar num ponto é normal ao respec-

tivo conjunto de nivel dessa fungao.

Exemplo 5.1 Consideremos o paraboldide P, definido por
P={(z,y,2) eR’: 2 =1—2" - y*},

e que se encontra representado na figura (I3)).

N = VF(a,b,c)

TR
TR
ARSI
‘}8\“{}3\\‘“‘&‘“‘
\3&\\\

R

\ Plano tangente
\\g§

AN

WM
ORI
\t‘\}\\\“

F(z,y,z) =0

NS

Figura 13: Normal e plano tangente

Seja F : R?* — R a funcao escalar definida por
F(z,y,2) =2+ 2> +9° — 1.

Entao o paraboldide P é o conjunto de nivel zero de F, e em cada ponto (a,b,c) € P
a respectiva normal serd dada pelo gradiente de F' nesse ponto VF(a,b,c) tal como se

representa na figura (I3)).
O vector normal N = VF'(a,b, c) determina a recta normal a P que passa pelo ponto

(a,b,c) e serd o conjunto
{(z,y,2) €ER*: (2,y,2) = (a,b,c) + \VF(a,b,c) ; A\ € R}.

Por definicao de vector normal, os vectores ortogonais a N séo tangentes a P no ponto
(a, b, c) e constituem um espago linear de dimensao 2.
O plano gerado pelos vectores tangentes e que passa pelo ponto (a, b, ¢) chama-se plano

tangente a P no ponto (a,b, c) e é dado pela equacao
(x—a,y—"b,z—c)-Vf(a,b,c)=0.
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Dado que VF(z,y,z) = (2z,2y,1), no ponto (0,0,1) teremos N = VF(0,0,1) =
(0,0,1) e, portanto, a recta normal nesse ponto é dada por

(z,y,2) — (0,0,1) = AN,

ou seja,
(r,y,2—1)=X(0,0,1) < 2=0;y=0; zeR

que ¢é o eixo Oz.
O plano tangente sera dado por

—

(x,y,2—1) - N=0< (z,y,2—1)-(0,0,1) =0 < z =1,

ou seja, € o plano horizontal definido por z = 1.

KKk

Note-se que o paraboléide P é o grafico da funcao diferencidvel f : R? — R definida
por
fla,y) =1—2 =y

Sendo f diferenciavel, préximo do ponto (a,b) com f(a,b) = ¢, teremos
f<x7y) = f(a’ab) —|—Vf(a,b) ’ (:U—a,y—b) —i—o(x—a,y—b),
ou seja, fazendo z = f(x,y), teremos

af af

z=c+ %(a, b)(z —a) + 6_y<a’ b)(y —b) + o(x —a,y — ).
O plano definido pela equacao
_ L oF af
z=c+ ax(aab)<x a’)_'_ ay<a7b)<y b)

é de facto o plano tangente ao gréfico de f no ponto (a,b,c) = (a,b, f(a,b)).
Dado que
of

(a,b) = —2a; —==(a,b) = —2b,

O dy

esse plano sera dado pela equagao
z=c—2a(r —a) —2b(y — b).

No caso do ponto (0,0, 1), serd dado pela equagao z = 1, tal como obtido acima.
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Neste exemplo temos F(x,y,z2) = z — f(x,y) e, portanto,
F(z,y,2) =0% 2z = f(x,y),

ou seja, o grafico de f é o conjunto de nivel zero de F.
Temos, assim, duas formas diferentes de descrever o mesmo conjunto.

e Como conjunto de nivel de F' temos,

3}
VF(a,b,c) = (—8—£(a, b), g—i(a, b), 1)

e, portanto, o plano tangente no ponto (a,b, c) sera dado pela equagao

(=)~ et —a) - Zhahy -8 o

e Como gréfico de f temos, pela definicao de derivada, que o plano tangente é dado
pela equacao

_ L of af
z=c+ %(a, b)(x —a) + 6_y<a’ b)(y —b).

kskosk
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