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Teorema da Divergéncia

Nestas notas apresentaremos o teorema da divergéncia em R? (Teorema de Gauss)
devido ao interesse das suas aplicagoes. O caso geral pode ser visto em [2].

1 Fluxo de um Campo Vectorial. Exemplos

Seja M C R3 uma variedade-2 (superficie), definida por uma vizinhanga de coordenadas
e seja g : T — R? uma parametrizacao.

Seja F': S — R?® um campo vectorial em que S C R? é um aberto tal que M C S. Ao
integral

/M Foy= / F(g(t)) - v(g(t)) /et Dg(t) Dy(b)dt

em que v(z) designa a normal (unitaria) a M no ponto z € M, chamamos fluzo do campo
vectorial F através de M segqundo a normal v.
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Nota 1.1 Sejam A = (aj,as,a3) e B = (by,by,b3) dois vectores em R? e consideremos o
produto externo de A por B definido por

Ax B = (a2b3 — a,gbg, a3b1 — albg, albg — a,gbl)
Facilmente se verificam as seguintes propriedades
e Designando por ey, ey, e3 0s vectores da base canénica de R? (ver figura ), temos

€1 X g =¢€3, € X ez =261, €3 Xe =€y

e BxA=-AxDB
e AXx B éortogonala A ea B.
e ||A X B|| =+vdet A*A em que A é a matriz cujas colunas sao os vectores A e B.

Portanto, se designarmos por Dig(t) e Dyg(t), respectivamente, a primeira e a segunda
colunas da matriz Dg(t), entdo o produto externo

Dig(t) x Dag(t)

é um vector normal a M no ponto = = g(t) porque as colunas da matriz Dg(t) geram o
espago tangente a M no ponto z = g(t).
Assim, temos
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Figura 1: Produto externo em R3

e Uma normal unitéria em = = g(¢) é dada por

_ Dig(t) x Dag(t)
v(g(t) = [D1g(t) x Dag(t)|]

o \/det Dg(t)'Dy(t) = || D1g(t) x Dagl(t)]|

e, portanto,

v(g(t))y/det Dg(t)*Dg(t) = Dig(t) x Dag(t)
ou seja, o fluxo de F' é dado por

/MF~1/:/TF(g(t))~D1g(t) « Dag(t)dt
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Exemplo 1.1 Consideremos o campo vectorial F' : R?® — R? definido por
Fx,y,2) = (x,y,2)
Seja S? a superficie esférica
S?={(z,y,2) ER®*: 2 + 9> + 2> =1}

cuja normal v no ponto (0,1,0) tem segunda componente positiva, tal como se representa
na figura 2
Para calcular o fluxo de F' através de S? segundo a normal v seja

T={(0,90):0<0<2m;0< <7}
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Figura 2: Superficie esférica S?

e g: T — R3 a parametrizagao de S?\ N dada por
g(0,¢) = (sengcosf, sen psend , cos @)

em que N ={(z,0,z):x > 0}.
Entao,

Dyg(0,¢9) = (—sen¢send,sen¢cosb,0)
Dyg(0,9) = (cos¢gcosb,cos@send, —sen @)

e, portanto,
D1g(0,¢) x Dog(6, ¢) = (—sen® ¢ cos ), — sen® ¢ sen 0, — sen ¢ cos ¢)

No ponto (0,1,0) = g(5,5) temos

T T

—)=1(0,-1,0)

ou seja, a normal a considerar é dada por Dyg(6, ¢) x D1g(0, ¢).
Assim, o fluxo de F através de S? segundo a normal v é dado por

/S2F'” = /OQW (/OW F(g(0,9)) - (D2g(0,6) x Dig(b, ¢))d¢) do

_ /Ozﬂ (/Owsenqbd(b) do

= 47
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Podemos calcular o fluxo de F' de outra forma. Sendo S? dada pela equacao
G(r,y,2) =2 +y*+2°—1=0

entao, em cada ponto (z,y,2) € S?, a normal unitdria ¢ dada por

Uy, 2) = DG(x,y,z) _ (2r,2y,22) (2,9, 2)
e IDG(x,y,2)||  2y/22 4 y2 + 22 s
e, portanto,
F(z,y,2) v(z,y,z) =2 +y* + 2 =1
ou seja,

/ F v =voly(S?) = 4r
S2
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Exemplo 1.2 Seja F(x,y,z) = (z,y, z) e consideremos a superficie cilindrica M definida
pela equacao
.T2 4 y2 =1

e tal que 0 < z < 2. Seja v a normal unitaria a M que no ponto (0,1,1) tem segunda
componente positiva tal como se representa na figura Bl
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Figura 3: Superficie cilindrica M

Da equacao 2% 4 y? = 1, obtemos a normal
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Figura 4: O cone M

e, portanto,
F(z,y,z) v(z,y,z) =224+ ¢y2=1

Assim, o fluxo de F através de M segundo a normal v é dado por

/ F-v=voly(M) =4r
M
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Exemplo 1.3 Consideremos o campo vectorial

F(.T,y,Z) = (—y,SL’,O)

e 0 cone
M={(z,y,2) €ER*: 22 =2 +9*; 0 < 2 < 1}

Seja v a normal unitaria que em cada ponto de M tem terceira componente negativa
tal como se representa na figura @l

Em coordenadas cilindricas (p,#,z) o cone M é dado pela equacao z = p. Entao,
consideremos a funcao g : ' — R3? definida por

9(p,0) = (pcos®, psend, p)

em que
T =)0, 1[x]0, 27|

Facilmente se verifica que g é uma parametrizacao de M \ N em que

N ={(z,y,2) e M :y=0; >0}
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é uma linha sobre M.
Entao

Dyg(p,0) = (cosf,send, 1)
Dag(p,8) = (—psenb,pcosb,0)

e, portanto,
Dag(p,0) x Dig(p,0) = (pcosb, psen, —p)

e o fluxo de F' através de M segundo a normal v é dada por

/MF-Vz/M\NF-V = /01 (/O%F(g(pﬁ))-ng(pﬁ)XDlg(p,Q)dﬁ)dp

1 2m
= / </ (—psend, pcosd,0)- (pcosb, psend, —p)d@) dp
0 0
=0
%k

Note-se que, da equacao G(z,y,2) = 22 + y? — 22 = 0 que define M, podemos calcular

a normal unitaria
DG(ZL‘,y,Z) _ (va 2'3/, _22)

y<x’y’z) N ||DG<.§L’,y,Z) B 2\/1‘2 +y2+22

Entao
(2.1’, 2y7 _22>

F(zr,y,z) v(z,y,z) = (—y,x,0) - =0

e, portanto, o fluxo de F através de M segundo a normal v é nulo.
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Exemplo 1.4 Seja F(x,y,z) = (—y,x,1) e consideremos a superficie M definida por
M={(z,y,2) ER*: z =2 +¢*, 2< 1

Seja v a normal a M que no ponto (0,0,0) tem terceira componente negativa tal como
se representa na figura

Em coordenadas cilindricas (p, 0, z), a superficie M ¢é dada pela equacao z = p*. Entao,
seja g :]0,1[x]0, 27[— R? dada por

9(p,0) = (pcosd, psend, p?)

Facilmente se verifica que g é uma parametrizagao de M \ N em que

N ={(x,y,2) 1y = 0;z = 0}

6



Figura 5: Paraboléide M

¢ uma linha sobre M e
Dig(p,0) = (cosf,send,2p)
Dag(p,8) = (—psenb,pcosb,0)
Assim,
Dag(p,0) x Dig(p,0) = (2p” cos 8, 2p” sen 6, —p)

Portanto, o fluxo de F' através de M segundo a normal v é dado por

/MF-V = /0% (/OIF(g(p, 0)) - D2g(p,0) x D1g(p,0) dp) de

2m 1
= / (/ (—psenf, pcosf, 1) - (2p*cosd, 2p* sen 6, —p) dp) de
0 0

[ ([ o)

= —T7
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Exemplo 1.5 Seja S a superficie esférica centrada na origem de R3 e com raio R. Consi-
deremos o campo vectorial F': R?\ {(0,0,0)} — R3 definido por

1

F(.T,y,Z)I (.T2—|—y2+22

)3/2 (SL’, Y, Z)

Em coordenadas esféricas S é descrita pela equacao r = R e, portanto, consideremos a
parametrizacao ¢ :]0, 27[x]0, 7[— R? definida por

g(0,¢0) = (Rsen ¢ cosf, Rsen ¢psen ), R cos @)
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Entao

0,0) = (—Rsen¢gsenf, Rsen¢cosb,0)
Dsyg(0,¢) = (Rcos¢cosh, Rcospsend, —Rsen @)
D1g(0,¢) x Dag(0,¢) = (—R*sen® ¢pcosf, —R*sen? psenf, —R?sen ¢ cos ¢)

e, portanto, o fluxo de F' através de S segundo a normal que em cada ponto se dirige para
a origem ¢ dado por

frv =] ) ( / wF(gw,as))-Dlg(e,as)xngw,as)das) 0

_ _/0% </07rsen¢d¢) do

= —An

2 Teorema da Divergéncia

Seja D C R3 um conjunto aberto e limitado e seja (z,%, 2) um ponto sobre a fronteira
0D. Suponhamos que existe uma vizinhanca V' de (x,y, ) tal que 9DNV é uma superficie.

z

el n(;my,z)
—n(':l:,~ :Z) (:L‘,y,Z)

/ y

X

Figura 6: Normal exterior

Seja n(x,y, z) a normal a 9D NV no ponto (z,y, z) e suponhamos que existe € > 0 tal
que

(z,y,2) +tn(r,y,z) € R*\D; 0<t<e
r,y,z) —tn(r,y,z) € D; 0<t<e

~—~



Entao, diz-se que a normal n(x,y,z) é exterior a D. Em cada ponto (z,y,z) € dD a
normal n(z,y, z) drige-se do interior para o exterior de D, tal como se representa na figura
0.

Nota 2.1 Suponhamos que DNV é um conjunto de nivel de uma fungao H : V — R tal
que

DNV = {(x,y,2): H(z,y,z) <0}
R*\D)NV = {(z,y,2): H(z,y,2) > 0}

Entao, a normal n(z,y,z) = DH(z,y, z) é exterior a D. De facto, se considerarmos a
funcao ¥(t) = H((z,y,2) +tn(z,y, z)), entao

V(0) = (z,y,2); ¢'(0) = DH(z,y,2) DH(z,y,2) = ||DH(2,y,2)|I* > 0
donde se conclui que existe € > 0 tal que
H((z,y,z) +tn(z,y,2)) >0 ; 0<t<e
H((z,y,z) —tn(r,y,2)) <0 ; 0<t<e
$ok sk

Seja S C R?® um aberto. Dado um campo vectorial F' : S — R? de classe C*, a
Divergéncia de F' é o campo escalar divF : S — R, definido por

OF; N OFy N OF3
ox dy 0z

divF =

Seja D C R® um aberto e limitado. Diz-se que D é um dominio elementar (ver [3, [T])
se for definido, simultaneamente, das trés formas seguintes:

a) D={(z,y,2) €R®: ¢1(x,9) < 2z < da(z,y); (x,y) €1} em que ¢y, ¢ : T} — R
sao funcoes de classe C' e definidas num aberto limitado 77 C R? cuja fronteira é
uma linha regular I'y. Portanto, na direccao z, o conjunto D encontra-se entre dois
gréficos de classe C! (variedades-2).

b) D={(z,y,2) ER>: ¥ (y,2) <x < (y,2); (y,2) € Th} em que ¥1,9 : Th — R
sao funcoes de classe C! e definidas num aberto limitado 75 C R? cuja fronteira é
uma linha regular I';. Portanto, na direccao x, o conjunto D encontra-se entre dois
gréficos de classe C! (variedades-2).

c) D={(z,y,2) ER®:n(z,2) <y < mz,2); (x,2) € T3} em que n,m, : Ty — R sdo
funcoes de classe C! e definidas num aberto limitado 73 C R? cuja fronteira ¢ uma
linha regular I';. Portanto, na direccao y, o conjunto D encontra-se entre dois
graficos de classe C! (variedades-2).
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Figura 7: D descrito na forma a)

Suponhamos que o campo F' é dado por F' = (0,0, F3) e consideremos o dominio D
definido como em a) e tal como se representa na figura [ Entao, a fronteira de D é
constituida por trés porcoes de superficie:

Ml - {(.T,y,Z) IZI¢1($,y); <x7y>€T1}
M2 - {(.T,y,Z) IZI¢2($,y); (SL’,y) eTl}
Mz = {(z,y,2): (z,9) €1; di(2,y) < 2 < oz, )}

em que I'y designa a linha regular que limita 77.

Na figura [1 considera-se o caso em que ¢;(z,y) = 0.

Note-se que M; é uma superficie vertical e, portanto, em cada um dos seus pontos, a
normal v tem terceira componente nula. Assim, o fluxo de F' = (0,0, F3) através de Mj
segundo a normal v é nulo.

Seja g : T} — R? a parametrizacao de M, definida por

g1(37,y) = ('T,y, (b1<$lf,y))

Entao,
Digi(y) = (10,52
Dagn(ay) = (01,57
e o vector 06y 00y
Dsgi(z,y) x Digi(z,y) = (%, Dy —1)
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é a normal exterior a D no ponto gi(z,y) € M.
O fluxo de F' através de M; segundo a normal unitaria exterior é dado por

/ F-v = /F(gl(%y))'le(x,y)><D191($,y)d$d?/
My T

_ / Fy(z,y, é1(z, y))dady

Do mesmo modo se calcula o fluxo de F' através de Ms segundo a normal unitaria
exterior

/ F-v = /F(92($,y))'D191($,y)><D291($,y)d$d?/
M2 Tl

_ /T Fy(z,y, éal, y))dady

Portanto, o fluxo de F' através da fronteira de D segundo a normal exterior é a soma
dos fluxos sobre My, My, Msj:

| Fov= [ Fleyee)dedy— [ By oo )dsdy
oD T Ty

Por outro lado, o integral da divergéncia de F' em D é dado por

‘ B d2(z,y) E
/Ddlde:Edydz = //Tl (/¢>1 . dz) dxdy
= [ [ (Fatav o) = Fategénta ) dody

Para um campo F' = (F},0,0) consideramos D descrito como em b) e para um campo
F = (0, F,,0) consideramos D descrito como em c).
Tendo em conta a linearidade do integral e da derivada, fica estabelecida a igualdade

/ divF = / F-v
D oD
para um dominio elementar D.

Sem grande dificuldade se mostra que o mesmo acontece para um dominio que pode
ser decomposto numa uniao finita de dominios elementares e a que chamaremos dominio
reqular.

Kk
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Teorema 2.1 Teorema da Divergéncia: Sejam
e D C R? um dominio regular,

e F: D — R3 um campo vectorial de classe C'.

/divF:/ F-v
D D

em que v € a normal unitdria exterior a fronteira de D.

Entao,

3 Exemplos

Exemplo 3.1 Consideremos o campo vectorial dado por F(z,y, z) = (z,y, z) e o dominio
definido por
D={(z,y,2) eR: 2> + > +2* < 1}

Entao divF = 3 e, portanto,
/ divF' = 3vol3(D) = 4w
D

Do exemplo [T, o fluxo do campo F' através da fronteira de D segundo a normal
unitaria e exterior é dado por
/ F-v=A4n
oD

/divF:/ F-v
D aD

Note-se que D é um dominio elementar. De facto, temos

D = {(z.y.2): —V/1I-22 -2 <z</1-22—y?; 2>+ < 1}
D = {<x7y72):_m<$<m;y2+22<1}
D = {(mws): VISE R <y<VISE- 242 < 1)

Kk

e, portanto,

Exemplo 3.2 Seja M a superficie definida por

M={(z,y,2) ER*: 0< z=1—2% -y}

12



Vpnr

8
<

b

Vp = (07 O, —1)

Figura 8:

e FF: R? — R3 o campo vectorial dado por

F({L‘,y,Z) = (l‘,y, _Z)

Para calcular o fluxo de F' através de M segundo a normal que no ponto (0,0,1) tem
terceira componente positiva, consideremos o teorema da divergéencia aplicado ao dominio

D={(r,y,2):0<2z<1—2>—y*}

Facilmente se constata que D é um dominio regular cuja fronteira é a uniao de duas
superficies, M e B, em que

B={(x,y,2): 2=0;2* +y* < 1}

tal como se representa na figura B
Dado que divF = 1, do teorema da divergéncia, obtemos

Vol(D):/ F-I/M+/F-1/B
M B

Mas, em B temos z = 0 e, portanto, a normal unitaria e exterior é o vector vg =
(0,0, —1). Assim, em B, temos F -vg = (z,y,0)-(0,0,—1) = 0, ou seja,

/BF-I/B:O
[ Peni=voi) = [ ( [ ( /0”2 pdz) dp) T
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Exemplo 3.3 Seja F(x,y,z) = (xy* 2%y,y) e seja M a superficie cilindrica dada pela
equacao 22 + 4% = 1 e limitada pelos planos z =1 e z = —1.

Vamos usar o teorema da divergéncia para calcular o fluxo de F' através de M segundo
a normal que no ponto (0, 1,0) tem segunda componente positiva.

z

Vcl
1

Figura 9:

Seja D o dominio elementar limitado por M e pelos planos z =1e z = —1
D={(z,y,2): * +y*<1; -1 <z<1}

O integral da divergéncia de F' em D pode ser calculado usando coordenadas cilindricas

2 1 1
/ divF = / (y* + 2 dadydz = / (/ (/ 0’ dp) dz) do =
D D 0 -1 \Jo

O fluxo de F' através da fronteira de D resulta de trés contribuicoes:

/ F-V:/ F~V—|—/F~V—|—/F~V
aD M B c

B = {(z,y,2):2=—1; 2> +y* <1}
C = {(z,y,2):2=1; 22 +y* <1}

em que

tal como se representa na figura B
Para B consideremos a parametrizacao g :|0, 27[x]0, 1[— R?® dada por

g(p7 0) = (pCOS@,pSGD@, _1)
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e, portanto,
DQQ(pa 0) X Dlg(pv 9) = (07 0, —P)

Para C consideremos a parametrizacao h :]0, 2[x]0, 1[— R? dada por
h(p,0) = (pcosf,psenb, 1)

e, portanto,
Dlh(p, 9) X D2h<p7 9) = (0707p>

2w 1
/F-I/ = —/ (/ pQSenﬁd/)) dg =0
B 0 0
2w 1
/F-I/ = / (/ pQSenﬁd/)) dg =0
c 0 0

Aplicando o teorema da divergéncia ao dominio D, obtemos

/F-I/I/diVF—/F-I/—/F-I/Iﬂ'
M D B c

Kk

Assim, temos

Exemplo 3.4 Seja D C R3 um dominio regular e consideremos o campo vectorial F :
R3\ {(0,0,0)} — R? definido por
1

)3/2 (IL‘, Y, Z)

Suponhamos que o ponto de coordenadas (0,0,0) nao se encontra sobre a fronteira de
D.

Entao, o fluxo do campo vectorial F' através da fronteira do conjunto D segundo a
normal exterior é dado por

oy 4 se (0,0,0) € D
oD 1 0 se(0,0,0)¢ D

Suponhamos que o ponto (0,0,0) ¢ D. Entao o campo F é de classe C!' em D e
podemos aplicar o teorema da divergéncia. Note-se que

divF =0

/ F-vr=20
oD

15
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Figura 10:

Para o caso em que (0,0,0) € D, o campo F' nao esta definido em D e, portanto, ndo
podemos aplicar o teorema da divergéncia directamente.

Sendo D um conjunto aberto, existe uma bola B de raio € > 0 e centrada na origem e
contida em D, tal como se representa na figura [ Seja S = D\ B. Entdo, F é de classe
C! em S e podemos aplicar o teorema da divergéncia

0:// FVD+// F'I/B
oD 0B

em que vp e vg se dirigem, respectivamente, para o exterior de D e para o interior de B.
Do exemplo [[H, temos
/ F-vg = —4n
9B

/ F-I/D:—/ F-vg=4r
oD B

Kk

e, portanto,
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