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Integrais em Variedades. Comprimento. Area

1 Integral de Linha de um Campo Escalar. Compri-
mento

Sejam A e B dois pontos em R". Designemos por |A, B[ o segmento de recta entre os pontos
A e B. E claro que o comprimento de |A, B[ é dado pela norma ||B — AJ|. O segmento de
recta |A, B[ pode ser descrito pela parametrizagao v :]0, 1[— R", definida por

¥(t) = A+ t(B — A).

Note-se que, sendo +/(t) = B — A, temos

1 1
1B Al = / |B — Alldt = / I (6) e

1
e, portanto, o comprimento do segmento de recta [A, B] é dado pelo integral / 17/ ()] dt.
0

Seja T' uma linha descrita por uma parametrizagao v : |a, b| — R™. Para definir o com-
primento de I' podemos recorrer ao procedimento ilustrado na figura [

v(t2)

\
—t —

——
to t1 ta iz ts s

Figura 1: Comprimento de uma linha



Consideremos a linha poligonal constituida por segmentos de recta entre os pontos

’Y(tO)7FY(t1)7’Y(t2)7' o 7FY(tFV)>

emquea=1ty<t; <ty<---<ty=0bcom N € N. Note-se que na figura[ll temos N = 5.

E fcil aceitar que o comprimento desta linha poligonal é uma aproximacao por defeito
do comprimento da linha I'. Note-se também que o comprimento da linha poligonal cresce
a medida que N — oo.

Assim, se tomarmos o supremo dos comprimentos das linhas poligonais obtidas desta
forma teremos uma boa definicao de comprimento da linha T.

Dado que o comprimento da linha poligonal é dado por

Z v (k) — (-1l

o comprimento da linha I'" sera definido por

N
U(T) = sup{>_ [v(t) = v(txa ]}

NeN 77
Note-se que, pelo Teorema Fundamental do Céalculo, temos

V() — (k-1 = /tk ' (t)dt

tp—1

e, portanto,

N N ty b
ORI EDS / I/ (6)1dt = / I/ (6)dt.

Assim, teremos a seguinte definicao de comprimento de uma linha T'.

Definicao 1.1 Chama-se comprimento de uma linha I' C R™ descrita pela parametrizagao
v :]a,b[— R™ ao integral definido por

(T) = / 17/ (1)) dt.

Tendo em conta as aplicacoes, vamos adoptar a seguinte definigao de integral de linha
de um campo escalar (c.f. [2, B ).



Definicao 1.2 Seja ¢ : R® — R um campo escalar e consideremos uma linha I' C R"
descrita pela parametrizagao v : |a, b — R™.

Chama-se Integral de Linha do Campo Escalar ¢ ao longo da linha T' ao
integral definido por

1.1
a)

J o= /¢ Nl (1)1t

Aplicacoes
Comprimento de uma Linha

Seja ¢ = 1. Entao, o integral de linha de ¢

o= [ 1=

é o comprimento da linha I'.

Massa de um fio

Seja ¢ : S — R a densidade de massa por unidade de comprimento do material que
constitui um fio descrito por uma parametrizacao v :]a,b[— R™. Entao, o integral

de linha de ¢
/¢ /¢ DI (1)t =

é a massa M do fio.

Centro de massa

Seja 6 : S — R a densidade de massa por unidade de comprimento do material que
constitui um fio de massa M descrito por uma parametrizagao 7 : |a, b — R" e seja

1

:—25 ’ :1,2’7
8(r) = Soid(a); i "
O centro de massa é o ponto de coordenadas (Ty,Ts,...,T,) calculadas da forma
seguinte
T = i dt; i=1,2,...,
= 37 [ s o n

Momento de inércia

Seja L uma linha recta e designemos por dy(x) a distancia do ponto = € R™ a linha
L.



1.2

O momento de inércia da linha I' relativo a recta L ¢é o integral de linha da funcao

o(x) = 8(2)d2(x) , ou seja,
b
I — / 5y ()2 (v(0) |7/ (1)t

Exemplos

. Seja T' uma circunferéncia de raio R e centro na origem de R?, (ver Figura B e

descrita por
v(t) = (Rcost, Rsent); 0 <t <27

Y

Figura 2: Uma circunferéncia de raio R em R?

Entao, o comprimento de I' é dado por

l(F):/F||7’(t)||dt:/07ert:27rR

. Consideremos a parabola P definida pela equacao y = 22, com —1 < x < 1 e que se

apresenta na Figura Bl
Seja v :] —1,1[— R? a parametrizagao de P definida por g(t) = (¢,t?).
Entao,

17/ ()] = [1(1,20)]| = V1 + 42

e, portanto, o comprimento de P sera dado por
1 1
l(P):/ \/1+4t2dt:2/ V1442 dt.
1 0

Para calcular este integral recorremos a mudanca de variavel definida por 2t = sh 6,

em que

0 670

Shgze_i
2



Sabendo que

e 4 ot
h = ——
c 5
é facil ver que se tem
ch?§ —sh*6 = 1

sh"d =chéf; ch'6=sho.

Note-se que
sht=0ee=e?<0=0

sh=2e? — 4’ —1=0e"=2+V5e 0 =2+ V5).

Portanto, teremos

2+V5)* 1
2 2(2 +/5)

1 In(2++/5)
l(P):2/ V1+4e2dt = / ch? 6do
0 0
1
4

- +2In(2+V5)

Figura 3: Uma pardbola em R?

3. Seja I' um fio de um material cuja densidade de massa é dada por

1
V14222

e tem a configuracdo de uma espiral descrita por (ver Figura H)

o(z,y) =

v(t) = (tcost,tsent) ; 0 <t < 4m.

Entao
1
") = ||(cost — tsent,sent +tcost)|| = V1+t2; d(v(t)) =
AR M= 60 =



D
N

—/‘ x

Figura 4: Uma espiral em R?

e, portanto, a massa de I' serd dada por

4m
M = / Y ()|]dt = /\/— 1+ t2dt = 4w

A coordenada 7 do centro de massa é dada por

1 1 47 1 1 47
Y= — o(x, :—/ tsent 1—|—t2dt:—/ tsentdt = —1
g M/Fy(y) ), e ),

4. Seja ' C R® um fio de um material com densidade de massa 6(z,y,2) = z e cuja
configuragao é a de uma hélice cilindrica descrita por (ver Figura [)

v(t) = (cost,sent,t); 0 <t < 4dm

Figura 5: Hélice cilindrica em R?

Entdo ||7/(t)|| = V2 e o momento de inércia de T' relativo ao eixo z é dado pelo
integral de linha

L) = /Fz(xQ +y%) = \/§/O4ﬂtdt = 8v27?



Nota 1.1 A férmula do comprimento de uma linha I', parametrizada por uma funcao
v :a, b[ — R™,

) = [ Iyl

pode ser escrita noutra forma.
De facto,

IV Ol = VA1) - 7'(2)

e, se tivermos em conta que a derivada 7/(t) é representada por uma matriz com n linhas
e uma coluna, teremos

IV Ol = VA1) ') = VA ([0 (1),

em que 7/ (t)" designa a matriz transposta de +/(¢).
Sabendo que /(¢)'+/(t) é uma matriz com uma linha e uma coluna, teremos

V()" (1) = det(v'(£)"y'(t))

e, portanto,

b
) = [ Al )

Veremos, mais adiante, que para o calculo da area de uma superficie ou, mais geral-
mente, para o calculo do volume-m de uma variedade-m teremos uma férmula semelhante.

1.3 Area de uma superficie

Seja {e1, es} uma base ortonormada em R? e consideremos o paralelogramo determinado
por dois vectores {t1,ts}. E sabido, da Algebra Linear, que a area do paralelogramo é dada
pelo determinante da matriz cujas colunas sao os vectores ti,ts escritos na base {ej, e} .

Por exemplo, considerando a base canénica em R?, a 4rea do paralelogramo definido
pelos vectores ¢ = (2,0) e to = (1,1) ¢é dada por

2 1
det{0 1]_2

Consideremos dois vectores linearmente independentes {t;,%,} em R? e o paralelogramo
por eles determinado. Note-se que este paralelogramo ¢ um subconjunto do plano gerado
pelos dois vectores t; e ty. Seja P esse plano.

Pelo processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt aplicado a {t1,t2} obtemos uma
base ortonormada {ej,es} de P da seguinte maneira:

1
e = —
' |t1]
V2
€y = —
|2



em que

Note-se que (v, e1) = 0 e, portanto
|va]? = (2, t2) = (ta, t2) — (t2, €1)” = [taf* — (2, €1)”

Assim, podemos exprimir ¢; e fy na base ortonormada {ej,es}, da seguinte forma

tl = |t1| €1
ty = (ty,e1)er +/|ta]? — (ta, e1)2 e
ou seja,
tl = |t1| €1
tg,tl t27t1
ty = to]2 e
A \/ el T

e, portanto, a area do paralelogramo definido por t; e t5 é o determinante

|t1] i)

det = \/\th\tzP — (t2,11)?
0 |ta]? — {tat1)?

[t1]2

Por outro lado, seja A a matriz cujas colunas sao os vectores t; e to. Entao

(t1,t1)  (t1,12)
det A'A = = [t1][ta]* — (t2, t1)?
(ta, t1) (ta2,t2)

Assim, concluimos que a area do paralelogramo determinado pelos vectores t, e ty é
dada por vdet AtA.

Estas observagoes motivam a seguinte definicao de area de uma variedade de dimensao
2 (superficie) em R3.

Definicao 1.3 Seja S C R? uma variedade de dimensdo 2 e seja g : T — R3 a respectiva
parametrizacao. Entao

sl = /T \/det Dy (@) Dy(Bydt



2 Integral de um Campo Escalar sobre uma Variedade

Seja S C R™ uma variedade de dimensao p e g : T — R"™ uma parametrizacao de S.
Seja ¢ : R — R um campo escalar.

A definicao de 4drea de uma variedade de dimensao 2 em R? ¢ uma boa motivacao para
definir o integral de um campo escalar sobre uma variedade.

Definicao 2.1 Define-se o integral do campo escalar ¢ sobre S como sendo o integral

/S 6= / 6(9(t))v/det Dg(t) Dy (t)dt

Os casos importantes sao aqueles em que p = 1 em R? ou R? (linhas) ou p = 2 em R?
(superficies).
E facil verificar que no caso em que p = 1 temos

Vdet Dg(t)!Dy(t) = ||g'(#)|

e, portanto, a definicao EZJ] tem como caso particular a definicao de integral de linha de
um campo escalar.

De seguida apresentam-se casos de campos escalares com interesse nas aplicacoes em
que S C R? é uma superficie descrita por uma parametrizacao ¢ : T — R3.

a) Area: Seja ¢ = 1. Entao, o integral de ¢ ¢ a area de S

voly(S) = /S ¢ = /T \V/det Dg(t)tDg(t)dt

b) Massa: Suponhamos que S representa uma folha de um material com densidade
de massa por unidade de area ¢. Entao, o integral de ¢ ¢é a massa de S

M = / 6= / o(g(t))/det Dg (1) Dy (B)dt

c) Centro de Massa: Seja S uma folha de um material com densidade de massa «.
Entao, o centro de massa de S é o ponto de coordenadas (7,7,%) determinadas por

r = o /S o= / g1(t)a(g(t))/det Dg(t) Dy(t)dt
7 = 31 fv0 = 57 [ (0ale) VAT Dyl Dyl
? = o /S = / gs(t)a(g(t))/det Dg(t) Dy ()t



)

2.1

Momento de Inércia relativo a uma linha recta: Seja L uma linha recta e
S uma folha de um material com densidade «. Entao, o momento de inércia de S
relativo a L ¢é o integral

1,(8) = /S ad? = / a(g(t))d2 (g(t)) v/det Dg (1) Dy (D)t

em que dj designa a distancia a linha L.

Exemplos

Consideremos a superficie esférica de raio R e centrada na origem que designaremos
por S2.
S? = {(z,y,2) € R®: 2* + ¢ + 2* = R?}
Seja g : T — R? a funcao dada por
g(0,¢0) = (Rsen ¢ cosf, Rsen ¢psen ), R cos @)

em que
T =)0, 27[x]0, 7[C R?

Entao g é uma funcao de classe C*, injectiva, cuja derivada

—Rsen¢psentl R cos¢cost
Dg(0,¢)=| Rsen¢cos) Rcos@send
0 —Rsen ¢

tem caracteristica igual a dois e
g(T)=S*\{(z,y,2) € S*:y=0; 2 >0} =S*\ N
ou seja, g é uma parametrizacao de S? \ N. (Ver figura H).
Note-se que
Dy(0.0'Dy0.0) = | T ]

e, portanto

V/det Dg(0,$)tDg(0, ¢) = R?sen ¢

Sendo N uma semicircunferéncia sobre S?, temos

voly(S?) = voly(S*\ N) = /T V/det Dg(0, ¢)tDg(6, ¢)dbde

— /Ozﬂ </OWR25en¢d<z5) do

= 27R? / sen ¢do
0
= 47 R?



Figura 6: Parametrizacao da esfera

ii) Consideremos a superficie definida por
P={(z,y,2) eR*: 2? +y* = 2 < 1}

Em coordenadas cilindricas, P é descrita pela equaciao z = p?.

Portanto, consideremos a funcao ¢ : 7" — R? definida por

9(p,0) = (pcos, psend, p*)

em que
T =)0, 1[x]0, 27[C R?

Esta funcao ¢ de classe O, injectiva e a sua derivada

cos) —psenf
Dg(p,0) = | senf pcosb
2p 0

tem caracteristica igual a dois. Para além disso,

g(T)=P\{(z,y,2) eP:2>0; y=0} =P\ N

Portanto, a fun¢ao g é uma parametrizagao de P\ N. (Ver figura [0).

Note-se que

1+4p* 0
Do(p.0) Do) = | 1 H L]

e, portanto,

V/det Dg(p,0)'Dg(p,0) = p/1 + 4p”

11



Figura 7: Parametrizacao de um paraboldide

Sendo N uma linha sobre P, temos,

voly(P) = voly(P\ N) = / V/det Dg(p,0)tDg(p, 0)dpdh
T
2m 1
= / </ oV 1+ 4,02dp) o
0 0
1
= z/ 12p/1 + 4p%dp

6 Jo
= 0¥ -1

iii) Seja C' a superficie cénica definida por
C={(ry,2) eR*:0< /a2 +y2=2<1}

Em coordenadas cilindricas C' é descrita pela equagdao z = p e, portanto, tal como
no exemplo anterior, consideremos a funcao g : T — R3 definida por

9(p,0) = (pcost, psend, p)

em que
T =)0, 1[x]0, 27[C R?

Esta funcao é de classe C*, injectiva e a sua derivada

cos) —psenf
Dg(p,0) = | senf pcosf
1 0

tem caracteristica igual a dois. Para além disso,

gT)=C\{(z,y,2) e M :2>0; y=0}=C\N

12



Figura 8: Parametrizacao de um cone

Portanto, a func¢ao g é uma parametrizacao de C'\ N. (Ver figura B).

Note-se que
det Dg(p,0)'Dg(p,0) = V2p

Sendo N um segmento de recta sobre C, temos,

voly(C) = voly(C\ N) = /T V/det Dg(p,0)tDg(p, 0)dpdh

- [ (] ve)e

= Vor / 1 2pdp
0
— Vor
iv) Consideremos a porgao do plano, representado na figura [ definido por
H={(z,y,2) eR*:2+y+z=1;2>0;y>0; >0}
e a respectiva parametrizacao g : T — R?® dada por

g(:}c,y) = (x,y,l—x—y)

em que
T={(ry)ecR:0<r<1l;0<y<1l-—2z}
Sendo
1 0
Dg(z,y) = 0 1
-1 -1

13



Figura 9: Parametrizagao de um plano

obtemos

voly(IT) = /T\/éda:dy

- /(/\/gdy)dx

= ﬁ/l(l—x)da;
\/30

2

v) Consideremos o toro com raios R e r definido por

T? = {(x.y.2) €R®: (Va2 + 42 — R + 2 = *)

ou seja, a superficie que se obtém fazendo rodar em torno do eixo z a circunferéncia
no plano xz com centro em (R,0) e raio r e descrita pelo angulo ¢, contado a
partir do plano z = 0 no sentido positivo. Designemos por # o angulo de rotacao
em torno do eixo z e medido a partir do eixo x no sentido positivo.

Seja
D={(0,¢)cR*:0<0<2r,0<¢ <21}
e g: D — R? definida por

g(0,0) = ((R+rcos¢)cost, (R+rcos¢)send, rsen o)

Facilmente se verifica que g é de classe C' e injectiva e a respectiva derivada

—(R+rcos¢)senl —rsen¢cost
Dg(0,¢) = | (R+rcos¢)cosf —rsen¢psend
0 7 COS ¢

14



Figura 10: Parametrizacao de um toro

tem caracteristica igual a dois. Portanto, g é uma parametrizagao de
T\ N

em que
N ={(z,y,2) : 2 =0} U{(2,9,2) 1 y = 0}
tal como se representa na figura [0

Sendo N a uniao de duas linhas em 772, temos

voly(T?) = voly(T? \ N) = /D V/det Dg(8,$)tDg(6, ¢)dbde

- /27r (/2WT(R+TCOS¢)(19) d¢
0 0

= 47’Rr

vi) Consideremos a superficie dada por
H={(z,y,2) eR* : 2’ +y* =2 +1,0< z < 1}

e que representa uma folha de um material com densidade de massa dada por

1
afz,y,z) = \/ﬁ

Em coordenadas cilindricas (p, 6, z) esta superficie é descrita pela equagao p* =
22 + 1 e, portanto, consideremos a funcao g : T — R? definida por

9(0,2) = (V22 +1)senf, (V22 +1)cosf, z)

em que
T={0,2)eR*:0<0<2r;0<2z<1}

15



Figura 11: Parametrizacao de um hiperboldide

Entao, g é de classe C!, injectiva e a respectiva derivada

—(V2z2+1)senf) —=—cosb

Vzi+1
Dg(0,2) = | (V2%2+1)cosb = sent
0 1

tem caracteristica igual a dois, ou seja é uma parametrizacao de H \ N em que
N ={(z,y,2):y=0, 2 >0}

tal como se representa na figura [l

A massa de C' é dada por

M:/Ca = /0% (/Oloz(g(ﬁ,z))\/deth(Q, z)th(e,z)dz) de

27 1 1
= — V222 +1 dz) db
/0 </0 V222 +1

= 27

A coordenada Z do centro de massa de C' é dada por

s ﬁ /C - % Ozﬂ ( /0 a6, )(a(6. ) /Aot Da (@, z)th(e,z)dz) d

1 27 1
= — ( / zdz) df
2m J, 0

1

2

16



Seja d,(r,y,z) = /x> +y? a distancia ao eixo z. O momento de inércia de C
relativo ao eixo z é dado por

[Z:/Cadg = /Ta(g(ﬁ,z))d%(g(@,z))\/deth(G, 2)tDg(0, 2)dOdz

_ /0% </01(22+1)dz) d

81

3

Kk
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