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Funcoes Integraveis

Um dos objectivos da teoria do integral é a definicao e calculo de comprimentos de
linhas, areas de superficies e volumes de sélidos. Para isso partimos de conjuntos bésicos,
como sejam segmentos de recta, rectangulos e paralelipipedos, e que serao designados por
intervalos. Nestes casos as nogoes de comprimento, area e volume sao bastante simples e
intuitivas.

1 Intervalos. Particoes. Funcoes em Escada

Definicao 1 (¢f. [2,[1,[3, [{]]) Um intervalo aberto em R™ é um conjunto da forma
I={(z1,29,...,2,) ER" ta, < zp < by ; k=1,2,...,n}

em que —o00 < ap < b, < +o0; k=1,2,...,n.

Se designarmos por Ay = |ag, bx[ (intervalo aberto em R), teremos
I=A x Ay x...xA,

e dizemos que I é o produto cartesiano das suas arestas Aj.

ay by .- by

Figura 1: Intervalos em R, R?, R3
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Figura 2: Particdo de um intervalo em R?

Note-se que em R? um intervalo é um rectangulo cujas arestas sao paralelas aos eixos
coordenados. Em R? trata-se de um paralelipipedo cujas faces sao paralelas aos planos
coordenados e cujas arestas sao paralelas aos eixos coordenados.

No caso em que —oc0 < ap < by < 400 ; k =1,2,...,n, diz-se que I é um intervalo
limitado.

Na figura () representam-se exemplos de intervalos limitados em R, R? e R3.
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Defini¢ao 2 Dado um intervalo limitado I =]a,b][ C R, uma parti¢io de I é uma colecgao
finita de pontos P ={py <p1 < ...<pm}; meEN, em que a =pg e b= py,.

Note-se que esta colecgao de pontos determina outra colecgao de sub-intervalos {1 ; k =

1,2,...,m} definidos por ]I = j_1,px[. Assim, a particao P pode ser identificada com a
colecgao finita de sub-intervalos {j}}7*, cuja unido ¢ o intervalo I.

Uma particao de um intervalo limitado I = A; x Ay em R? é o produto P = P, x P, em
que Py, é uma particao da aresta Ag; ; k= 1,2. Sejam m; e mo, respectivamente, o nimero
de sub-intervalos de P; e P,. Tal como no caso anterior, a particao P pode ser identificada
com uma colecgao de sub-intervalos que denotaremos por {1 ]k}%:T

Na figura (2)) representa-se uma particio de um intervalo em R?. Cada sub-intervalo
da particao [j; ¢ o produto de duas arestas, A, e Bj, ou seja, [, = A x Bj, tal como se
ilustra na figura.

Do mesmo modo, dado um intervalo limitado I = A; x Ay x A3 em R?, uma particao

de I é o produto P = P; X P, X Py em que P, é uma particao da aresta Ay; ;k =1,2,3.
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Figura 3: Exemplo de uma funcao em escada em R

Tal como nos casos anteriores, podemos identificar P com uma coleccao de sub-intervalos
{[ }ml,mQ,mS
JELS j k=1 -
Assim, de uma forma geral, uma particao de um intervalo limitado I pode ser definida
por uma coleccdo de sub-intervalos {I;}& ; em que N < oo tais que

I=U) I,

k3kosk

Definicao 3 Seja I C R" um intervalo limitado. Diz-se que s : [ — R é uma func¢ado
em escada em I se existir uma particao de I, {I}}5_, e uma colec¢ao de nimeros reais
{si ., tais que s(z) = sy se x € int(Iy), em que int(I},) designa o interior de Ij.

Rk ox

Dadas duas fungoes em escada s : I — R et : I — R, definidas nas particoes P;
P,, respectivamente, existe uma particao P comum as duas. Basta considerar em cada
aresta do intervalo I a uniao das correspondentes particoes das duas fungoes. Deste modo,
obtemos uma particao com mais pontos ou, equivalentemente, com mais intervalos que sao
sub-intervalos das particoes das duas funcoes.

Assim, sem perda de generalidade, podemos considerar que as duas funcoes estao defi-
nidas na mesma particao.



Figura 4: Exemplo de uma funcéo em escada em R?

Definicao 4 Dado um intervalo limitado, I C R™, chama-se volume de I a quantidade

n

vol(I) = [ (b — @)

i=1

Definicao 5 Dada uma funcio em escada, s : I — R, chama-se integral de s em I a

/
I

Em R, o integral de uma fungao em escada s : I — R, com I = [a,b] serd designado

pelos simbolos
b
/s :/ s(z)dx.
1 a

No caso de uma fungio em escada s : I — R com I = [a,b] x [c,d] C R?, (ver figuras

s, vol(1y,)

N
k=1



2 M) teremos

/s = ZZSJkVOl k) ZZSJkVOl (Ag) vol(B;),
i k

em que s;; designa o valor de s no sub-intervalo I, = Ay x B;.
Neste caso o integral de uma funcao em escada s : I — R, sera designado pelos simbolos

/Is = /Is(x,y)d:cdy.

Note-se que a soma dupla pode ser efectuada de duas formas,
Z Z s, vol(Ay) vol(B;) = Z (Z Sk VOl(Ak)> vol(B;) =
ik j k

> (Z sjkvol(Bj)> vol(Ay).

Note-se também que, para cada a < = < b, a fungao y — s(z,y) é uma fungao em
escada. Do mesmo modo, para cada ¢ < y < d, a fungdo = — s(x,y) é uma funcdo em
escada.

Dado que Ay, é a aresta de [j; na direccao Ox teremos

b
Zsjkvol(Ak):/ s(z,y)dz.

k

Nesta soma, y esta fixo na aresta B; e, do mesmo modo, sendo B; a aresta na direccao

Oy, teremos
d
> s vol(By) =/ s(z,y)dy
j C

em que x estd fixo na aresta Ay.
Assim, o integral de s em I = [a,b] x [c,d] C R?, pode ser calculado de duas formas
diferentes:

1. /Is:/ls(:p,y)dxdy:/ab (/Cds(x,y)dy) da
). /Is:/ls(x,y)d:cdy:/cd (/abs(x,y)d:c) dy.
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Dadas duas funcoes em escada s e t, é claro que a funcao as + bt, em que a e b sao
nimeros reais, ¢ também uma funcao em escada e o respectivo integral é dado por

Jaastmy=a[ssn e

kskosk

Exemplo 1.1 Seja I =]0,1[C Re s: I — R a funcao, cujo gréfico se apresenta na figura
@), definida por

1, se0<:1:<%

_ 1 2
s(x) =} 3, se ; <1 <3
-2, se§<x<1.

Trata-se de uma funcao em escada cujo integral é dado por

1 2 1 2 1
= dr=1x = ——)=2 1—3)Y="=Z
/Is /Is(x)x ><2+3><(3 2) X ( 3)
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Exemplo 1.2 Seja I =]0,6[x]0,6]C R* e s: I — R a fungao em escada dada por

;

4, sel<zxr<l;0<y<l1
2, sel<zx<l;l<y<?2

s(r,y) =11, sed3<z<6;1l<y<?2
4, sed3<xr<6;5<y<6
\0, nos restantes casos

cujo gréfico se apresenta na figura ().
O integral de s em I é dado por

/s:/s(sc,y)d:cdy:4+2+1+1+1+4+4+4:21
I I

kkosk
Exemplo 1.3 Seja I =]0,1[x]0,2[ x]1,2[CR3 e s: [ — R dada por

I, se0<z<1l;0<y<2;1<z<?
s(z,y,z) = 2
2, seO<x<1;0<y<2;%<z<2

O integral de s em I é dado por

1 1
/s:/s(x,y,z)d:pdydz:lx1><2><§+2><1><2><§:3
I I

k3kosk



2 Funcoes Integraveis

Sabendo, por definicao, calcular volumes de intervalos compactos e integrar fungoes em
escada coloca-se a questao de fazer o mesmo para outros conjuntos compactos e encontrar
critérios que nos permitam decidir sobre a existéncia do integral de uma dada fungao bem
como a forma de calcular o respectivo integral.

Sendo as funcoes em escada limitadas iremos, a partir destas, definir o integral de
fungoes limitadas.

Seja f : I — R uma fun¢ao limitada e definida num intervalo compacto I C R".
Consideremos o conjunto das fungoes em escada s : I — R tais que s < f e o conjunto das
fungoes em escada t : I — R tais que f < t.

Devemos notar que estes conjuntos nao sao vazios porque a funcao f ¢é limitada. De
facto, sabendo que existe M > 0 tal que |f(z)| < M, Vx € I, as fungbes constantes
s(x) = =M e t(x) = M verificam a condi¢ao s < f < t.

Tal como em R, o integral em R” sera definido recorrendo as fungoes em escada que

verificam a condigao s < f <t. (cf. [2 1 3] 4])

Definicao 6 Seja f : [ — R wuma funcao limitada e definida num intervalo compacto
I C R™. Dizemos que f ¢ integrdvel em I se tivermos

sup/s:inf/t.
s<fJI t=2fJr

O respectivo integral é o niumero real

= su s =inf [ t.
/If SSIf)/I th/I

Notemos que as fungoes em escada sao naturalmente integraveis face a esta definicao.

Na figura () encontra-se um exemplo de uma fungao limitada f : I — R e uma fungao
em escada s : [ — R tal que s < f, com I C R?, para ilustracao da definicao de integral.

Por definicao de infimo e de supremo, é claro que, dado ¢ > 0, deverao existir duas
funcoes em escada s : I - Ret: ] - R taisques < f<te

/I(t—s)<e<:>/lt</ls+e.

Note-se que, em R, o integral [ ;(t — 5) mede a drea compreendida entre os graficos de
s e de t, tal como se ilustra na figura (). Em R™ esse integral mede o volume do conjunto
compreendido entre os graficos de s e de t.



Figura 5: Exemplo de uma fun¢éo em escada s < f

a b T

Figura 6: A drea entre os graficos de s e t deve ser inferior a €

Podemos concluir que uma funcao f : I — R serd integrdvel se para um dado € > 0
existirem duas funcoes em escada s,t : I — R tais que s < f < t e que o volume do
conjunto compreendido entre os respectivos graficos seja inferior a e.

k3kosk

Da defini¢ao de funcao integravel podemos deduzir algumas propriedades tteis.

1. Dadas duas funcoes integraveis f : [ — Re g : I — R e dado ¢ > 0, sejam
Sf, Sq, U5, ty funcoes em escada tais que sy < f <ty s, <g<t,e

/I(tf—sf)< ; /I(tg—sg)<

[Nl e
NN e



Assim, temos

/(tf+tg):/tf+/tg</sf+/sg+e:/(sf+sg)+e
I I I I I I

e, como s;+s, < f4+g < t;+t, concluimos que a fungao f + g é também integravel
fT 5 g=>tlyTly

" /f<f+g):/1f+/fg'

Do mesmo modo, a funcao af, em que a € R, é também uma funcao integravel em [

) [or=a[1

. Dadas duas funcoes integraveis f : [ — R e g : I — R tais que f < g, entao

=T

De facto, se s : I — R for uma fungao em escada e s < f entao s < g. Por outro
lado, se t : I — R for uma funcao em escada e t > g, entao t > f.

sup/sgsup/s; inf tginf/t,
s<fJr s<g Jr1 =>fJr t29 Jr

<]

. Dada uma funcao integravel f : I — R, consideremos as funcoes fT e f~ definidas
em [ por,

Portanto,

ou seja,

tin V@), se fz) =0
f <x)_{0, se f(x) <0

Sy JT@), se fz) <0
fle) = {O, se f(z) > 0.

Note-se que f* e f~ sdo ambas fungoes nao negativas e facilmente se constata que
f=r=f fl=fr+f.

Sejam s,t : [ — R duas func¢oes em escada tais que s < f < t e consideremos as
funcoes em escada s*, s7, tT, ¢~ definidas por

n s, sef>0 i t, sef>0
S —_= 7 =
0, sef<0 0, sef<0O
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B —t, se f<0 - —s, se <0
5T = : =
0, se f>0 0, se f>0.

Facilmente se conclui que estas fungoes em escada sao nao negativas e verificam as
relacgoes seguintes,

sT<fr<tt, s <f <t ; t—s=0"—sH+{t —s).

/I(t—s):/l(t+—s+)+/l(t—s)

e, portanto, a funcao f é integravel se e so se as funcoes f* e f~ também o forem.

Assim,

Dado que |f| = fT + f~, é claro que se [ for integravel, entdo |f| também serd
integravel.

Tendo em conta que f < |f| e —f < |f|, temos

[r< [ = [r< i
< [

KKk

ou seja,

Teorema 1 Seja I C R"™ um intervalo compacto e f : I — R uma funcao continua.
Entéo, dado € > 0, existird uma particao {I}5_, do intervalo I tal que, em cada um dos
respectivos sub-intervalos, teremos

sup f—inf f <e, k=1,...N. (1)
T, I

A propriedade ([Il) das fungdes continuas encontra-se ilustrada na figura (). Note-se que

a diferenca sup,, f — inf;, f é sempre inferior a €, em todos os sub-intervalos da particao.

A diferenca sup f— i%f f chamamos oscilagao de f no conjunto A e serd designada
A

pelo simbolo o( f, A).

10
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Figura 7: Oscilagdo de uma fungao continua num intervalo compacto

Se esta propriedade nao se verificasse, entao existiria ¢ > 0 tal que para qualquer
particao {I}1_, de I terfamos o(f, I,) > €, em algum sub-intervalo I} dessa partigao.

Consideremos a particao de I que se obtém dividindo ao meio cada uma das respectivas
arestas e seja I; o sub-intervalo em que a oscilagao de f é superior a €. Seja a; um ponto
desse sub-intervalo. Se repetirmos este processo para o intervalo /7, obteremos um intervalo
I, C I em que a oscilagao de f é superior a € e seja ay um ponto de Is.

Repetindo este processo, teremos uma sucessao de sub-intervalos

DL D>I3D ...,

e uma sucessao de pontos a; € I; que, por construcao, serd limitada.
Por ser limitada, essa sucessao terd uma subsucessao convergente, também designada
por a;. Seja a o respectivo limite.
Dado que f é uma fungao continua, seja I, o sub-intervalo em que |f(z) — f(a)| <
Entao, para quaisquer x,y € I,,,, teriamos

£
5

€

[f (@) = f)| < [f (@) = fla)[ +[fa) = fy)] < §+ 5

= 6’
ou seja, a oscilacao de f em I, seria inferior a €.

Mas, por construgao, a oscilagao de f em I, é superior a €. Desta contradi¢ao concluimos
que a propriedade deve verificar-se.

k3kosk

Dado € > 0 consideremos a partigao {I}}1_, do intervalo I tal que, em cada um dos
respectivos sub-intervalos, tenhamos

_ k=1

.N.
vol(I)’ ’

sup f —inf f <
I I,

11



Sejam s,t : I — R as fungoes em escada que no interior de cada [ assumem, respec-
tivamente, o infimo e o supremo de f nesse sub-intervalo e assumem, respectivamente o
infimo e o supremo de f em [ nas arestas de [j.

Por definigao, temos s < f <t e, para além disso,

N
/(t —s5) = Z(supf —inf f) vol(1I}) < e,
I k=1 Ik Tk
ou seja, f é integravel em I.
Temos assim um bom critério que permite decidir sobre se uma dada fungao é integravel.

Teorema 2 Seja I C R™ um intervalo compacto e f : I — R uma funcao continua. Entao
f € integrdvel em I.

Kk

Note-se que as fungoes em escada sao integraveis mas podem ser descontinuas nas
arestas dos sub-intervalos da particao do respectivo intervalo de definicao.
Note-se que uma aresta de um intervalo em R? é um segmento de recta e estara con-

tida num intervalo de drea arbitrariamente pequena. Na figura (§]) esté representado um
€
segmento de recta A e um intervalo I =]a,b[ X |e,d[ em que d — ¢ < P
—a
Dado € > 0, temos A C I e vol(I) < e. Podemos, assim, dizer de uma forma intuitiva
que uma aresta de um intervalo em R? é um conjunto que nao tem 4rea.

Y

d%

1 1
a b «x

Figura 8: A C I; vol(I) <€

Por outro lado, as arestas dos intervalos sao graficos de fungoes continuas.

Vamos ver, de seguida, que o grafico de uma funcao continua f : I C R” — R nao tem
volume em R"*!,

Seja ¢ : I — R uma func¢ao continua definida num intervalo compacto I C R”. Invo-
cando o teorema (), dado € > 0, seja {[;}2_, a parti¢ao de I tal que, em cada um dos
respectivos sub-intervalos, se verifique

) €
Sup ¢ —inf ¢ < Ty

12



Assim, é claro que o grafico de ¢,

G(9) = {(z.y) eR™ 1y = (x)},

estard contido na uniao finita de intervalos de R"*! cujo volume serd menor do que e,
porque

a €
Z VOl(Ik)VOl(I) =,
k=1

tal como se ilustra na figura (7).

Definicao 7 Diz-se que um conjunto A C R" tem contetdo nulo se, dado € > 0, existe
uma colecgio finita de intervalos {I;}& ; tais que

N N
Ic|JIvy ) vol(ly) <.
=il =il

Com esta definicao, temos uma propriedade interessante do grafico de uma funcao
continua.

Teorema 3 O grafico de uma funcao continua ¢ : I C R® — R, definida num intervalo
compacto I, tem conteido nulo em R"*!.

k3kosk

Exemplo 2.1 Um conjunto constituido por um numero finito de pontos em R"™ tem
conteudo nulo.

De facto, seja A = {p1,p2,...,pn} esse conjunto, com N < oo, e sejam Iy, [5,..., Iy
intervalos centrados nos pontos de A tais que vol(ly) < ¢/N, k=1,2,..., N, tal como se
ilustra na figura (@) para N = 4 em R

Assim, temos
N N N
AC Iy ; vol([) < — =€
Ut i <2y

13



P2 I s |g,
+ +
P1 I D3 I

Figura 9: Um conjunto finito de pontos tem conteddo nulo em R"

Exemplo 2.2 Sejam A;, A, ..., Ay conjuntos de conteiido nulo em R™. Entao, dado € >
0, seja {1x;}; a colecgao de intervalos tal que

my my
€
A C JL:Jlfk] ; ;VO]([M) < N

Assim, para a coleccao de todos os intervalos I; com k =1,...,Nej=1,...,my,
temos
N Nmy, N my
U Ay C U Iy s ZZVOI(ij) < e.
k=1 k=1,j=1 k=1 j=1

Podemos entao concluir que a uniao finita de conjuntos de contetido nulo é
também um conjunto de conteiido nulo.

Exemplo 2.3 A fronteira de cada um dos conjuntos seguintes tem conteido nulo porque
se trata da uniao finita de conjuntos de contetido nulo, nomeadamente, graficos de fungoes

continuas definidas em conjuntos compactos.
a) {(z,y) eR?*: 2 <y <1}

b) {(z,y) € R*: 2” +y* < 1}

vy, z) ER i i<l —1<2< 1}

vy, 2) ER P pyf <1422 —1<2<1}

) A(
) {(
o) {(z,y) €R*: |z + ]y < 1}
) A(
) A(
) A(

f) {(z,y,2) eR*: 2? +y* < 2z < 1}

14



g) {(x,y,2) ER: a2+ y2 <z < 1}

h) {(z,y,2) €R®: 2® + ¢y + 22 < 1}

i) {(z,y,2) ER*: (/a2 +y2 -3 + 22 < 1}

Mais geralmente, a fronteira de um conjunto limitado e definido por um sistema de
inequacoes que envolvam funcgoes continuas tem contetido nulo.

Kk

De seguida, veremos que uma funcao limitada f : I — R e continua excepto num
conjunto de conteido nulo, é integravel em I (cf. [2] 1] 3] []).

De facto, seja D o conjunto dos pontos em que f ¢ descontinua e seja { I}, }2_, a partigao
do intervalo I tal que a soma dos volumes dos sub-intervalos que contém D seja menor que
€ e tal que, em cada um dos restantes sub-intervalos, a oscilacao de f seja também menor
que €.

Note-se que, por defini¢ao, dado € > 0 para cada ponto x € I em que f é continua
existe uma bola Bs(z) C I em que a oscilagdo de f é menor do que e. Portanto, existe um
intervalo I(z) C Bs(z), centrado em z, em que a oscilagdo de f é menor do que e.

Assim, é claro que a coleccao de intervalos

{[k}]kvzl U {[(x)}:vel\D

constitui uma cobertura de I.
Sendo [ um intervalo compacto, existird um ndimero finito de pontos {xy,xa,...,x,}
em [\ D tais que

ICchULU---UINyUI(x))UIl(xe)U---Ul(xp).

Dado que, por ser limitada, existe M > 0 tal que |f(z)] < M, sejam s,t : I — R as
funcoes em escada definidas por

s(zr)==-M; tx)=M

nos sub-intervalos [, e assumindo, respectivamente, o infimo de f e o supremo de f em
cada um dos restantes sub-intervalos I(z;).
Assim, teremos s < f <t em [ e, para além disso,

/(t —35) < 22M€+ zp:evol(l(xj)) < 2Me + evol(I) = (vol(I) + 2M)e,

I k=1 j=1

ou seja, f é integravel em [.
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Teorema 4 Seja I C R" um intervalo compacto e f : I — R uma func¢ao continua,
excepto num conjunto de conteudo nulo. Entao f ¢ integrdavel em I.

kkosk

Devemos notar que se uma func¢ao limitada f : I — R for integravel em I, entao, por
defini¢do, dados dois reais arbitrarios € > 0 e § > 0 existirao duas fungoes em escada
s,t: I — R definidas numa partigao (1) de I, tais que s < f <te

/I<t—8)<65.

Nesta particao designemos por I, os sub-intervalos em que a oscilacio de f é superior
a €.
Assim, dado que s < f < t, teremos

e5>/t—s = ti — si) vol(Iy) (tp — s volI > ¢ Vol

k

Para os sub-intervalos em que a oscilacao de f é superior a €, teremos
E vol(I) <6,
k

e nos restantes sub-intervalos da particao de I a oscilagao de f serd inferior a e.
Isto quer dizer que as funcoes integraveis sé poderao ser descontinuas em conjuntos
com volume pequeno. Os conjuntos de conteudo nulo sao exemplos de tais conjuntos.
Dada uma funcao integravel f : I — R resta saber como se calcula o respectivo integral.
Esta questao sera resolvida pelo chamado teorema de Fubini.

3 Calculo do integral. Teorema de Fubini

Seja f : I — R uma funcao limitada e integravel num intervalo compacto I C R? dado
por I = [a,b] x [c,d].

Suponhamos que, para cada = € [a,b] a fungao y — f(z,y) é integravel em [c, d]. Seja
Ax) = fcdf(a:, y)dy o respectivo integral (cf. [1 3]).

Suponhamos que a fungao = — A(z) é integravel em [a, b].

Sejam s,t: I — R duas fungoes em escada tais que s < f < ¢. Note-se que, para cada
x € [a,b], as funcoes y — s(x,y) e y — t(z,y) sdo fungdes em escada e temos

/ " s(e.p)dy < / " Fay)dy < / e, y)dy,
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ou seja,
d d
/ s(z,y)dy < A(x) S/ t(z,y)dy.

Integrando a funcao = — A(z) no intervalo [a, b], obtemos

[([emafo s ([reom)er o

Para qualquer funcao em escada s : I — R temos
/s = Z s, vol(Lj, = Z (Z Sk VOl(Qj)) vol(FPy),
! ok kN

em que a coleccao de sub-intervalos [;;, = P, x @);, com arestas P e ();, ¢ uma particao
de I e s = s em [j.

Note-se que nesta soma dupla, a soma em j é feita mantendo k fixo. Trata-se, entao,
de uma soma dupla iterada no sentido em que uma é feita depois da outra. Sendo Py a

aresta de [, na direccao Ox e (); a aresta na direccao Oy, iremos denotar o integral de s
em [ da seguinte forma:

/Is - ; <Z Sk Vol(Qj)> vol(P,) = /ab (/cds(:c,y)dy) dz.

Do mesmo modo, teremos

/s = Z ( 5% vol( Pk)> vol(Q;) = /cd </abs(:p,y)d:p) dy.

/3</ d:c</t
/Isgfab</cdf(x,y)dx)dx§/lt.

Dado que as fungoes s e t foram escolhidas arbitrariamente, teremos

[1= [revasy = | b ( / df(x,y)dy) .

Podemos entao dizer que o integral de f em I pode ser calculado através do integral
duplo iterado, no sentido em que, se integra primeiro f como fungao apenas de y e o
resultado disso, A(z), se integra de seguida em x.

Portanto,

ou seja,
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Assim, sob certas condigoes, o integral de uma funcao limitada num intervalo compacto
pode ser calculado através de um integral miltiplo iterado que consiste numa sequéncia de
integrais simples numa variavel tendo fixado as restantes.

Temos, assim, o chamado teorema de Fubini.

Teorema 5 (cf. [1,[3]) Seja f: I — R uma fungao limitada e integrdvel em I = [a,b] x
[, d]. Suponhamos que

1. Para cada x € [a,b] a fungdo y — f(x,y) € integrdvel em [c,d].
Seja A(z) = fcdf(x, y)dy o respectivo integral.

2. A fungao x — A(x) é integrdvel em |a,b)].

/I f(@,y)dedy = / " Alw)ds = / b ( / ‘ f(:p,y)dy) dz.

E claro que podemos trocar os papéis de z e de y, obtendo

[ swntsay= [ ([ swoir)ae= [ ([ i) an

Entao,

kskosk

Assim, o teorema de Fubini estabelece um procedimento de calculo do integral de uma
fungao f : I — R num intervalo I = [a, b] X ¢, d], recorrendo a duas integragoes sucessivas

apenas numa variavel.
b d
/ (/ f(x,y)dy) dz,

Para o integral da forma
1. Fixamos a variavel = em [a,b] e calculamos o integral da fun¢do de uma varidvel
y — f(z,y) em [c,d]. Obtemos entao a funcao A : [a,b] — R definida por

d
A(r) = / F (. y)dy.

18



2. Calculamos o integral da fungao A no intervalo [a, b] e obtemos o integral da funcao
femI,

[ 1zdy = [ Ay

De forma semelhante e com as respectivas trocas de varidveis e intervalos temos o
procedimento para o calculo do integral da forma

/Cd (/ab f(x,y)d:p) dy.

k3kosk

Em R? teremos f: [ — R em que I = [a,b] X [c,d] X [e, f] e, portanto,

1. Fixamos a varidvel x em [a,b] e a varidvel y em [c,d] e calculamos o integral da
fungao de uma variavel z — f(z,y,2) no intervalo [e, f]. Obtemos entdo a funcao

A :[e, f] = R definida por

A(z):/Bf(x,y,z)d:Edy

em que B = [a,b] X [c,d].

2. Para calcular o integral A(z) = [, f(x,y, z)dzdy recorremos ao teorema de Fubini
em R?, ou seja,

@)= | b ( / df(as,y>dy) io= | d ( / bf(x,wdx) ay

3. Calculamos o integral da fun¢ao A no intervalo [e, f] e obtemos o integral da funcao
fem I,

/If(x,y, 2)dadydz = /:A(z)dz = /ef (/d (/abf(x,y,z)dx) dy) dz.

KKk
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Temos assim, duas formas de calcular o integral em R? e seis formas em R3. E também
claro que este raciocinio pode ser refeito em R™ com n > 3.

O teorema de Fubini permite entao relacionar o integral em R™, n > 1, com o integral
em R. Dado um intervalo I C R" e uma fungao integravel, o integral f[ f pode ser calculado
por integragoes sucessivas numa variavel estando as restantes fixas.

Os integrais da forma / [/ f(x,y)dy} dz ou / {/ f(:p,y)d:p} dy sao designados por
A l/B B LJA

integrais iterados. No primeiro integral, fixa-se © € A e procede-se ao calculo do integral
de f como funcao de y em B, obtendo-se, assim, uma funcao de x a qual, de seguida, é
integrada em A. No segundo integral procede-se do mesmo modo trocando os papéis das
variaveis z e y.

Podemos assim dizer que o integral de f em [ se obtém por sucessivas integragoes numa
variavel mantendo as restantes fixas.

kskosk

Note-se que se f : I — R for uma fungao continua, entdo a funcao y — f(x,y) é
também continua e, portanto, integravel em [c,d], ou seja, a fungao A(x) = fcd f(z,y)dy
estd bem definida em [a, b].

Sejam x € [a,b] e h tal que x + h € [a,b]. Entao, dado € > 0 existe uma parti¢ao
do intervalo I tal que, em cada um dos correspondentes sub-intervalos a oscilagao de f é
inferior a e.

Entao, para h tal que os pontos (z,y) e (z + h,y) estejam no mesmo sub-intervalo da
particao, teremos |f(x + h,y) — f(z,y| < € e, consequentemente,

d d
Az +h) - Az)| = | / (Fla+hyy) — Fo,y)dy| < / @t hy) — Flayldy < (d— o).

No caso em que (z,y) e (z+ h, y) ndo estdo no mesmo sub-intervalo, entao (z,y) estard
na fronteira de um sub-intervalo e teremos |f(x + h,y) — f(x,y| < 2, e a conclusao serd a
mesma.

Assim, a fungao A(x) serd continua e, por isso, integravel em [a, b].

Portanto, as duas condicoes do teorema de Fubini sao automaticamente verificadas para
fungoes continuas.

KKk

Exemplo 3.1 Seja a fungao f(x,y) = xy definida no intervalo I = [0,2] x [0, 1].
Sendo continua é integravel no intervalo compacto [. Para o cédlculo do respectivo
integral recorremos ao teorema de Fubini.
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Fixando 0 < zy < 2, a fungado de uma variavel f(xq,y) = xoy é continua e, por isso, é
integravel em [0, 1] e o respectivo integral dado por

1 1 Zo
A(ﬂfo) = / Toydy = 56’0/ ydy = o
0 0

Sendo A(x) = g uma funcao continua, é integravel em [0, 1].

Entao,
2 2,
/f:/ A(x)dx:/ —dzr = 1.
I 0 0 2

Exemplo 3.2 Seja a fungao f(z,y) = e**¥ definida no intervalo I = [0, 1] x [1,2].
Dado que se trata de uma funcao continua é integravel em I. Facilmente se verificam
as condigoes do teorema de Fubini e teremos

/If - /12 (/01 e”ydx) dy = /12(6 —1)evdy = e(e — 1)

Exemplo 3.3 O integral da fungao f(z,y,z) = zy + €* definida no intervalo I = [0, 1] x
[0,2] x [0, 1] é dado por

/If:/ol </02(/01(xy+ez)dz)dy)dx:/ol (/OQ(xy+e—1)dy)dx:2e—1.

Exemplo 3.4 Consideremos a funcao f : [0,1] x [0,1] — R definida por

ry, sey >’
flz,y) = -
1, caso contrario.

Esta funcao é continua excepto na linha dada pela equacdo y = 22, que tem contetido
nulo porque é o grafico da fungao continua ¢(z) = z2.

Podemos entao concluir que a fungao f é integravel em I = [0, 1] x [0, 1] e para o célculo
do respectivo integral recorremos ao teorema de Fubini.

Para cada 0 < x = x5 < 1 fixo, teremos

2
1, se 0 <y <uj
Toy, sexi <y <1,

f(xo,y) = {
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Figura 10: Funcdo descontinua na pardbola y = 2

~ . v , _
ue, como funcao de y, é integravel por ser descontinua apenas no ponto :L’g e, portanto,

2
A(xo) /fxo, dy—/ dy+/:voydy—$o —0(1—953).

Na figura (I0)) apresenta-se o intervalo /, em que se indicam os valores da funcao em
cada uma das regioes separadas pela pardbola definida por y = 22, e o gréfico da funcao
de uma varidvel y — f(xo,y) em que x, esta fixo no intervalo [0, 1].

A fungio A(x) = 2% + %(1 — z*) é continua e, por isso, integravel no intervalo [0, 1].

Assim, 1
/f / daz—/o(x2+%2(1—x4))dx:%.

Exemplo 3.5 Consideremos a fungao y : [0, 1] x [0, 1] — R definida por

1, sey > z?
x(z,y) = .
0, caso contrario.

Tal como no exemplo anterior, esta funcao é continua excepto na linha dada pela
equacao y = 7%, que tem contetido nulo porque é o grafico da fungao continua ¢(r) = z2.

Assim, a fungao y ¢ integravel em I = [0,1] x [0,1] e para o célculo do respectivo
integral recorremos ao teorema de Fubini.

Para cada 0 < z = zq < 1 fixo, teremos

0, se0<y<ua}

x(2o,y) = {1

, serd<y<l,

que, como fungao de y, é integravel por ser descontinua apenas no ponto y = z2 e, portanto,

1 1
A(wo) =/ X(o, y)dy = /2 dy =1—x2.
0 T

0
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Figura 11: Funcdo descontinua na pardbola y = 2

Na figura (B.3]) apresenta-se o intervalo I, em que se indicam os valores da fungao em
cada uma das regioes separadas pela parabola definida por y = 2%, bem como o grafico da
funcao y — x(zo,y).

A equagao = = 1z descreve uma recta vertical (paralela ao eixo Oy). Entao, fixar
x = xg no intervalo I corresponde a intersecta-lo com uma recta vertical de que resulta
um segmento de recta vertical.

A funcio y é nula para y < 2% e, por isso, no célculo de A(xy) tem contribuigao apenas
a parte do segmento de recta em que y > x3.

Dado que a fungao A(z) = 1—x? é continua, sera integravel no intervalo [0, 1] e teremos,

/IX:/()lA(x)dx:/ol(l—xQ)dle—%:%

KKk

4 Integral em conjuntos limitados. Volumes em R"

Uma das aplicagoes do teorema de Fubini é o célculo de volumes de subconjuntos limi-
tados de R™.
E claro que se I C R" for um intervalo compacto e f : I — R for a funcao em escada

definida por f(z) = 1, entao
vol, (1) = /f
I

Seja D C R™ um conjunto limitado e cuja fronteira tenha contetido nulo. Um con-
junto limitado por graficos de fungdes continuas serd naturalmente um dos exemplos mais
importantes.

Seja f: D — R uma fungao limitada e seja I um intervalo compacto tal que D C I.
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Figura 12: Extensao de uma funcao definida em D a um intervalo compacto [

Consideremos a funcio f : I — R definida por

< {f(:p), sex €D

3
0, sex €\ D, 3)

tal como se ilustra na figura (I2)).

E claro que se f for uma funcao descontinua apenas num conjunto de contetido nulo,
serd integravel em [.

Podemos, assim, estabelecer a definicao de integral de uma funcao limitada num con-
junto limitado.

Definicao 8 Sejam D C R"™ um conjunto limitado, f : D — R uma func¢ao limitada e 1
um intervalo compacto tal que D C I.
Se f for integravel no intervalo I, diz-se que f é integrdvel em D e,

[ s

Tal como para um intervalo, o volume de um conjunto limitado sera definido a custa
do integral da funcao constante e igual a um nesse conjunto.

Definicao 9 Seja D C R™ um conjunto limitado e seja I um intervalo compacto tal que
DcClI.
O volume do conjunto D é o integral

vol, (D) = / X
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em que x : I — R é a chamada fun¢cao caracteristica do conjunto D, definida por

1, sex e D
x(x) =
0, sexel\D.

O volume de um conjunto limitado, cuja fronteira seja constituida por graficos de
fungoes continuas, fica perfeitamente definido. De facto, a funcao y sera continua excepto
na respectiva fronteira e, por isso, sera integravel em I.

Este integral serd calculado recorrendo ao teorema de Fubini, ou seja, recorrendo ao
calculo de integrais iterados.

Note-se que, por definicao de funcao caracteristica, temos f = fxp e, portanto,

[1=[i=[ 1o

Dado que a fun¢ao y é nula no complementar do conjunto D, a contribuicao para o
integral sera nula. Fica entao claro que a determinagao da fronteira do conjunto é essencial
para efectuar os calculos dos integrais iterados.

No exemplo (B]) encontra-se descrito o calculo da drea do conjunto

D={(r,y) eR*: 2 <y<1;0<ax<1},

através do integral iterado da forma [ ([ x(z,y)dy) dx.

Sendo D C I =[0,1] x [0,1], a fungao x : I — R é descontinua na pardbola descrita
pela equacao y = 2.

Para calcular o integral iterado, fixa-se x = x( no intervalo [0, 1] e calcula-se

A(zo) = /0 x(zo,y)dy,

ou seja, considera-se a funcao y restringida ao conjunto descrito pela equacao x = xy.
Recorde-se que ao fixar x = xy no intervalo I obtemos um segmento de recta vertical.
Dado que fungio y é nula para y < 22, no cdlculo de A(xq) tem contribui¢ao apenas a
parte do segmento de recta em que y > z2. Assim,

1 1
A(zo) =/ X(fvo,y)dyz/ dy =1— 3.
0 T

2
0

Finalmente, a area é dada pelo integral

volg(D):/()lA(:c)d:c:/ol <L:dy) dx:/olu—x?)dx:; (@)
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1 T

Figura 13: Cortes verticais em D

Em resumo, para calcular a area do conjunto D é essencial descrevé-lo como uma
colecgao de segmentos de recta verticais sendo cada um deles descrito pela equagao x = x,
em que 0 < zp < 1, tal como se ilustra na figura (I3]).

E claro que cada um destes segmentos de recta resultam da interseccao do conjunto D
com a recta dada pela equagao x = xg, ou seja, ¢ o conjunto

C(z)=DN{(z,y) €R?: 2 =z}

Sendo vertical, o conjunto C'(x) é perpendicular ao eixo Oz.

Note-se que os pontos extremos do segmento de recta C'(z) sdo, respectivamente, (zg, 3)
e (xg, 1), ou seja, sao pontos da fronteira do conjunto D.

Se fizermos a = 0,b = 1 e se definirmos as fungoes ¢,d : R — R por c(x) = 2% e
d(x) = 1, respectivamente, teremos

D={(r,y) eR*:a<x<b;clz) <y<dx)]}, (5)

ou seja, o conjunto D é, de facto, uma coleccao de segmentos de recta perpendiculares ao
eixo Ox entre os pontos da fronteira (z,c(x)) e (z,d(x)), respectivamente.
Assim, a area do conjunto D serd dada pelo integral iterado,

b d(z)
VOIQ(D):/ / dy | dx.
a c(x)

Mais geralmente, dada uma funcao integravel f : D — R, o respectivo integral sera

dado por
b d(z)
/fz/ [l y)dy | da.
D a c(x)

Assim, para calcular o integral iterado da forma [ ( i dy) dx, o conjunto D deve ser
descrito como uma coleccao de segmentos de recta perpendiculares ao eixo Oz, ou seja, da
forma (), tal como se ilustra na figura (I3)).

26



k3kosk

Pelo teorema de Fubini, o cédlculo do integral de uma funcao num conjunto D C R”
faz-se recorrendo ao calculo dos integrais iterados. Os integrais iterados sao obtidos fixando
variaveis, ou seja, é essencial determinar os conjuntos da forma

Dn{(x1,29,...,2,) € R : 2, = ¢},

com ¢ € R.

Defini¢cao 10 Dado D C R", ao conjunto C'(xy), com k= 1,2, ... n, definido por
C(zr) = DN {(z1,22,...,2,) € R" 1z = ¢},

em que ¢ € R, chamamos corte em D perpendicular ao eixo Oxy.

Nos exemplos de aplicacao do teorema de Fubini veremos em detalhe como se descreve
um conjunto como coleccao de cortes, especialmente em R? e em R3.

Em muitos casos, a descricao de um conjunto como coleccao de cortes pode levar a
necessidade de dividi-lo em subconjuntos disjuntos. Suponhamos que D = Dy U D,.

Seja ¢ uma funcgao escalar. Da definicao de funcao caracteristica de um conjunto, é
claro que

¢ = XD, + OXD.-

Tendo em conta as propriedades das funcoes integraveis concluimos que
[o=[ow+[ow=[ o+ [ o
D D D Dy Do

k3kosk

Apresentam-se, de seguida, exemplos de fungoes importantes pelo significado fisico do
respectivo integral.
a) Volume
Seja f : D — R definida por f(z) = 1. Entéo, o integral [, f = vol,(D) é o volume do
conjunto D.
b) Massa

Seja o : D — R a densidade de massa por unidade de volume do material que constitui
um corpo representado pelo conjunto D. Entao, a massa M do corpo D ¢é dada pelo
integral M = fD o.
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c) Centro de massa

Seja 0 : D — R a densidade de massa por unidade de volume do material que constitui
um corpo representado pelo conjunto D, e seja

1
r)=—zo(x); 1=12,...,n
flw) = zi0(2)
O centro de massa é o ponto de coordenadas (T, To, . . . , T, ) calculadas da forma seguinte

1
Ei:M/Df; 1=1,2,...,n

d) Momento de inércia
Seja L uma linha recta e designemos por dy(x) a distancia do ponto z € R™ & linha L.

O momento de inércia do conjunto D relativo a recta L designado pelo simbolo I, é o
integral da funcao definida por f(z) = o(z)d% (), ou seja,

h:Lf

em que o é a densidade de massa por unidade de volume de D.

Os casos importantes a considerar sao aqueles em que L é um dos eixos coordenados.

k3kosk

5 Integrais Paramétricos. Regra de Leibniz

Surgem na pratica certas fungoes que sao definidas através do integral de outras fungoes
e coloca-se a questao de saber se sao ou nao continuas, se sao ou nao diferenciaveis. Em
certas condicoes, a regra de Leibniz estabelece que a derivada de uma funcao definida por
um integral é o integral da derivada.

Seja f : [0,1] x [0,1] — R uma funcao continua e consideremos a funcao F' : B — R
definida pelo integral

F(SL’):/O f(t, x)dt.

Ao integral fol f(t,x)dt chamamos integral paramétrico em que a variavel = desem-
penha o papel de parametro.

Recordando o contexto do teorema de Fubini, é claro que a funcao F é continua.
Veremos que, em certas condigoes, também ¢é diferenciavel e a respectiva derivada é dada
por X
/ of
F'(z) = T (t,z)dt.
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Vamos supor que f e = sao fungoes continuas.
x

Assim, para cada x € [0, 1], temos:
a) A fungao f(t,x) é integrével em [0, 1] como funcao de ¢.

9,
b) A derivada —f(t, x) é integravel em [0, 1] como fungao de t.

or

Estas duas condicoes serao imediatamente satisfeitas pelas funcoes de classe C*.
Assim, teremos

Flz) - ]lli_%F(ijhf)L—F(x)

= lim}ll (f(t,x+h)— f(t,x))dt

h—0

_ }Si%h/ (/Hh fts)ds)dt

e, aplicando o teorema de Fubini, obtemos

x+h
= ]111_% h/ ( i —(t s)dt) ds.

Do teorema fundamental do célculo em R, obtemos a chamada regra de Leibniz,

F'(z) = /0 gi (t, 2)dt.
koskosk

E claro que este raciocinio se generaliza para os casos em que x € I C R", sendo I um
intervalo compacto. Nesses casos, teremos,

OF of
— . =1.2.....n.
() = /O&Ck< Dt k=1,2....n

kkosk

Sejam ¢ : [0,1] — R e ¢ : [0,1] — R duas fungoes diferencidveis e consideremos a
funcao definida pelo integral

Flz) = /¢ Zp(j) F(t,2)dt.
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Note-se que a fungao F' pode ser vista como a composi¢ao

em que G : R® — R ¢é dada por

G(z,u,v) = /U f(t, x)dt.

Assim, derivando a funcao composta e tendo em conta a regra de Leibniz e o teorema
fundamental do calculo, obtemos

F'(z) = % + %aﬁ'(x) + g—f@/}/(x)
= [yt~ pl)o @) + 0@

k3kosk

Exemplo 5.1 Consideremos a funcao f : R — R definida pelo integral

F(z) = jglsen(1i2)dt

Note-se que nao ¢ facil calcular o integral por nao termos a disposi¢cao uma primitiva
para a fungao sen(zt?). No entanto, recorrendo a regra de Leibniz, teremos

1
F'(z) :/ t* cos(wt?)dt
0
e, entao,

Po——lﬁﬁ—l
0

KKk
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Exemplo 5.2 Consideremos a funcao definida por

2

F(x):/ At > 1.
0

A respectiva derivada sera dada por
2

Fl'(x) = / 2 dt 4 2pe't
0

2

1‘2 5 1 £ 2
_ _€1+:1: o _/ elert dt—|—2$€1+
2z 2z J,
5 1
_ _xel+x5 o —F(l‘)
2 2z

e, entao, a funcao F' e a respectiva derivada verificam a equacgao

1 5x Jle®

P/(e) + 5 Fl@) = >

KKk

Exemplo 5.3 Consideremos um campo vectorial F' : R* — R”, de classe C!, e fechado,
isto é,
oF,  OFj
8@ 8a:k

Seja ¢ : R — R o campo escalar definido por

o(x) :/0 F(tx) - xdt.

k # j.

Notando que
0

Oz

e sendo F um campo fechado, temos

) d
8—%(F(tx) ) = < (F ().

(F(tz) - Zt— (tx)zy, + Fj(tr),

ox
k=1 J

Pela regra de Leibniz,

6¢<)_/0 d(tF(tx))dt:Fj(:c); j=1,2,...,n,

Oz, dt
ou seja, o campo vectorial F' é o gradiente do campo escalar ¢,
F =Vo.
Kk
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