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Limites. Continuidade

1 Introducao

O assunto central do Calculo em R é o estudo de fungoes cujos dominios sao subconjun-
tos de R", ou seja, fungoes de vérias variaveis (c.f. [2, 3, [1]). Nas aplicacoes, estas fungoes
desempenham papéis muito importantes no estabelecimento de modelos matematicos de
fenomenos fisicos, quimicos, econdmicos, financeiros e outros.

As grandezas fisicas tais como a densidade de massa, a temperatura, a pressao e o
volume, também designadas por grandezas escalares, sao matematicamente traduzidas em
fungoes que dependem de vérias outras grandezas, por exemplo, as coordenadas que in-
dicam a posicao dos objectos em estudo e o instante de observacao ou medigao. Neste
caso temos funcgoes cujos dominios sao subconjuntos de R™ e contradominios em R a que
chamaremos funcoes escalares.

As grandezas tais como a velocidade e a aceleragao do movimento de uma particula,
a forca de interaccao entre corpos com massa ou carga eléctrica sao matematicamente
traduzidas em funcgoes de varias outras variaveis e assumindo valores que sao vectores.
Temos assim as chamadas funcoes vectoriais.

Portanto, em geral estamos interessados em estudar funcoes definidas em R”™ com valores
em R™.

Tal como para o estudo de funcoes reais de variavel real, é necesario ter presente a estru-
tura algébrica e topoldgica de R™. Os conceitos de limite, continuidade, diferenciabilidade
e integrabilidade dependem crucialmente dessas estruturas.

Assim, R™ serd o produto cartesiano de n factores todos iguais a R, ou seja,

R"=RxRx--- xR,

munido da sua estrutura vectorial usual resultante da soma de vectores e multiplicacao por
escalares. Os elementos ou vectores x € R" serao também identificados pelas respectivas
componentes na base candnica, ou seja,

r= (1,29, ,xy); g ER; k=1,2,... n.

Os casos muito importantes nas aplicacoes sao R? e R? cujos vectores serao designados
por (x,y) e por (x,y, z), respectivamente.



2 Norma. Distancia. Bola

Tal como em R, o conceito essencial de limite de uma sucessao depende da nocao de
distancia entre pontos. Em R esse papel é desempenhado pelo conceito de modulo, isto é,

x, sex >0
|| =
—z, sex < 0.

Em R”, o conceito fundamental é o de norma de um vector: ||z||.

Definicao 1 Dado um vector x € R™, a respectiva norma € o escalar

| @ ll= /a2 + B+ +a2.

Para os dois casos importantes R? e R3, teremos

LR*: || (z,y) [|= Va2 + 2
2. R?: || (z,9,2) ||= Va2 +y? + 22

Definicao 2 1. Chama-se distancia entre dois pontos v ey em R™ ao escalar

Iz —yll= V(1 —y1)? + (B2 — 12)> + - - + (@0 — vn)?.
2. Chama-se bola de centro num ponto a € R"™ e raio R ao conjunto dado por

Br(a) ={z e R":|| x —a ||< R}

Na figura(ll) estd representada uma bola de raio R e centro no ponto (a,b) em R2.

3 Interior, Exterior e Fronteira

Dado um conjunto D C R™ e tendo a nocao de bola centrada num ponto iremos definir
as nocoes de interior, exterior e fronteira desse conjunto. Assim, teremos,
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Figura 1: R?: Bola centrada em (a,b) e raio R

Definigao 3 i) Diz-se que a € R™ é um ponto interior a D se Ip~q : Br(a) C D.
i1) Diz-se que a € R™ é um ponto exterior a D se Ir~¢ : Br(a) C D°.
iii) Um ponto a € R"™ diz-se um ponto fronteiro de D se

Vrso : Br(a) N D # 0 A Bg(a) N D¢ # 0.

Ao conjunto de pontos interiores chama-se interior de D e serd designado pelo simbolo
int(D).

Ao conjunto de pontos exteriores chama-se exterior de D e sera designado pelo simbolo
ext(D).

Ao conjunto de pontos fronteiros chama-se fronteira de D e sera designado pelos
simbolos front(D) ou 9(D).

Exemplo 3.1 Consideremos o conjunto D = {(x,y) € R* : x > 0} (ver figura(@)). Entao,
- int(D) = {(x,y) € R* : x > 0}

- ext(D) = {(z,y) € R* : x < 0}

- 0(D) = {(a,y) €B® : 5 = 0}
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Figura 2: Interior, Exterior e Fronteira de D C R?

Definicao 4 a) Um connunto D C R" diz-se aberto se D = int(D).
b) Um connunto D C R™ diz-se fechado se D = int(D) U 0D.

¢) Ao conjunto D = int(D) UOD chama-se fecho ou aderéncia do conjunto D.

Note-se que se um ponto pertence a fronteira de um conjunto D, por definicao, também
pertence a fronteira do complementar de D.

Note-se também que R" = int(D) U dD U ext(D).

Portanto, é claro que um conjunto é aberto se e s6 se o respectivo complementar for
fechado.

4 Sucessoes em R"

Uma sucessao (x) é uma fungao N 3 k — x5, € R", que a cada k € N faz corresponder
um vector xy, = (Tg,, Thy, - - -, Tk, ) € R™.

Diz-se que uma sucessao (x) converge para um ponto a se dado ¢ > 0 existe uma
ordem ky a partir da qual os termos da sucessao se encontram na bola Bs(a), ou seja

V5>03k0 k > k’o :>|| T — a ||< )
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Neste caso, escreve-se lim x, = a ou z, — a.
k—00

Seja (z,y) € R?. Entao,
lzl+ly)=lzP+lyP+2lzlly|zlzP+]y[ =]z ]
e, tomando a raiz quadrada nesta sequéncia de desigualdades, obtemos,

lzl+lyl= VIeP+ly? =]z],

ou seja,
2|+ 1y =] @y [ =]].

Do mesmo modo, obtemos

[zl +ly =@y =]yl

E claro que para z = (21,22, ,x,) € R" teremos
|z |+ x|+ -+ [ 22>z ], V=1,2,...,n. (1)
Seja (zx) uma sucessao convergente para a = (aj, ag, -+ ,a,). Usando a desigualdade
(@), obtemos
| 2py —a1 |+ |2y —ag |+ | 2p, —an |2z —a || > 2, —a; |, Vi=1,2,...,n

Assim, concluimos que a sucessao () converge para a se e s6 se cada uma das sucessoes,
ditas componentes ou coordenadas, (), converge par a;, em que j = 1,2, ..., n. Ou seja

T, —~asS T —a;, j=1,2....n
Note-se que as sucessoes componentes sao sucessoes de termos em R.

1
Exemplo 4.1 1. lim (E’ 1+ e_k) =(0,1)

k—00

(1 2
2. lim (E,]_*Fe ,3,1+k2):(0,1,3,0)

k—00

_ 1 _ _
3. A sucessao lim (—, 2F ) néo é convergente porque a segunda componente nao é uma
k—o00

sucessao convergente.

A aderéncia de um subconjunto de R™ pode ser caracterizada recorrendo a sucessoes
convergentes.

Seja D C R"™ e a € int(D). Seja Bg,(a) C D de acordo com a definigao de interior de
D e seja x1 € B, (a). Tome-se Ry < &L E claro que Bg,(a) C Bg, (a). Seja 25 € Bg,(a).

bt



\J

Figura 3: Construcao de uma sucessao convergente

Tome-se Ry < 2. E claro que Bg,(a) C Bg,(a). Seja x5 € Bg,(a). Deste modo, podemos
construir uma sucessao (zy) de termos em D, tal como se ilustra na figura (3)).

Note-se que ||z, —a ||< ?1, ou seja, T — a.

Do mesmo modo se pode construir uma sucessao (zy) de termos em D tal que x — a
para o caso em que a € 0D.

Por outro lado, se (zj) for uma sucessao convergente, de termos em D, o respectivo
limite nao podera encontrar-se no exterior de D, ou seja, s6 podera estar na aderéncia de
D. Note-se que centrada num ponto exterior existe uma bola que nao intersecta D.

Assim, a € D se e s6 se for limite de uma sucessao de termos em D.

Portanto, um conjunto D sera fechado se e s6 se os limites das suas sucessoes
convergentes estiverem em D.

5 Funcoes em R"

5.1 Exemplos

Em geral, as fungoes serao do tipo f : D C R® — R™ em que D designa o respectivo
dominio. Apresentam-se alguns exemplos ilustrativos dos vérios tipos de funcoes impor-
tantes neste contexto.

i) Campo vectorial: F : R*\ {(0,0)} — R? definido por

F(z,y) = (—(xz igﬁ) ’ (xziy2)> '

ii) Campo vectorial: F': R*\ {(0,0,0)} — R3 definido por

(z,y,2)

F(x,y,2) = (22 + 42 + 22)3/2°




iii) Campo escalar: ¢ : R*\ {(0,0,0)} — R definido por
1

/x2+y2+22'

iv) Campo escalar: ¢ : R*\ {(0,0)} — R dado por

gb({L‘,y,Z) ==

_ Yy
¢(x7y)_ xQ_'_yQ'

v) Trajectéria ou caminho: v : R — R3 dada por
v(t) = (cost,sent,t).
vi) Parametrizagao de um paraboldide: g : R? — R? definida por

9(z,y) = (x,y, 2> + ).

Para uma fungao f : R™ — R™ usaremos a notagao seguinte:

f@) = fler,wo, - wn) = (fi(@), fo(2), -+, fn())

em que cada funcao componente f; : D C R" — R é uma fungao escalar,
f]('r) = fj(.fl,xQ,"' 7'Tn>7 ,] = 1,2,...777’?,.

5.2 Funcoes Continuas e Sucessoes

A nocao de fungao continua desempenha um papel crucial nas aplicagoes. Muitas gran-
dezas fisicas sao traduzidas matematicamente em termos de funcoes continuas.

Definicao 5 Uma fungao f: D C R® — R™ é continua em a € D se
Ve>030>0Vz e D, ||[z—al<d=| f(z)— fla)||<e€

em que || x — a || € calculada em R™ e || f(x) — f(a) || € calculada em R™.

Por outras palavras, dada uma bola de R™, de raio € centrada em f(a), ou seja, B.(f(a)),
existe uma bola, de R", de raio ¢ centrada em a, Bs(a) tal que se x € Bs(a) N D entdo

f(x) € B(f(a)). (ver figura ({))
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Figura 4: Definigao de func¢ao continua

Seja () uma sucessao em D tal que x; — a. Entao existe um inteiro positivo kg tal
que || zx — a ||<  para todo k > kq. Sendo f continua em a, teremos || f(zx) — f(a) ||< €,
ou seja, f(xr) — f(a).

Por outro lado, se f nao fosse continua em «a existiria um e > 0 tal que, para qualquer
0 > 0 haveria um ponto x € D verificando

[z —all<de || f(z) = fla) ][> e

Tomando sucessivamente § = %, k € N, terfamos uma sucessao (xy) tal que

lax—all< 3 e | f) — fla) 1> e

ou seja, T — a mas a sucessao (f(zx)) nao seria convergente para f(a).

Assim, podemos concluir que uma fungao f: D C R* — R™ é continua em a € D
se e s6 se dada uma sucessao (xy) tal que x; — a, entao f(zy) — f(a).

Note-se que, tendo em conta a desigualdade (), facilmente se conclui que uma fungao
f:D CR"— R™é continua em a € D se e s6 se cada uma das fungoes componentes
fi:DCR"—=R,Vj=1,2,...,m, for continua em a € D.

Portanto, em termos de continuidade, basta estudar as funcoes escalares.

5.3 Continuidade e Limite

Seja f : D C R® — R uma funcao continua e a € D = int(D) U d(D).

Diz-se que f(z) tende para b se e s6 se para todo € > 0 existe § > 0 tal que sempre que
re€Del|xz—al <dsetenha | f(z)—b]<e

Neste caso escrevemos glclg(ll f(z) =0.

Portanto, a fun¢ao f é continua no ponto a se e s6 se lim f(z) = f(a).
a

Assim, tendo em conta a nocao de limite, facilmente se verificam as propriedades se-
guintes das fungoes continuas.
Sejam f: D CR® -Reg:D CR" — R duas funcoes continuas e o € R. Entao,



a) A funcao af é continua.
b) A funcao f + g é continua.

)
)

¢) A funcao fg é continua.

d) A funcao f/g, sendo g # 0, é continua.
)

e) Seja f: A CR" — R™ uma funcao continuaem a € Ae g : B C R™ — R uma fungao

tal que f(A) C B, continua em f(a). Entao, a fungao composta go f : A C R" — R
¢ continua em a.

Exemplo 5.1 A fungao definida por f(z,y) = x é continua em R2. De facto,

| flz,y) = fla,) |=] o —al| < V(z—a) + (y = 0)* =[| (zr —a,y — V) |

e, portanto, dado € > 0, com d = € temos

Iz =a,y =b) < d=|f(z,y) = fa,b) |<e,

ou seja,
lim f(z,y) = f(a,b) = a.

(=)~ (a,b)
Do mesmo modo se vé que a funcao f(z,y) =y é continua em R
Em geral, a funcao f(z) = kg, k=1,2,...,n é continua em R".

_

i) Pelas propriedades das fungoes continuas f é continua no seu dominio D = R?\{(0,0)}.

Exemplo 5.2 Seja f(z,y) =

ii) A fronteira de D é o conjunto {(0,0)}. Vamos ver que f pode ser prolongada por
continuidade a origem. De facto, para y = mx, temos

2

mx mx
lim r,y) = lim f(z,mz) = lim ———= = lim —= = 0,Vm € R.
(2,y)—+(0,0) fz.y) z—0 / ) =0 /1 +m?  2-04/1 4+ m?

Assim, existe um candidato a limite. Usando a desigualdade (), temos

zy [z lly] _ @)l
| f(z.y) =] | < < = [z, 9l
Vri+y2 T @yl T @)l
Portanto,
| flz,y) | < [l ),
ou seja,

lim )f(a:,y) = 0.

(z,y)—(0,0



Exemplo 5.3 Seja f(x,y) = %yyz
i) Pelas propriedades das fungoes continuas f ¢ continua no seu dominio D = R?\{(0,0)}.

ii) A fronteira de D é o conjunto {(0,0)}. Vamos ver que f nao pode ser prolongada por
continuidade a origem. De facto,

x? 1
f,z) = 202 2

x? 1
fla—2) = —55=-3

e, portanto, para y = x temos

lim (z,y) = lim flr2) = 3

($7y)_>(070)
e para y = —x,
1
w7 (z,y) = lim f(z, —2) = -,

ou seja, a funcao f nao pode ser prolongada por continuidade a origem.

%y

x2+y2'

Exemplo 5.4 Seja g(x,y) =

i) Pelas propriedades das fungoes continuas g é continua no seu dominio D = R?\{(0,0)}.

ii) A fronteira de D é o conjunto {(0,0)}. Vamos ver que g pode ser prolongada por
continuidade a origem. De facto, para y = mx, temos

(wl)lg%o,o)g(ﬂfa y) = lim g(z, mz) = lim T 0,vm € R.

Portanto, ( l)m% : g(x,y) = 0 desde que este limite seja calculado segundo qualquer
z,y)—(0,0
linha recta que passa pela origem. Este facto nao garante que o limite exista mas, se

existir, deverd ser este mesmo.

Vamos ver, recorrendo a definicao, que de facto temos ( l)m% )g(az, y) = 0.
z,y)—(0,0

Usando a desigualdade (), ou seja, 2 < 2% + 4% ; | y |< /22 + 92, temos

2

2 2 2 2 2
7y x|y (2° +y*)\/22 +y
| <Zlyl v < VTRl @y .

$2+y2 _:E2+y2 — $2+y2

| g(x,y) |=

10



Portanto,
| g(z,y) [ <1 (z,9) |,

ou seja,

lim x,y) = 0.
($7y)_>(070)g( 2

2 2
Exemplo 5.5 Seja h(z,y) = W'
Tty

i) Pelas propriedades das fungoes continuas h é continua no seu dominio D = R?\{(0,0)}.
Note-se que h é a composicao de funcgoes continuas

R - R - R
sen(x? + y?)
22 42
(2, y) z’ +y e
ii) Dado que lim T 1, teremos  lim  h(z,y) = 1.
r—0 T (2,5)(0,0)

3y

{L‘6<|>y2.

Exemplo 5.6 Seja f(x,y) =

i) Pelas propriedades das fungoes continuas h é continua no seu dominio D = R?\{(0,0)}.

ii) Para y = mx temos

me

(m,yl)ILT%O,O) f($, y) B alcl—%f(x’ mx) - 9161—% m B 0’ vm € R.

Fazendo x = 0 temos f(0,y) = 0 e, portanto, segundo todas as linhas rectas que
passam pela origem o limite é sempre o mesmo e poderiamos pensar que o limite

lim x,y) existe.
(z,y)—(0,0) fzy)

No entanto, fazendo y = 2® obtemos

3 ’ 1
flw,z%) = 246 2
e, portanto, o limite nao existe.
Exemplo 5.7 Seja f(z,y) Y
X 7 Seja f(x,y) = ———.

11



i) Pelas propriedades das fungoes continuas h é continua no seu dominio D = R?\{(0,0)}.

ii) A fronteira de D é o conjunto {(0,0)}. Vamos ver que f pode ser prolongada por
continuidade a origem. De facto, para y = mx, temos

ma* ma?

o ) = P T lme) =y = I T g — O VSR

E claro que f(0,y) = 0 e, portanto, ( I)HI% )f(x ,y) = 0 desde que este limite seja
z,y)—(0,0
calculado segundo qualquer linha recta que passa pela origem. Este facto nao garante

que o limite exista mas, se existir, devera ser este mesmo.

Vamos ver, recorrendo a definicao, que de facto temos “ l)m%o 0 f(z,y)=0.
7y H

Usando a desigualdade () e tendo em conta que x? + y* > x?, temos

23 3
y |z [y | 2
= < = < .
| F) =l s 1< P =l < @)
Portanto,
| fly) [ <l (29) |7,
ou seja,

lim T =0.
(2,9)—(0, 0)f< )=

5.4 Conjuntos Fechados. Exemplos

Seja f: R™ — R um campo escalar continuo, o € R e consideremos o conjunto
={zeR": f(z) > a}.

Seja (r}) uma sucessao de termos em A, e convergente para um ponto a. Dado que f
é uma fungao continua, teremos

lim f(zx) = f(a)

k—o0

e, sendo f(z) > «, necessariamente f(a) > «, ou seja a € A,.
Portanto, o conjunto A, é fechado.
Do mesmo modo se mostra que os conjuntos da forma

{z eR": f(z) < a}

sao também fechados.
Aos conjuntos da forma {z € R" : f(z) = a} dd-se o nome de conjuntos de nivel o da
funcao escalar f.

12



Assim, os conjuntos de nivel de uma funcao escalar continua sao fechados.
Sabendo que o complementar de um aberto é um fechado, concluimos que os conjuntos

da forma
{r eR": f(x) > a}

ou da forma
{r eR": f(z) < a}

sao abertos.

O grafico de uma fungao continua f : R” — R é um conjunto fechado em
R+,

De facto, o grafico da funcao f é o conjunto

G(f) ={(x1,20, ..., xp, Tpn1) ER" X R 2y = fa1,29,...,2,)},

e definindo a fun¢ao F'(z1,xa, ..., T, Tni1) = Tni1 — f(x1, 22, ..., x,), fica claro que G(f)
¢ o conjunto de nivel zero da funcao continua F : R"*! — R e, portanto, ¢ um conjunto

fechado.

Kk

Exemplo 5.8 Um Circulo em R?.
Consideremos o conjunto definido por

C={(z,y) e R*: 2 +¢* < 1},
ou seja, o circulo de raio um e centro na origem de R?, representado na figura [l

Y
A

P +y? <1

Y

Figura 5: Circulo definido por {(z,y) € R? : 22 +¢% <1}

Dado que a funcao f(z,y) = 2*+y? é continua em R?, concluimos que C' é um conjunto
fechado.

13



Exemplo 5.9 Uma Esfera em R3.

Consideremos a superficie esférica de raio um e centro na origem de R?, representada

na figura [0, e definida por

i)

ii)

iii)

S={(z,y,2) eR*: 2® + > +2* = 1}.

\p2+22—1
J p

Figura 6: Esfera definida por {(z,y,2) € R®: 22 +¢? + 22 =1}

A superficie S pode ser vista de varias formas.

S ={(z,y,2) € R®: 2 +y*+2°—1 = 0}, ou seja, é o conjunto de nivel zero da funcio
continua F: R® — R definida por F(z,y, 2) = 2* + 3> + 2* — 1. Trata-se, portanto, de
um conjunto fechado.

Dado que 2?2 + y* + 22 = 1 & 22 + y?> = 1 — 22, entdo para cada valor de z temos
uma circunferéncia de raio v/1 — 22 e centro em (0,0, z), em que 0 < z < 1. Trata-se,
portanto, de uma coleccao ou“pilha” de circunferéncias.

Pode ser vista como o resultado de uma rotacao, em torno do eixo Oz, de uma semi-
circunferéncia tal como se ilustra na figura ().

De facto, definindo p = /22 + y2, temos p* + 2* = 1.

Note-se que p representa a distancia de um ponto de coordenadas (z,y, z) ao eixo Oz,
ou seja, ao ponto de coordenadas (0, 0, z). Portanto, fazendo rodar a semi-circunferéncia
em torno do eixo Oz obtemos a esfera.

Exemplo 5.10 Um Cilindro em R3.

A superficie cilindrica de raio um e altura dois em R?, representada na figura [ e

definida por

C={(z,y,2) eER*: 2 + 3y =1; -1 <z < 1},

pode ser vista de varias maneiras.

14
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Figura 7: Cilindro definido por {(z,y,2) € R?: 22 + 32 =1; -1 < z < 1}

i) C={(n,y,2) eER*: 2 +y* =1; —1 < z < 1}, ou seja, é o conjunto de nivel um da
funcio continua F : R? — R definida por F(x,y, z) = z* + y?. Trata-se, portanto, de
um conjunto fechado.

ii) E uma colecgao ou “pilha” de circunferéncias de raio um e centro em (0,0, z) em que
—-1<z<1.

iii) Pode ser visto como o resultado de uma rotagao, em torno do eixo Oz, de um segmento
de recta vertical tal como se ilustra na figura (7).

De facto, definindo p = /22 + y?, temos p = 1.

Exemplo 5.11 Um Hiperboléide em R3.
O hiperboléide representado na figura 8, e definido por

C={(z,y,2) eR*:2? +¢y°=1+2*; -1 <2< 1},
pode ser visto de varias maneiras.

i) C ={(z,y,2) €R*: 22 +9> =1+ 2*; —1 < 2z < 1}, ou seja, é o conjunto de nivel
um da funcao continua F : R?* — R definida por F(z,y,2) = z* + y* — 2% Trata-se,
portanto, de um conjunto fechado.

ii) E uma colecciio ou “pilha” de circunferéncias de raio v/ + 22 e centro em (0,0, z) em
que —1 <z < 1.

iii) Pode ser visto como o resultado de uma rotagao, em torno do eixo Oz, de um ramo
de hipérbole tal como se ilustra na figura (g)).

De facto, definindo p = y/22 + 2, temos p* — 2° = 1.

15
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Figura 8: Hiperbolside definido por {(x,y,2) € R®: 22 + 3?2 =1+ 2%; -1 <2< 1}

Exemplo 5.12 Um Paraboléide em R3.
Seja S a superficie representada na figura [9 e definida por

P={(z,y,2) € R®: 2z = 2” +9°}.

Figura 9: Parabolside definido por {(z,y,2) € R3: z = 22 + ¢?}

i) P={(z,y,2) € R®: z = 2* +9*}, é o gréfico da funcio continua f : R?> — R definida
por f(x,y) = z* + y?. Trata-se, portanto, de um conjunto fechado.

ii) E uma “pilha” de circunferéncias de raio v/z e centro em (0,0, 2).

iii) E o resultado de uma rotacao, em torno do eixo Oz, de uma parabola tal como se
ilustra na figura [
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De facto, definindo p = y/22 + 2, temos z = p°.

Exemplo 5.13 Um Cone em R3.

&
\j

0 p

Figura 10: Cone definido por {(x,y,2) € R?: z = /22 + y?}

i) O cone C = {(x,y,2) € R*: 2z = /22 + 32}, é grafico da funcdo continua f: R? — R

definida por f(z,y) = /22 + y?. Trata-se, portanto, de um conjunto fechado.
ii) E uma “pilha” de circunferéncias de raio z e centro em (0,0, 2).

iii) Pode ser visto como o resultado de uma rotagao, em torno do eixo Oz, de uma recta
tal como se ilustra na figura (I0).

De facto, definindo p = /22 + y2, temos z = p.

Exemplo 5.14 Um Toro em R3.

i) O toro T = {(z,y,2) € R® : (/a2 +y? — 3)*> + 2° = 1}, é o conjunto de nivel zero
da fungao continua F : R® — R definida por F(z,y,z) = (/22 +y? — 3)* + 2% — 1.
Trata-se, portanto, de um conjunto fechado.

ii) Pode ser visto como o resultado de uma rotacao, em torno do eixo Oz, de uma cir-
cunferéncia tal como se ilustra na figura (ITI).

De facto, definindo p = /22 + 2, temos (p — 3)* + 2% = 1.

KKk
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5.5 Conjuntos Compactos. Teorema de Weierstrass

Um conjunto A C R" diz-se limitado se existir uma bola centrada na origem que o
contenha, ou seja,

dR>0: ACBgr(0) ©3dR>0Vx e A:||xz|<R

Um conjunto A C R" diz-se compacto se for limitado e fechado.

Exemplo 5.15 i) E claro que uma bola em R™ é um conjunto limitado.
ii) A superficie cilindrica () é um conjunto limitado porque, sendo
PHyt=1;-1<z<1,

teremos
22 + y2 4 22 <2,

ou seja, esta contida na bola de raio V2 e centro na origem.

iii) O toro (IIJ) é um conjunto limitado. De facto, sendo

(Va2 +y? =3)" + 2" =1,

é claro que
2 < Va?4y? <422 <1,
e, portanto,
2 2 2
Tyt + 27 < 1T

iv) O paraboldide ([@) e o cone ([I0) ndo sdo conjuntos limitados.
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E sabido que em R uma sucessao limitada tem pelo menos uma subsucessao convergente.
Em R™ acontece o mesmo.
Para vermos que assim é, consideremos apenas o caso de R?. Seja (2, ) uma sucessiao
limitada, ou seja,
AR > OVEk || (xg,uk) | < R

e, sabendo que
| e | <I| (@, ) |l

a sucessao () é limitada em R e, portanto, tem uma subsucessao convergente. Seja (xy)
essa subsucessao.

A sucessao (z, ypr) é uma subsucessao de (xy, yx) e note-se que (yx) é também limitada
em R e tem, portanto, pelo menos uma subsucessao (yx~) convergente.

Assim, a sucessao (zyr, ypr) é uma subsucessao convergente da sucessao (zy, Yx)-

Recorde-se que uma sucessao convergente, com termos num conjunto fechado, tem
limite nesse conjunto.

Portanto, um conjunto A C R é compacto se qualquer sucessao com termos em A tem
pelo menos uma subsucessao convergente com limite em A.

Seja f : R® — R™ uma funcao continua e D C R™ um conjunto compacto e considere-
mos o respectivo conjunto imagem f(D).

Seja (yx) uma sucessao em f(D) e consideremos a sucessao (xy) de termos em D tal
que yy, = f(x).

Sendo D um conjunto compacto, a sucessao (zy) tem uma subsucessao (zx) convergente
com limite a € D e, dado que f é uma funcao continua, teremos

lim f(zy) = f(a)

Zpr—ra

e, portanto,
lim o = f(a) € f(D),

ou seja, a sucessao (yy) tem uma subsucessdo (yx/) convergente com limite em f(D).
No caso escalar, f(D) serd um conjunto compacto em R e, portanto, terd méaximo e
minimo.

Teorema 5.1 (Weierstrass) Seja D C R" um conjunto compacto e nao vazio. Entdo
qualquer fungdo escalar continua em D tem mdximo e minimo nesse conjunto.

kskosk

Por ser 1til, daremos outra caracterizacao dos conjuntos compactos.
Diz-se que uma colecgao de conjuntos abertos (A, ) constitui uma cobertura de D se

D c | JA..
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Figura 12

Teorema 5.2 Seja (A,) uma cobertura de um compacto D. Entdo existe um nimero finito
de conjuntos Aay, Aays - - -, Aoy, dessa cobertura, tais que

N
D c | A,
k=1

Diz-se que um conjunto I C R™ é um intervalo aberto se for o produto cartesiano de n
intervalos abertos de R, ou seja, se tivermos

1 :]al, bl[X]CLQ,bQ[X s X]an,bn[.

Em R? um intervalo é um rectangulo cujas arestas sao paralelas aos eixos coordenados.
Em R? é um paralelipipedo com arestas paralelas aos eixos coordenados.

Seja D um conjunto compacto. Entao devera existir um intervalo limitado [ tal que
D C I, como se ilustra na figura [[2I Suponhamos que D nao verifica a propriedade
enunciada no teorema. Entao, por bisseccao das arestas de I, para algum dos resultantes
sub-intervalos, designado por Iy, o conjunto I; N D nao verifica aquela propriedade. Seja
r1 € I1 N D um ponto qualquer.

Repetindo este processo, teremos uma sucessao de conjuntos (I N D) que nao verificam
a propriedade e uma sucessao de pontos (zy), tais que xx € [N Dely DI, D -+ DI D

Sendo D limitado e fechado, existe uma subsucessao de (xy), também designada por
(xx), que é convergente e cujo limite, designado por z, pertence a D.

Assim, existe algum A, tal que x € A, e, sendo A, aberto, existe uma bola B.(z) C A,.

Dado que zp — x, seja kg tal que, para k > kg, se tenha z; € B.(x).

Por construcao dos intervalos I, entao existe um conjunto A, tal que

xp € [N D C B(z) C A,

o que contradiz o facto de que I, N D nao verifica a propriedade. Portanto, D verifica
aquela propriedade.

k3kosk
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