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CDI-II

Variedades. Extremos Condicionados

Em termos simples, uma variedade sera um conjunto definido localmente por um
sistema de equacoes tais que o teorema da funcao implicita seja aplicavel. Veremos que
serd possivel descrever tais conjuntos de trés formas geométricas diferentes.

1 Variedades. Parametrizacoes

Seja I : R? — R uma funcao de classe C! e consideremos o respectivo conjunto de nivel
zero, ou seja, o conjunto

M = {(z,y) € R*: F(x,y) =0}.

oF
Seja (a,b) € M tal que a—(a, b) # 0.
Y
Pelo Teorema da Fungao Implicita, localmente em torno do ponto (a,b) temos
F(z,y) =0y = f(z),

em que f:la—¢a+¢e[— R, com e >0, é uma funcio de classe C*.
Seja g :|a — €,a + ¢[— R? a fungao definida do seguinte modo

g(x) = (z, f(x)).

E claro que g é de classe C. Note-se que g(a) = (a, f(a)) = (a,b) e ¢'(a) = (1, f'(a)).
Note-se que a fungao g é injectiva. De facto, se x; # xo entao g(z1) # g(z2).
Note-se também que temos

VF(a,b) #(0,0);  g'(a) # (0,0).

Suponhamos que, localmente em torno do ponto (a,b), um conjunto M C R? pode ser
descrito por uma fungao injectiva g : |ty — €, to + €[ — R?, de classe C*, tal que

g<t0) = <a7 b) ) g/<t0) #* (0,0)

Dado que ¢'(t) = (2'(t),y'(t)), sem perda de generalidade, suponhamos que z'(ty) # 0.
Pelo Teorema da Fungao Inversa em R, a funcdo x = z(t) serd localmente invertivel em
torno de t = ty, ou seja, t = h(z) para alguma funcao de classe C'!' designada por h.

Portanto, teremos



Fazendo F(z,y) = y — f(x), concluimos que, localmente em torno do ponto (a,b), o
conjunto M sera definido pela equagao F'(z,y) = 0.
Assim, temos trés formas equivalentes de descrever localmente o mesmo conjunto (c.f.

D).

i) Como conjunto de nivel zero de uma funcao F : R*> — R, de classe C' e tal que
VF(z,y) # (0,0).

ii) Como grafico de uma fungao f de classe C!, ou seja, y = f(z).

iii) Como a imagem de uma funcio injectiva g, de classe C!, tal que (z,y) = g(t) com
teReg'(t) #(0,0).

Um conjunto descrito desta forma designa-se por variedade de dimensao um e dizemos
que a funcao g é uma parametrizagao desse conjunto.
Normalmente chamamos variedade-1 a esse conjunto.

Localmente, em torno do ponto (a,b), teremos

F(r,y) =0&y = f(r) & (r,y) = g(t),

e, portanto
Fg(t)) =0

e pelo Teorema da Fungao Composta, obtemos
VE(g(to)) - ¢'(to) =0,

ou seja,
VF(a,b)-g'(ty) =0,
oF oF

Geometricamente, o vector gradiente VF(a,b) = [ —(a,b), —(a,b) | é um vector

Ox 0

normal ao conjunto M no ponto (a,b) e, portanto, o vector ¢'(y) i (' (to),y'(to)) é um
vector tangente a M no mesmo ponto.

Portanto, as diferentes formas de descrever uma variedade fornecem informagoes geo-
métricas distintas.

Ao espago linear gerado pelo vector N = VF'(a, b) chamamos espago normal a M no
ponto (a, b).

Ao espago linear gerado pelo vector T = ¢/(ty) chamamos espago tangente a M no
ponto (a,b).

E claro que a recta tangente a M no ponto P = (a,b) é dada pela equacao pa-
ramétrica:

X —P=AT, \eR,
em que X = (z,y). (Ver figura[).
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Figura 1: Recta tangente e recta normal em R?

Do mesmo modo, a recta normal a M no ponto P = (a,b) é dada pela equacao
paramétrica:

X—-P=AN, AeR.
Note-se que os vectores T e N sao ortogonais, ou seja, N - T = 0 e, portanto, a recta
tangente no ponto P = (a,b) serd dada pela equagao cartesiana
(X—-P)-N=0
e a recta normal serd dada pela equacao cartesiana

(X-P)-T=0.

Em R" com n > 2, estamos interessados em considerar conjuntos definidos por sistemas
de m equacoes, ou seja, conjuntos M C R™ da forma

M ={z eR": F(z) =0}

em que F: R" — R™ com m < n, é¢ uma funcao de classe C'.

Se o Teorema da Funcao Implicita for aplicavel em M entdao dizemos que se trata de
uma variedade. Quer isto dizer que, localmente em torno de cada um dos seus pontos,
m varidveis serao expressas implicitamente como fungoes das restantes (n — m) varidveis,
também designadas por variaveis livres. A tal conjunto chamaremos variedade de
dimensao n — m.

Seja F(x) = (Fi(x), Fy(x), ..., Fu(x)). Entao o conjunto M sera definido pelo sistema

)
)

Fl(.I‘l,ZL’Q, N

T, 0
FQ(.’IZ‘l,SE‘Q,...,I‘n 0

Fo(r1,29,...,2,) =0.



Note-se que o Teorema da Funcao Implicita é aplicavel se as linhas da matriz que
representa a derivada de F)

B 8F1 0F1 aFﬁl T
8—3:1(56’) a—xz(l’) T oz, (x)
8F2 8F2 aFQ
pre = | @ @ @
oF,, oF,, oF,
L 8.’13‘1 . 8372 (x) o a.ﬁL’n (x)_

forem linearmente independentes em cada um dos pontos de M.
Note-se também que as linhas da matriz DF(z) sdo os m vectores

VF(z),VFyx),...,VF,(z).

Sabendo que o gradiente de uma fungao escalar é perpendicular ao respectivo conjunto
de nivel no ponto considerado, as linhas da matriz DF(x) sao vectores normais de M.

Ao espaco linear gerado por este conjunto de vectores chamamos espago normal a M
no ponto considerado.

Suponhamos que as (n — m) varidveis livres sao (x1, %2, ..., Tn_m)-

Seja u = (T1,%9, ..., Tn_m) € V= (Tp_mi1,---,Tn)

Entao, localmente teremos

Flu,v) =0 v = f(u) = (fi(u), fo(u), ., fm(u))

em que f = (f1, fo,..., fm) é de classe C.
A fungao g(u) = (u,v) = (u, f(u)) é de classe C', injectiva e a respectiva derivada

1 0 0
0 1 0
. 0 0 .1
R=Naf  of afy
a—ulw) a—l@(w aun,m<“)
Ofwm, . Ofm Ofm
_0—u1(u) 6—u2<u) I (U)_

tem (n — m) colunas linearmente independentes.
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A funcao g chamamos parametrizacao de M.
Note-se que, por defini¢ao de g, temos F(g(u)) = 0 e, portanto,

DF(g(u))Dg(u) =0

o que quer dizer que as colunas de Dg(u) sao ortogonais as linhas de DF(g(u)).

Assim, o espago gerado pelas colunas de Dg(u) é ortogonal ao espago normal e serd
chamado espago tangente a M no ponto considerado.

Assim, temos trés formas equivalentes de descrever localmente o mesmo conjunto em
torno de cada um dos seus pontos x € M C R".

i) Como conjunto de nivel zero de uma funcao F : R — R™, com m < n, de classe C!
e tal que as linhas da matriz DF(x) s@o linearmente independentes, ou seja, a matriz
DF(x) tem caracteristica m.

ii) Como grafico de uma fungao f de classe C!, ou seja, v = f(u).

iii) Como a imagem de uma funcao injectiva g, de classe C*, tal que x = g(t) com t € R*™™
e as colunas da matriz Dg(t) s@o linearmente independentes, ou seja, a matriz Dg(t)
tem caracteristica (n — m).

Diz-se que M é uma variedade de dimensao (n — m) e usamos a notagao variedade-
(n—m).

Exemplo 1.1 Consideremos a circunferéncia em C' C R? dada pela equacao
Pyi=1

e que se encontra representada na figura 2
E claro que se trata do conjunto de nivel zero da funcio F(z,y) = 2% + y? — 1. Esta
funcao é de classe C'' em R? e a respectiva derivada

VF(z,y)= [Qx Qy]

é nula apenas na origem (x,y) = (0,0). No entanto, a origem nao pertence a circunferéncia.
Portanto, esta circunferéncia é uma variedade-1.

Consideremos o ponto P = (0, 1). Dado que o vector N = VF(0,1) = (0,2) é um vector
normal em P, a recta normal a circunferéncia nesse ponto sera dada na forma paramétrica
por
z=20

(2,y) = (0,1) = A(0,2) & {y—l )

e, portanto serd dada pela equagao x = 0. (Ver figura [2]).



Figura 2: Circunferéncia C' = {(z,y) € R? : 22 + 9% = 1}

A recta tangente em P sera dada por
(x,y —1)-(0,2) =0,

ou seja, pela equacao y = 1. (Ver figura [2]).
Note-se que para y > 0 temos

P 4yi=1sy=V1—22

e definindo ¢g(z) = (x,v/1 — x?) obtemos uma parametrizagdo da parte da circunferéncia
em que y > 0.

E claro que esta parametrizacao descreve apenas metade da circunferéncia.

Tendo em conta a simetria da circunferéncia podemos descreve-la de outra forma. Note-
se que os pontos de uma circunferéncia estao todos a mesma distancia do centro. Se a
distancia ao centro associarmos o angulo # tal como se ilustra na figura B, obtemos novas
coordenadas (r, ) que se relacionam com (z,y) da forma seguinte

x =rcost
y =rsenf.
— /2 L2
em que r = \/x° + y-.

Nestas novas coordenadas, denominadas coordenadas polares, a circunferéncia dada
por 22 +y? = 1 passa a ser descrita pela equacao r = 1 e, portanto podemos usar a variavel
0 para descrever parametricamente a circunferéncia.

De facto, seja

g(0) = (cosf,senf) 0< 0 < 2m.

Entao, esta funcao é de classe C!, injectiva e a respectiva derivada

—sen 9]

cos

g'(t) = {
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Figura 3: Coordenadas Polares (r,0)

tem caracteristica um. Para além disso a sua imagem ¢ a circunferéncia sem o ponto (1, 0),
ou seja ¢(]0,27[) = C'\ {(1,0)}.

Note-se também que o vector g'(3) = (—1,0) é o vector tangente 7" no ponto (0, 1) tal
como se ilustra na figura

Trata-se, portanto, de uma parametrizacao da circunferéncia. Note-se que esta para-
metrizagao descreve a circunferéncia excluindo um ponto apenas, ou seja, as coordenadas
polares (r,0) sdo mais adequadas do que as coordenadas cartesianas (z,y).

Para descrever completamente a circunferéncia deveremos ter outra parametrizacao que
podera ser dada pela funcao

h(0) = (cosf,sen) —m<O<m

que exclui apenas o ponto (—1,0).
Assim, as duas fungoes g e h descrevem completamente a circunferéncia C.

Exemplo 1.2 Consideremos a esfera S C R3 definida pela equacao
Pyt =1

que se encontra representada na figura [l
Trata-se do conjunto de nivel zero da funcao de classe C! definida por

F(z,y,2) =2 +y* +2° — 1.

A derivada
VF(z,y,2) =2z 2y 2z]

tem caracteristica um em todos os pontos de .S, porque o caso contrario ocorre apenas na
origem que nao se encontra em S. Portanto, S é uma variedade-2.
O vector VF(0,1,0) = (0,2,0) é normal a S no ponto (0, 1,0).
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Figura 4: Esfera definida pela equacdo: 2% +y? + 22 =1

Os vectores tangentes a S no mesmo ponto resultam da resolucao da equacao

T-N=0.

Fazendo T' = (v, 3,7), obtemos 3 = 0 e, portanto,
T = (a,0,7) = «(1,0,0) +~(0,0,1).
Assim, os vectores T} = (1,0,0) e T; = (0,0, 1) geram o espago tangente a S no ponto
0,1,0).

Na figura ] encontram-se representados os vectores N, T}, Ts.
Fazendo X = (z,y,z) e P = (0,1,0), o plano tangente a S no ponto (0, 1,0), serd dado

por
(X = P)-N=0,

ou seja,
(r,y—1,2)-(0,2,0) =0y =1,

e encontra-se representado na figura @l
A recta normal a S no ponto P = (0, 1,0), serd dada pelas equagoes

(X—P)-T, =0 £ =0
(X-P)-Ty=0 = |z=0,

ou seja, sera o eixo Oy.
Note-se que para z > 0 temos

Pyt =1ez=/1—a2—y2

e definindo g(z,y) = (z,y, /1 — 2? — y?) obtemos uma parametrizagao da parte da esfera

em que z > 0.



Figura 5: Coordenadas esféricas (r, 6, ¢)

E claro que esta parametrizacao descreve apenas metade da esfera.

Tendo em conta a simetria da esfera podemos descrevé-la de outra forma. Note-se que
os pontos de uma esfera estao todos a mesma distancia do centro. Se a distancia ao centro
associarmos os angulos 6 e ¢, tal como se ilustra na figura B obtemos novas coordenadas
(r,0,¢) que se relacionam com (x,y, z) da forma seguinte

x = rsen¢ocost
y = rsen ¢sen

Z =108 ¢

em que r = /22 + y? + 22.

Nestas novas coordenadas, denominadas coordenadas esféricas, a esfera dada por
22 + y? + 22 = 1 passa a ser descrita pela equacao r = 1 e, portanto podemos usar as
variaveis 6, ¢ para descrever parametricamente a esfera S.

De facto, seja

g(0,0) = (senpcosf,senpsenf,cosp) 0<0<2m 0<op<m
Entao, esta funcao é de classe C!, injectiva e a respectiva derivada

—sen¢senf cos@cosl
Dg(0,¢) = | sen¢cos cospsend
0 —sen ¢

tem caracteristica dois. Para além disso a sua imagem é a esfera sem a linha em que
x>0,y =0, ou seja

9(]0, 27[x]0, w[) = S\ {(x,y,2) : . > 0; y = 0}.
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Esta linha estd representada a vermelho na figura [4l
Note-se também que as colunas da matriz

sdo os vectores tangentes —71; e —T5 no ponto (0, 1,0). (Ver figura [).
Trata-se, portanto, de uma parametrizacao da esfera. Note-se que esta parametrizacao
descreve a esfera excluindo uma linha apenas, ou seja, as coordenadas esféricas (r, 0, ¢) sao

mais adequadas do que as coordenadas cartesianas (z,y, z).
Para descrever completamente a esfera devemos considerar mais duas parametrizagoes.

Consideremos o subconjunto de R? definido por
T =0, 27[x]0, 7|
e as funcoes h, k : T — R3 definidas por
h(0,¢) = (cose,sen¢cosb,senpsend)
k(0,¢) = (sen¢send, cosa@,sendcost)
Entao, as funcoes g, h, k sao de classe O, injectivas e se definirmos
G = {(z,9,2):020;y=0}
H = {(x,y,z):yZO; Z:O}
K = {(z,y,2):2>0; x =0}

cada uma das funcoes g, h, k estabelece uma bijeccao entre o conjunto T C R? e as partes
da esfera S\ G, S\ H, S\ K, respectivamente. As linhas G, H, K estao representadas

na figura [6l

Figura 6: Parametrizacao da esfera

E facil verificar que, tal como Dg(, ¢), as derivadas Dh(0, ¢) e de Dk(6, ¢) sdo matrizes

com caracteristica igual a dois.
Portanto, as funcoes ¢, h, k parametrizam a esfera S.
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Exemplo 1.3 Consideremos o cilindro C' C R? definido por
C={(z,y,2)eR¥: 22 +¢*=1;-1<z2<1

que se encontra representado na figura [7l

Figura 7: Cilindro definido por: 2?2 +¢y? =1; -1 <2< 1

Trata-se do conjunto de nivel zero da funcao de classe C! definida por
F(z,y,2) =2 +y* — L.
A derivada
VF(z,y,2) = [2z 2y 0]

tem caracteristica um em todos os pontos de S, porque o caso contrario ocorre apenas nos
pontos da forma (0,0, z) que nao se encontram em C. Portanto, C' é uma variedade-2.

O vector VF(0,1,0) = (0,2,0) ¢ normal a S no ponto (0, 1,0).

Os vectores tangentes a S no mesmo ponto resultam da resolucao da equacao

T-N=0.
Fazendo T' = (v, 3,7), obtemos 3 = 0 e, portanto,
T = (a,0,7) = «(1,0,0) +~(0,0,1).

Assim, os vectores T} = (1,0,0) e T; = (0,0, 1) geram o espago tangente a S no ponto
(0,1,0).
Na figura [ encontram-se representados os vectores N, T}, Ts.
Fazendo X = (z,y,2) e P = (0,1,0), o plano tangente a S no ponto (0, 1,0), serda dado
por
(X —P)-N=0,

ou seja,
(r,y—1,2)-(0,2,0) =0y =1,

11



e encontra-se representado na figura [7
A recta normal a S no ponto P = (0, 1,0), serd dada pelas equagoes

(X—-P)-Th'=0 o r=0
(X—-P)-T,=0 2=0,
ou seja, sera o eixo Oy.
Note-se que para y > 0 temos
2 + y2 =lsy= m
e definindo g(z, z) = (z,v/1 — 22, 2) obtemos uma parametrizacao da parte do cilindro em

que y > 0.
E claro que esta parametrizagao descreve apenas metade do cilindro.

Figura 8: Coordenadas cilindricas (p, , z)

Tendo em conta a simetria do cilindro podemos descreve-lo de outra forma. Note-se
que os pontos do cilindro C' estao todos a mesma distancia do eixo Oz. Se a distancia ao
eixo Oz associarmos o angulo # e a variavel z, tal como se ilustra na figura 8 obtemos
novas coordenadas (p, 0, z) que se relacionam com (z,y, z) da forma seguinte

x = pcost
y = psenf
z2=12z

em que p = \/x? + y2.
Nestas novas coordenadas, denominadas coordenadas cilindricas, o cilindro dado
por x? + y? = 1 passa a ser descrito pela equacdo p = 1 e, portanto podemos usar as

variaveis #, z para o descrever parametricamente.
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De facto, seja
g(0,2z) = (cosb,senf,z) 0<f<2m —1<z<—1

Entao, esta funcao é de classe C!, injectiva e a respectiva derivada

—senf 0
Dg(0,¢) = | cosf® 0
0 1

tem caracteristica dois. Para além disso a sua imagem ¢é o cilindro sem a linha em que
r =1,y =0, ou seja

9(0,2a[x] = 1,1)) = C\ {(2,y,2) v = 1; y = 0},

Esta linha estd representada a vermelho na figura [7
Note-se também que as colunas da matriz

—1

Dg(g,O) =10
0

_ o O

sdo os vectores tangentes —7; e Ty no ponto (0, 1,0). (Ver figura 7).

Trata-se, portanto, de uma parametrizacao do cilindro. Note-se que esta parame-
trizacao descreve o cilindro excluindo uma linha apenas, ou seja, as coordenadas cilindricas
(p, 0, z) sao mais adequadas do que as coordenadas cartesianas (z,y, ).

Para descrever completamente o cilindro devemos considerar mais uma parametrizacao.

Consideremos a fungao h :] — m, w[x] — 1, 1[— R3 definida por

h(0,z) = (cosf,send, z).

Entao, a funcao h é de classe C*, injectiva, a respectiva derivada é igual a derivada de
g e, portanto, tem caracteristica igual a dois.

Note-se que a imagem de h é o cilindro sem a linha vertical dada por x = —1; y = 0.
Portanto, as funcoes g e h parametrizam o cilindro C.

2 Extremos Condicionados

Consideremos a fungao f(z,y) = 2% + y* e a elipse definida pela equacao

2
2, Y
r+==1
4
e que se encontra representada na figura @
Dado que f(z,y) representa o quadrado da distancia de um ponto (z,y) a origem, é

claro que os pontos (0,2) e (0,—2) sdo os maximos de f na elipse. Os pontos (1,0) e

13



: LR 2 2 2
Figura 9: Elipse em R* dada por z° + 4 =1

(—1,0) sao os minimos de f sobre a elipse. Ou seja, se restringirmos a funcao f a elipse
estes pontos sao os respectivos extremos.

Note-se que a origem ¢ o tinico ponto de estacionaridade da funcao f em R2. De facto,
temos

Vi(z,y) = (22,2y) = (0,0) & (z,9) = (0,0).

Portanto os extremos de f, quando restringida a elipse, nao se encontram no conjunto
de pontos criticos de f. Assim, deveremos adoptar uma estratégia diferente para determinar
os extremos de f sobre a elipse.

Seja y(t) = (cost,2sent) = (x(t),y(t)), com —% < ¢ < HL uma parametrizacdo da
elipse.

A funcao composta f o~ é a restricdo de f a elipse retirando o ponto (1,0). Trata-se
de uma funcao real de variavel real. De facto temos

R 5 R 4 R
to—= ) = f(().

Um extremo da fun¢ao composta f o~ é um zero da respectiva derivada,

d
/00) =0 V(1) -+ (t) =0,
ou seja,

(2cost,4sent) - (—sent,2cost) =0« 6sentcost =0 < sent =0V cost =0

e, portanto, teremos
t:O\/t:—\/t:ﬂ\/tZT.
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Assim, os pontos criticos de f restringida a elipse serao

3(0) = (1,0): 15 = (0.2): 7(m) = (~1,0); 7(2) = (0,-2),

ou seja, exactamente os pontos determinados acima.
Note-se que /(t) é um vector tangente a elipse no ponto (). Dado que, num extremo,
deveremos ter
V(@) -+ (t) =0
concluimos que o vector V f((t)) é ortogonal ao vector tangente /().
Portanto, o vector V f(x,y) pertence ao espa¢o normal a elipse no ponto (z,y).
Consideremos a fungao

2

F(:E,y):x2+yz—1.

Entao a elipse é o conjunto de nivel zero de F' e o vector VF'(z,y) gera o espago normal a
elipse no ponto (z,y).
Assim, o vector V f(z,y) é um multiplo do vector VF(z,y), ou seja,

Vf(z,y) =AVF(z,y),

em que A € R.
Deste modo, temos uma estratégia para determinar os extremos de f quando sujeitos
a condicao F' = 0, que consiste em resolver o sistema

{Vf(af, y) = AVF(z,y)
F(z,y) =0

Este raciocinio pode ser aplicado a resolucao de um problema mais geral que pode ser
formulado do seguinte modo (c.f. [2 3, [1]).

Seja f : R®™ — R uma funcao de classe C' e F : R® — R™, com m < n, uma funcao
também de classe C'. Pretendemos determinar os extremos de f sujeitos ao sistema de
equagoes (ou condigoes), F(z) = 0, ou seja,

Fl(x17x27 e 7:L‘n)

0
0

FZ(x17x27 e 7:L‘n)

Fm<x17x27“' 7xn) - O

em que Fi, Fs, ..., F),, sao as componentes de F.

Dito de outro modo, trata-se de determinar os extremos de f restringida a variedade
definida pelo sistema de equagoes F'(z) = 0.

Este é o chamado problema dos extremos condicionados.
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Tal como para a elipse, o vector Vf(x) deverd ser normal a variedade definida por
M = {x € R": F(x) = 0}, ou seja, devera ser uma combinacao linear dos vectores que
geram o espaco normal a variedade.

De facto, seja vy : R — R™ um caminho ou trajectéria de classe C* tal que

70)=a; F(y(t) =0 ViR,

ou seja, 7 define uma linha de pontos da variedade que passa no ponto a.
Entao, a fungao composta f oy : R — R devera apresentar um extremo em a, ou seja,

©F(0)leco = 0 V7 (a) -(0) = 0.

Dado que o vector 7/(0) é tangente a M no ponto a, concluimos que V f(a) é um vector
normal a variedade M nesse ponto e, portanto, sera uma combinacao linear dos vectores

VFi(a),VFEs(a),...,VE,(a).

Assim, teremos

{Vf(x) — MVE(2) + MVE(2) + -+ AV (z) =0 O

F(x)=0.
Note-se que este sistema apresenta (n + m) equagoes e (n 4+ m) incdgnitas e, em geral,
nao ¢ linear.

Os escalares A1, Aa, ..., A\, sao os chamados multiplicadores de Lagrange e ao sis-
tema [Il chamamos método dos multiplicadores de Lagrange.

Exemplo 2.1 Para o caso considerado acima, temos

2

fla,y) =2 +y° ;F(x,y)=$2+yz—1
e, portanto,
20 — I\x z(1-X) =0 r=0VA=1
\Y% s = AVF )
{F{(Jf)y)o (z,y) 2y:% Syd—-N)=0 ©y=0V =4
€T =

de onde obtemos os pontos (0,—2), (0,2), (—1,0), (1,0). Os dois primeiros sao os mais
afastados da origem e os outros dois sao os mais proximos.
Note-se que o cédlculo do escalar A é irrelevante para o problema.
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Figura 10: Rectangulo de comprimento = e largura y

Y

Figura 11: O rectangulo de perimetro 2 com drea méaxima é o quadrado de lado %

Exemplo 2.2 Consideremos o conjunto dos rectangulos em R? com perimetro igual a dois.
Qual deles apresenta maior area?

Note-se que o perimetro fixo é uma condicao ou restricao e pretendemos maximizar a
area.

Podemos formular este problema, (ver figura [I0), em termos do método dos multipli-
cadores de Lagrange fazendo f(z,y) = zy e F(x,y) = 2z + 2y — 2, ou seja, pretendemos
determinar os extremos de f sujeitos a condigdo F(z,y) =0 z+y = 1.

Entao teremos,

y=A y=ux
\Y = A\VF
F(z,y) =0

r+y=1 20 =1
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e, portanto, y = x = %
Trata-se de um quadrado de lado %, ou seja, um quadrado de drea xy = ;.
Na figura [[1] estao representados o conjunto em que x +y = 1, ou seja, o conjunto dos

rectangulos de perimetro 2 e linhas em que xy = ¢ ; ¢ > 0, ou seja, area constante. Note-se

’ , P _ 1
que a area € maxima para ¢ = 1

|—=

Exemplo 2.3 Consideremos o conjunto L definido pelo sistema
Y=z
Quais os pontos de L mais proximos do ponto (0,0, 1)?

O conjunto L resulta da interseccao da esfera de raio V2 e centro na origem com o
plano vertical y = x e, portanto, é uma circunferéncia tal como se ilustra na figura

Py’ 427 =2 N

e I

x

y=x

Figura 12: Circunferéncia em R3 dada por 22 + 32> + 22 =2; y ==

Seja f(z,y,2) = 2® + y*> + (2 — 1)%. Esta é a funcdo a minimizar em L. Note-se que L
¢ um conjunto compacto em R? e, sendo f de classe C!, terd minimo nesse conjunto.

Note-se também que poderfamos usar a fungio /22 + y2 + (z — 1)2 que é a distancia
de um ponto (z,y,z) ao ponto (0,0,1). No entanto, no método dos multiplicadores de
Lagrange temos de calcular as derivadas das fungoes envolvidas. E claro que essa tarefa é
mais simples considerando o quadrado da distancia em vez da distancia propriamente dita.
Note-se que a funcao distancia, definida pela norma, nao é diferencidvel na origem porque
se trata de uma raiz quadrada.

Assim, sejam Fy(x,y,2) =22 +y* + 22— 2 e Fy(n,y,2) =y — x.




Portanto,

20 = 2\ x — Xo
VI(z,y,2) = MVE(2,y,2) + 22V (2,y, 2) 2y =2My + Ao
Fi(x,y,2) =0 &2z —1)=2\2
Fy(z,y,2) =0 2yt 22 =2
\y =7z

donde deduzimos

(QI‘(]_ — )\1) = —>\2
2y(1 — )\1) = )\2
Z(l — )\1) =1
Pty +22=2

\y =2x.

Tendo em conta que y = x, da primeira e segunda equagoes concluimos que Ay = 0. Da
primeira equacao teremos

Se A\; = 1 entao da terceira equacao obtemos 0 = 1. Assim, y = x = 0 e da quarta
equacao teremos z = V2 ou z = —V2.
Portanto, os pontos a considerar sao (0,0, —v/2) e (0,0, v/2). E claro que o mais préximo

de (0,0,1) é o ponto (0,0,/2).

Exemplo 2.4 Consideremos a linha definida pelo sistema de equacoes

2 =22 4y
r+y+z=1
e que se representa na figura[I3l Trata-se da interseccao do plano definido por x+y+z =1
com o paraboléide dado por z = 22 + y2.
Pretendemos determinar o ponto desta linha que apresenta maior cota, ou seja, coor-
denada z mais elevada.
E fécil verificar que se trata de uma variedade de dimensao um, ou seja, uma linha em
R3.
Pretendemos determinar os extremos da fungao f(x,y,2) = z, sujeitos a condigao

F(z,y,z)=(0,0).
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z =2+ y?

T

Figura 13: Linha em R?® dada por z =2 +¢%; o +y+2=1

Aplicando o método dos multiplicadores de Lagrange, obtemos

(0= -2\ 7 + A\ (207 = Ay (20 (z —y) =0
0==2M\Ny+ X 20y = Ay 20y = Ao
1=X+ X Sel=X\+ X\ Sel=X+ X\
=224yl 2 =22 4y 2 =22 4y
(z+y+z=1 (z+y+z=1 (r+y+z=1

Da primeira equagao teremos A\; = 0 ou = = y.

No caso de A; = 0, da segunda equacao teremos Ay = 0. Substituindo estes valores na
terceira equagao, concluimos que este caso nao pode ocorrer.

Para o caso em que x = y, da quarta e quinta equacoes, obtemos

2024+ 20 —1=0

e, portanto,
—1—-/3 —1++3

Dado que y =z e 2z =1 —x — y, teremos os pontos

<_1;\/§,_1;\/§,3+\/§> ; (‘1;@‘1;@3_&).

Assim, o ponto de cota mais elevada é o primeiro destes dois. O outro sera o de cota
menos elevada.
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Exemplo 2.5 Quais os pontos da elipse definida pela equacao z? + y* — 2y = 3 que se
encontram mais afastados do eixo Ox?
Facilmente se verifica que esta linha ¢ uma variedade de dimensao um em R2.

Figura 14: Linha em R? dada por 22 4+ y?> — 2y = 3

A distancia de um ponto do plano de coordenadas (x,y) ao eixo Ox é dada por |y|.
Consideremos entao a funcao f(z,y) = y.
Aplicando o método dos multiplicadores de Lagrange, obtemos

0= A2z —1y)
1=X\2y—2)
22 +y? —ay = 3.

Da primeira equagao teremos A = 0 ou y = 2z. Fazendo A = 0 e substituindo na
segunda equagao teriamos 1 = 0. Portanto, deveremos ter y = 2z e, da terceira equacao
obteremos x? = 1, ou seja, os pontos que resolvem o sistema sao (—1,—2), (1,2).

Note-se que estes pontos estao ambos a distancia dois do eixo Ox. Na figura[I4lencontra-
se representada esta elipse onde se pode constatar que os pontos mais afastados tanto do
eixo Oz como do eixo Oy se encontram a distancia dois.

Kk
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