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Resolugao abreviada

1. Considere o conjunto D = {(z,y) € R? : 0 < 22 +y?> < 2} e as fungdes f : D — R e
g : R? — R definidas por

4o — x? — y? .
f@,y) = —==—=-1  glz,y) =sen(z —y) +e".
Va2 4 y?
[1.0] a) Determine a fronteira do conjunto D.

Resolugao: O esboc¢o do conjunto é o seguinte:

Assim, fr(D) = {(0,0)} U{(x,y) € R* : 2* + ¢y* = 2}
[4.0] b) Indique se f é prolongavel por continuidade a origem.

Resolucao: Pretende averiguar-se se existe e é finito o limite

_ 4o — 2% — 9
lim ——.
(zy)=(0,0) /22 + y?

Calculando os limites direcionais ao longo de retas da forma y = max, para m € R,

(1)

obtém-se:
, dr —2® —y? . dx—2P—mP2® | z(4— 1z —mi)
lim ——— =Ilim = lim
(@)= (00) /22 4 32 =0 /22 4+ m2x? =0 |z|[v/1+ m?
y=mx
4
— sex — 07T;
_ ) V1i+m?
B —4

——— sexz —0".

V1+m2
Para além destes limites dependerem de m, dependem também de se tomar z — 0T ou
x — 07. Assim, o limite (1) nao existe. Em particular, a fun¢ao f nao é prolongavel por
continuidade a origem.

3.0] c¢) Determine, caso exista, a derivada de g segundo o vector (—1,1) no ponto (0, 7).

Resolugao: Tem-se

dg _ wy. 99 _ vy
(’3x (QT, y) - COS(:E y) _I— ye 3 ay (l’,y) - COS([L’ y) + zre'”,

que sao continuas em R?. Assim, g é de classe C! em R2 logo é diferencidvel em R2.
Portanto, vale a formula

D190, 5) = Vg(0,5) - (~1,1) = (5,0) - (~1,1) = —=.



[4.0]

[3.0]

2.0]

2. Considere a fungao h(z,y,z) = f(zy + 2%, + €¥?) em que [ : R? — R? é diferenciavel e

2 3
pran=] 9
Calcule Dh(1,0,1).

Resolucao: Seja g : R® — R? a funcao, diferencidvel em todo o seu dominio, definida por
g(z,y) = (zy + 2%,z + V). Entao

h(xvya Z) = f © g(I,y, Z)
e, portanto, pela regra de derivacao da funcao composta,
Dh(1,0,1) = Df(g(1,0,1)) - Dg(1,0,1) = Df(1,2) - Dg(1,0,1).

Como

Yy x 2z
Dg(x,y,z): |:1 ~eY? yeyz

Dh(l,O,l)—ﬁ ﬂ[g 1 3}—@ g 421}

], entdao Dg(1,0,1) = [0 ! 2]

110

. Considere a curva definida por

B = {(t* cost,sent) : t €] —m,7[}.
a) Determine a equacdo do plano normal ao conjunto B no ponto (0, 1,0).

Resolugao: Seja y(t) = (t?, cost,sent), t €] — 7, 7[. Entao v(t) = (0,1,0) < t = 0.
Como
v (t) = (2t, —sent, cost),

vem 7/(0) = (0,0, 1). Este vetor é tangente a curva no ponto (0, 1,0), logo é ortogonal ao
plano normal ao conjunto B no ponto (0,1,0). Assim, o plano normal tem equagao da
forma z = d, para uma certa constante d € R. Como o ponto (0, 1,0) pertence ao plano,
vem d = ( e, portanto, a equagao cartesiana do plano pedido no enunciado é:

z=0.

b) Determine o(s) ponto(s) de B em que a reta tangente tem a direcgao do vector (7, —1,0).

Resolugao: Observe-se que o vetor v/(t) = (2¢, —sent, cost) é tangente a curva no ponto
v(t) = (t?,cost,sent). Pretende determinar-se os pontos em que o vetor (2t, —sint, cost) é
colinear com o vetor (m, —1,0), ou seja, os pontos para os quais existe A € R\ {0} tal que

2t = A\
(2t, —sint,cost) = A\(m, —1,0) <= (¢ —sint = —\
cost = 0.
Uma vez que ¢ €] — 7, [, as tnicas solugoes sao t = § (com A =1) et = —F (com A = —1).
Assim, os pontos pedidos no enunciado sao
2 - 2



13.0]

4. Seja f : R? — R uma funcao continua tal que

| (z,y)

(2.9)=(0,0) /22 + y?

Mostre que f é diferencidvel em (0, 0).

~0. 2)

Resolugao: Comecemos por observar que, uma vez que f é continua, entao

f0.0)= Tim - fry)= i @Y arE_oxo—o,

(x7y)_>(070 (x,y)—>(0,0) 1'2 _.I_ y2
onde na tultima igualdade se usou (2) Além disso,

8_f<07 O) — lim f(ta O) B f(07 0) = lim f<t7 0)

or t—0 t t—0 t =0

uma vez que, de (2), se tem em particular (escolhendo o limite direcional com y = 0)

lim;_,q % = 0. De forma andloga, deduz-se que
of
—(0,0) = 0.
(0.0

Assim, em conclusao:

f($,y)—f(0,0)—Vf(0,0)(x,y) f(m,y)—O—(0,0)(x,y)

lim = lim
(2,y)—(0,0) o2+ y? (z,5)—(0,0) Va2 +y?
= lim J(z,y) 0,

(29)-00) /22 + 42

o que mostra que f é diferencidvel na origem.



