Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Seccao de Algebra e Analise

Calculo Diferencial e Integral
22 Teste - 9 de Junho de 2007
(Todos os cursos execepto LEB, LEBM, LEFT, LEMAT, LEQ, LMAC, LQ)
Duragdo: 1h30m
Apresente e justifique todos os calculos

1. Considere o sélido
S={(z,y,2) eR*: 2> + 9> <1;:0< 2z < 1+yl,

cuja densidade de massa é constante e igual a um.

(2 val.) a) Escreva uma expressdo para o volume de S em termos de integrais iterados da forma
JU(J dx)dy)dz.
Resolucao:
2 1 V12
vol(S) = / / / dx | dy | dz.
0 z—1 —\/1—y2
(2 val.) b) Calcule, em coordenadas cilindricas, o momento de inércia de S relativo ao eixo Oz.
Resolucao:

21 1 14+psen 6 T
I..(9) = / </ (/ p3dz> d,o) do = 5
0 0 0

(3 val.) 2. Calcule o trabalho realizado pelo campo

Fla,y,2) = <x+ 3y 3(z +1) 2>’

) - ) z
Cr1)21y? Y @iy

ao longo da elipse definida por {(z,y,2) € R®: (x + 1)? + 2y®> = 1; 2 = 0} e percorrida
uma vez no sentido hordrio quando vista do ponto (0,0, 10).

Resolucao:
F(z,y,2) = =3G(x,y,z) + H(x,y, 2)

em que

G( ) Y x+1
z,y,z2)=|—
s @+r1)2+y? @+1)2+y?

@  Hz,y,2) = (., 2)

O campo H é gradiente e, portanto, o respectivo trabalho na elipse é nulo.

O campo G é fechado mas n3o é gradiente. A elipse é homotépica a circunferéncia definida
por (x +1)>+y? = 1; 2 = 0. O trabalho de G nesta circunferéncia, percorrida no sentido
hordrio quando vista do ponto (0,0, 10), é igual a —2.

Portanto, o trabalho de I € igual a 67.



(2 val.)

(2 val.)

(3 val.)

3. Calcule o trabalho realizado pelo campo

F({E,y) = (SGH(I‘Q) - y37 x?’ + 92)7

ao longo da circunferéncia definida por {(z,y) € R? : 22 + y*> = 1} e percorrida uma vez
no sentido anti-horario.

Resolucao: Pelo teorema de Green, o trabalho de F' é dado pelo integral

27 1 3
/ (/ 3T3dr) df = —.
0 0 2

Considere a superficie

S={(z,y,2) eR®:y=a?+2%; 1 <y <4},

orientada com a normal n cuja segunda componente é positiva.

a)

b)

Sabendo que S tem densidade de massa dada por a(z,y,z) = /1 + 4(22 + 22), calcule
a massa total de S.

Resolucdo: Considerando a parametrizagcdo
g(p,0) = (psend, p* pcosh) ; 0< O <2m; 1< p<2,

a massa de S é dada pelo integral
o2 2 2
/ / a(g(p,0))|D1g x Daglldpdd = 27r/ p(1 + 4p*)dp = 33
0 1 1

Calcule o fluxo do campo vectorial f(z,y, z) = (22, —y, —z) através de S no sentido da
normal n.

Resolucao: Sendo divf = 0 e aplicando o teorema de Gauss ao sélido definido por
P’ +22<y; 1<y<4, temos

//Sf'Vs+//T1f'VT1+//T2f'VT2ZO,

em que T é a superficie dada por y = 1 ; 2% + 22 < 1 e T} é a superficie dada por
y=4; 2>+ 22 < 4.
Dado que

fovn =Q2x,-1,2)-(0,-1,0)=1; f-vp = 2x,—4,2)-(0,1,0) = —4,



(3 val.)

(3 val.)

5.

obtemos

(/wagzmm

Sendo vg = —n a normal exterior ao sélido em S concluimos que

/Lf%:_mm

c) Utilizando o teorema de Stokes, calcule o fluxo do campo vectorial
F(ZL‘, Y, Z) = (21'?/7 _2y27 292)

através de S, no sentido da normal n.

Resolucao: O potencial vectorial de F' é o campo

1
Alwe2) = [Pt tyot2) x (i, 1y, 12)d = (47,0, 217)
0

e, portanto,
//F-n://rotA-n:yg A-d71+§£ A - dys
S S I Ty
em que I'; é a circunferéncia definida por y = 1 ; 22 + 2> = 1 e parametrizada por
v (t) = (cost,1,sent), e Ty é a circunferéncia definida por y = 4 ; 22 + 22 = 4 e

parametrizada por y5(t) = (2cost, 4, —2sent).

//F-n:27r—1287rz—1267r.
s

Seja r = /x% 4 y% + 22 e considere o campo vectorial G(z,y,z2) = ¢(r)(x,y, z), onde
¢ : R, — R éde classe C''. Sabendo que ¢(1) = 1 e divG = 0, determine ¢, sem calcular
divG directamente.

Assim, temos

Resolucdo: Estando G definido em R?\ {(0,0,0)}, consideremos o conjunto
V={(r,y,2) eR*: 1 <a*+y*+2* <R.

Note-se que a fronteira de V' é constituida por duas superficies esféricas de raios 1 e R,
respectivamente. As respectivas normais unitarias e exteriores a V' sdo os vectores —(x, v, 2)

e 5(z,y,2).
Sabendo que ¢(1) = 1 e divG = 0, aplicando o teorema de Gauss em V, obtemos

0= —4mp(1) + 47 R*¢(R),

ou seja,



