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Resolugao abreviada

1. Considere a seguinte funcao definida em R?:

e+ sen (A=) se (5,9) £ (0,0)
flay) = ( o )
0 se (z,y) =(0,0)

(a) Estude f quanto a continuidade.

Resolugao: A fungiao f é claramente continua em R? \ {(0,0)} (é obtida a
partir de fungoes continuas por operagoes elementares). Assim, basta estudar f
na origem.

Dado que |sen(z)| <1, Vz € R, teremos
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sen | —————
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e, portanto,

lim x,y) =0= f(0,0).
(w)ﬂ(ovo)f( y) £(0,0)

Assim, por defini¢ao, f é continua na origem.
(b) Calcule %(0,0).
Resolucao: Por definicao

of . f(h,0) = (0,0)
9z 00 = Jim h




2. Seja f:R? — R um campo escalar diferencidvel.

(a) Supondo que a derivada de f no ponto (2,4) na direc¢ao do vector (1,1) é 5, e
na direcgao do vector (—1,2) é 4, mostre que Vf(2,4) = (2, 3).
Resolugao: Denotemos Vf(2,4) = (a,b) e vejamos que a = 2 e b = 3. Dado
que f é diferencidvel temos

D(l,l)f<274) = <a7 b) ’ (17 1) =95
D(fl,Q)f(274) = (av b) ’ (_172 =&

ou seja,

a+b =5
—a+2b =

e, portanto, a =2 ; b= 3.

(b) Seja g : R — R a funcao g(t) = f(t,t?). Justifique que g é diferencidvel e
determine ¢'(2).
Resolugao: A fungio g é a composicao de f e h(t) = (¢,1?), t € R. Dado
que f e h sao diferenciaveis, g é também diferencidvel pelo teorema da funcao
composta. Além disso, deste teorema segue-se que

g (t)=Vf(tt?)-(1,2t), VteR.
Da alinea anterior, sabemos que V f(2,4) = (2, 3) e, portanto

§(2) = VF(2,4)- (1,4) = (2,3) - (1,4) = 14.

2, —a?

— y2_
Resolucao: Os pontos de estacionaridade de f sao aqueles em que o gradiente de f
é nulo, ou seja,

3. Determine e classifique os pontos de estacionaridade da fungao f(x,y) = x%e~

8f _ 2 —z2

. (x,y) =2z(1 —z%)e ™ =0,
of B B
8—y(5€7’y) =—2y=0.

Assim, temos



20(1 —2%) e =0
_2y = 07

donde se conclui que os pontos sao (0,0), (—=1,0), (1,0).

Para classificar os pontos de estacionaridade, calculamos a matriz Hessiana de f num
ponto genérico

2e™%" (1 — 4a® 4 22) 0

0 —2

(a) Classificagdo do ponto (0,0). Neste caso temos

2 0
H¢(0,0) =
0 =2

Logo (0,0) é um ponto de sela de f (dado que os valores préprios de Hy(0,0)

tém sinal oposto).

(b) Classificagdo do ponto (1,0).

—2¢7 1 0
Hf(l, 0) =
0 -2

Logo (1,0) é um ponto de maximo local para f (dado que os valores préprios
de H(1,0) s@o negativos).
(c) Classificagdo do ponto (—1,0).
—2e1 0

Hf<_170) =
0 —2

entao (—1,0) é também um ponto de maximo local para f.

(a) Mostre que a equagao y + 4> = 22 + 2x2 + 222 define localmente y como fungao
de z e z (isto é y = f(z, z)) numa vizinhanga do ponto (0,0,0), onde f é uma
funcao de classe C!.



Resolugao: Aplicamos o teorema da funcao implicita a fungao
F(z,y,2) =y +y> —2® — 202 — 22°.
Temos que F € CY(R?), F(0,0,0)=0¢e

oF

8—y<x7y7’z)‘(0,0,0) - [1 + yg]‘(0,070) =1 # 0.

Logo existe uma vizinhanga V' C R? de (0,0,0), uma vizinhanca U de (0,0) e
uma fungao f € C'(U) tal que

{(z,y,2) €V : Fla,y,2) =0} ={(z,y,2) € R*: f(x,2) =y, (x,2) € U}

Calcule a derivada de f no ponto (0,0).
Resolugao: Dado que em cada ponto (z,z) € U

F(x, f(z,2),2) =0
ou, equivalentemente
flz,2) + f(z,2)* —2* — 202 — 222 = 0,

derivando em relacao a x e a z, obtemos

of ,O0f B
of ,O0f B

Sendo f(0,0) = 0 concluimos que %(O, 0) = %(0, 0)=0.

Prove que f possui um minimo local no ponto (0, 0).

Resolugao: Calculemos a matriz Hessiana de f no ponto (0, 0). Para tal volta-
mos a derivar o sistema obtido acima. Assim para cada ponto (x,z) € U

%(:c,z) +6f(z,2)° [%(x, 2)} 1 3f<1’72)2%(x, -2
an 28f 8f 9 an B
9was & 2) T 6f(2,2) 5 (2, 2) 57 (2, 2) + 3f (2, 2) 5o (@, 2) = 2=



%(w,z) +6f(z,2)? [%(x, z)} +3f(x,z)2%(x, 2) —4=

o*f of of o*f

2YJ e 2 _ _
azax(x’ z) +6f (v, z) 8%,(af, 2)8,2 (z,2) +3f(z,2) azax(x’ z2)—2=0
Dado que £(0,0) = 0; 2£(0,0) = £(0,0) = 0, entéo
9% f O _Pf Pf
92200 =2=5520.0) =55, 0.0, 55 =4
Assim
2 2
H(0,0) =
2 4

Os valores préprios de H(0,0) sdo Ay = 3 + V5 e Ay =3— /5, e como ambos
sao positivos, (0,0) é um ponto de minimo local.

5. Seja f : R* — R um campo escalar diferencidvel tal que Vf(z,y) = 0 para cada
(z,y) € R?. Prove que f é constante.

Resolugao: Bastard provar que f(p) = f(q) para quaisquer p, q € R2.

Dados p, q € R?, pelo Teorema de Lagrange, existe ¢ € |p, ¢[ (segmento de recta que
une p e q) tal que
fl@) = flp) =V [f(c) - (qa—p)

Sendo, por hipétese V f(c) = 0, teremos f(p) = f(q).



