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Apresente e justifique todos os calculos

1. Considere a fungdo f: R? — R definida por

L se (z, 0,0),
f(x’y):{\/m (z,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0).

(a) Estude a continuidade de f em R
(b) Determine a direccdo em que f cresce mais rapidamente no ponto (1, 1).
(c) Sendo g: R®* — R? uma fung3o diferencidvel com ¢(1,0,2) = (1,1) e

2 0 3
Dg(l,O,Q): {4 1 2}

calcule D(f o g)(1,0,2).

Resolucgao:
(a) As fungdes = e x? + y? sdo continuas uma vez que sio polinémios. Como a raiz
quadrada é continua e o quociente de funcbes continuas é continua nos pontos onde
o denominador n3o se anula conclui-se que f é continua em R?\ {(0,0)}.
Uma vez que
x
lim f(z,0)= lim — =1 e lim f(z,0) = lim — = —1
z—0t f< ’ ) z—07F |l‘| z—0~ f< ’ ) z—07F |l‘|
vemos que n3o existe o limite de f(x,y) quando (z,y) tende para zero, e portanto f
ndo é continua em (0, 0).
(b) A direc¢do de maior crescimento é dada pelo gradiente da fun¢do no ponto. Temos
/2 2 a?
x J—
g B _'_y /—$2+y2 B y2
ox x? + y2 (xQ —+ yQ)%
of Ty

3
2

Iy (a4
e portanto a direccdo pretendida é a do vector

(c) Afungdo f é diferencidvel no ponto (1, 1) (uma vez que é o quociente de um polinémio
pela composta da raiz quadrada com um polinémio e o denominador n3o se anula),
logo, pela regra de derivagdo da fungdo composta temos

D(fog)(1,0,2) = Df(1,1)Dg(1,0,2)
1 1 2 0 3
= [ﬁ _Wi] {4 1 2}
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2. Seja f: R? — R uma fungdo f = f(u,v) de classe C? tal que —( 1 0) 3 e

%(—1,0) = 2. Sendo & a funcdo definida por h(z,y) = f(a? —y,zy), calcule 21 55 h(0,1).

Resolucgao: Pela regra da cadeia temos,

0 0 0
S(w) = S~ yan) (1) + L =y

e aplicando novamente a regra da cadeia temos

8%h 0% f 9% f

- __J 2 9 - 2

900y (z,9) 52 (&~ Y 2y)(22) = 5227 —y, 2y)y
Pf oy Pf . Of 4

+ (auav (@7 —y,2y)(22) + 55 (2" = y,xy)y) T+ o (27— y, 2y).
Substituindo (z,y) = (0,1) temos

0?h 0 f af

—(0,1) = — 1 —(-1,0)=-3+2=-1

5 0D = 5 (L0 G (-1.0) = 3¢
onde na segunda igualdade usdmos o Lema de Schwarz (que se pode aplicar porque f é
de classe C?) para ver que 5 8u< 1,0) = 8u8v( 1,0) =3.

. Mostre que o sistema de equacoes

r4+1yP—24=2 e PHrztay=5.
define y e z como fun¢des de = numa vizinhanga do ponto (z,y,2) = (2,1,1). Calcule
22)
dx :

Resolugao: A fungio F(z,y,2) = (z+y*—2*—2,2°+ 2z +2y—>5) é de classe C'! uma
vez que as suas componentes sdo polinémios. Temos F'(2,1,1) = (0,0) logo (2,1,1) é
uma solucdo do sistema. Sendo

oF {3y2 —423}

ANy,z) |z 2=+a
temos
oF 3 —4
det —(2,1.1) = =2 .
€ a(y,z)(’ ) ) 2 4 0%0

O Teorema da fun¢do implicita garante entdo a existéncia de uma vizinhan¢a do ponto
(2,1,1) em que o sistema define y e z como fungdes de z.
Derivando as equagdes em ordem a x obtemos o sistema

{ 1+ 3y° % — 4238 = 0

z d
2zd—x+z+y+:c( merg):o

Substituindo em z =2, y = 1, 2 = 1 temos
{ 1+3%2(2) —4%(2) =0
292(2) 4+ 24+ 2(L(2) + %(2)) =0

Somando as equagdes e resolvendo em ordem a Z—i obtemos %(2) = —

|



CDI2 - RESOLUCAO DO TESTE 1 3

4. Determine e classifique os pontos de estacionaridade da funcdo f : R? — R definida por
f(z,y) =32y +y* — 32 — 3y* + 12.

Resolucao: Os pontos de estacionaridade s3o as solucdes do sistema

{%—é:o@{ 6xy — 62 =0 {x:Oouyzl
_ 2 2 _ 2 .2 _
a—y—() 3v°+ 3y —6y=0 |2°+y*—2y=0.

Este sistema tem por solug¢des os pontos (z,y) = (0,0), (0,2), (—1,1) e (1,1). A matriz
Hessiana de f é

e =" 6

e portanto H(f)(0,0) = {_06 —06} donde se vé que (0,0) é um ponto de maximo;
6 0 . . 0 -6
H(f)(0,2) = 0 6 logo (0,2) é um ponto de minimo; H(f)(—1,1) = 6 0

tem determinante negativo logo (—1,1) é um ponto de sela; H(f)(1,1) = [2 8} tem

determinante negativo donde se conclui que (1,1) é um ponto de sela.

5. Considere o conjunto
M={(r,y,2) ER*| 2+ 3y >0, 2=In(z+3y)}.
(a) Mostre que M é uma variedade e indique a sua dimens3o.
(b) Determine o espago tangente e o espago normal a M no ponto (4, —1,0).
(c) Determine uma equag3o cartesiana do plano tangente a M em (4, —1,0).
Resolucgao:
(a) M é o grafico da fungdo f: U — R definida por f(z,y) = In(x + 3y) onde U é o

aberto {(z,y) € R?: 2+ 3y > 0}. Como f é de classe C'' (é a composta da fun¢3o
logaritmo com um polinémio), conclui-se que M é uma variedade de dimens3o 2.

(b) A variedade M é o conjunto de nivel 0 da fun¢do z — In(z + 3y) logo o seu espago

normal é gerado pelo vector V(z — In(z + 3y)) = <_x+13y’_xfgy, 1) no ponto
(4,—1,0). Isto é
Tu-10M* ={a(-1,-3,1) € R*: a € R}.

O espago tangente nesse ponto é o complemento ortogonal do espago anterior e
portanto é definido pela equagdo (—1,—3,1) - (a,b,¢c) =0 < a = —3b+ ¢, ou seja,

Tu—1,0M = {(=3b+¢,b,c) ER®: b,c € R}

(c) Uma vez que (—1,—3,1) é um vector perpendicular ao plano tangente e este passa
pelo ponto (4, —1,0), temos que a equacgdo cartesiana do plano tangente é

—(x—4)-3y+1)+2z=0 —2+3y+z2=—1.
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6. Seja f: R? — R uma funcio de classe C* cujas derivadas parciais de ordem menor ou

igual a 2 se anulam em (0,0). Mostre que se alguma das terceiras derivadas parciais de
f em (0,0) n3o é nula entdo (0,0) é um ponto de sela de f.

Resolugéio As derivadas parciais em ordem a x sdo as derivadas da fun¢do = — f(z,0).
Se (O 0) # 0 temos que a primeira e segunda derivadas desta fungdo se anulam em 0
e que a terceira n3o se anula. Conclui-se que f(z,0) tem um ponto de inflexdo em x = 0
e consequentemente f tem um ponto de sela em (0,0). Da mesma forma vemos que se
ﬁ(O 0) # 0, a origem é um ponto de sela.

Suponhamos entdo que 3 o 81(0,0) = %(0,0) = 0. Seja g(t) = f(t,t). Usando a regra
da cadeia temos

of of

70 = 0.0+ Z00=0
& & &
J'0) = 5500425000+ 0.0 =0
my . Of *f o’ f *f
g"(0) = e -5 (0, 0)+38 8y<0’0>+38xay2<0’0>+0—3ﬁ<0’0>

_ >’f >’f
= 3(8 o (0,0)+ax6 (0, 0))

Concluimos que se 55~ (0 0)+ a a 5(0,0) # 0, a fungdo g(t) tem um ponto de inflexdo
em 0 e portanto (0, O) e um ponto de sela de f. Assim, se uma das duas derivadas parciais
mistas de terceira ordem for ndo nula, haverd um ponto de sela a n3o ser que a outra
tenha o valor simétrico.

Mas repetindo o argumento anterior para a funcdo h(t) = f(t,2t) vemos que, nesse caso

R"(0) = 28‘92£ (0,0) +4aaaf2 (0,0) = 2883(9 5(0,0) # 0 pelo que (0,0) é necessariamente

um ponto de sela a nao ser que todas as derlvadas parciais de ordem 3 de f se anulem.




