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SUPERIOR Duragdo: 90 minutos
TECNICO

=

1. Considere o sélido V = {(z,y,2) e R*: 2 > 0; 2 + 3> <1; 0 < 2 <2 — 2% — y?}.
a) Obtenha uma expresséo para o volume de V' usando integrais triplos da forma [([( [ ...dz)dy)dz.

Resolugdo: Os cortes de V' com z igual constante, para 0 < z < 1 s3o meio-
discos 22 + y2 < 1: 2 > 0, independentes de z, e para 1 < z < 2 s3o meio-discos
2?2 +y?> <2—2z; 2 >0, cujo raio depende de z. Os cortes com y igual constante para

estes cortes s3o respetivamente 0 < z < /1 —-92e 0 <z < /2—2z—y2. Assim

uma expressao para o volume de V' com a ordem de integracao indicada é:

F{E (7 )8) e [ (0 e)e)e

b) Através de uma mudanga de coordenadas apropriada calcule o momento de inércia de
V relativo ao eixo Oz considerando uma densidade de massa k(x,y, z) = .

Resolucdo: O momento de inércia do enunciado é o integral triplo I, = [[[,(2* +
y?*)k(x,y,2). Fazendo uma mudanca de coordenadas para coordenadas cilindricas
p, 0, z obtém-se:

/2 1 p2—p?
I, = // p2.pcosﬂ.pdzdpd9
—7/2J0 JO
1

= [Siné’]”/fﬂ/o p(2—p*)dp
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2. Calcule a massa do fio definido pelas equagdes % + % + % =1 e y = z com densidade de
massa dada por o(z,y,2) = V4 + 22.

Resolucao: Projetando a linha do fio no plano Ozy através da substituicdo z = y na
2

primeira equacdo, obtém-se a circunferéncia dada por % + % = 1. Uma parametriza¢io

da linha é portanto g(f) = (2cos#é, 2siné, 2sinf), com 0 < § < 27w. A massa do fio é o

integral da densidade de massa ao longo da linha L, ou seja:

2m
M:/a = / V44 4c0s20.+/(—2sin6)2 + (2cos0)2 + (2cos 0)2 df
L 0

2m
- VA4+4c0s20.v/4+ 4cos?0do
0
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= / 4+ 4cos’ 6 do
0

2m 20) + 1
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3. Considere os seguintes campos vetoriais

_ y—1 x _
F(.%',y) - <_$2+(y—1)27$2+(y—1)2>’ G(x,y)— (23?—1-%23/4‘53),

e as curvas
C1={(z,y) € R?: (z+1)2 +¢% = 1}, Cy={(z,y) € R?: 2% 4 (y — 1) = 1}
Cy={(z,y) eR*: y=2?,0<z <1}, Cyéa fronteira de [-2,2] x [-2,2].
Indique se as seguintes afirmac¢des s3o verdadeiras ou falsas.
Nota Importante: Responda apenas verdadeiro ou falso para cada uma das alineas. Nesta

pergunta n3o ha cotacdo para justificagbes ou cdlculos, mas note que cada resposta errada
serd cotada com -0.5 valores.

(0.5 val.) (a) $o, I+ dg =2, onde C1 é percorrida no sentido anti-hordrio;
(0.5 val.) (b) Ji, G - dg = 3, onde C3 € percorrida no sentido crescente de z;
(0.5 val.) (c) $¢, I - dg = 2m, onde Cy é percorrida no sentido anti-horério;
(0.5 val.) (d) $¢, G -dg = —2m, onde Cy é percorrida no sentido horario;
(0.5 val.) (e) $, I - dg = 27, onde O3 é percorrida no sentido anti-horério;

Resolucao:

(a) F

(b) V

(c) vV

(d) F

(e) V

4. Sejam F' =rot G onde G(z,y,z) = (0,z,y) e
S = {(:U,y,z) eRY:2=2— 22 +y2 1<a®+? <4}.

(3val.) (a) Calcule, pelo Teorema de Stokes, o fluxo [y F'-n, onde n é a normal unitaria de S
satisfazendo n, > 0.

Resolucido: Dado que F' = rot G, aplicando o Teorema de Stokes, obtemos

//F-n://rotG'n: G - dg.
S S oS

Ora, 95 = Cy U (1, onde
C'o:{(a:,y,z)ER3:x2+y2:4, z:O},
Clz{(m,y,z)€R3:w2+y2:1, z=1},

e, de acordo com a normal n acima, Cy é percorrida no sentido anti-horario e C é
. . ;o . 10

percorrida no sentido hordrio quando visto do ponto (0,0,100).

Portanto,

2
G-dg= / (0,2cost,2sent) - (—2sent,2cost,0)dt
oS 0

2w
—/ (0,cost,sent) - (—sent,cost,0)dt
0

27 27 27
:/ 40052tdt—/ cothdt:i’)/ cos’ tdt = 3.
0 0 0
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(b) Aplique o Teorema da Divergéncia para calcular [[,, F'-n, onde
N={(z,y,2) eR*:2?+¢y*°=1, 0< 2 < 1},
e n é a normal unitdria que aponta para fora de N.
Resolugao: Consideremos o aberto
V:{(x,y,z)€R3:x2+y2<1, O<z<1}.
Temos OV = N U Ty U T, onde
Ty = {(m,y,z) eR3: 2%+ 9% <1, 220},

le{(x,y,z)€R3:x2+y2§1, z=1}.

Aplicando o Teorema da Divergéncia, obtemos

J[ras J[ o [[ Fen= [[[ar=[[] oo
//NF"Z—//TFn—//TFn

Notando que F' =rot G = (1,0, 1), vem

—/TOF-n—//TlF-n://TOFg—//Tng:volz(Tg)—volg(Tl):0.

Portanto,

. Seja C' C R? uma variedade—1. Dado um campo vetorial F': R? — R? e um campo unitario

n: C' — R? normal a C (i.e., ¥(, yec nz,y) € T(J:; ,Ce |n(z,y)|| = 1), define-se [, F-n
como o integral de linha do campo escalar F - n.

Sejam R C R? um dominio regular tal C = OR é uma variedade—1 conexa, n: C — R? a
normal exterior unitdria de R, e r(z,y) = /22 + y2. Mostre que

}1{ V(T4) -n=16(I, + 1),
C

onde C ¢ percorrida no sentido anti-horario, e I, I, sdo respetivamente os momentos de
inércia de R em relacdo aos eixos Ox, Oy, supondo a densidade de massa constante igual
al.

Sugestao: Aplique o Teorema de Green a um campo vetorial apropriado.

Resolugdo: Temos V(r#) = (4r3Z 473Y) = (4r%z,4r%y). Seja g: [a,b] — C uma
parametrizacdo que percorre C' no sentido anti-hordrio. Aplicando a definicdo de fluxo
acima, obtemos

b
]{CV(T“)%=/ (4r>(g()g1(2), 4% (9(2))g2(1)) - n(g (1)) llg' (t)] |t (1)

Dado que ¢'(t) € Ty C, o vetor (gy(t), —g;(t)) pertence ao espago normal TgL(t)C', pois

(91(t), ga(t)) - (93(t), —g1(t)) = g1 (t)ga(t) — ga(t)g(t) = 0.



Como g percorre C' no sentido anti-hordrio, o vetor (g5(t), —g/(t)) aponta para o exterior

de R.

Concluimos que a normal exterior unitaria n é dada por

1 / o
(9(0) = T (6. 33 (1)
Substituindo em (??) vem,
1 / ! /
74 v(r / (472 a0)) 1 (1), 47 1)) 2(0)) - T b))l 0)

b

~ [ (g0 (0. 4%(6(0)02(0) - (s500), g5 ()
b

= [ 460 [ ()5400) — )51 (0]

:f Pdz + Qdy,
C

onde P(z,y) = —4(z? + y*)y e Q(x,y) = 4(2? + y?)z. Aplicando o Teorema de Green,

obtemos
deaH—Qdy—//aQ—aP—w// (2% +y?) = 16(I, + I,).



