Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Unidade de Ensino de Algebra e Analise

Calculo Diferencial e Integral Il
Cursos: LEBIOL, LEBiom, LEIC-A, LEMat, LEQ, LEAmb, LEGM, LEC
Exame Recurso - 18 de Julho de 2022 - 10h30
Duracgdo: 2 horas

Resolucao abreviada

1. Seja h: R? = R a funcio definida por

3
Y
— Y s (a 0,0
hey) = ) Vo T3 (z,y) # (0,0)
0, se (z,y) = (0,0).
(2 val.) (a) Determine se h é continua em (0, 0).

Resolucao:
Tendo em conta que

|yl

conclui-se que f é continua na origem.

|h(z,y)| < y? <y < ||(z,y)?

(2 val.) (b) Calcule, se existir, a derivada de h segundo o vector v = (1,1) na origem.
Resolucao:
h((0,0) +¢(1,1)) — A(0,0 _
Oh s 0y = tim OO THLD) =00 _  Alh:) ~h(0,0)
ov t—0 t t—0 t
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Outra resolucao:

Sendo w = 0 para qualquer z € R, ent3o %(0,0) = (; temos ainda
O 0,0y = tim MOW ZRO0 _ WL _
oy y—0 y y—=0 /3
pelo que VA (0,0) = (0,0). Por outro lado
_ _ , 2
[z, y) = 1(0,0) = VA(0,0) - (z,9)| _ Y < yl=o0
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(2 val.)

(2 val.)

quando (z,y) — (0,0). Sendo assim, f é diferencidvel na origem e

oh

52(0,0) = VA(0,0) - (1,1) = 0.

2. Considere as funcdes f : R? — R? e g : R? — R dadas por

Ja,y) = Qe+y—ayz—y+ay) e gluv)=(u-v)e .

Calcule D(go f)(1,1).

Resolucdo: Como f e h sio funcdes de classe C', usando a regra da derivacio
composta obtemos

D(go f)(1,1) = Dg(f(1,1)) Df(1,1) = Dg(2,1) Df(1,1),
pois f(1,1) = (2,1). Mais ainda,

2—y 11—z

Dite,y) = [1+y ~1+w

] = Df(l,l):[; 8] e

Dg(u,v) = e+’ [1+2u(u—v) —1+2v(u—v)] = Dg(2,1)= e’ [5 1].

Desta forma

D(go )A,1) =€ [5 1] [; 8]:[765 0

. Considere o conjunto C' = {(w,y, z) €R3: 2%+ % =1,z =1y —562}. Justifique que

existem o maximo e o minimo da distancia dos pontos de C ao eixo Oz. Determine
os seus valores bem como os respectivos pontos de extremo.

Resolugao: Consideremos a fun¢do quadrado da distancia de (x,y, z) ao eixo Oz, que
é f(z,y,2) = 22 + y2. Note que as as condicdes
y?

Fi(z,y,2) =y?—22—2=0 e Fg(x,y,z):xz—i—z—lzo
definem a intereseccdo de duas superficies, sendo que, para qualquer (z,y) € C,
|z <1, |y <2e |z < Jy?— 22 < |y|*> + ]z < 5. Como C também é fechado
(basta ver que o limite de qualquer sucessdo convergente u,, € C pertence a C') entdo
C é compacto; e como f é continua, pelo teorema de Weierstrass f tem mdximo



e minimo em C. Para calcular os valores destes extremos, utilizamos o método dos
multiplicadores de Lagrange:

Vf=MVF + X\VF (22,2y,0) = Ai(=22,2y, =1) + Ao(22, 5,0)
Fr=0 = z=y’ —a?
F,=0 @’ %:1

2¢(1 —A2) =0 (2 =0 (>\2:1

Y(4—2X) =0 Ay =4 y=20

N A =0 & — \% —
z=y? — 2? z=4 z=-1
224+ ¥ =1 y=+2 ==l

Como f(£1,0,—1) =1 e f(0,£2,4) = 4, entdo o minimo do quadrado da distancia
de (z,y,2) € C a Oz é 1 e ocorre nos pontos (£1,0, —1).

O maximo do quadrado da distancia de (z,y,z) € C' a Oz é 4 e ocorre nos pontos
(0,£2,4).

4. Seja
V:{(w,y,z) €R3:2\/562+y2§z§3—\/x2+y2,x20,y20}

(2 val.) (a) Escreva uma expressdo para o volume de V' usando integrais iterados da forma

[ ([ dx) dy) d=.

Resolucao: A fronteira do sélido V' é a unido de duas superficies cdnicas; em
coordenadas cilindricas

g(p,0,z) = (pcosb, psend, ), (1)

20<2<3—p,0<p<1e0<HL g A intereseccdo das duas superficies estd
contida na circunferéncia 2p =3 —p < p=1e z = 2. Assim sendo, o volume
de V é:

/02 (/: (/Omdm>dy)dz+/j</0“ (/0 (BZ)Qdem>dy>dz,

(3 val.) (b) Calcule o volume de V' usando uma transformagdo de coordenadas apropriada.



Resolugdo: Utilizamos a transformagdo em coordenadas cilindricas (1), sendo
g(T) =V com

T = {(p,0,2) eR*: 0<o< X 5 0<p<L2p<z<3- P}

Assim,

™

volg(V) = ///,odzdpd@-/2</01(/2:’_ppdz)dp)d9
_ / a8 - / (30— 3p°)d

5. Considere o campo vectorial F'(z,y) = (2 cosy+3ycosr+y, 3senx —2xrseny — :c)

(2 val.) Calcule
7{ F-dg
oD

onde 0D ¢é a fronteira do conjunto D = {(:U,y) eR?:y? << 1} percorrida uma
vez no sentido hordrio.
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Resolucdo: Note que F é de classe C'' em R?. Usando a notacio

F(z,y) = (2cosy+3ycosx+y, 3senx—2xseny—x),

=P(z,y) =Q(z,y)
temos que
A
or oy

Pelo teorema de Green, e tendo em conta que a curva é percorrida no sentido negativo:

ngF.dg:—//D(—Q)dydx:2/ll(/y:d:c>dy:2/ll(1_y2)dy:§.

Seja W(a,b) o trabalho realizado por H ao

(2 val.) 6. Seja H(x,y) = <\/ > \/x2+ )

longo da elipse de semi-eixos a,b > 0 percorrida uma vez no sentido anti-hordrio.

Mostre que
ow ow
%(a,a) + E(a,a) = 2.



(3 val.)

Resolucao: Uma parametrizacdo da elipse percorrida no sentido positivo é

g(t) = (acost,bsent), com t e [0,27].

_1
Desta forma, e com f(a,b,t) = (a®cos®t + b*sen?t) 2:

2m
W(a,b) = / H-dg = f(a,b,t)( —bsent,acost) - (—asent,bcost)dt
9([a,b]) 0

2
= ab f(a,b,t)dt.
0
Fixando a = a > 0, para (a,b) numa vizinhan¢a de (a,a) e qualquer ¢t € ]0,2x[, f é
de classe C'. Pela regra de Leibniz:

2 2m
oW +8_W = (a+0b) f(a,b,t) dt—ab/ (acos®t + bsen®t) f*(a, b, t) dt.
da ob 0 0

Tendo em conta que f(a,a,t) é constante e igual a é:

oW oW 2T dt Tdt m
5 (a,a) + 5% (a,a) a/o ——a /0 a3 /0 T

. Seja D C R? um disco aberto e f : D — R de classe C? e tal que Vo € D a

hessiana H ¢(x) é definida positiva. Mostre que f ndo pode ter mais do que um ponto
critico em D. (Sugestdo: se a,b € D forem pontos criticos distintos de f, estude o
comportamento de V f ao longo do segmento que liga a a b.)

Resolugdo: Admitindo que existem a,b € D, a # b, tais que Vf(a) = Vf(b) = 0.
Considere-se a fun¢do ¢ : [0,1] — R dada por

gt) =Vf(a+tb—a)): (b-a),

que estd bem definida porque o segmento de recta [a,b] estd incluido em D para
quaisquer a,b € D. Além disso, g é de classe C'! num intervalo aberto contendo [0, 1]
e g(0) = g(1) = 0. Pelo teorema de Rolle (e usando também o teorema da derivada
da fun¢do composta) existe 6 € ]0, 1] tal que

§(60) = D(VS)(att(b-a)) Dlatt(b—a)| _ -(b=a) = (b-a) Hy(c)(b—a) = 0,
emquec=a+6(b—a)eD.

Mas como a # b, entdo H¢(c) ndo é definida positiva, o que contradiz a hipétese.



