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1. Seja h:R?\ {(0,0)} — R a fungdo definida por

2
x
h(z,y) = —.
(z:9) V222 + 3y?
(2 val.) Determine, justificando, se existe lim, .y (0,0) 2(%, ).
Resolucao:
Temos, )
z 1
0<h<——=—z|] = 0.
el VR
Logo,
lim h(x,y) =0.
(z,y)—(0,0) (=.9)
(2 val.) 2. Seja g : R? — R? uma funcio de classe C' tal que

Dg(1,1):[§ H

Determine a e b sabendo que

Jg
%(17 1)=(2,3)

para v = (5,7) .
Resolucao:

Temos, uma vez que g é de classe C'! e portanto diferencidvel,

0g B
%(1, 1) = Dg(1,1) - v.

Logo, 10+ 7a =2 e 5b+ 7 = 3, pelo que a = —8/7,b = —4/5.

(3 val.) 3. Determine e classifique os pontos criticos da fungdo f(x,y) =z + (1 — 2?)y.

Resolucao:



(2 val.)

(1 val.)

(2 val.)

O sistema de equac¢des

Vf(x,y) = (1 - 2.%'y, (1 - xQ)) = (07 0)

tem as solugdes p; = (—1,—3) e po = (1, 1) . Temos a Hessiana,

O determinante da Hessiana de f em pi,p2 é negativo, pelo que ela tem valores
proprios de sinais opostos sendo, portanto, pi, ps pontos em sela.

. Considere o sistema de equacdes

sen(z+y)+z+3w = 3
sen(z+y)+3z+w = 1.

(a) Mostre que na vizinhanga do ponto (z,y,z,w) = (0,0,0,1) o sistema define
(z,z) como fungdo de classe C! de (y,w), ou seja, (r,2) = f(y,w).

Resolucao:

Seja F(x,y,z,w) = (sen(z+y)+2z+3w—3,sen (z+y)+32z+w—1). Temos,

det

r
8(%2)(0,0,0,1) =24£0.

O teorema da funcdo implicita garante ent3o que localmente, numa vizinhanca
aberta de (0,0,0, 1), as solugdes do sistema F'(x,y, z,w) = 0 podem ser escritas
na forma de um gréfico (z,2) = f(y,w), com f de classe C* e £(0,1) = (0,0).

(b) Calcule Df(0,1).
Resolucgo:
Temos f = (f1,/2) e
F(fily,w),y, f2(y, w),w) =0

numa vizinhanga aberta de (y,w) = (0, 1). Derivando em y, w obtemos

Df(0,1) = [ _01 _14 }

5. Considere

V:{(x,y,z)€R3:x2+y2—1§z§7—2\/m2+y2,y20}

(a) Escreva uma expressdo para o volume de V usando integrais iterados da forma

J([([ dz)dy) d=.



(3 val.)

(2 val.)

(3 val.)

Resolucao:

VL gz H1y? Y
Vol(V / / ldxdydz—i—/ / / ldxdydz.
—/zH1—y2 3 Jo ,,/@,yz
(b) Calcule o volume de V.

Resolucao:

=2 20
Vol(V /1—/ / / pdzdpdd = —m
14-p? 3

6. Considere o campo vetorial H(z,y) = (—y+ 2zyf(z?y),z + 2?f(zy)), onde a

funcio f : R — R é de classe C'!. Determine o valor maximo do trabalho realizado
pelo campo H ao longo da fronteira de um retdngulo R inscrito numa circunferéncia
de raio 1.

Resolucao:
Temos
0Hy 0H; _o
ox oy ) 7

pelo teorema de Green, o trabalho sera maximo para o rectangulo R com maior area.
Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange, verifica-se que esse rectangulo
é um quadrado de lado /2. Logo, o maximo do trabalho é 4.

. Seja U C R? um aberto simplesmente conexo. Seja F : U — R? um campo vetorial

de classe C'! tal que para qualquer circunferéncia C' C U,

§r-o
c

Determine se F' tem, ou ndo, de ser gradiente em U.

Resolucao:

oF, O0F;

i NORA

ox oy
Como F é de classe C, por continuidade, teremos que a diferenca das derivadas
cruzadas de F' terd o mesmo sinal num disco de raio positivo suficientemente pequeno,
centrado em p. Pelo teorema de Green, o trabalho de F' na fronteira desse disco n3o

seria 0 o que é uma contradicdo. Logo, F é fechado e, sendo U simpelsmente conexo,
F' é gradiente em U.

Suponhamos que para p € U,



