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CONTEUDO



Capitulo 1

Integracao

A uma fungao continua v : [a,b] — C, em que [a,b] C R é um intervalo, chamamos
caminho. Uma linha é a imagem de um caminho, ou seja, ¢ o conjunto

{7(t) e C:a <t < b}

Seja A = ~y(a) e B =(b). E claro que a linha definida por 7 serd percorrida do ponto
A para o ponto B.

Note-se que a fungao «(t) = a + (b — a)t estabelece uma bijeccao entre os intervalos
0,1] e [a, b].

Seja g = yoa. Assim, a linha definida pelo caminho v : [a, b] — C serd também definida
pelo caminho ¢ : [0,1] — C. Podemos entao definir uma linha através de um caminho no
intervalo [0, 1].

Seja 7 : [a,b] — C um caminho seccionalmente regular, ou seja, um caminho de classe
C' excepto num conjunto finito de pontos do intervalo [a,b] (cf. [5],[2],[6]). Seja v* a
respectiva imagem, S C C um conjunto aberto tal que v* C S e seja f : S — C uma
fungao continua. Entao as func¢oes Re(f o)y e Im(f o)y serao seccionalmente continuas
no intervalo [a, b] e, portanto, integraveis em [a, b].

Assim, define-se integral de f ao longo do caminho v, ou integral de f ao longo da linha
~v*, da forma seguinte:

JEC I OO
= [ Relfa@n @t +i [ mlfo@p ol (101

Lema 1.0.1 Seja 7y : [a,b] — C um caminho seccionalmente reqular, S C C um conjunto
aberto tal que v* C S e f: S — C uma funcao continua.

L[ f(z)dz=— [ f(z)dz
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2. Seja : [, B] — [a,b] uma funcao de classe C* com dem’vada positiva e sejay = Yo
uma reparametrizacao. FEntao, f f(z)dz = f fz

3. Para v = *yl—i-”VQtemseff dz—f f(z dz—l—f f(z

Im

Re

Figura 1.0.1: Mudanga de sentido num caminho

Dem.:
1. Basta ter em conta o facto de que (ver figura [L.0.1))

(1) =+~ 1),

2. Efectuando a mudanca de variavel ¢t = 9 (s), obtemos

/ f@dz = [ oy @

3. Por reparametrizagao, podemos considerar 7, e 7, definidos no intervalo [0, 1] e
portanto, v = v, + 72, também designado por concatenagao de ~; e de 7, (ver figura
[L0.2), é dado por:

1(2t), se t €[0,1]
V() :{ :;2(%— 1), setelil]



Im

7

Re

Figura 1.0.2: Concatenagao de dois caminhos

donde se obtém,
/ f(2)dz: = 2 / * fn(0) (20t + / F (a2t — )2t — 1)

_ /ﬂf(z)dz+/y2f(z)dz. 2

[

Deste Lema concluimos que o integral esta bem definido porque nao depende da para-
metrizagao usada para o calcular.

Note-se também que o integral muda de sinal quando a linha é percorrida no sentido
contrario.

Exemplo 1.0.1 Sejar > 0 e y(t) = re, (¢t € [0,27]) a parametrizagao de uma circun-
feréncia de raio r, centrada na origem e percorrida no sentido directo como mostra a figura

.00

Entao,
2m ) )
/z"dz = / (re") iredt
0 0
2m
_ ,l»rnJrl/ GRSV N
0

2 2
= "t {/ cos(n + 1)t dt + Z/ sen(n + 1)t dt}
0 0

_ { 0, mn#-1 (1.0.2)

2, n=—1.
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Figura 1.0.3: Circunferéncia de raio r e centro na origem

Teorema 1.0.1 Seja v um caminho seccionalmente reqular, S C C um aberto tal que
v CSeF:S— Cuma funcio de classe C'. Entdio,

| Pz = Fab) - Fy(a),

Dem.: (cf. [5]) Consideremos apenas o caso em que v é regular. Para o caso em que v é
seccionalmente regular basta ter em conta a propriedade 3. do Lema [LOTl

AMMzzl%wWWWt

-/ oyt

= [Re(Foy)(t)]q + i[lm(F ov)(t)];
= F(y(b) = F(y(a)).

[

Este é o chamado Teorema Fundamental do Calculo. A sua aplicacao exige o conheci-
mento da primitiva da funcao a integrar o que, em muitos casos, nao é simples. No entanto,
temos a seguinte estimativa para o modulo do integral de uma funcao continua:

A F(2)dz

em que M é o maximo da funcao |f| em v* e [(y) é o comprimento da linha parametrizada
por 7.

< [ 1y (olat =), (1.0.3)
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De facto, sendo f,y f(2)dz = re? a representacao polar do integral de f ao longo de 7,
obtemos,

r:e_w/f(z)dz = /e_ief(z)dz

- / {Rele™ F(v(£))7/(8)] + i Tmle™ F(7())7(£)] }dt
b

_ / Rele™™ f ((t))'(£))dt
ab |

< / I Rele f(4(6))/(1)]|dt

< / [ F(v(8) (Bt
b

- / FO O (1)]de

= [15Gdz < i)

Exemplo 1.0.2 1. Seja f(2) = 57 e y(t) = Re, (0 <t < 7). Entao,

[/f(z)dz’ S/OW

2. Seja f(z) = Ler(t) =e", (0 <t<2m). Entdo, |f(v(t))] = 1e|y(t)] = 1 e, portanto,

Rie®
R46i4t + 1

Rm
R —1|

jat <
|[{f(z)dz| < 2m.

1.1 Teorema de Cauchy

O teorema de Cauchy é um dos resultados fundamentais na teoria das funcoes analiticas
e pode ser apresentado sob diversas formas (cf. [0 1, 2, [B]). Nesta seccao estudaremos
uma de tais versoes que é suficiente para grande parte das aplicagoes.
Seja A C C um triangulo com vértices {a, b, c}. Dada um funcao continua na fronteira
do triangulo 0A, pela propriedade 3. do Lema [LO.Il obtemos
f(z)dz =
A

| f(z)dz+ | f(z)dz + f(2)dz,

(b Ibye fe.a]

em que [z,y] designa o segmento de recta percorrido de z para y.
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Lema 1.1.1 Seja S C C um conjunto aberto, A C S um triangulo fechado e f uma fun¢ao
analitica em S. Entao,

f(z)dz = 0.
oA

Dem.: (cf. [0, [6]) Sejam a,b,c os vértices de A e sejam o', V', ¢’ os pontos médios dos
segmentos [b, c|, [c, a] [a, b], respectivamente, como mostra a figura [[LT.4l Consideremos os
quatro triangulos A;, j =1,2,3,4, cujos vértices sao, respectivamente,

{a,d U}, {bd .}, {0, d'}, {d,V, '}

b a

a J b

Figura 1.1.4: Subdivisao em triangulos encaixados

Pelas propriedades 1., 2. e 3. do Lema [L.LO.I] temos,

I= /aAf(z)dz = le,

Jj=1

em que [; = / f(2)dz.
oA,
]

O moédulo de pelo menos um dos ntimeros I; deve ser maior ou igual a . Seja I
esse numero. Repetindo este procedimento com A; em substituicao de A, obtemos uma
sucessao de triangulos (A,,), encaixados da seguinte forma:

ADAlDAQDAgD

O comprimento da fronteira de cada um dos triangulos 0A,, é igual a 2%, em que L é

o comprimento de JA. Portanto,

7] < 4 (n=1,2,3,..).

f(2)dz

0An

Y
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Dado que A é um conjunto compacto, existe um ponto zy € A que é comum a todos
os triangulos A,,. Sendo f diferenciavel em S, é diferencidvel em z.
Seja € > 0. Entao, existe r > 0 tal que

| £(2) = f(20) = f'(20)(2 — 20)| < €|z — 2],

para |z — zg| < 7.

Tendo em conta que os triangulos estao encaixados, existe n tal que se z € A,, entao
|z — 20| < 7.

Note-se que, pelo teorema [0l se tem

/ 2"dz =10, (n # —1).
oA

Portanto, temos

[ 1| = | [ 106 - fa) - £a)e - 20l < ez
O0Ap 0AR

o que implica que || < eL? Dado que € é arbitrario, I = 0. ]

Este Lema coloca imediatamente a questao de saber em que conjuntos abertos S C C
se verifica a seguinte propriedade: Dados trés pontos a,b,c € S, o triangulo fechado A
de vértices a, b, c esta contido em S. Uma classe de conjuntos em que tal se verifica ¢é a
dos convexos. Veremos, de seguida, que para esta classe de conjuntos é possivel definir
primitiva de uma funcao analitica.

Teorema 1.1.1 Seja S C C um conjunto aberto e convexo, f uma fun¢ao analitica em S.
Entao, existe uma fungao F, analitica em S, tal que f = F".

Dem.: Seja a € S. Sendo S convexo, o segmento [a, z] estd contido em S para todo z € S.
Portanto, podemos definir,

F(z) = fw)dw , (z€89).
[a,z]
Dados z e zp em S, o triangulo com vértices {a, zo, 2} esta contido em S. Entao
F(z) — F(z) = f(w)dw,
[Z(),Z]

donde obtemos

i) = oo [ 1) s (1.1.)

para z # 2.
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Sendo f continua em z, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que, se |z — 2| < J entdo
|f(2) — f(20)| < e. Portanto, de (LLI]) obtemos,

F(z)-F
PV = ) _ )| < e
Z— 20
ou seja, [ = F’ e, em particular, F' é analitica. N

Outra classe de subconjuntos de C em que ¢é possivel definir primitiva de uma funcao
analitica é a dos conjuntos em forma de estrela.

Diz-se que um conjunto S C C é uma estrela se existe um ponto a € S tal que
la, z] C S para qualquer z € S (cf. [5]).

Figura 1.1.5: Conjunto em forma de estrela

Note-se que qualquer conjunto convexo é uma estrela. Tome-se para ponto a qualquer
ponto de S.

Um corte do plano complexo, ou seja, o conjunto que se obtém retirando ao plano
complexo uma semi-recta, dado por

Co=C\{w e C:arg(w) = a}

¢ uma estrela. Tome-se para ponto a qualquer ponto de C, sobre o segmento de recta
{w e C, : arg(w) = a + 7}, tal como se ilustra na figura (LLG).

O plano perfurado, ou seja, o conjunto que se obtém retirando um ponto ao plano
complexo, nao é uma estrela.

A demonstracao do teorema [[L.T.T] é facilmente adaptavel a esta classe de conjuntos. De
facto, dados dois pontos z; e z3 em S, se o segmento de recta [z, 23] C S entdo cada um
dos segmentos de recta [a, z] com z € [z, 23] estard contido em S e, portanto, o triangulo
fechado de vértices {a, z1, 2o} estard igualmente contido em S.

Do teorema [LTTl e do teorema fundamental do célculo obtemos imediatamente o teo-
rema de Cauchy:
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Im

’ Re

Figura 1.1.6: Corte no plano complexo

Teorema 1.1.2 Seja f uma fungao analitica, definida num aberto e em estrela S, e y* C S
um caminho fechado. Entao
/ f(z)dz = 0.
”

[

Note-se que a aplicacao do teorema fundamental do calculo exige o conhecimento da
primitiva da funcao a integrar o que, na pratica, podera tornar-se uma dificuldade incon-
torndvel. Pense-se, por exemplo, na fungao exp (—z?). O teorema anterior resolve, para
caminhos fechados, este problema.

Exemplo 1.1.1 Seja y(t) = ¢, (0 <t < 2m). Entao, [ f(z)dz = 0 para cada uma das
fungoes abaixo indicadas:
1. Para f(z) = Z%, veja-se o primeiro exemplo de calculo de integrais.

2. Para f(z) = cosec?(z) = L cot(z), use-se o teorema fundamental do calculo.

3. Para f(z) =

iz .
17, aplique-se o teorema de Cauchy.

4. Para f(z) = (Im 2)?, temos, por definicao de integral:
21
/f(z)dz = / sen(2t)ie’dt
o7 0

2m 2
= / —2 cos(t) sen®(t)dt + 2i / sen(t) cos®(t)dt = 0.
0 0
Note-se que esta funcao nao é diferenciavel.

5. (Exercicio:) f(z) = 2~ 1

2z—1  2z+1°
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1.2 Consequéncias do Teorema de Cauchy

1.3 Indice de um Caminho Fechado

Seja v um caminho fechado e designemos por S o complementar de v*. Seja z € S e
consideremos o integral

Indv(z):L/ dw_ e

271 w— 2

Im

Re

Figura 1.3.7: Indice de um caminho no ponto z

Seja
_ L)
o =esp [ L0ds. (@<t
Derivando ¢ obtemos,
HONRL0
o(t) () -2

excepto, possivelmente, num conjunto finito D em que v nao é diferenciavel. Assim, a
funcao —2- é continua em [a, b] e tem derivada nula em [a,b] \ D. De facto,

d_ot) _ dH)((t) —2) —¢)y()
dt~(t) — = (v(t) = 2)

Sendo D finito, 2~ é constante em [a, b] e, como ¢(a) = 1, temos

y—z

= 0.

V() — 2

6= 5=

(a <t <b).

Dado que « é um caminho fechado, ou seja, vy(a) = ~(b), fica claro que ¢(b) = 1. Por
outro lado, ¢(b) = exp (2miInd,(z)). Portanto, ¢(b) = 1 se e s6 se exp (2miInd,(2)) = 1.
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Sendo a exponencial complexa uma funcao periédica de periodos 2kwi, em que k € Z,
concluimos que a funcao Ind, toma valores inteiros em 9.

Veremos de seguida que a fungao Ind, pode ser representada por uma série de poténcias,
ou seja, trata-se de uma funcao analitica em S.

Seja a € S. Sendo S um conjunto aberto, existe um disco D,.(a) C S. Dado que S é o
complementar de v*, tem-se: |w — a| > r para todo z € D,(a) e, portanto,

z—a |z — al
< < 1.
w—a r
Dado que
w—a 1
- z—a
w—z 1—-==

podemos expressar ﬁ em termos de uma série geométrica:

[ee]

(z—a)" 1
Z _an+1_w_z'
n=

Portanto,

1 dw
27rz

Z e
= dw.
oi w — a)"t

Se for possivel trocar a série com o integral na expressao anterior, concluimos que a
funcao Ind, pode ser expressa na forma de uma série de poténcias:

Ind,(2) =

Ind., ( ch z—a)" (z € D,(a))

em que os coeficientes ¢, sao dados por

1
= [ ———dw, (n=0,1,2,...)
/y(w_a) +1

Portanto, a funcao Ind, ¢ analitica em S.
A possibilidade de troca da série com o integral fica estabelecida no Lema seguinte ([5]):

Lema 1.3.1 Seja v um caminho, (fk) uma sucessao de fungoes continuas em v* tais que,
o0

para todo z € v*, a série Z fr(z) converge. Suponhamos que existem constantes My tais

k=0
que a série Y My converge e, para todo z € v*, se tem: |fr(2)| < M. Entdo

o0

> dz_Aka

k=0 ’Y k=0
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Dem.: Seja F(z) = > = fu(2) e Fo(z) = > ) _, fe(z). Por serem continuas, F' e F), sao
integréveis em v* e, por comparagao, a série » - | fx(z)| converge e temos:

| / F(z)dz =Y | fu(z)dz| = | / (F(2) — Fo(2))dz]

k=0 """

< SgE}F(Z)—Fn@)} ()

< sup Y [f(=)| L)
€Y p=nt1

< Uy) Y, My

Sendo Ziio M, convergente, lim,, E;}“;n 41 My, = 0, o que estabelece o pretendido.

[

Note-se que, se |w —a| > r,

’ (z—a)"
(w—a)"t!

1,z —a
o

<ty oy,

r r
e a série Y . M, converge desde que se tenha |z —a| < r, o que permite concluir que a fungao
Ind,, é representavel por uma série de poténcias.

Dado que a imagem de um conjunto conexo por uma funcao continua é um conjunto
conexo e, sabendo que Ind, toma apenas valores inteiros, concluimos que Ind, deve ser
constante em cada componente conexa de S.

Finalmente, da defini¢do de Ind, deduz-se que, para |z| suficientemente grande, se tem
| Ind,(2)| < 1, o que implica que Ind,(z) = 0 na componente nao limitada de S.

De facto, seja R > 2max {|z| : z € v*} e consideremos o conjunto

R
Sp={z€C: \z—w\>§; Yw € v}

Para z € Sy, temos,

1

1 z
Tnd, (2)] < %/y}w_zldw <)

TR

Exemplo 1.3.1 Seja v(t) = a +re' em que r > 0 e 0 <t < 27. Entdo, para |z —a| < r,

1 d 1 2m o it 1 27
— - = — e dt:—/ dt =1,
2mi )y z—a  2mi Jo  ret 27 J,
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ou seja,

1, sel|z—al<r
Ind, (2) = { 0 sole—aor (1.3.1)

1.4 Formulas Integrais de Cauchy

Teorema 1.4.1 Seja v um caminho fechado e contido num aberto e em estrela S e seja
f uma fun¢ao analitica em S. Entao, para z € S\ v* tem-se

F£(2) Ind, ( / f(w (1.4.2)

— Z :

Dem.: Seja z € S\ 7* e consideremos a seguinte fungao

w—z )

(w) = =1z gewe S, w2
I = f'(2), se w = z.

Esta funcao satisfaz as condigoes do teorema [L1.2] e, portanto,

1 fw) — f(z

0 - ’Yg(w)dw = / .
) 1/fw)dw_L/f<z)dw
1 w) f(2) 1
Y ,Yw—zdw_%/yw—zdw
1 [ fw)
= 5 w—zdw f(2) Ind,(2).

[

Para o caso em que Ind,(2) = 1 obtém-se uma férmula integral para a fungdo f o que
permitira representar funcoes analiticas em termos de séries de poténcias. De facto, se
tomarmos para v uma circunferéncia, o teorema seguinte estabelece essa representacao.

Teorema 1.4.2 Seja S C C um conjunto aberto e f : S — C uma funcao analitica. Entao
f € representdvel por uma série de poténcias em S.

Dem.: Sejaa € S e R > 0 tal que Dg(a) € S. Seja v uma circunferéncia centrada em a, de
raio r < R e percorrida uma vez no sentido positivo. Sendo Dg(a) um conjunto convexo,
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estao satisfeitas as condicoes do teorema anterior. Note-se que, para esta circunferéncia se
tem Ind,(2) =1 em que z € D,(a). Portanto,

2m/ f_z (2 € Di(a)).

Seguindo os mesmos passos da prova de que a funcao indice ¢é analitica, concluimos que
existe uma sucessao de coeficientes (¢,) tais que

ch z—a)" (z € D,(a)).

n=0

Da unicidade dos coeficientes c¢,,, obtemos a mesma série para qualquer r < R desde
que a esteja fixado. Portanto, a representacao em série de poténcias é valida para todo
z € Dg(a) como era pretendido. ]

A tal série de poténcias chamamos série de Taylor de f.

Sendo [ representdvel por uma série de poténcias, a derivada f’ também o serd, ou
seja, a derivada de uma funcao analitica é uma funcao analitica. Do estudo das séries de
poténcias e do teorema anterior obtemos as chamadas féormulas integrais de Cauchy:

con! = fM(a) = n—!/&dw : (n=0,1,2,...). (1.4.3)

2mi )., (w— a)"tl

em que v* C S é uma circunferéncia centrada em a e descrita uma vez no sentido positivo.

Exemplo 1.4.1 1. Sejavy(t) =i+e", 0 <t <2m.

Entao,
2 2
[ [
L2241 4 (2 +10)(z —1)
2
= 2m’[ c ] = —T.
N

2. Seja y(t) = e, 0 <t < 27. Entao, usando a férmula (LZL3),

e_zd {27?2 d?

. :
= Ti.
3 2¢ }
y 2 2! dz 0

3. Para calcular o integral fﬂ/ f”ffdz, em que 7y ¢ o caminho do exemplo anterior, nao
2

podemos usar a formula de Cauchy porque Re z nao é uma fungao analitica.
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No entanto, para |z| = 1 temos:

it | it -1 2. q
Rez = cos(t) = ¢ +26 = ZJF; — 22+ )
z

2
1
/Rezldz N /Ziﬂdz
vE T2 v 22(2 = 3)

- [t )

T ¥/
= 0—-2m+5=1 = —.
T+ 2@ 5

Portanto,

1.5 Teorema de Morera

O teorema seguinte designado por Teorema de Morera estabelece o reciproco do teorema
de Cauchy.

Teorema 1.5.1 Seja S C C um conjunto aberto e f : S — C uma funcao continua tal
que

f(z)dz =0,
A
para todo o triangulo fechado A C S. Entao, f é uma funcdo analitica em S.

Dem.: Seja a € S er > 0 tal que D,(a) C S. Sendo D, (a) um conjunto aberto e convexo,
existe uma fungao F' analitica em D,(a) tal que F’ = f e, portanto, f é também analitica
em D,(a). Dado que a € S é arbitrario, concluimos que f é analitica em S. 0]

1.6 Teorema de Liouville
Seja f : C — C uma funcao inteira e limitada. Consideremos dois pontos a,b € C.

Seja R > 2max (|al, |b]) tal que se tenha |w —a| > & e |w — b| > £ para |w| = R. Seja
v(t) = Re' | (0 <t < 2m). Aplicando a férmula integral de Cauchy (LZ2]), obtemos:

flo) =10 = 5 [ ) (55 = o) o

e, portanto,

|a = b|
(3R)*

F(a) ~ )] < 5-2wRM
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em que M é tal que |f(w)| < M, YVw € C. Sendo R arbitrario, concluimos que f(a) =
£(b), Ya,b e C.

Temos, assim, o chamado Teorema de Liouville:

Teorema 1.6.1 Uma funcao inteira e limitada € constante.

1.7 Teorema Fundamental da Algebra

Seja p : C — C um polinémio nao constante de coeficientes complexos. Suponhamos
que p(z) # 0 para todo z € C. Dado que, se |z| — oo, entao |p(z)| — oo, existe R > 0 tal
1 1 2

que o < 1 para |z| > R. Por outro lado, no compacto {z € C: |z| < R} a fungao o ¢

continua e, portanto, limitada. Assim, a funcao zﬁ é limitada em C e, sendo inteira, pelo

teorema de Liouville, concluimos que le) deve ser constante. Temos, assim, o chamado

Teorema Fundamental da Algebra que estabelece a existéncia de zeros de polinémios:

Teorema 1.7.1 Seja p : C — C um polindmio nao constante de coeficientes complexos.
Entao eziste w € C tal que p(w) = 0.

1.8 Zeros de Funcoes Analiticas

O facto de que uma funcao analitica é representavel localmente por uma série de
poténcias permite caracterizar o seu conjunto de zeros.

Seja S C C um aberto e conexo e f : S — C um funcao analitica e designemos por
Z(f) ={a €S : f(a) = 0} o conjunto dos zeros de f. Seja A o conjunto de pontos de
acumulagao de Z(f). Sendo f continua, A C Z(f). Fixemos a € Z(f), e seja r > 0 tal que
D,(a) C S e em que:

f(z) = ch(z —a)", (z € D,(a)).

Se todos os coeficientes ¢, forem nulos, D,(a)) C A e a é um ponto interior de A. Caso
contrario, como f(a) = 0, existe o menor dos inteiros m > 0 tal que ¢,, # 0. Neste caso,

defina-se .
o(2) = { (-0 ), sz e S ia)

Desta definicao fica claro que g é uma funcao analitica em S\ {a} e, da série para f
obtemos a representacao em série de poténcias para g:

9(z) =) cmirlz—a), (2 € Dy(a))

k=0
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e, portanto, g é uma func¢ao analitica em S. Para além disso, g(a) = ¢,, # 0 e, sendo ¢
continua, existe um disco centrado em a onde nao existem zeros de g, ou seja, a é um ponto
isolado de Z(f).

Assim, se a € A, todos os coeficientes ¢,, sao nulos e, portanto, A é um conjunto aberto.
Por outro lado, por definicao A é fechado. Dado que S é conexo, ou A = S e entao
Z(f)=S,ouA=0.

Portanto, ou Z(f) = S ou Z(f) ndo tem pontos de acumulagao em S.

Se A = (), em cada compacto de S nao poderd ocorrer mais do que um nimero finito de
zeros de f. Como S pode ser descrito como uma uniao numeravel de compactos, concluimos
que Z(f) é, quanto muito, numeravel.

O que acaba de ser exposto pode ser resumido no teorema seguinte:

Teorema 1.8.1 Seja S C C um aberto e conezxo, f : S — C uma fungao analitica e
Z(f)={a € S: f(a) =0}. Entao, ou Z(f) =S ou Z(f) nao tem pontos de acumulagio
em S. No sequndo caso, a cada a € Z(f) corresponde um unico inteiro m = m(a) tal que

[2)=(—amg(z),  (z€9), (1.8.4)

em que g € uma fun¢ao analitica em S e g(a) # 0. Além disso, Z(f) é um conjunto
contdvel.

Ao inteiro m chama-se ordem do zero e no caso em que m = 1 diz-se que o zero
é simples. Desta caracterizacao dos zeros de uma funcao analitica deduz-se o seguinte
teorema de unicidade que estabelece que uma funcao analitica num aberto conexo S fica
completamente definida sobre qualquer conjunto com pontos de acumulacao em S.

Teorema 1.8.2 Sejam f, g duas funcoes analiticas num aberto e conexo S. Se f(z) = g(z)
num conjunto com pontos de acumulagao em S, entdo f(z) = g(z) em S.

Note-se que este teorema deixa de ser vélido para o caso em que S nao é conexo. De
facto, se S = 51U Sy em que S; , Sy sao abertos disjuntos, considere-se a funcao definida
por
0, sezeld
1, sezelS,.

1o -1

1.9 Teorema do Mdédulo Maximo

Tal como para os zeros de uma fungao analitica f : S — C definida num aberto e
convexo, os pontos de maximo de |f| obedecem a restrigoes que sé nao se verificam para
fungoes constantes.

Teorema 1.9.1 Seja f uma fun¢ao definida e analitica num disco Dg(a) e tal que |f(2)] <
|f(a)| para todo z € Dg(a). Entdo f € constante.
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Dem.: Seja 0 <7 < Rey(t) =a+re , 0 <t < 27 Pela férmula integral de Cauchy
temos,

11 fz)
2mi ),z —a
1 [* f(a+re®)

fla) =

_ gt

= 5. i it re’dt
1 2 .

= 5 i fla+re™)dt.

Dado que r < R e, por hipdtese, |f(2)| < |f(a)| para todo z € Dg(a), obtemos,

umn<i1éwum+mﬂwusumn

27
e, portanto,

A%ﬂﬂwhﬂﬂa+m%|ﬂ=0-

Sendo a funcao integranda continua e nao negativa, deve ser nula, ou seja, f é constante
em Dg(a).

Seja S um aberto, conexo e limitado e f uma funcio analitica em S e continua em S.
Assim, |f| tem maximo em S. Suponhamos que o ponto de maximo se situa no interior de
S. Pelo teorema anterior, f deve ser constante em algum disco centrado nesse ponto o que
implica que f deve ser constante em S por unicidade. Por ser continua, f é constante em
S e, portanto, |f| tem o seu maximo sobre a fronteira de S. Tem-se, assim, o teorema do
modulo maximo:

Teorema 1.9.2 Seja S um aberto, conezo e limitado e f uma fungao analitica em S e
continua em S. Entao, |f| tem o seu mdzimo sobre a fronteira de S.

Como exemplo de aplicagao deste teorema, consideremos uma fungao f analitica em
D4(0). Suponhamos que se tem

f(0) =0,
f(z)] < 1; [z <1

Consideremos a fungao g definida por
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Sendo g analitica em D;(0), pelo teorema do mdédulo maximo concluimos que se tem
l9(2)] <1

ou seja
[f() <z, =z € Di(0)

e, em particular,
1f(0) < 1.

Se para algum z € D;(0) tivermos |g(z)| = 1, entao, pelo teorema do médulo maximo,
a funcado g serd constante em D;(0), ou seja, g(z) = A em que || = 1. Portanto, a fung¢ao
f tera a seguinte forma

f() = ez

em que o € R é tal que \ = e

1.10 Exercicios

Nesta série de exercicios, iremos denotar por y(a,r) a circunferéncia centrada em a € C
e de raio r e percorrida no sentido positivo, ou seja,

Y(a,r)={z€C:|z—a|=r}={a+re" : t €]0,2n]}.
1. Mostre que sobre a circunferéncia v* = {z : [z| = R > 1} se tem

L 1
/ °g<z>d2‘ < gp Tt log(R)
v

22 R

2. Use o teorema de Cauchy para mostrar que se tem

/Z:1 F(2)dz =0

nos casos seguintes:

22

2) f(z) = ——,
b) f(z) = tan<z>,
¢) f() = Log(z +2).

3. Considere a fungao f(z) = com f(0) =0e [z] >0 ;-2 < arg(z) < &. Seja
={z:|z]| = I;Im(2) > O} Mostre que o teorema de Cauchy nao se aphca no

calculo do integral f f(z)dz. Calcule esse integral.

4. Para v = ~(0,2), calcule os integrais:
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10.
11.

12.

CAPITULO 1. INTEGRACAO

a

b

fv 3+5dz

Z—1

f'y 22+z+1 ’Z

)
)
)/, Sfifl
)
)

(@]

d f COSZ

e

Seja A C C um aberto e convexo e f : A — C uma funcao analitica. Seja 7 um
caminho fechado em A e 25 € A\ v*. Mostre que se tem

/v%dw:/yﬁdw

z
Seja f uma funcao inteira tal que |l|1m /()
—oo 2

= 0. Prove que f é constante.

Seja f uma funcao analitica em C. Prove que, se existem constantes M e K e um
inteiro positivo n tais que |f(z)| < M|z|™ para |z| > K, entao f é um polinémio de
grau menor ou igual a n.

Seja A um subconjunto convexo de C e f: A — C uma fung¢ao analitica e nao nula.
Mostre que
f'(z)

(2)

I

em que 7y é um caminho fechado em A.

. Seja f uma funcao analitica no disco fechado D;(0). Prove que, se para algum r > 0

e algum a € C se tem f(0D;(0)) C D,(a), entao

f(D1(0)) € Dr(a).

Prove que uma funcao analitica numa estrela tem primitiva.

Seja S C C um aberto e f : S — C uma funcao continua. Suponhamos que f é
analitica em S\ [a,b], em que [a,b] C S é um segmento de recta. Prove que f é
analitica em S.

Seja f uma funcdo analitica num dominio S C C. Considerando a funcio e/, mostre
que Re(f) nao pode ter maximo em S.



Capitulo 2

Singularidades

2.1 Classificacao

Consideremos a funcao f(z) = %, que, como vimos, desempenha um papel importante
no teorema de Cauchy e, especialmente, nas suas consequéncias. Esta funcao apresenta a
particularidade de nao estar definida na origem e é analitica em C\ {0}. Em particular, é
analitica em qualquer coroa circular centrada na origem. Nesta seccao analisaremos, com
algum pormenor, as fungoes que sao analiticas excepto em pontos isolados e obteremos
uma classificacao desses pontos a que chamaremos singularidades.

Seja S C C um aberto, a € S e f uma funcao analitica em S \ {a}. Diz-se, neste caso,
que f tem uma singularidade em a.

Se lim,_,, f(z) existe, diz-se que f tem uma singularidade removivel em a. Neste caso,
f pode ser definida em S tomando f(a) = lim,_, f(2).

Chamaremos disco perforado em a ao conjunto D;(a) = D,(a) \ {a}.

Teorema 2.1.1 Seja f uma fungdo analitica em S\ {a} e limitada em algum disco per-
forado D}(a). Entao f tem uma singularidade removivel em a.

Dem.: Seja h : S — C definida do seguinte modo:

0, se z=a
Mz) = { (z—a)’f(z), sez##a.
Sendo f limitada em algum disco perforado, obtemos,

M =M -4y < Mz -l

Z—a

em que M é tal que |f(z)| < M, Vz € Di(a).
Portanto, h é diferenciavel em a e h'(a) = 0.
Assim, h é analitica em S e pode ser representada pela série de poténcias

h(z) = ch(z —a)", (z € D,(a)).

25
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Tomando f(a) = ¢y, obtemos uma extensao analitica de f em S e representada pela

série
[oe)

ch+2 (z—a)" (z € D,(a)).

n=0

[

Note-se que a fungao f(z) = % nao se encontra nas condi¢oes do teorema anterior o que
nos leva a pensar no tipo de singularidades que uma funcao pode apresentar. O teorema
seguinte resolve este problema apresentando uma classificacao exaustiva das singularidades
isoladas.

Teorema 2.1.2 Seja a € S uma singularidade de f. Entao, apenas trés casos podem
ocorrer:

a) [ tem uma singularidade removivel em a.

b) Existem complexos ci,ca, ..., Cn, sendo m € N e ¢, # 0, tais que a fungao
m
k:l

tem uma singularidade removivel em a.

c) Ser >0 e D.(a) CS, entao f(D}(a)) é um conjunto denso no plano complexo.

No caso b), diz-se que f tem um p6lo de ordem m em a e diz-se que a funcao » ", G T G

éa parte principal de f em a.
E claro que se f tem um podlo em a, entao

lim | (2)] = oo

zZ—a

Ao nimero m chamamos ordem do pélo e no caso em que m = 1 dizemos que o pélo
é simples.

No caso ¢), diz-se que f tem uma singularidade essencial em a. Dito de outra forma,
a cada complexo w corresponde uma sucessao (z,) tal que z, — a e f(z,) — w, ou
equivalentemente,

Vw e C, Ve >0, Vr >0, 3z € Di(a) : |f(z) —w| <e.
No que segue e sempre que nao haja perigo de confusao denotaremos

D = D,(a), D*=D}(a).
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Dem.: (cf. [6]) Suponhamos que c) ndo se verifica. Entao, existem r >0, e >0ew € C
tais que |f(z) —w| > € em D}(a). Seja g a func¢éo definida por
1
9(2) = —/——, z € D). 2.1.1
O=Fm=p: (€D (21

Entao, g é analitica em D* e |g| < % Pelo teorema Z 11l ¢g é analitica em D, pelo que,
dois casos podem ocorrer.
Se g(a) # 0, sendo f(2) = w+ ( , obtemos que f é limitada em algum disco perforado

D;(a), o que, pelo teorema 2.1.1], 51gn1ﬁca que f tem uma singularidade removivel em a.
Se a é um zero de g de ordem m > 1, temos

9(2) =(z=a)"q(z)  (z€D)

em que g; ¢ analitica e nao nula em D.
Assim, seja h = gil. Entao, h é analitica e nao nula em D, o que permite escrever

=> bi(z—a)"  (z€D),

em que by # 0.
Por outro lado, de (ZI]1]), obtemos para z € D*,

f(z)—w = (z2—a)""h(z)

o0
= (z—a) mE by(z —a)"

n=

b(] bl - k
= e bm bm - )
(z —a)m + (z —a)m1 - +Z +h(z —a)
k=1
ou seja, a fungao f(z) — > /0 | oy tem uma singularidade removivel em a. ]

2.2 Série de Laurent

Da correspondéncia entre fungoes analiticas e séries de poténcias e tendo em conta o
teorema 2. 1.2 podemos concluir que se uma funcao f tiver uma singularidade nao removivel
em algum ponto a nao podera ser representada por uma série de poténcias relativa a esse
ponto. No entanto, se considerarmos poténcias com expoentes inteiros n € Z, sera possivel
obter uma representacao em termos de séries do tipo

+o00

Z cn(z—a)",

n=—oo
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definidas em algum disco perforado D} (a).

Sejam R e S numeros reais tais que (0 < R < S < 00) e f uma fungao analitica na
coroa circular {z € C: R < |z| < S}.

Por razoes de clareza fixemos a seguinte notagao:

1. v(a,r) designa a cincunferéncia de raio r e centro em a e percorrida uma vez no
sentido positivo;

2. v.(z,w) designa o arco de circunferéncia de raio r e centro na origem e percorrida
desde o ponto z até ao ponto w no sentido positivo;

3. [z, w] designa o segmento de recta percorrido de z para w.

4. A(R,S) designa a coroa circular de raios R e S com 0 < R < S < 0o e centro na
origem do plano complexo.

5. I(7) designa o conjunto aberto e limitado pela linha simples e fechada v* e chama-se,
abusivamente, interior de v*.

Lema 2.2.1

/ f(w)dw:/ _f<“’>dw, 0<r<R,neZ (2.2.2)
7(0,r) 7(0,R)

w" w"
Dem.: (cf. [5]) Consideremos os caminhos seguintes (ver figura 22.7)):
e 71 =vr(R,iR) + [iR,ir] — ~.(r,ir) + [r, R],
iR, —R) + [-R,—r] — ~.(=ir,r) + [ir,iR],

® 72 = Yr(
e 73 =9r(—R,—iR) + [—iR,—ir] — ~.(—r,—ir) + [-r,—R],
o v =7r(—iR,R) + [R,7] — y.(—ir,r) + [—ir,—iR].

Note-se que cada um dos caminhos ~; estd contido num quadrante do plano complexo.
Portanto, pelo teorema de Cauchy, obtemos:

/dezo, i=1,2,3,4.
Vi wn

Por outro lado,

/ f(i:)dw:/ f(t:)dw_/ f(t:)dw_
yit+yetystye W ~(0,R) W v0r) W

/ de: / de.
y(O,R) W" o) W

Portanto,
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Im

Y1

V4

Figura 2.2.1: Invariancia do integral

[

A prova deste Lema mostra que o mesmo se passa se substituirmos a circunferéncia
7(0,r) por uma linha fechada simples e contida no aberto limitado por v(0, R) e tal que
0 € v*. Note-se que tal circunferéncia existe dado que I(7) é um conjunto aberto.

Teorema 2.2.1 Seja f uma fung¢ao analitica na coroa circular A(R,S). Entao,

fe)= Y ez,  (z€4), (2.2.3)

em que

_ 1 [fw) (2.2.4)

sendo v =~(0,r), (R<r<.59).

Dem.: Seja z € A(R,S) e P,Q > 0 tais que R < P < |z| < Q < S (ver figura Z2.2).
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Im

Figura 2.2.2: Coroa circular A(R,S)

Usando o teorema de Cauchy e considerando os caminhos (0, @) e v(0, P), obtemos,

flz) = L de—%/(op)mdw

2 Jy0,0) W — 2 w—z

= w)d . 2.2.5
i [ St [ ST (2.25)

Note-se que ‘%‘ < 1paraw € ~(0,P) e ‘ﬂ < 1 para w € v(0,Q).
Pelo Lema [[L37], podemos trocar o integral com a série em (2.2.3]), ou seja,

o0

w) 2" + / fw)w™dw)z"™ 1,
Z 2m / +(0.Q) w"“ ,;::0( +(0,P) )

Fazendo n = —m — 1 no segundo somatdério e tendo em conta o Lema 2.2.T] obtemos a
série de Laurent para a funcao f. 0]

E importante notar que a série de Laurent é tinica. De facto, se f fosse representada,
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em A, por outra série de Laurent com coeficientes b,,, de (Z2Z4), terfamos,

o0

2mic, = / f(w)w"ldw:/ Z brw* " dw
’y(O,T’) 'Y(Ovr) k=—00
— / Z bw " dw + / Z b ™ dw
7(077‘) k=0 7(077') m=1
= Z bk/ wh " dw = 27ib,,.
k=—00 'Y(Ovr)

Este resultado de unicidade revela-se muito importante no cédlculo dos coeficientes da
série de Laurent. Note-se que para a série de Taylor os coeficientes estao relacionados com
as derivadas da funcao representada o que nao acontece com os coeficientes da série de
Laurent. No entanto, a unicidade de representacao permite obter esses coeficientes desde
que sejam conhecidos para alguns casos particulares. Em grande ntimero de aplicagoes,
interessa calcular apenas alguns desses coeficientes.

Note-se que, até este ponto, todos os cédlculos foram efectuados supondo que a funcao
f tem uma singularidade na origem do plano complexo. No entanto, todos esses calculos
permanecem validos para o caso em que f tenha uma singularidade num ponto a # 0.
Assim, numa coroa {z : 0 < |z —a| < r} a fun¢do f pode ser representada pela série de

Laurent dada por

f(z) = Z cn(z —a)", (2.2.6)

n=—oo

em que os coeficientes ¢, sao calculados da forma seguinte,

_ L f(2)
Cn =5 o dz. (2.2.7)

Exemplo 2.2.1 1. Seja f(z) = z(ll—z)' Entao f é analitica em cada uma das coroas
A(0,1) e A(1, 00).

Podemos reescrever f na forma seguinte

e, portanto,

flz)=>_ 2",  (z€A0,1)). (2.2.8)
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Na coroa A(1, c0), temos,

fR)=z1—2z11-21H"t= Z (—2").

n=—oo

2. A funcao f(z) = m ¢ analitica na coroa A = {z: 0 < |z — 1| < 1}. Sendo

2z 1) = (z = 1)*(1+ (2 — 1)),

e =5 _1 el = =1+ (=~ 12— ]= Y (- -1n (2.29)

n=—2

Nestes casos, recorremos ao conhecimento da série geométrica o que, por unicidade,
permitiu obter os coeficientes da série de Laurent de f para cada uma das coroas conside-
radas.

1. A funcao cosec(z) é analitica excepto nos pontos z = km , (k € Z) e, portanto, serd
representada por uma série de Laurent em 0 < |z| < 7.

22 20 22

sen(z):z—§+§+---:z(1—€+h(z)),

em que h é uma fungao analitica tal que, numa vizinhanga da origem, verifica |h(z)| <
M|z, ou seja h(z) = O(z%).

Tendo em conta que para |w| < 1 se tem ﬁ =1+w+w?+---, obtemos,
cosec(z) = L _ l[1 — (2—2 + 0(24))}71 = l(1 + = +0(2Y) (2.2.10)
~osen(z) =z 6 2 6 ’ o

para |z| pequeno.

2. A funcao
cos(z)

cot(z) = sen(z)

é analitica para 0 < |z| < 7. Numa vizinhanga da origem, temos,

22

cot(z) = (1— 5 +0(2Y)) (é + % +0(2%))
= %(1 - z2(—% — %) +0(z")
e, portanto,
1 =z

cot(z) = 37 O(2*), (0 < |2 < ). (2.2.11)
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3. Dado que exp(z) = > o7, = em C temos

n=0 n

exp(%)zz ! : (2.2.12)

em C\ {0}.

A classificacao das singularidades de uma funcao pode ser reformulada em termos da
respectiva série de Laurent (cf. [5]). Seja a uma singularidade isolada de f. Entao f é
analitica em alguma coroa A = {z : 0 < |z —a| < r} e pode ser representada pela
respectiva série de Laurent

[e.e]

FR)= ) calz—a)" = fo(2) + ful2),

n=—oo

em que a

se chama parte principal ou singular de f.
Entao, tendo em conta o teorema 2.1.2] obtemos,

e a ¢ uma singularidade removivel se ¢, = 0 para todon < 0, ouseja, f = fo; [fs =0;

e ¢ é um pélo de ordem m > 1se ¢_,, # 0 e ¢, = 0 para todo n < —m. Neste caso a
funcao f pode ser escrita na forma

em que g é uma funcdo analitica tal que g(a) = c_,, # 0. De facto,

(e e]

fz) = ) alz—af

k=—m

1 - k
= 7(2 — a)m % C,erk(Z - a)

= 22 (2.2.13)
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e ¢ ¢ uma singularidade essencial se nao existe algum m tal que ¢, = 0 para todo
n < —m.

Teorema 2.2.2 Seja f uma fun¢ao analitica num disco perforado D} (a). Entdo f tem um
polo de ordem m em a se e SO se

lim(z —a)" f(z) = D # 0, (2.2.14)

zZ—a
em que D € uma constante.

Dem.: Suponhamos que a é um pélo de ordem m. Entdo, para z € D}(a), temos,

o0

f)=) eulz—a)

em que c¢_,, # 0. Portanto,
(z—a)"f(z) = Z Cnem(z —a)" = g(2).
n=0

A fungao g é analitica e g(a) = c_,,, # 0. Assim,

lim(z —a)™ f(2) = c_pm # 0.

z—a

Consideremos a série de Laurent relativa ao ponto a. Os coeficientes ¢, sao dados por

O

" o L (z—a)rtt

Da condi¢ao ([2.2.14)), dado € > 0 existe 6 > 0 tal que, se 0 < |z — a| < J, entao
(2 —a)"f(2) = D] <e.

Seja 0 < s < min{d, r}. Entdo, para |z — a| = s temos,

(z—a)"f(2)] < [D[ + €

e portanto,
(2 = a) " f(2)] < (ID] +e)s™"

Assim, os coeficientes ¢, podem ser estimados do seguinte modo
el < (ID] + )5

Portanto, paran < —m, s7" " — 0 desde que s — 0, ou seja, ¢, = 0, o que quer dizer
que podemos escrever
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Mas pela condigao ([ZZI4) obtemos

Com =lim(z —a)"f(z) =D #0.

z—a

Exemplo 2.2.2 1. A funcdo f(2) = 1727028@) tem uma singularidade removivel na ori-

gem. De facto, tendo em conta que cos(z) = > % obtemos,
1 22
f(z):E—I—Fg—i—...

2. De (Z28)), 2Z10) e ZZII) concluimos que cada uma das fungoes ﬁ, cosec(z) =

—Senl(z) e cot(z) apresenta um pdélo simples na origem.

’ ~ 1 . . .
3. Dg [22.12) concluimos que a funcao exp(;) tem uma singularidade essencial na
origem.

2.3 Exercicios

1+2 1 1
L. Mostrequeg:—+——1+z—22+23—---,para()<|z|<1.
22428 22 2z

2. Classifique as singularidades de cada uma das seguintes funcgoes:
a) zex,

2
b)
1+2z

sen(z)

c) ,

d) :

f) —,

g)
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Capitulo 3

Residuos e Aplicacoes

3.1 Teorema dos Residuos

Para funcoes analiticas e definidas em estrelas, o integral ao longo de um caminho
fechado pode ser facilmente calculado usando o teorema de Cauchy. No caso de fungoes
analiticas em coroas circulares, o teorema dos residuos desempenhard o mesmo papel.

Lema 3.1.1 Seja f uma fung¢ao analitica tendo um pdolo no interior de uma linha simples
e fechada v* e seja

a respectiva série de Laurent. Entao

/f(z)dz = 2mic_q.
gl

Dem.: Seja r > 0 tal que D,(a) C I(y). Entao

l )z = / e

= / ck(z —a)¥dz
v(a,r) k=—m
= Z Ck/ (z —a)kdz
k=—m v(a,r)
= 2mic_q

[

Ao coeficiente ¢_; da série de Laurent chamamos residuo de f relativo ao ponto a
e usaremos o simbolo res(f, a) para o distinguir.

37
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Teorema 3.1.1 Seja f uma func¢ao analitica com um nimero finito de polos em I1(y) em
que vy € um caminho fechado, simples e percorrido no sentido positivo. Sejam ay, as, . .., Gy
esses pontos. Entao

/ f(2)dz = 2mi i res(f, ay).
v k=1

Dem.: Designemos por f; a parte principal da série de Laurent de f relativa a aj. Entao,
a funcao definida por

tem singularidades removiveis nos pontos ay, ..., a, e, portanto g é analitica e, pelo teo-
rema de Cauchy tem-se
/ g(z)dz=0
v

donde obtemos, usando o Lema anterior para cada f,

L f@)@:é /y fk(z)dz:27rik2:res(f, ar).

3.2 Zeros e Polos

O teorema dos residuos permite contar e localizar os zeros e os pélos de uma funcao.
Neste processo, os zeros ou polos de ordem m sao contados m vezes.

Teorema 3.2.1 Seja f uma fungao analitica com um numero finito P de pdlos e um
niumero finito Z de zeros em I(7), sendo v um caminho fechado e simples percorrido no
sentido positivo. Suponhamos que f € nao nula sobre v*. Entao

1[G

; dz =7 — P.
2mi )., f(2)

Dem.: (cf. |6, 5, 1)) A funcao fTI ¢ analitica excepto nos zeros e pélos de f. Se a é um zero
de f de ordem m, entao existe uma funcao analitica g tal que

f(z) =(z—a)"g(z)
em algum disco D,(a) e, portanto,

FE_m L g
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Sendo g nao nula em D, (a), a funcao f?, tem apenas um polo simples em a e o respectivo
residuo é m.
Se b for um pdélo de ordem n, entao existe uma funcao g analitica, tal que

__9(®)

f'z) —n d()

f) - a=b g

Portanto, f7/ tem um pélo simples em b e o respectivo residuo é —n.
Tendo em conta o teorema B.I.T] fica estabelecido o resultado pretendido. 0]

O teorema seguinte (Teorema de Rouché) estabelece que duas fungées tém o mesmo
nimero de zeros num conjunto se, na fronteira desse conjunto elas estao, de certa maneira,
préximas uma da outra.

Teorema 3.2.2 Seja v um caminho simples e fechado, f e g duas funcgoes analiticas em
I(7) e tais que |f(2)] > |f(2) — g(2)| sobre v*. Entao f e g tém o mesmo nimero de zeros
em 1(7).

Note-se que o nimero de zeros deve ser finito porque /() é um conjunto compacto.
Caso contrario, pelo teorema da unicidade [L82 f e g seriam identicamente nulas.
Dem.: As fungoes f e g nao tém zeros sobre v*, ou seja, por hipdtese em v*, temos,

—-1| <1

/v Z(()) = /hl dz = Indje, (0) = 0.

W) gk f2)

Por outro lado,

hz) =) f2)

Assim, pelo teorema anterior, fica provado o pretendido. ]

Exemplo 3.2.1 1. Seja h uma fungao analitica em D;(0) e tal que |h(z)| < 1 para
|z| = 1. Entao a equagao h(z) = z tem apenas uma solugao em D;(0).
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De facto, considerando

o= el =1,
flz) = =z
9(2) = z—h(z),
temos,
1f(2) = g(2)[ = [h(z)] <1=z] = [f(2)].
Pelo teorema de Rouché concluimos que g e f tém o mesmo ntimero de zeros.
2. Dado um polinémio p de grau n dado por p(z) = ag + a1z + - -+ + a,z" com a, # 0,
seja f(2) = a,2™ e g(z) = p(z). Entao
1f(2) —g(2)] = |ag + a1z + -+ ap_12" | < (n— 1alz|* 1,
em que |z| > 1 e a=max{|agl, -, |an-1]}.

Seja v* = {z : |2| = R} com R > max{ ("I;Ll‘)“, 1, Ry} em que Ry é tal que os zeros do

polinémio p se encontram no disco de raio Ry e centro na origem. Assim, temos

1/(2) = 9(2)] < |an| B = [f(2)]

o que, pelo teorema de Rouché, permite concluir que p tem n zeros em C.

3.3 Calculo de Residuos

Nesta secgao veremos algumas formas de calculo do residuo relativo a um polo que nao
envolvem a série de Laurent (cf. [5l [T 4, 3, 2]).

e Da definicao de residuo, fica claro que, para uma fun¢ao f com um pélo simples num
ponto a, se tem:

res(f,a) = lim(z — a) f(2). (3.3.1)

z—a

e Suponhamos que f tem um pélo de ordem m em a. Em algum disco perforado D(a)
temos:

flay = 29

(z —a)™’
em que g é analitica e g(a) # 0. Pelas férmulas integrais de Cauchy para derivadas
obtemos,

(m-1)(y) — (m —1)! g(2) "
9" D(a) —/y(a )

2mi o (z—a)m
(m—1)!
= 5 f(z)d=
v(a,5)

= (m—1)lres(f,a).
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Portanto,

res(f,a) = ! !g(m_l)(a). (3.3.2)

(m—1)

e Suponhamos que f(z) = 28, em que h e k sao analiticas em D, (a). Suponhamos

também que h(a) # 0, k(a) =0 e k'(a) # 0.

Entao

res(f,a) = lim —=(z —a)

= I (3.3.3)

Exemplo 3.3.1 1. Afungdo f(2) = Wlﬂﬂ) tem pélos simples nos pontos {2, —2i, 21}
e, portanto, por (3.3.1), temos

res(f,2) = —%

1 1—i
sl =) = G T 16

1 1+
%) = -t
ves(f2) =~ 95 ~ 16

1 3 . (2k+1)mi
2. f(2) = 1757 tem pdlos simples nos pontos z, =e~ 1, k=0,1,2,3.

Considere-se h(z) =1 e k(z) = 1 + z%. Entao, por (3.3.3)), temos

1 1 eremi

res(f, zx) = [@]z:Zk =—qe

3. f(z) = %f tem um pélo de ordem quatro na origem. Por (3.3.2]),

1 d i
res(f,O) = 5[@6 }2:0 = —6

4. f(z) = %Q(M) tem um polo de ordem trés em z = 0 e polos simples nos inteiros
n==41,+2,.... Por (83.3) temos

cos(mz)
cos(rz) 1
S, [ 0.
res(f,n) [WW COS(WZ)]Z:n n?’ n7
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Por outro lado, de (222I1]) e numa vizinhanca da origem temos,

meot(mz) 1 @
22 23 3z
Portanto
2
res(f,0) = -3

3.4 Calculo de Integrais e de Séries

O teorema dos residuos permite o cdlculo de integrais de fungoes de variavel real e de
somas de séries de termos reais.

Consideremos o caminho
(ver figura B.41]) e seja f uma funcdo complexa de varidvel complexa.

Im

TR

R R Re

Figura 3.4.1: Concatenagao dos caminhos [—R, R] e vg

Entao o integral de f ao longo de v é dado por

/y F(2)dz = A e F(2)dz + /[R,m f(z)da.

Portanto, usando os teoremas de Cauchy e estimando o integral sobre a semicircun-
feréncia yg(R, —R), podemos calcular o integral de f sobre o segmento de recta [—R, R],
ou seja, o integral de uma fungao de variavel real no intervalo | — R, R].

Do mesmo modo, se considerarmos o caminho (ver figura [3.4.2])

v=[-R,S]+ 15,5+ ie] + [S +ie,—R +ie] + [-R + ie, —R)|

podemos calcular o integral de uma funcao de varidvel real no intervalo | — R, S|.
Assim, serd possivel calcular integrais de algumas fungoes de variavel real em intervalos
nao limitados por passagem ao limite fazendo R, S — oo:
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Im

Figura 3.4.2

e limp .o fOR f(z)dz designado por integral impréprio de f em ]0, 0ol.

o limpg .o f_SR f(x)dx designado por integral impréprio de f em R.

Portanto, poderemos calcular integrais do tipo fooo f(x)dx ou ffooo f(x)dx entendidos
no sentido dos integrais impréprios de Riemann ou no sentido do integral de Lebesgue caso
existam. Sera também possivel calcular integrais de fungoes trigonométricas.

3.4.1 Integrais do tipo: / f(x)dx

Seja f uma funcao analitica excepto para o conjunto de pélos {aj,as, -+ ,ay} com parte
imaginaria positiva.
Suponhamos que existem constantes M e R tais que, para |z| > R, se tem

M
2)| < — a > 1. 3.4.4
16) < o (344
Note-se que se f = g em que P e () sao polindmios de grau n e m, respectivamente, e
tais que m > n + 2, entdo f verifica a condigao (3.4.4).
Seja r > R e consideremos o caminho (ver figura B.4.3))

Y = 3olr, =) + [=1,7]

de tal forma que os pélos de f se encontram todos em (7).
Pelo teorema dos residuos temos
N

/f(z)dz = 2mi Zres(f, a;).

=1
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Im

Figura 3.4.3

Por um lado, )
dy — d it\ireitd
Lf(z)z /_rf(x)va/o f(re™yiredt

e a condi¢ao (B4 permite concluir que o integral

/OO f(x)dx = lim ' f(x)dx

r—oo f_ .

existe.
Por outro lado temos,

}/ﬂ f(re“)ire“dt}g T M
0

rafl

que converge para zero quando r — co, desde que o > 1.
Portanto,

~ N
/ f(z)dx = 2mi Z res(f, a;).

Exemplo 3.4.1 Para calcular o integral

o 1
d
/_m1+x4 )

determina-se a soma dos residuos relativos aos pélos da funcao f(z) = ﬁ com parte
imagindaria positiva:

T s 1 s’ s )
res(f,e®) +res(f,eaT) = _Z(ef + 637) _
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Portanto,

/°° 1 d T
r=—.
oo L2t V2

1
|RY = 1]

Note-se que se tem

[F(2)] <

para z = Re®, ou seja, f verifica a condicao (B.4.7).

(0.¢]
3.4.2 Integrais do tipo / e f(x)dx
—0o0
Suponhamos que existem constantes M, R > 0 tais que, para |z| > R, se tem
M
f(z)| < o (3.4.5)
Seja
g(2) = f(2); a>0
e consideremos o caminho (ver figura [3.4.4))
v =[=r,s]+[s,s +ip| + [s +ip,—r + ip] + [ + ip, —7]
em que 7,s,p > R e tais que os pdlos de f, {ay,as, - ,an}, se encontram em (7).
Im
~
p
T S Re
Figura 3.4.4

Pelo teorema dos residuos temos

N

/g(z)dz = 271 Zres(g, a;).

Y i=1
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Por outro lado, quando x = s; 0 < y < p temos

M(l—e) M

P M P
/ e~ f(s + iy)|dy < L / vy ~ M=) M
0 s Jo as as

Do mesmo modo, quando x = —r; 0 <y < p temos

P M
/ e\ f(—r + iy)|dy < L.
0

ar

Finalmente, paray =0; —r <z <s

e | f(z +ip)|dx < ,

/s Me™*P(r + s)

que converge para zero quando p — oo. Portanto,

s N
/ e f(x)dr = 2mi Z res(f(2)e"*, a;).
e i=1

Exemplo 3.4.2 Para mostrar que

< cos(x) me™?
de=——,b
/0 Zrpt= gy >0

consideremos a fungio g(z) = € f(z) em que f(z) = ﬁ

O tnico pélo com parte imagindria positiva é o ponto bi e tem-se

—b

N
res(f,bi) = oY

Por outro lado, é claro que f satisfaz a condigao (B.4.5]).
Portanto,

< cos(z) et me~?
/0 oy 0 = Relrigg) ==
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3.4.3 Integrais trigonométricos

Seja R(x,y) uma fungao racional que nao apresenta pélos sobre a circunferéncia v = (0, 1)
e consideremos o célculo do integral

2
/ R(cos(t),sen(t))dt.
0
Para tal consideremos a funcao

R(G+D.AG-Y)

12

f(z) =

Assim, f nao tem pdlos sobre v e sejam {aj,as, -+ ,ayn} os polos de f em I(). Pelo
teorema dos residuos, temos

N
/f(z)dz = 27 Zres(f, a;).

Mas,

it

21 2w it —it it —it g
/ R(cos(t), sen(t))dt = / RS S0
0 0 2 21

,lezt

- /0 " Fleyiedt = L f(z)dz

ou seja,

Exemplo 3.4.3

I = ;a>0 1
0 1+a2—2acos(t) >0, a7

- /zz1+a2 2lz+1])

2

/ —az? + 1+a2)z—a]
B [y@—a)(;—n'

Os pélos da fungao integranda f(z) =

( P — -1
o@D S0z =aez = .
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Para a < 1, f tem o pdlo z = a em I() e o respectivo residuo é dado por

7
a2 -1’

res(f,a) =

Para a > 1, f tem o pdlo z = % em [(7) e o respectivo residuo é dado por

Portanto, temos,

3.4.4 Valor principal de Cauchy

Lema 3.4.1 Suponhamos que f tem um polo simples em a e seja Y. o arco de circun-
feréncia de raio €, centro em a e angulo «. Entao,

liH(l] f(2)dz =iares(f,a). (3.4.6)
€E—r e

Dem.: Numa vizinhanca de a podemos escrever f na forma

F2) = —— + h()

Z—a

em que h é analitica, b = res(f, a) e, portanto,

/%f(z)dz:/%Zﬁadz+/%h(z)dz.

b a0t gjeit
/ dz:b/ —dt = iba
v Za oo ee’

em que V() = a+ee™ | ap <t < ap+ a, como mostra a figura .25
Sendo h analitica, | f(2)] < M numa vizinhanca de a e, portanto,

Por outro lado,

}/ h(z)dz’ < Ml(~.) = Mae — 0,

quando € — 0. ]
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Im

Figura 3.4.5

Seja f uma fungao continua em R\ {a; < ay < --- < ay}. Se para todo € > 0,

lim [/alef(:c)d:c + /aQef(:c)d:c NN h f(z)dz]

e=0 —00 al+e an-+e
existir, diz-se que este limite é o valor principal de Cauchy e representa-se pelo simbolo
PV. [% f(z)dz.
Seja f uma funcao analitica excepto para um conjunto finito de pélos simples {a; <
ay < --- < ay} sobre o eixo real e para um conjunto finito de pélos {by,..., by} tais que
Im(b;) > 0. Suponhamos que uma das condigdes seguintes se verifica:

i) Existem M, R > 0 tais que para |z| > R e Im(z) > 0 se tem

M
()] < e (3.4.7)
ii) f(z) = ¢e*g(z), em que a > 0 e existem M, R > 0 tais que, para |z| > Re Im(z) >0
se tem N
l9(2) < B (3.4.8)

Seja v =y, (r,—r)+y1+- - +yv+yem que r > max{|a;| : 1 =1,2,..., N}, 7; designa
a semicircunferéncia 7.(a; + €, a; — €) e 74 designa os segmentos de recta sobre o eixo real
tais que o caminho ~y ¢ fechado (ver figura B.4.6]).

A condicao (B41) permite concluir que f%(r,fr) f(z)dz — 0 se r — 0.

O Lema 341 garante que lim,_, f,yj f(z)dz = —mives(f,a;), j=1,2,...,N.

Portanto, temos

00 K N
PV./ f(x)dx = QWines(f, b;) —|—7rines(f, aj). (3.4.9)
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Im

LN N

4

Figura 3.4.6

Exemplo 3.4.4 Para mostrar que se tem

/ sen(x)dx T
0 x 2

f(2)

consideremos a funcao

e o caminho
Y =9(r, =1) = Ye(e, —€) +7

em que 7 designa os dois segmentos de recta sobre o eixo real tais que v é fechado como
mostra a figura B.4.7]

Im

1N

€ " Re

Figura 3.4.7
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Entao, por (349), PV. ffooo %dw existe e tem-se

PV./ de:Z/ de.
- 0

o X x

Mas,
¥

f(z)dz = mi res(;, 0) = i,

o que estabelece o que se pretendia.

3.4.5 Integrais de funcoes multivalentes

Seja f uma funcao analitica excepto num conjunto finito de pdlos e consideremos integrais

do tipo
/ f(z)log(x / f(z)z* tda,

em que a > 0.

Exemplo 3.4.5 Para calcular o integral

consideramos o corte do plano complexo C; e consideramos o ramo analitico do logaritmo
dado por log(z) = log(|z|) + 0 em que z = |z|e? e —7r < 0 < 7.

Assim, a funcdo f(z) = lff_(i) ¢ analitica em C excepto nos polos =i.

Consideremos o caminho

v =r(R, —R) + [~ R, —€] — (e, =€) + [¢, ],

em que R > 1 (ver figura B.4.F]).
Pelo teorema dos residuos temos,

Lf(z)dz = 2mires(f,i) = 2w logi ) = %W%’,

" log(F) +i0 1 g
| A R(R_R)f(z)dz} < /0 | oz 1”0

" (log(R) + )R
< .
< / SR

Por outro lado,
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Im

dh

R —€ € R Re

Figura 3.4.8

Do mesmo modo,

\/ f(2)dz| < /W (llog(e)| +m)e 4
e (€,—€) - 0 1- 62 .
Fazendo R — oo e € — 0, obtemos,

=B © 1
2/ og(2) dx+i7r/ = Zn%.
0 0 2

1+ 22 1+ 22

Igualando as partes reais obtemos,

3.4.6 Soma de séries

Consideremos a funcao
7 cot(mz)

f(z) =

que é analitica excepto para os pélos simples n = 41, +2. ... com residuo =5 e para o pélo

n

2

de ordem trés na origem com residuo —%2. Consideremos o caminho 7y que consiste da
concatenacao das arestas do quadrado Sy com vértices em (+1 & i)(N + 3) (ver figura
BZ0). Note-se que os lados verticais nao contém pdlos de f.
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Im
YN
SN
N + % Re
Figura 3.4.9
Pelo teorema dos residuos temos
N
1 w2
f(z)dz =27i(2)y — ——).
/| IR
Por outro lado,
meot(mz
[ sG] < P i)
N zeSN 4
4(2N + 1
< sup \cot(wz)|<7+12ﬂ.
z€ESN (N + §)

Sobre as arestas horizontais z = z £ i(N + 1), temos

eimleEi(N+3)] | p—imloki(N+3)]

| cot(mz)| = ‘ein[m:l:i(N+%)} _ e—imlaEi(N+3)]

e7r(N+%) + e*ﬂ(NJr%)

e (N+3) _ o=m(N+3)
1
= coth(N + 5)7‘(‘

< coth(?%r)

porque a fungao coth(t) é decrescente para t > 0.
Sobre as arestas verticais z = £(N + 1) + iy, temos

| cot(mz)| = | tan(imy)| = | tanh(7y)| < 1.

23
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Portanto, fazendo N — oo, obtemos

}/W f(z)dz| =0

0 que nos permite calcular a soma da série

o0
1 2

—=—.
—~n 6

Este método pode ser aplicado a qualquer série do tipo Y ", #(n), em que ¢ é uma
funcao racional, par e analitica excepto nos pontos =1, £2, . .. e para a qual existem M, R >
0 tais que |p(2)| < % desde que |z| > R.

Integrando a funcao f(z) = ¢(z)m cot(mwz) ao longo do caminho ~yy e aplicando o teo-
rema dos residuos, obtemos a soma pretendida. Note-se que a fungao f tem pdlos simples
nos pontos n = £1,+2, ... com residuo ¢(n).

3.4.7 Exemplos diversos

Exemplo 3.4.6 Para calcular o integral

oo eax
d
/_ ~ Cosh(x) ‘

em que (—1 < a < 1), consideremos a funcao

f(2) = a®* sech(z)

que tem polos simples nos pontos z = %(271 + 1)mi , (n € Z) e consideremos o caminho
seguinte (ver figura B.2.10)
v=1[-S,R]+[R,R+mi]+[R+mi,—S +mi] + [-S + i, —5].

s

Em I(v) a fungao f apresenta o pélo z = %* com residuo dado por

res( f, 7T—Z) = —ie"F".
a

Portanto, pelo teorema dos residuos temos,

/R 0T i + /'7T Z'ea(R-i—iy) 4 N /'—S 0Tl paT p
_g cosh(z) ’ o cosh(R + 1y) Y r  cosh(x + mi) ’

4 'Lea(isJ’»Zy) d ami
— o
* /0 cosh(—S + iy) Y= ene
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Im

Figura 3.4.10

Sejam [ e J o segundo e o quarto integrais respectivamente. Entao,

i 2eatt T el
1 =< /0 le(Fiv) 67(R+iy)|dy < /0 lef — 67R|dy
e, sendo a < 1, fazendo R — oo obtemos I — 0.

™ 2€7a5
< | ——a
s [

e sendo a > 1, fazendo S — oo, obtemos J — 0.
Portanto,

am

e 2me 2 ami
dr = - = 1 sec(—).
_ oo cosh(z) 1 4 eami 2

Exemplo 3.4.7 Para calcular o integral improéprio

/ cos(2?)dx
0

;2 . .
**" e 0 caminho seguinte

consideremos a fungao f(z) =e
v =[0,R] + (R, Re¥) + [Re T, 0],

como se mostra na figura B.4.1T]
Pelo teorema de Cauchy temos,

/ ¢ da + / ¢ Riettdt + / et T dr = 0.
0 0

Re

25
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Im

Figura 3.4.11

Usando a desigualdade

sen(t)

<
-t

3w

<1, (O<t§g)

podemos estimar o segundo integral

‘/4 em%mRie”dt‘ < R/4 €7R2 sen(2t)dt
0 0

=
< R/e4§tdt
0

(1 —e )
4R '

<

Fazendo R — oo e tendo em conta que fooo e dr = @, obtemos

/OOO ¢ dr = % /OOO e gp = LEVT ;\%ﬁ

Igualando as partes reais,

/ cos(z?)dx = T
0 8

Exemplo 3.4.8 Para calcular o integral

/0 ;_i_ld:c; 0<a<l)
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consideremos as fungoes

z @ T 3

filz) = 1 |z] > O,—§ < arg(z) < -
z7e ™ 5T
- = . 0.~ -
f2<2> 241 ) |Z‘ > U, 9 < arg(z) < 9

e os caminhos y; e 72 como se mostram nas figuras (3412 BAT3) e em que € < 1 < R.

Im

€ R Re

Figura 3.4.12

Note-se que a funcao f; é analitica em I(7;) e, portanto,
/ fi(z)dz = 0. (3.4.10)
71

Por sua vez, a funcdo f, apresenta um pdélo simples no ponto z = —1 em (7). Por
definicao temos

27%  exp|—alog|z| +iarg 2]
fa(z) = =
z+1 z+1
em que 3 < argz < 57”
O residuo de f; em z = —1 é dado por

lim (z + 1) f3(2) = lim 2% = e ™

z——1 z——1

e, portanto

/ f2(2)dz = 2mie ™, (3.4.11)

Dado que fi(z) = fa(z) sobre o segmento de recta no segundo quadrante temos,
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Im

- \{/e R Re

Y2

Figura 3.4.13

/w h(z)dz + /w f2(z)dzZ/ERfl(:c)d:c—/eng(:c)d:c (3.4.12)
+ . fi(z)dz + 5 fz(z)der/%1 fl(z)dz+/%2 fa(2)dz,

em que ['y é o arco de circunferéncia de raio R e 7 ¢ o arco de circunferéncia de raio e
que, como mostram as figuras (B.AI2B.4T3)), fazem parte do caminho v, ; (k= 1,2).
Sobre I'y ; (k= 1,2) temos

sa R—@
= <
ou seja,
/ f(2)de| < 2 orR
T
. “R-1
e, portanto
lim [ fu(2)dz=0  (k=1,2). (3.4.13)
R—o0 Jp
Sobre 7, temos
z e
= <
@ =17 s e
ou seja,
/ fr(z)dz| < € ore
-~ 1—e€
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e, portanto

R_)léorg_)o (/ fi(z)dz —/ fo(z dx) =2mie 9.
Por outro lado,

[ nwe = [ i =

[e—aLog(x) . e—a(Log(J})-‘rQﬂi)]dx

(1 o 6_27mi)dl‘,

que permite concluir

. T Qmie T
lim dr =
R—00,e—0 x+1 1 — e—2ami
e, portanto
o .,L,fa T
dr = 0<a<1l).
/0 zr1 " sen(am) (0<a<l)

3.5 Exercicios

1. Calcule os residuos correspondentes aos polos da funcao f(z) = L

2. Calcule o residuo em z = 0 de cada uma das funcoes seguintes:

a) cosec?(z),

b) cosec(2?)

Y

3

c) zcos(;).

3. Calcule o residuo em z = 1 do ramo analitico da funcao

f(z) =

1—2

correspondente a

(2n—Drm <arg(z) < 2n+1)m; (neZ).

(z41)%(z-1)"

29

(3.4.14)
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1
——dz
[, 23(z +4)

. Calcule o integral

para os dois casos seguintes:

i) 77 = {s€C: |4 =2},
ii) v" ={2€C:|2+2| =3}

. Para v* = {z € C: |z| = 2}, calcule os integrais:

) /7 tan(2)dz
ii) /y@dz

. Calcule os integrais:

1
a) fa,(oza e dz,

b) [T —L__qt,

0 1+8cos?(t)

¢) limpo [ 0, r) q(z dz em que p e ¢ sao polinémios de grau m e n, respectiva-
mente, tais que m <n — 1.

. Para v* = {2z € C: |z| = 1}, calcule os integrais:

dz
v
i) /cosec(z) &
v~ 2
iii) / ze= .
v
. Estabeleca as igualdades seguintes:
* p? T
dr = —
2) / Bl 6

b)/ $iin+a4x —ge’asen(a),

2
) / S
o D+ 4sen(t) 3

1
d ——dt = ——;
) /0 1 + acos(t) V1—a?’

I
—_
A
Q
N
=
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10.

11.

12.

13.

14.

EXERCICIOS 61
e) / sen”" ™ —; (a>1),
2
log T
f = ——
) / (224 1)2 1 4’

)/ ﬂdx_l
& o 21T V2

. Calcule o valor principal de cada um dos integrais seguintes:

1
a)/ _
x2+2x+2
b d
)/ (2 + x2+2x+2) o

Sen
—d
)/ x2+4x+5 &

Calcule o integral

considerando a fungao

e o caminho

Mostre que se tem

/ 1 21

——dr = ——,
0o T3+1 3v/3
usando o teorema dos residuos e o caminho

vr(R, Re' ) + [Re'5, 0] + [0, R).

Seja f uma funcao analitica excepto nos pdlos 1 e —1 de ordem dois com residuos
a e b, respectivamente. Além disso existem M, R > 0 tais que |z2f(z)| < M para
|z| > R. Prove que a + b = 0.

Prove que a equacao z° + 15z + 1 = 0 tem precisamente quatro solucoes no conjunto
{z:3 < |2 <2}

Prove que, paran = 3,4,5,..., o polinémio 2" + nZ — 1 tem n zeros no interior do
circulo de centro na origem e raio 1 + ,/ %
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