Instituto Superior Técnico 1999/2000 — 1° semestre
Algebra Linear 1° ano da Licenciatura em Engenharia Informdtica

Exame Final (2" ¢poca) 7/2/2000

Nome do aluno: Nimero do aluno:
Turma: Sala:

Classificagao da prova: Rubrica do docente que corrigiu a prova:

Observagao: em cada questdo assinale com Xl as casas convenientes e s6 essas.

Adverténcia: hi 8 enunciados parecidos... mas distintos.
Duragao: 2h Cotagao: 1,5 por questao, salvo as duas tltimas que valem 1 ponto cada.

1.

i) Seja S o sub-espaco de R? gerado pelos trés vectores v1 = (1,2,2), vo = (—1,1,1), v3 = (1,0,0) e seja u = (1,1, 3)
onde § € R; indique a dimensao « de S e o valor ou valores de 8 de forma que u € S.

RESPOSTA: a) a=2e =10 b)a=2epg=00 c)a#0ep=30
d) a =3 e 8 é qualquer elemento de R [J e) a =2 e [ é qualquer elemento de R [ fla=2ep#00

ii) Considere em R? o produto interno euclidiano usual, o sub-espago S da questdo anterior e os cinco vectores
v =(1,2,2), vy = (—1,1,1), v3 = (1,0,0), vy = (1,—1,0), v5 = (0,1, 1) e diga qual dos seguintes conjuntos constitui
uma base ortonormada para S.

RESPOSTA: a) {%’Ul,vg,’l}g} O b) {vs,vs} O c) {vs,va} O d) {vs, %%} O
e) {%Ul,’l}g} O f) {vg,%m} O

iii) Considere em R3 o produto interno euclidiano usual e o sub-espago S da primeira questdao, bem como o seu
complemento ortogonal S+ e diga qual das seguintes assercoes é verdadeira:

RESPOSTA: a) S+ =< (1,0,1),(0,-1,1) > O b) S+ =< (1,0,2) > O c)St=00
d) St =< (0,-1,1) > O e) St =< (1,0,1)> O f) St ={0} O

iv) Considere a aplicagao linear T : R® — R3 definida por T'(z) = prgx onde prg : R3 — S ¢ a projecgio ortogonal
sobre o sub-espaco da primeira questdo e diga qual é a matriz M que representa T na base canénica de R3:

2 0 0 1 0 0 1 00
RESPOSTA.: a) M= | 0 -1 1 | O byM=|0 1/2 1/2 | O coM=|01 1|0
0 1 1 0 1/2 1/2 01 1
1 00 1 0 0 /2 0 0
dM=|0 0 10O e M=|[0 1/2 0 O ffM=1| 0 1 1/2 | 0O
01 1 0 0 1/2 0 1/2 1

v) Sendo S o sub-espago da primeira questao diga qual é a distancia de (0,0,1) a S:

RESPOSTA.: a) v/2 O b) 25 O c)10 d)1++20 e) 00 f)v2-10

vi) Sendo M a matriz seleccionada na questao iv) existe uma matriz P tal que P*M P ¢é diagonal; diga qual das
matrizes seguintes é a matriz P:

[

-1 0 1 101 1 5 1
RESPOSTA.: a) | 0 1 1 | O by| 0o 1 1|0 c)|lo0o 1 1|0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 1
00 50

| o 0o -1|0O0 |V B 0 1 |0
0 1 1 o L+ L 0o X 1

V2 2 V2



2.

. . . . . . iu—+2v =2
1) Quais os nimeros complexos u e v que satisfazem ao sistema seguinte: { (1 —i)u—l—iv — 3
ReEsp.: a)u=1lev=1+4+i0 b)u=i—lev=1+i0 cJu=i+lev=1+i0

du=2ev=1-i0 eJu=2—iev=10 flu=iev=1-i0

ii) Determine um valor de A € C de tal forma que os vectores vy = (), 2,i), v2 = (0,0, 1), v3 = (i, 2i,—1) em C? sejam
linearmente dependentes.

RESP.: a) A= —10 b) A=—i0 )A=00 AA=10 e)A=20 fya=i0O

iii) Considere as aplicagoes lineares de R? em R dadas por ai(z1,22,73) = ¥1 — 222 + 23 € az(w1, T2, 73) = 221 + T3
e sejam U; e Us os respectivos ntcleos; calcule as dimensoes n de Uy N Uz e m de Uy + Us.

RESP.: a)n=1em =30 byn=2em=10 cgn=1lem=10
d)n=3em=00 efn=0em=30 fin=2em=20

iv) Considere o espago vectorial P dos polinémios p(x) = ag + a1z com coeficientes reais e a aplicac¢do linear T' de
P em P que transforma p;(z) =1 em ¢i(x) = —5— 92 e transforma po(z) =2 em g¢(x) =4+ Tz, isto é
T(p1(z)) = q1(x) e T(p2(z)) = g2(x) ; determine o conjunto V' dos polinémios p(x) de P que sdo pontos fixos de T,
isto &, tais que T'(p(z)) = p(x).

RESP.: a) V=< 3+2z>0 b) V=<« -3+2z,z>0 ) V=<« -3+2z>0
d)V=<3-3z>0 e)V=<2+4+3z, x>0 ) V=<«2+3z>0

v) Sendo T a aplicacao linear de P em P da questdo anterior diga qual das seguintes assergoes é correcta:

RESP.: a) A matriz de T na base {1+ z , 1 — z} é diagonalizdvel O b) Na base {—3 + 2z, z} a matriz de T é
diagonal OJ ¢) Numa base adequada a matriz de T' é (1) (1) O d) T nao é diagonalizdvel [

e) {z, =3+ 2z} ¢ uma base prépria de T. O f) {—=3+4 2z} € uma base prépriade T. O

vi) Sabendo que a matriz A = [ 18 :?;} } satisfaz A = PDP~! onde P = [ ?7) g } e D & diagonal calcule A%.
226 —315 226 —315 —209 -315
ResP.: a) [ 150 —209 } 5B 09 90 } 590 g0 22 } =

~209 315 226 150 226 90
9 { 9 226 } b9 { ~315 —209} O D { ~209 —315 } -

.731(75)
.Ig(t)

, ou seja o/ (t) = A.x(t) (onde A é como em vi))

y1(t)
ya(t)

vii) Considere duas fungbes z1(t) e x2(t) de varidvel ¢, compondo a matriz coluna z(t) = [

2} (t) = 1621 (t) — 21xo(t)
xh(t) = 10z (t) — 13z4(t)

e através de uma mudanga de fungdes z(t) = P.y(t) (onde P é como em vi) e y(t) = [

} , € com derivadas
x}(t) e z4(t), satisfazendo o sistema {

}) obtenha um novo

sistema relativo a y(t) cujas solugdes gerais sao:

RESP.: a) y1(t) = ki(cost)e! e ya(t) = ka(sent) e O b) y1(t) = k1(1+¢)e? e ya(t) = kee** O
c) y1(t) = k1e?t e ya(t) = (1 +12) kee® O d) y1(t) = k1(cost)e?® e ya(t) = ka(sent)e! O
e) yl(t) = k’let € yg(t) = k’262t O f) Y1 (t) = k’lte% € yg(t) = k’get O
viii) O sistema 2’(t) = A.z(t) da questao anterior tem como solugbes gerais:
t

RESP.: a) x1(t) = Tky(cost)e! + bkoe?® e xo(t) = 3kie! + 2koe?t O

b) (t) = 7]{116 + 5]{12621‘ e .732( ) = 3k16t —|—2k’262t O

c) 1 (t) = Tkiet —|— Ska(sent)e?’ e xo(t) = ki€l + 2koe? O d) x1(¢)

e) (t) = 5]{116 € .Ig(t) 3k26t O f) .731(75) = 7k1t8t € .Ig(t = 3k26t O

Classificacao a preencher pelo docente que corrige a prova:
1i 1ii 1iii liv 1v 1vi
2i 2ii 2iii 2iv 2v 2vi 2vii 2viii

Total:



