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1.
Considere o espaço vectorial V, sobre R, dos polinómios p(x), de grau inferior ou igual a 2, com coeficientes

reais, na variável x e considere em V as duas bases B =
{
1, x,x2

}
e B′ =

{
(1− x)2 ,x (1− x) ,x2

}
ordenadas

conforme indicado e considere o subespaço L de V dado por

L = {p(x) ∈ V : 2 p(x) = x p′(x)}

onde p′(x) = b+ 2cx é o polinómio derivado de p(x) = a+ bx + cx2.

i) Assinale com X qual dos conjuntos seguintes constitui uma base para o subespaço L.
R�������:

a) {x, 1− x} � b)
{
x2
}
� c) {0} � d) B′ � e) {1, x} � f)

{
1,x,x2

}
�

ii) Determine a matriz M de mudança de base que faz passar de B a B′ – bases ordenadas conforme
indicado – e a matriz N de mudança de base que faz passar de B′ a B.

R�������: M =









 e N =











iii) Considere a aplicação linear T : V → V definida por T (p(x)) = 2 p(x)− xp′(x) e determine a dimensão
m do seu núcleo e a dimensão n da sua imagem.
R�������: m = e n =

iv) Determine a matriz A da aplicação linear T definida na alínea anterior, relativamente à base B ordenada
conforme indicado.

R�������: A =











v) Considere em V o produto interno que aos polinómios p(x) = a0+ a1x+ a2x2 e q(x) = b0+ b1x+ b2x
2

associa o número real
〈p(x), q(x)〉 = a0b0 + 2a1b1 + 3a2b2 ;

calcule então a correspondente distância entre p(x) = 1 e q(x) = x.

Vire a página para ver o resto do enunciado do seu exame.



2.
Considere a matriz A =

[
1 1
3 −1

]

i) Determine uma matriz diagonal D =
[
λ1 0
0 λ2

]
semelhante a A, onde λ1, λ2 ∈ R

R�������: D =









ii) Determine uma matriz invertível P tal que D = P−1.A.P

R�������: P =









iii) Determine todas as funções y1(t) e y2(t) satisfazendo
[
y′
1
(t)

y′
2
(t)

]
=

[
λ1 0
0 λ2

][
y1(t)
y2(t)

]
i.e., abreviada-

mente, y′(t) = D . y(t), onde a notação f ′(t) se refere à derivada da função f(t).

S
������: As funções deriváveis f(u) satisfazendo f ′(u) = k f(u) são todas da forma ceku, onde k e c estão em R.
R�������:

iv) Determine todas as funções x1(t) e x2(t) satisfazendo
[
x′
1
(t)

x′
2
(t)

]
=

[
1 1
3 −1

] [
x1(t)
x2(t)

]
i.e., abreviada-

mente, x′(t) = A .x(t).

S
������: Faça x(t) = P . y(t)

R�������:

v) Determine os valores de duas grandezas x1(t) e x2(t) (dependentes do tempo t) no instante t, sabendo que
se tem x′(t) = A . x(t), onde A é a matriz dada anteriormente e sabendo que essas grandezas são conhecidas
respectivamente nos instantes 0 e 1, tendo-se x1(0) = 1 e x2(1) = 0.
R�������:

x1(t) =

x2(t) =

Vire a página para ver o resto do enunciado do seu exame.


