Instituto Superior Técnico 2004/2005 — 1° semestre
Algebra Linear 1° ano da Licenciatura em Engenharia Informdtica (Alameda)
Resolucao detalhada do Exame Final (1* ¢poca) 11/1/2005

(Esta resolucao refere-se apenas a um dos enunciados propostos, todos eles similares)
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1. SejaAaz{Oé_'_2 1

] uma matriz em que « é um parametro real.

i) Determine o de modo que A, tenha apenas um valor préprio com multiplicidade algébrica 2.

-1-X a+2

at+2 —-1-2X
que serdo iguais quando A = 22 — 4[—(a? + 4a + 3)] = 4a? + 16 + 16 = 4(a? + 4o + 4) = 4(a + 2)? for igual a 0 ou seja
quando o = —2.

RESPOSTA: Os valores préprios de A, sdo as raizes de pa, (A) = det(A, — M) = ' =X 42\~ (a® +4a+3)

ii) Determine uma matriz real P ortogonal — i.e tal que P~! = P — que diagonaliza a matriz A,, para todo o
real o, ou seja tal que P~'A, P seja uma matriz real diagonal D que determinara.

RESPOSTA:
Os valores proprios de A,séo as raizes de pa_ (\) ou seja as solucgoes da equagio N F2)— (a® 4+ 4a + 3) = 0, que sdo dadas
abreviadamente por:
\ = —24 4—4(—2(a2+4a+3)) =14+ /0[2+40[+ - 14+ (O[+2)2:—1:|:|Oé+2|
Quer dizer que as raizes sao:

M=-14+(a+2)=a+1 e d=—-1-(a+2)=—-a—3.

Calculemos os vectores préprios associados a A\ = a + 1: hd que resolver a equagao [4, — (o + 1)I] X = 0 ou seja

{ —2-a o+t } {Xl ] = [ 8 } e as solugoes sdo da forma (v,7) com v € R.

o+ 2 —2—« X9
Calculemos os vectores proprios associados a Ada = —a — 3: hd que resolver a equagdo [A, — (—a—3)I]X= 0 ou seja
a+2 a+2 X1 | |0 ~ ~ . P
[ At at2 ] x| = |o ] e as solugdes sao da forma (—0,d) com 6 € R. Escolhendo dois vectores préprios, um
— por exemplo (1,1) — relativo a A; e outro — por exemplo (—1,1) — relativo a A2 e tomando as suas coordenadas na
. . . . 1 -1 .
base candnica como colunas obtemos uma matriz R diagonalizadora de Ay: R= { 1 1 } . Normalizando os vectores

s e (—1,1) — ambos de norma — obtemos os vectores proprios —=(1,1) e —=(—1,1) e a matriz ortogonal pedida é
1,1 1,1 bos d V2 — ob "\}511 \}511 i 1 pedida ¢

a+1 0 }

V2|1

p=-1L L . Teremos P~*A,P =D com D =
1 0 —a—3

iii) Sejam z () e x2 (t) duas fungdes reais da varidvel real ¢ € R e com derivadas zf (¢) e o4 (t) em R, tais que
o) (t) = — 1 (t) 4+ (@ + 2) 22 ()
e tenha { 7 (1) = (a+2) 21 (t) — 22 (1)

{ il Eg }; definindo y (t) = { ??jl Eg ] através de z (t) = R y (t) onde R diagonaliza a matriz A,, obtenha uma
2 2

matriz diagonal B € M(2, R), dependente do parametro «, tal que a relagio 3’ (t) = B y (t) seja verificada e obtenha
todas as fungbes y1 (t), y2 (t) que satisfagam essa relagao.

ou seja, escrevendo matricialmente, 2’ (t) = A,z (t) onde z () =

OBSERVACAO: Note que a matriz R ndo tem que ser necessariamente ortogonal e que R~'A,R = B.

RESPOSTA:
. | a+1 0 |1 -1
A matriz B é B = 0 o -3 e para R basta tomar R = 11 ]
/
A equacio [ zg Eg ] _ [ 043‘1 _a()_ , ] [ z; Eg } tem como solucio geral
t (a+1)tk
[ ??j; Etg } = { :—(a+3)t];2 com ky e ko em R.

iv) Obtenha todas as fungoes 1 (t), z2 (¢) de tal forma que x (¢) = [ ;Cl 8 ] satisfaca a relacao 2’ (t) = A x (1).
2



RESPOSTA:

(a+D)tf, _ o—(at+3)t
Como z (t) = R y(t) vem [ v e ki —e ko

1 (t) - _
T2 (t) t) + Y2 (t) :| o |: 6(a+1)tk1 + 67(a+3)t/€2

com ki e ko em R.

v) Determine as tnicas fungoes x; (t), 2 (t) de tal forma que z (t) = [ xl ) ] satisfaca a relagao ' (t) = A, x (1)
2

e além disso se tenha [ 21 (0) } = [ -1 ]

To (0) -1
RESPOSTA: )
T 0 _ k’l — kg kl — kg o -1 . o o
Como [ 25 (0) } = [ kL + o ] tem de ser [ ko + ko ] = [ 1 ] ousejaky =—1eky,=0.
2. Considere o espaco euclidiano R?, com o produto interno usual (...,...), considere o subespaco vectorial L

gerado por u = (—1,0,1) e considere o vector a = (—1,0,7), onde v é um parametro real ndo nulo.

i) Considere a aplicagao R-linear ¢ : R® — R, dada por ¢(z) = (z,u) e calcule a dimensao do nticleo ker ().

RESPOSTA:
dimg (ker (¢)) + dimg (im (¢)) = dimg R? ou seja dimg (ker (¢)) + 1 = 3 pelo que dimg (ker (p)) = 2.

ii) Determine uma base ortogonal {v1,vs} para o subespago vectorial L+ definido por L+ = {x € R3:  (x,u) =0},
chamado o complemento ortogonal de L.

RESPOSTA:

Como (z,u) = {((x1,22,73) , (—1,0,1)) = —x1 + 23 0s elementos de L sdo as solugdes do sistema (de uma s6 equagao)
—21 + x3 = 0 ou seja sdo os ternos (21, xq,23) em que 1 = xz, ou seja sdo os ternos da forma (o, 8, ) com « e § em R.
Uma base de L+ é pois por exemplo {(1,0,1),(0,1,0)} mas os vectores (1,0,1) e (0,1,0) sdo ortogonais pelo que basta por
V1 = (1,0,1) € Vg = (0, 1,0)

iii) Calcule o vector pry.a = pr, a + pr,,a, projecgao de a sobre o complemento ortogonal de L.

RESPOSTA:

Tem-se pr,, a = ?ﬁ’fﬁg U1 = <<va{,131>> vy = LRI (10, 1) = =552 (1,0, 1)

€

tem-se pr,,a = fﬁ;j‘fg vy = <§f;’zf2>> vy = AELLALOLO) (1 0) = 9 (1,0,1) = (0,0,0) ;
quer dizer: prpia = pr, a = — Z'H (1,0,1) .

iv) Convenhamos chamar distdncia entre um vector a € R3 e um subespaco vectorial S de R® ao comprimento
d(a, S) do vector prg.a (projecgao de a sobre S*); calcule entdo a distancia d(a, L) entre a e L quando a = (1,0, 7).

RESPOSTA:
d(a, L) = lpryeall = /(=52 (1,0,1), =52 (1,0,1)) = /(252) 2= /(Z52)* 2= £ ~ 144

v) Seja T uma transformacao de R? em R? dada por
T(x7y7z) = (—x—l—y—z, —rT Y-z, {II—I—Z) 5

determine uma base ortogonal para o nicleo da transformagao, ker (T'), e uma base ortogonal para o complemento
ortogonal, (ker (T'))™, desse niicleo.

RESPOSTA:
ker (T) = {(z,y,2) eR*: (—x+y—2z, —z—y—2z, x+2z)=(0, 0,0)} é o conjunto das solugdes do sistema
—z4+y—2=0
—x—y—2=0 ouseja
z+2=0

ker (T) = {(—a,0,a) com a € R} =< (—1,0,1) > e jd se viu em 2 i) que L =< (—1,0,1) > e que L+ = (ker (T))" tem uma
base ortogonal dada por v; = (1,0,1) e v3 = (0,1,0). A base {u} de L e a base {v1,v2} respondem pois & questao.



