Instituto Superior Técnico 2004/2005 — 1° semestre

Algebra Linear 1° ano da Licenciatura em Engenharia Informdtica (Alameda)
Resolucao detalhada do Exame Final (2* ¢poca) 25/1/2005

(Esta resolucao refere-se apenas a um dos enunciados propostos, todos eles similares)

1. Considere o espaco vectorial V formado pelos polinémios f(X) = ag + a1X + as X2+ a3 X* na varidvel X
com coeficientes em R definindo-se a soma de polinémios e o produto de um nimero real por um polinémio
como usualmente;e considere a aplicacao R-linear 7': V' — V dada por

T(f(x)) = (1 =x*) f"(x) + x f'(x)

onde f'(x)e f”(X) designam respectivamente a primeira e a segunda derivada do polinémio f(X).

i) Determine a matriz A de T com relagdo & base ordenada — ou referencial — dada por 1,X,x2, X (nesta
ordem).

RESPOSTA: T(f(x)) = (1—-x2) f"(X)+ X f'(X) = 2a2 + (a1 + 6a3)X +(—3a3)x> e portanto em particular:
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ii) Calcule o determinante de T e de T° =T oT oT o T o T, onde o sfmbolo o designa composicao.

RESPOSTA: det(T) = det(A) e como A tem uma coluna nula vem det(A) = 0.
det(T®) = det(A®) = det(A4)® = 0° = 0.

iii) Determine uma base para o niicleo ker(T).

RESPOSTA: Dado que T(f(X)) = 2a2+(a1+6a3)X +(—3a3)x? resulta que T'(f(X)) serd o polinémio nulo se e s6 se az = 0, a1+6az =
0, —3a3 = 0 isto é se e 86 se a1 = a2 = az = 0, sendo ap € R qualquer e portanto ker(7') = R pelo que qualquer real o # 0 constitui
uma base {a}.

iv) Mostre que 0 é um valor préprio de T e determine uma base para o espago préprio Er(0) de T associado
a 0.

RESPOSTA: Os valores préprios de T sao as rafzes de p(A) = det(A — AI) e como det(A) = 0 ¢é claro que p(0) = det(A) e portanto
p(0) = 0.
E7(0) = ker(T — 0I) = ker(T") e jd se viu que qualquer real a # 0 constitui uma base {a} de ker(T") ou seja de E7(0).

v) Sabendo que o polinémio caracteristico pr(\) de T é da forma pr(X\) = X\ g(\), diga, justificando cuida-
dosamente a resposta, se é possivel encontrar uma base ordenada de V' com relagao a qual a matriz de T seja
diagonal.

SUGESTAO: Use o resultado da alinea anterior.

RESPOSTA: Como pr(\) = A? g()\) vé-se que a multiplicidade algébrica p(0) de 0 verifica 14(0) > 2; ora viu-se na alfnea anterior
que a multiplicidade geométrica v(0) de 0 é (0) = 1, pelo que u(0) # v(0) e a diagonaliza¢ao em R é impossivel.



2 0 a
2. Considere a matriz A4, = | 0 1 0 | onde a é um parametro real e a partir dela defina o seguinte
a 0 2
polinémio ¢(X,Y,Z) nas varidveis X,Y e Z:
2 0 a X
gx,v,z)=[x vy z]|0 1 0 Y | =2x2+v2 + 222 + 20Xz
a 0 2 v/

i) Determine uma matriz B, tal que B, = P'A,P onde P é uma matriz ortogonal P € M(3,R) — i.e. tal
que Pt = P~! — que ndo necessita especificar.

NoTA: Observe que 1 é um valor préprio de A,.

2 a
RESPOSTA: Basta calcular os valores préprios de A = | 0 0 | e como um dos valores préprios ¢ igual a 1, dividindo pr(A) =
a 2
A3 —5X2 4+ (8—a®)A+(—4+a?) por A—1 obtém-se \> —4\—a®+
e os valores proprios sao: 1,24 a,2 — a.
1 0 0
B,=]0 2+4a 0
0 0 2—a

=(A=-a—2)(A+a—2)ousejapr(A) = (A-1)A—a—2)(A+a—2)

ii) Sendo P uma matriz como a que se refere na alinea anterior defina as varidveis X',y e 7’ através de

X x/ X/
Y | =P | Y | e verificando que ¢(x,v,2) = [ X' Y 72/ | B, | Y’ |, use este facto para determinar
VA A Al

para que valores de a € R o valor ¢(u) do polinémio ¢(X,Y,z) em qualquer u = (u,uz,u3) € R é sempre > 0.

RESPOSTA: Como ¢(X,Y,z) = 2x% + v2 + 222 + 2axy = (X)?> +(2+a) (Y)? + (2 —a)(z')? o nimero q(u) serd sempre > 0 se e
86 se os coeficientes 2 + a e 2 — a o forem ou seja se e s6 se —2 < a < 2 ou ainda se e s6 se |a| < 2.
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iii) Existird alguma matriz Q € M(3,R) tal que para algum a € R se tenha Q7 *A,Q = | 0
0
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A € R 7 Justifique a resposta.
RESPOSTA: Se existisse uma tal matriz Q, os valores préprios de A, seriam todos iguais a A. Como os valores préprios de A, sao:

1,2+ a,2 — a eles s6 seriam iguais a um certo A € R se se tivesse A =1, A=24+ae A =2—a o que implicaria24+a=1e2—-a =1
e portanto a = —1 e a = 1 o que é impossivel. Logo, ndo pode existir uma tal matriz Q.

iv) Determine uma matriz R € M(3,R) tal que para algum valor possivel o, de a — valor que indicard — se

0 0 0
tenha R~'4,R=0 1 0
0 0 4
RESPOSTA:Os valores préprios de A, sdo: 1,2 — a,2 + a, pelo que terd de ser a = 2, ou seja a = 2, ou entdo a = —2, ou seja
a = —2. Vamos tomar o = 2.
2 0 2
H4 pois que diagonalizar a matriz A2 = | 0 1 0 |[; ora ordenando os valores préprios pela ordem seguinte: 0,1,4 e atendendo
2 0 2
a que os correspondentes espagos préprios sao gerados respectivamente por (—1,0,1), (0,1,0), (1,0,1) podemos tomar como matriz
-1 0 1
R a matriz R = 0 1 0
1 0 1

v) Considerando em R? o produto interno usual dado por (z,y) = z1y1 +T2y2 +23y3 e considerando um valor
« indicado atrds, determine um referencial ortonormado tal que a matriz M da aplicacio linear ¢ : R? — R3

0 0 0
dada por p(z) = Ay.xzsejaM =0 1 0
0 0 4

RESPOSTA: Basta considerar os vectores v1 = (—1,0,1), v2 = (0,1,0), vs = (1,0, 1) que sdo ortogonais e normalizd-los, obtendo-se
uy = %(—1,0, 1), us = (0,1,0), ug = %(1,0, 1) e (u1,u2,us3) é o referencial pedido.



