Instituto Superior Técnico 1999/2000 — 1° semestre
Algebra Linear 1° ano da Licenciatura em Engenharia Informdtica
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1.

i) Seja S o sub-espago de R? gerado pelos trés vectores vy = (1,2,2), va = (—1,1,1), v3 = (1,0,0) e seja u = (1,1, 3)
onde § € R; indique a dimensao « de S e o valor ou valores de 8 de forma que u € S.

RESPOSTA: a) a=2e f=1K b)a=2e=00 c)a#0epf =30
d) a =3 e 8 é qualquer elemento de R [J e) a =2 e [ é qualquer elemento de R [ fla=2ep#00

ii) Considere em R? o produto interno euclidiano usual, o sub-espago S da questdo anterior e os cinco vectores
v =(1,2,2), va = (-1,1,1), v3 = (1,0,0), va = (1,—1,0), vs = (0,1, 1) e diga qual dos seguintes conjuntos constitui
uma base ortonormada para S.

RESPOSTA: a) {%’Ul,vg,’l}g} O b) {vs,vs} O c) {vs,v4} O d) {vs, %%} X
e) {%Ul,’l}g} O f) {’Ug,%?};;} O

iii) Considere em R? o produto interno euclidiano usual e o sub-espago S da primeira questio, bem como o seu
complemento ortogonal S+ e diga qual das seguintes assercoes é verdadeira:

RESPOSTA: a) S+ =< (1,0,1),(0,-1,1) > O b) S+ =< (1,0,2) > O c)St=00

d) St =< (0,-1,1) > X e) St =< (1,0,1) > O f) St ={0} O

iv) Considere a aplicagao linear T : R® — R3 definida por T'(z) = prgx onde prg : R3 — S ¢ a projecgdo ortogonal
sobre o sub-espaco da primeira questdo e diga qual é a matriz M que representa T na base canénica de R3:

2 0 0 1 0 0 1 00
ReEspOSTA: a) M= | 0 —1 1 | O b)M=|0 1/2 1/2 | X coM=|01 1|0
0 1 1 0 1/2 1/2 01 1
1 00 1 0 0 1/2 0 0
AM=1[0 0 1|0 oM=1]0 1/2 0 | O HM=| 0 1 1/2 |0
01 1 0 0 1/2 0 1/2 1

v) Sendo S o sub-espago da primeira questao diga qual é a distancia de (0,0,1) a S:

RESPOSTA: a) v/2 O b) 75 X )10 d)1++20 e) 00 f)v2-10

vi) Sendo M a matriz seleccionada na questao iv) existe uma matriz P tal que P*M P ¢é diagonal; diga qual das
matrizes seguintes é a matriz P:

-1 0 1 1 01 1 % 1
RESPOSTA.: a) | 0 1 1 | O b)|0 1 1|0 c)lo 1 1|0
0 01 0 01 0 0 1
1 1
7 0 0 1 ? O1 7 0 ?
| 0o o0 -1|0 6)0?_175@ Hl o 1 |0
= 4 1
0 1 1 0 VRS 0 7 1



2.

. . . . . . iu—+2v =2
1) Quais os nimeros complexos u e v que satisfazem ao sistema seguinte: { (1 —i)u—l—iv — 3
ReEsp.: a)u=1lev=1+4+i0 b)u=i—lev=1+i0 cJu=i+lev=1+i0

du=2ev=1-iKX eJu=2—iev=10 flu=iev=1-i0

ii) Determine um valor de X € C de tal forma que os vectores v; = (A, 2,i), v2 = (0,0,1), v3 = (i, 2i, —1) em C3 sejam
linearmente dependentes.

RESP.: a) A= —10 b) A= —iD )A=00 d)A=1KX e)A=20 fya=i0O

iii) Considere as aplicagoes lineares de R? em R dadas por ay(z1,22,73) = ¥1 — 222 + 23 € az(w1, T2, 73) = 221 + T3
e sejam U; e Us os respectivos ntcleos; calcule as dimensoes n de Uy N Uz e m de Uy + Us.

REsP.: a)n=1em =3 b)n=2em=10 c)n=1lem=10
d)n=3em=00 efn=0em=30 fin=2em=20

iv) Considere o espago vectorial P dos polinémios p(x) = ag + a1z com coeficientes reais e a aplicacdo linear T' de
P em P que transforma p;(z) =1 em g¢i(x) = —5— 92 e transforma po(z) =2 em g¢(x) =4+ Tz, isto é
T(p1(z)) = q1(x) e T(pa(z)) = g2(x) ; determine o conjunto V' dos polinémios p(x) de P que sao pontos fixos de T,
isto &, tais que T'(p(z)) = p(x).

RESP.: a) V=< 3+2z>0 b) V=<« -3+2z,z>0 o) V=<« -3+2z>0
d)V=<3-3z>0 e)V=<2+3z, x>0 ) V=<«2+3z>K

v) Sendo T a aplicacdo linear de P em P da questdo anterior diga qual das seguintes assergoes é correcta:

RESP.: a) A matriz de T na base {1+ z , 1 — z} é diagonalizdvel O b) Na base {—3 + 2z, z} a matriz de T é
diagonal [ ¢) Numa base adequada a matriz de T' é (1) (1) O d) T nao é diagonalizdvel X

e) {z, =3+ 2z} é¢ uma base prépria de T. O f) {—3 4 2z} € uma base prépriade 7. O

vi) Sabendo que a matriz A = [ 13 :?;} } satisfaz A = PDP~! onde P = [ ?7) g } e D ¢ diagonal calcule A%,
226 —315 226 —315 —209 —315

RESP-:a) | 150 a9 } Xb) [ —209 90 } 59 90 2 } -

—209 315 226 150 226 90
9 [ 90 226 } 0 [ 315 —209} 09 [ —209 315 } -
vii) Considere duas fungoes z1(¢) e x2(t) de varidvel ¢, compondo a matriz coluna x (¢ [ } , e com derivadas
/
o () = 1601(1) ~ 2Naalt)
7' (t) e x4 (t), satisfazendo o sistema { (1) = 101 (1) — 13za(t) * O 5927 '(t) = A.x(t) (onde A é como em vi))
e através de uma mudanga de fungdes z(t) = P.y(t) (onde P é como em vi) e y(t) = [ zlgg }) obtenha um novo
2

sistema relativo a y(t) cujas solugdes gerais sao:

RESP.: a) y1(t) = ki(cost)e! e ya(t) = ka(sent) e?* O b) y1(t) = ki(1+t)e* e yaft ) = koe? O
c) y1(t) = k1e?t e yo(t) = (1 +12) ke O d) y1(t) = ki(cost)e? e ys(t) = ko(sent)e! O
e) yl(t) = k’let € yg(t) = k’262t M f) yl(t) = k’lte% € yg(t) = k’g(—;’f O
viii) O sistema ’(t) = A.z(t) da questao anterior tem como solugbes gerais:
t

RESP.: a) x1(t) = Tki(cost)e! + bkae?® e xa(t) = 3k1e! + 2kqe?t O

b) (t) = 7]{116 + 5]{12621‘ e .732( ) = 3k16t + 2k262t X

c) 1 (t) = Tkiet —|— Ska(sent)e?’ e xo(t) = 3kie! + 2koe?t O d) x1(¢)

e) (t) = 5]{116 € .Ig(t) 3k26t O f) .731(75) = 7k1t8t € .Ig(t = 3k26t O



