Instituto Superior Técnico 2000/2001 — 1° semestre
Algebra Linear 1° ano das Licenciaturas em Engenharias Mecanica, Minas, Materiais e Naval
Resolucao do Exame Final (2* ¢poca) 31/1/2001

(Esta resolucao refere-se apenas a um dos enunciados propostos, todos eles similares)

1) Como a matriz A ¢ singular tem-se det(4) = ad —bc=0e dai d = e. sendo A o valor préprio associado ao vector préprio v = (1, —1)

ha-de ter-se (A — AI)v = 0 ou seja ’
a—XA b 1| |0
c be 1] 10

¢ —cousejaala—b)=(b—a)cie (a—b)(a+c)=01ie b=aouc=—a.

a

e portanto { C(i_b_cb_:i\)\ e portanto a — b = 2

RESPOSTA.: S&o as matrizes reais da forma [ CCL CCL } ou [ _aa _bb } com (a # 0).

2) Os valores préprios da matriz M sio obviamente 2 e —1 sendo as multiplicidades algébricas p,(2) = 2 e p,(—1) = 1; a matriz M
serd diagonalizdvel em R se e 56 se as multiplicidades geométricas forem 1 (2) = 2 e p,(—=1) = 1. Ora p,(2) = dimg(ker(M — 2I)) =

0 k 2k
3 —rg(M — 2I), pelo que terd de ser rg(M —2I) =1;0ora M —2I = | 0 —3 k | tem rango 1 se e s6 se k* + 6k = 0 ou seja se e s6
0 0 O

se k=0ouk=—6.

Por outro lado p,(—1) = dimg(ker(M + I)) = 3 —rg(M + I) pelo que terd de ser rg(M + I) = 2 e para aqueles (e quaisquer) valores de k
tem-se rg(M + 1) = 2.

RESPOSTA.: M é diagonalizével para kK =0 ou k = —6.

3) Terd de ser det(N) =k =0 e 2 terd de ser raiz de p(\) = det(N — A\I) = A\*(h — \) + k e como k = 0, terd de ser \>(h —\) = 0 e vird
0

2 1
4(h — 2) = 0 e portanto h = 2. Quer dizer que para estes valores k =0e h=2amatrizé N=| 0 0 e os seus valores préprios
1 0

0
0
sdo as rafzes de p(A) = det(N — AI) = A*(2 — \); ora a multiplicidade geométrica de 0 ¢ y,(0) = dim(ker N
mas a multiplicidade algébrica de 0 ¢ p,(0) =2 # 1 = p,(0); logo a diagonalizagdo em R é impossivel.

)=3—-1g(N)=3-2=1,

RESPOSTA.: Terd de ser h =2 e k = 0 e a diagonalizagao em R é impossivel pois o valor préprio 0 (da matriz obtida com h =2 e k
m multiplicidade geométrica e algébrica distintas.
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4) Tem-se D(1) =0, D(t) =1, D(#*) =2tpeloque A= | 0 0 2 |[eB=A*=|0 0 0
0 0 0 0 0 0
a 1 1 2 a 1
A condigio (D* + D+ 1) ep(t) =1+ 2t equivale a (A2 +A+1)| b | =| 0 1 2 b | = | 2 | ouseja que tem de ser: ¢ =0,
c 0 01 c 0

b=2a=-1.
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REspoOSTA.: A=| 0 0 2 |,B=|0
0 0O 0

o O O

2
0 | e o polinémio pedido tem de ser p(t) = —1 + 2¢.
0

5) cos 4 (z,y) = % = I—\\//Zﬁ = —% logo £(x,y) = arcos (—%) =3z,
Como (zo,z1) = 0 basta considerar y = x2 — pr, %2 — pr,, Ta.

Ora: pr, w2 = {25820 = (0,0,0,0) e pr, vz = 2500 = =2(0,0,-1,0) = (0,0,+/2,0) pelo que: y = (—/2,0,+/2,0) — (0,0,0,0) —

E

(0,0, V2, 0) = (—\/57 0,0, 0) satisfaz o pedido.

RESPOSTA.: £(z,7y) = arcos (—%) = 3T ¢ y=(—/2,0,0,0)

6) Os vectores v1,v2, v3 formados com os coeficientes do sistema que define L constituem um conjunto de geradores; dimg L+t é o rango
da matriz M cujas linhas sao as coordenadas desses vectores; ora rg M = 2.

RESPOSTA.: v = (2,1,3,—1),v2 = (3,2,0,-2),v3 = (3,1,9, —1); dimg L+ = 2.



7) Vamos por vi(t) = ui(t) = 1 e a questdo reduz-se a determinar vz (t) = u2(t) — pr,,, (u2(t); ora pr,, ;yua(t) = %m (t) e por

um lado (u1(t),u2(2)) = I(ui(t)uz(t)) = I(uz(t)) = I(t) = % e por outro |Jui(t)||* = (u1(t),u1(t)) = I(1) = 1 pelo que Pr,, pyu2(t) =
1ui(t) = 3 e portanto va(t) = ua(t) — 3 =t — 3.

E tem-se realmente: (v1(t),v2(t)) = I(v1(t)v2(t)) =1t —3)=1(t)—I(3)=3—3=0.

RESPOSTA.: (vy(t),v2(t)) = (1, — 3).



