Instituto Superior Técnico 2001/2002 — 1° semestre
Algebra Linear 1° ano das Licenciaturas em Engenharia Civil e do Territério
Resolucao do Exame Final (1* ¢poca) 28/1/2002

(Esta resolucao refere-se apenas a um dos enunciados propostos, todos eles similares)

1.
1 0 1
i) Identificando P com R3 basta calcular o determinante | 1 1 1 | = «a+ 1 para concluir que haverd dependéncia linear se
-1 0 «

es6a=—1.

ii) T(co + c1t + cat?) = c1 + 2cat e como T(1) = 0,7(t) = 1,T(t?) = 2t hd que saber para que valores de 3 o sistema
01 077 e 1

0 0 2 c1 | = | 0 | tem solugdo e tal sucede se e s6 se 5 = 0. (Note-se que como o grau dos elementos de im (7') é
0 0 0 C2 Ié;

< 1 0 é 6bvio que o polinémio 1 + Bt? estard em im (T) se e s6 se 8 = 0).

iif)

T(1)=0=0.1+0.(1—1¢)+0.(1+1¢%), 0 -1 2
T(l—t)=-1=-11+0.(1—1¢)+0.(1+1¢%), peloque A=|0 0 -2
T(1+1t?)=2t=21+(-2).(1—1t)+0.(1+1¢?) 0 0 0

2.

i) Como det(B) = ‘ 5E1 5%

= B% — 1 tem-se: dim (ker (T)) = { Osef#lef# -1 e como 2 = dim (ker (T)) +

lsef=1oup=-1
2seB#£lef#—1

lsef=1loufB—=—1 © portanto s6 8 =1 ou 8 = —1 se terd dim (ker (7)) = dim (im (7).

dim (im (7)) vem dim (im (7)) = {

.. 1 - . . . .
ii) Como det(B) = ‘ 41 ,Y;Y ‘ =72 +1 a matriz C ¢ invertivel se e s6 se v =i ou y = —i.

iii) Basta comparar os seus determinantes e os seus tragos pois trata-se de matrizes 2 x 2. Temos assim para cada um dos casos:

det tr
a) 0 0
by 2 2
c) 0o 2
d) 0o 2
e) -1 0
f) 2 0

pelo que as matrizes das alineas c) e d) sdo semelhantes.

3.

i) Como os valores préprios de A sdo 1 e 3, de que sdo vectores préprios respectivamente (—1,1) e (1,1) (necessariamente
e ortogonais para o produto interno canénico, pois os valores préprios sdo distintos e A é simétrica) basta normalizar esses

-1 1
- o L 1 _ 1
vectores obtendo-se: ﬁ( 1,1)e \/5(1, 1) pelo que P = 7 [ 11 }

ii) Como [ 0 f | [ ? ; } [ % } = afl. os vectores serdo ortogonais se e sé se a = 0 ou 3 = 0.

V1,V 2 1 1 7
iii) Basta considerar a base {u1, u2} dada por u; = vy e up = vo—pr, vy = vg—%vl. Orap(vi,v1)=[1 0 ] [ . o } [ 0
(

2ep(v,v) =1 0] [ ? ; } [ (1) } =1, pelo que up = (0,1) — 3 (1,0) = (—3,1). A base formada por u; = (1,0) e
Uy = (—%, 1) é pois ortogonal com rela¢do ao produto interno p (u,v).

a— A\ b
b d— A\
(a —d)? 4+ 4b* > 0 a condig¢ao necessdria e suficiente pedida ¢ que a # d ou b # 0, tendo-se entdo A > 0.

4. Como pa(\) = ‘ =X — (a+d)\+ (ad — b?) e o discriminante deste binémio & A = (a + d)? — 4(ad — b?) =




